FIMAT XXI “TALLER INTERNACIONAL DE LA ENSENANZA Y EL
APRENDIZAJE DE LA MATEMATICA, LA INFORMATICA, LA FiSICA,

LAS CIENCIAS NATURALES Y TECNICAS EN EL SIGLO XXI”
LA TRANSFORMADA DE LAPLACE APLICADA EN LA MODELACION FiSICO-
MATEMATICA DE SISTEMAS
Autores:
José Alberto Gonzalez Bernal. Departamento de Fisica, Universidad Central “Marta

Abreu” de Las Villas. jagbernal@uclv.cu

Armando Taillacq Montalvo. Departamento de Matematica, Universidad Central “Marta

Abreu” de Las Villas. taillaco@uclv.edu.cu

Resumen

El objetivo del presente trabajo es brindar un método de solucion mas elegante a un
problema planteado acerca de la polucion hidrodinamica. Se enuncia el marco tedrico
referencial que sustenta la investigacion, se realiza la modelacion del problema,
tomando como premisa el caso estacionario unidimensional de la ecuacién de balance
de masa expresada en (Zhen-Gang, 2008), postulandose su veracidad y la de todas las
propiedades que a ella se extiendan y se lleva a cabo la implementacion
computacional de la solucién en el software Wolfram Mathematica. Las soluciones
analiticas son en todo caso comparadas con las soluciones numéricas, lograndose una
precision en el modelo de hasta mas de diez cifras significativas. Se demuestra la no
veracidad del modelo desde el punto de vista de la interpretacion fisica, mas se
percibe la elegancia y simpleza matematica en la resolucibn de la ecuacion
estacionaria al ser aplicada la Transformada de Laplace, pudiendo incluso pensarse en

extenderse al caso no estacionario.

Abstract

The aim of the present work is to provide a more elegant method of solution to a
problem presented a few years ago about the hydrodynamics pollution. The referential
theoretical frame holding the investigation is announced; the modeling —taking as a

point of departure the one-dimensional non stationary case of the mass balance
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equation enunciated in (Zhen-Gang, 2008), from which it is naturally adopted the (one-
dimensional) steady state— is made and the corresponding computational
implementation of the solution is carried out using the software Wolfram Mathematica,
comparing both analytical solution (obtained by the authors) and the numerical solution
—provided by the software Wolfram Mathematica—, showing a remarkable fit.

The results obtained from the model demonstrate that this is not held from the physical
interpretation point of view. It is confirmed the mathematical elegance of the Laplace
Transform method throughout the resolution of the steady state differential equation,
which is an encouragement to think about the extension of this method to the

recognized non stationary mass balance equation in one (or even two) dimensions.

Introduccion

La ecuacion del calor o de difusion es la que representa a las ecuaciones parabdlicas
de la Fisica-Matematica. Atendiendo al caso estacionario unidimensional, esta se
convierte en una ecuacion diferencial ordinaria, sobre la cual hay innumerables
métodos para su resolucion, siendo uno de ellos, de los mas Uutiles y elegantes, la
Transformada de Laplace, de la cual se han encontrado esenciales aplicaciones en la
ingenieria, la matematica y la fisica. Véanse (Céspedes Hinojosa, 1989), (Hayt,
Kemmerly, & Durbin, 2008) y (James, 2009).

La polucion hidrodindmica puede modelarse, con su ecuacion de balance de masa, a
través de una ecuacion diferencial que corresponde al tipo parabdlico. Por simplicidad
en un primer acercamiento, se establece la validez de la ecuacién unidimensional
estacionaria para la modelacion de esta problematica.

Los resultados corroboran otros anteriormente obtenidos y, pese a que para las
condiciones (no verificadas) postuladas se arriban a ciertas incongruencias desde el
punto de vista de la interpretacion fisica, son alentadores en el uso de la Transformada
de Laplace en la modelacion de sistemas, especificamente el que nos ocupa, los
hidrodinamicos. Un trabajo similar pero con otro acercamiento puede ser visto en
(Garcés & Calzada, 2011)



Desatrrollo

Basado en el principio de conservacion de la masa el cambio de concentracién de un
reactante puede calcularse usando una ecuacién de balance de masa. Su forma
unidimensional cuenta con la expresion (Zhen-Gang, 2008):

oc(ne) __ 9C(x) 5%Hﬂ§%gﬂ}+5+g+q (1.00)

at ax  ax

donde C es concentracion del contaminante, t, tiempo, x, distancia, U, velocidad de
adveccion en el sentido de la coordenada x, D, coeficiente de dispersion, S, fuentes y
sumideros propios del sistema acueo debidos al asentamiento y la resuspension, R,
reactividad de procesos quimicos y biolégicos y @, cargas externas al sistema acueo.
La ecuacion:

u, =a’u, + fi(x,t) (1.01)

recibe comunmente el nombre de ecuacion de conduccion del calor no homogénea

unidimensional.

Si se considera la ecuacion con coeficientes constantes:

v, =a’v,, +Bu. tyv +f (1.02)
Mediante el cambio de variables:
_ +At _ _ ‘Bz
v = gh¥TAE Ly, para U= ——s, A=y —— (1.03)
2ac 4q-

(1.02) se reduce a la forma (1.01) donde £ (x,t) = fe~(#+,

2. Modelacion de la polucién hidrodindmica. Caso estacionario unidimensional.
Por tanto, si se escribe la ecuacion:

dc(x,t) 92 C(x,t) dc(x,t)
=D —U
dt dx? dx

concibiéndose que el medio es homogéneo por lo que ni D ni U dependen de x, se

+S+R+Q (2.00)

establece la siguiente relacion:

v = C(x,t)
a® =
=-U (2.01)
y=0

F=S+R+Q



En una cinética de primer orden donde R = —kC, entonces y=—ky f =5+ ¢@. La
constante k que marca el ritmo de biodegradacion estd comprendida en el intervalo
k € (0,1). Si se piensa en un fluido irrotacional cuya corriente sea laminar de modo que
el término de sedimentacion S pueda tomarse como 5 = 0, se tendria entonces f = Q.

En el sistema (2.01) el coeficiente a* = D es, por definicion, constante, por lo que con

este sistema solamente se pueden trabajar problemas en los cuales el coeficiente de

dispersion no dependa de x. Se postula que como mismo hay una ecuacion de balance

de masa para describir el comportamiento del contaminante en las aguas (en
dependencia del tiempo) la ecuacion estacionaria también se sostiene y es valida, tanto
como los principios que se extiendan a ella. Asi, la ecuacion de trabajo es:
d*C(x dC (x
p & _ dee)
dx s dx

Para la ecuacion unidimensional homogénea se cumple el principio del valor maximo:

—kC(x)+Q@ =0 (2.02)

“Si una funcién u(x,t) determinada y continua en la region cerrada 0=t =T vy
0 = x = [ satisface a la ecuacioén de conduccién del calor homogénea en los puntos de
la region 0 < x <[, 0 <t =T, los valores minimo y maximo de la funcién u(x,t) se
alcanzan o bien en el momento inicial o bien en los puntos de la frontera x =006 x = I

(Tijonov & Samarsky, 1980). Esto permite establecer las siguientes condiciones
iniciales:
dC

c(0) = Cy, = E!I=::1 (2.03)
x=

El analisis se centra a un flujo de régimen estable, irrotacional, incompresible y
ligeramente viscoso —de modo que pueda arrastrar los contaminantes— cuya corriente
sea laminar. El modelo es mas aplicable a rios o canales cuanto sean estos menos
sinuosos, constituyendo una buena forma de empezar a analizar este problema y las
dificultades de la resolucion.

La ecuaciéon (2.02) presenta una evidente analogia con la ecuacién de vibraciones

forzadas (Savéliev, 1989):
i4+26x+wix=f (2.04)



asi como con la ecuacion de Fokker-Planck (Rodriguez Castellanos & Pérez
Maldonado, 2009).
3. Analisis de resolucién a través de la Transformada de Laplace.

Se aplica el método de la Transformada de Laplace a (2.02) con las condiciones

iniciales enunciadas. Asi:

DC(x)—UC(x) —kC(x) =—-a, (C[D] =C,, (diixj) = 0y = n) (3.00)

LIDE(x) —UC(x) — kC(x)} = £L{—Q} (3.01)
D(s2C(s) —sCy — Cy) —U(sC(s) — Cp) —kC(s) = —g (3.02)

Despejando C(s) y empleando (3.00):

Q Ds*Cy,— UsCy— Q

C(s)[Ds* —Us—k]=——=—UC, + DsC, = (3.03)
5 5
L, U k1 Ds*C,— UsC,—
C(s]-D[s‘——s——]= d 0o — ¢
D D 5
Ds*C, —UsC,—Q 1]A4 ¥
=C(s) = =—4— 3.04
() o[- K D5 L Uk 309
5 =5 D.‘S‘ D 3 D.‘:‘-‘ D
1 (A B C
——L+—+—1  @os)
Dls s—5 =s5—35
donde:
U++U%+ 4Dk
Sy2 = (3.06)

2D
son los polos del sumando que contiene a ¥ como numerador.
Entonces, se tiene:
Ds*Cy, —UsCy— Q@ = A(s — 5,)(s—5,) + Bs(s —5,) + Cs(s— 5,) (3.07)
Paras =0, s = 5, y 5 = 5, respectivamente se obtendra:

DQ _ Ds{Cy—s5,UC,—Q | DsiCy—s,UCo—Q

A==,
k 51(51 - 5:] 5 (5: - 51)

r

Y la solucién buscada, anti-transformando, es:

L“l{C(s]}=%-£_1{§+ il + ¢ }

(3.08)



1
Cl(x) = % + E{Besl“’ + Ce®¥}

Aplicando las relaciones:

5y 5, 1 + u
=—-—, 5 +5 ==
k D 127

Facilmente se demuestra que la solucién se puede escribir como (Gonzéalez-Bernal,

2013):
Q Sz
Clx) = [C __](s s 4
°k 275
U++/U2+ 4Dk
12 = 2D

(3.09)

(3.10)

£
1 . Eszx) +%

5175

=0
= Sy2 ={§z‘iﬂ} para U, D, k=0

(3.11)

(3.11.a)

El Esquema 1 representa un esquema de confiabilidad del modelo.

Aumento de IJ

Aumento de k

Aumento de @

A mayor U el

contaminante debe
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mas hacia el
sentido en que se
dirige la corriente
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aumente para el

rango de toda x.

Esquema 1. Esquema de sostenibilidad del modelo.

4. Resultados y discusion.

La solucién de la concentracion (3.11) presenta curvas exponenciales, como se cumple

(3.11.a), al realizarse la suma:




5, 5
( 2 .etr 2 -efﬂ) (4.00)

Sy T 5y 5y — &9
se obtiene una grafica cuyos extremos se dirigen hacia arriba, siendo céncava hacia

arriba (Demidovich, y otros, 1977). Se quiere que:
lim C(x)=0 (4.01)

x—++ oo
y la inica manera de que esto suceda es definiendo:

[c[, - %] <0 (4.02)

El término f, definido positivo, solamente contribuiria a una traslacion de la funcion:

o2 -[6 -9

5
et 4 —1 . efﬂ) (4.03)
S, — 5, 5, — 5,

g

~ unidades hacia la parte positiva del eje de las ordenadas, pero debe ser mayor que el

valor absoluto de (4.03) en determinada x para que el modelo tenga sentido.

Las derivadas de (3.11) se determinan por las expresiones:

C.'(xj _ 548, [CD _E:| (es-:._:r _ es._xj (404]
C"(x) = 12 [c[, - E] (5,65 — 5,6%%)  (4.05)

Realizando un andlisis de la primera derivada, se nota que en (4.04) los dos primeros
factores son negativos y el signo de la derivada lo daré el tercero.
Six=<0:;

1
PEREY

lim [elsﬂxl -

x—+—oo

] =0 (4.06)

Six=0;

1
lim [—— es‘—x] <0 (4.07)

x—¥oo ellex
Enx =0, C'(0) = 0y se tiene, haciendo un rapido trabajo algebraico, C(0) = C,

La segunda derivada siempre sera negativa.



La curva tendra pendiente positiva en el intervalo x € (—o, 0), igualandose a cero en
x = 0 cuando la concentracién alcanza el valor maximo €(0) = C,, y tomara valores

cada vez mas negativos desde ese punto hacia el infinito positivo.

Sien (3.00) se hace U = 0, se comprueba que (3.11) adquiere la forma:

1 Ty 1 —F, X Q
C(x]—(ie : +Ee 1 ) Cte+k (4.08)

Luego se cumple la condicién de paridad.

Este caso se corresponde con aquellos sistemas en que la velocidad de adveccion de
la corriente es nula y predomina el proceso dispersivo o difusivo.

El Codigo 1 que se presenta en el Anexo 2 evidencia una animacion de la variacion de

@ que demuestra, de forma general, un aumento de la concentracion alrededor de
x = 0, sin embargo, hay una ligera contraccion de la concentracion sobre el dominio de
x,

Animaciones similares se hacen para una variacion de k y de U, destacandose un
ligero aumento de la concentracion a lo largo del dominio de x para un incremento del

ritmo de biodegradacion y el corrimiento hacia el eje negativo del contaminante para un
incremento de la velocidad de adveccion.

Todos estos tres resultados entran en contradiccién directa con lo estipulado por el
Esquema 1.

Una forma mas general es el Cédigo 2, presentado en el Anexo 2, el cual brinda

informacion acerca de la variacion simultanea de los parametros @, ky U a la vez. Este

se puede escribir en términos de Manipulate para fijar mejor los parametros.
En el Anexo 1 se muestran las graficas para una variacion del parametro de la

velocidad U = 0.0 m/s, U =1.0 m/s y U = 2.0 m/s, para valores fijos de los demas

parametros: D = 0.5 m* /s, la constante de ritmo de biodegradacion k =10°s"1 y la

carga Q=2x10"% k"l = 172.8 X2 con condiciones iniciales

mE = m= =dia’
€(0) = (20+10°Q- ) 102 2 2 0, ¢, = 0.
Se trabaja de forma similar para una variacién de k y de @, fijandose para estos el valor

de velocidad de adveccion I/ = 1.0 m/s.



En estas gréaficas se han superpuesto las soluciones analiticas (en linea azul) con las
soluciones numeéricas correspondientes (en linea roja) brindadas por el software

Wolfram Mathematica 8.0. Los rangos de x mostrados son los dominios de coincidencia

de ambas soluciones.

Conclusiones
e Se demuestra que no es factible hacer la transicién al caso estacionario derivado
directamente de la ecuacion de balance de masa presentada en (Zhen-Gang,
2008).
e Tanto las soluciones analiticas como numéricas muestran una superposicion
casi perfecta, lo cual evidencia la validez de la resolucién.
e EIl método de la Transformada de Laplace constituye una herramienta util de
resolucion para este tipo de problemas hidrodinamicos y pudiere emplearse en

el acercamiento a los casos no estacionarios.
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ANEXO 1

1. Variacion de U

U=00m/s
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I I
1.0 05 05 1.0
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2. Variacion de k
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3. Variacion de Q g
x €(—11.499999,1.634182) m x € (—12.2076572909,1.68286542702) m
o kg kg
=2x1077 = 1
¢ m? X s Q=2Xx10 mi X s
C% clg
00 |
015
010
006
FiO T H6.5 ‘
S D VR o5 |
10 05 05 10 i
x € (—2.496634?1110.96842‘38%248}*r% x € (—1.%?5?4228281 0.7801596630) m
= =
Animate [Plot[(20 = 1073 —— ® g 5% & g S2ex
nimate [Plot[( +e kj[sz—sl 51 —s2 ¢ )

k
+ %, {x,0,5}, AxesLabel — {x[m], C[—f]},PiotRaﬂge
m

- 1],{Q, 2 = 1072, 2}, AnimationRunning — False]

Para el codigo hay que definir s1y s2 en (3.11.a) dados en U = 1.0 m/s, D = 0.5 m* /s

y una constante de ritmo de biodegradacion k = 107% 571,



Caodigo 2:

U—+/U?+4Disp = k

2Di
Animate[Plot[(20% 1073 + Q@ — E][ — =P —
k" "U—, U2+ 4Disp =k U+, U2+ 4Disp=k
2Disp N 2Disp
U+ U?+ 4Disp = k
U+,/U? +4Disp :-ckd 2Disp
e ED:W + [ [
U+ U*+4Disp=k U—U*+4Disp=k
2Disp B 2Disp
U—, U +4Disp sk Q kg
*e Disp )+ P {x,—5,5}, AxesLabel — {x[m],C[—]}, PlotRange
m

1 5
=5 X 1071],{Q,2 = 107%,2), {U, —2,2), {k, 1071%, 1071}, AnimationRunning
— Fualse]

Se ha de fijar Disp = 0.5.



