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SINTESIS

Esta investigacion esta dirigida al estudio de distintas familias de curvas planas, las cuales
son:

« Funciones . Concoides
+ Secciones Conicas - Espirales

. Ovalos de Cassini . Ruletas

. Cisoides « Otras

Cada una de ellas cuenta con cierta cantidad de curvas que son analizadas segun los
siguientes criterios para clasificarlas como maravillosas o no:

* Historia

Surgimiento

Creador

Puntos de vista para clasificacion
Justificaciéon de la denominacion “maravillosa”

« Descripcion (caracterizacion)

Lugar geométrico

Ecuaciones paramétricas, cartesianas, en polares, implicita (forma de obtencion)
Relacion esencial con otras curvas (casos limites)

Propiedades esenciales (funcion o no, cerrada o no, etc.)

Grafico (simetria, extension, etc.)

* Curvas en la Naturaleza

Presentacion natural, estilizada o como forma limite de otras.

* Aplicaciones

Aplicaciones teoricas o préacticas de la curva

Ademas se analizan, explican y ejemplifican todos aquellos conceptos que se consideran
necesarios para la comprension de la investigacion, como por ejemplo la evoluta, la
envolvente, etc.

A su vez se desarrolla una aplicacion web que facilita el acceso a las distintas curvas desde
diferentes puntos de vista garantizando asi satisfacer las necesidades del usuario segun
sean sus caracteristicas.

La aplicacion web cuenta con la construccién animada en el MATHEMATICA (version 6.0) de
aguellas curvas que lo permiten, aclarando de esta manera la ingeniosa y compleja forma de

construcciéon de las mismas y que de forma analitica se nos presentan con mayor grado de
abstraccion.
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INTRODUCCION

De acuerdo con lo que se establece en la fundamentacion de la disciplina Historia y
Metodologia de la Matemética, durante la carrera de Licenciatura en Matematica el
estudiante conoce de algunas partes del “grandioso edificio de la Matemética®, el cual en el
transcurso de muchos siglos ha sido reconstruido y transformado tantas veces, que es dificil
comprender su forma original, como surgieron sus partes principales y cuales son sus
funciones sociales.

En particular, durante siglos al hombre le han llamado la atencion las diferentes curvas
halladas en la naturaleza y esto ha motivado que grandes figuras de la matematica se hayan
dedicado al estudio de las mismas y hayan descubierto otras a través del analisis de
problemas de la Fisica y la Geometria. Como resultado, existen curvas muy notables que los
grandes cientificos del pasado descubrieron con gran arte e ingeniosas técnicas, y que
pueden ser denominadas “maravillosas”.

Los diferentes puntos de vista desde los que han sido vistas y estudiadas las curvas han
dado como resultado la diversidad de criterios que se nos presenta al tratar de definirlas y
clasificarlas segun la familia a la que pertenezcan. Por ejemplo: La elipse es un caso
particular de ruleta, es una de las secciones conicas y un caso particular de curvas de
Lissajaus.

Para enfrentar de manera apropiada el estudio de las curvas planas no bastan los elementos
de Andlisis Matematico y Geometria Analitica que se imparten en los primeros afios de la
carrera, sino que se requieren conocimientos de Geometria Diferencial, la cual se imparte en
cuarto afio de la especialidad.

Algunas de las razones por las cuales una curva puede ser denominada maravillosa estan
relacionadas con su comportamiento con respecto a otras curvas (tales como la podaria),
pero estos conceptos no se estudian en la carrera ni figuran en la mayor parte de los textos
de caracter elemental.

La mencionada diversidad de criterios en la clasificacion de las curvas, la necesidad de
conocimientos mas avanzados de matematica para su andlisis y el caracter especial de
muchos conceptos requeridos en la tematica han tenido por consecuencia que existe una
gran complejidad en la presentacion didactica de este tema, dificultando el cumplimiento de
objetivos instructivos y educativos en la disciplina Historia y Metodologia de la Matemética,
tales como:

» Establecer las variadas relaciones entre las partes integrantes de la matemaética.

» Adquirir la capacidad de captar la evolucion de los criterios de elegancia y armonia de
la conceptualizacion y modelacion matematica.

» Consolidar la cultura general basica matematica y la conciencia de la necesidad de
ampliar constantemente el nivel cultural, en particular en forma autodidacta.

La probleméatica observada condujo a plantear el siguiente problema cientifico:
¢, Como abordar la ensefianza del tema de curvas maravillosas facilitando la comprension de
sus construcciones y las relaciones entre ellas?



Por tanto, el objeto de estudio es especificamente el conjunto de algunas curvas en el
plano, sus propiedades mas significativas, algunas de sus aplicaciones y todas aquellas
caracteristicas que nos demuestren que realmente se trata de una curva maravillosa.

El objetivo general perseguido mediante este trabajo es elaborar un sistema que sirva de
guia a personas interesadas en el tema de curvas planas que pudieran denominarse
maravillosas, con facilidades para su analisis, tanto desde el punto de vista pedagogico como
computacional y con gran utilidad en la disciplina Historia y Metodologia de la Matemética.
Los objetivos especificos son:

1. Presentar los conceptos béasicos del Andlisis Matematico, la Geometria Analitica y la
Geometria Diferencial asociados a las relaciones especiales entre las curvas.

2. Desarrollar el enfoque metodolégico seleccionado para la discusiéon de las curvas que
se estudian.

3. Elaborar un sistema computacional para el andlisis de las curvas atendiendo a
diversas formas de acceso.

Para cumplir estos objetivos, se acometieron las tareas de investigacion siguientes:

« Determinar las condiciones que nos conducen a considerar que una curva sea
considerada maravillosa.

» Precisar cudl es el enfoque metodoldgico que resulta mas apropiado para comprender
las propiedades fundamentales de las curvas.

» Establecer la concepcion de un sistema de computacion que permita el estudio de las
curvas atendiendo a diversas perspectivas.

Los resultados relacionados con el enfoque metodolégico van a constituir la contribucion
tedrica del trabajo y el sistema computacional asociado marcard un aporte practico al
mismo.

Para el desarrollo coherente de las tareas son utilizados distintos métodos de
investigacion, los cuales han sido:

Métodos del nivel tedrico

Analisis-sintesis

Para el estudio de las fuentes de informacion, para extraer de ellas regularidades y
tendencias vinculadas con la relacion entre las curvas y para la discriminacion légica y la
diferenciacion necesaria.

Induccion-deduccion
En la division del problema cientifico en subproblemas para conformar el grupo de tareas
cientificas que le dan una orientacion a la investigacion.



Histérico-logico

Para analizar el origen y evolucion historica de las curvas atendiendo a las diferentes
clasificaciones, conceptos y los principales aportes desde la perspectiva de un grupo
representativo de estudiosos del tema.

Métodos del nivel empirico

Analisis documental
Para la revision bibliografica de un grupo significativo de documentos relacionado con el
tema, el cual incluye libros, materiales impresos y sitios Web.

El trabajo cuenta con las siguientes partes: Introduccion, tres Capitulos, Conclusiones,
Recomendaciones, Bibliografia y Anexos.

En el primer capitulo se muestran los conceptos indispensables para hacer auto contenida la
presentacion del tema. Entre estas nociones figuran las de rectas tangente y normal, podaria,
evoluta y evolvente, envolvente e inversion.

En el segundo capitulo se desarrolla el enfoque adoptado, el cual esta en dependencia del
arbol concebido para la concatenacion de las relaciones y las clasificaciones en las familias.

En el tercer capitulo se describe la concepcion de la aplicacion Web que va a viabilizar el
acceso a la informacion y a la animacion de aquellas curvas cuya construccion lo permite.



Capitulo 1

Conceptos Preliminares



CAPITULO I: CONCEPTOS PRELIMINARES

“La mente humana, previa y libremente, tiene que construir
formas antes de encontrarlas en las cosas”.
Albert Einstein

Introduccioén

A lo largo de la evolucién de la ciencia matematica, han sido descubiertas muchas curvas
muy notables que constituyeron objeto de investigacion de grandes cientificos, los cuales
establecieron curiosas relaciones entre ellas que incidieron en las formas de clasificacion.

De todas las que han sido recogidas por la historia de la matematica, se han seleccionado
algunos tipos que son catalogadas como “maravillosas”, atendiendo al criterio de que
cumplan una o varias de las siguientes condiciones:

1. Surgimiento historico curioso, desde el punto de vista tratado por la Historia de la
Matemaética.

2. Construccion ingeniosa.

3. Relaciones interesantes de una curva con elementos de otras familias de curvas desde la
perspectiva de la elegancia matematica.

4. Presentacién en la Naturaleza.

5. Aplicaciones tedricas o practicas de gran alcance.

En lo que concierne a la tercera condicion, algunas de las relaciones estan vinculadas con el
comportamiento de la curva en cuestion con respecto a otras (tales como la podaria). Este
concepto y algunos otros requeridos no son familiares para el estudiante de la carrera
porque no figuran entre los contenidos de las diversas asignaturas que recibe, ni tampoco
aparecen en la mayor parte de los textos de caracter elemental. Por esto, hemos escogido
un conjunto de conceptos que se resumen y ejemplifican en este capitulo, con vista a
facilitar la comprension general del trabajo y a hacerlo auto contenido.

El concepto basico que sera utilizado sera el de curva. En Geometria Analitica, una curva se
define como el lugar geométrico de aquellos puntos que satisfacen un conjunto de
condiciones, las cuales se expresan en un sistema de coordenadas. La grafica de una
funcién también se denomina una curva. La interseccion de dos superficies genera una curva
y la trayectoria de un punto en movimiento describe una curva. Todos estos puntos de vista
seran manejados en el trabajo.

Las relaciones existentes entre las distintas familias de curvas tratadas en nuestro trabajo,
estan representadas en el siguiente arbol de familias de curvas:

+ Funciones

Funcion afin

Funcion cuadratica o parabola
Parabola cubica

Funcién de proporcionalidad inversa
Parabola semicubica o de Neli
Funciones trigonométricas

O O O0OO0OO0OOo



Funcion exponencial

La campana de Gauss
Funcion logaritmica
Funciones hiperbdlicas

La catenaria

La versiera o curva de Agnesi

O O0OO0OO0OO0o0Oo

Secciones conicas

0 Secciones conicas generadas
» Pardbola
» Elipse
= Circunferencia
= Hipérbola
0 Secciones conicas degeneradas
= Un punto
= Unarecta
» Dos rectas que se cortan

Ovalos de Cassini

o Dos évalos iguales

0 Lemniscata de Bernoulli

o Ovalo con talle

o Ovalo en forma eliptica.
Cisoides

o Cisoides de una recta y un circunferencia
= Cisoide de Diocles
= Estrofoide
= Trisectriz de Maclaurin

o Circunferencia

0 Lemniscata de Bernoulli

o0 Concoide de Nicomedes

Concoides

o0 Concoides de Nicomedes
o Caracol de Pascal
= Cardioide

Espirales

o0 Espirales Arquimedianas
» Espiral de Arquimedes
= Espiral parabdlica o de Fermat
= Espiral hiperbdlica o reciproca
» Espiral de Lituus



o Espiral equiangular (logaritmica)
= Circunferencia
o Espiral aurea o de Durero

Ruletas (curva rodando en una curva)

0 Ruletas cicloidales
= Epitrocoides
» Epicicloides ordinarias
» Cardioide
» Nefroide
» Epicicloides alargadas
» Caracol de Pascal
» Epicicloides acortadas
» Circunferencia
» Hipotrocoides
» Hipocicloides ordinarias
» Hipocicloide de dos cuspides (didmetro de una
circunferencia)
= Deltoide
= Astroide
» Hipocicloides alargadas
» Elipses
* Rosas
= Trifolium(Rosa de tres hojas)
» Cuadrifolium(Rosa de cuatro hojas)
= QOctafolium (Rosa de ocho hojas)
» Hipocicloides acortadas
» Elipses
= Trocoides (Cicloides)
» Cicloide ordinaria
» Cicloide alargada
» Cicloide acortada
* Recta
0 Ruletas no cicloidales

Cisoide de Diocles
Catenaria

Recta

Tractriz

Parabola

Elipse

Otras curvas maravillosas

o Espiral Sinusoidal
» Hipérbola equilatera
» Recta (caso no funcion)
» Pardbola



= Cardioide
= Circunferencia
= Lemniscata de Bernoulli
o Curvas de Lissajaus
= Elipse
= Circunferencia
= Recta (funcion lineal)

81.1 Conceptos vinculados a la Geometria Analitica  y al Andlisis Matemético
1.1.1 Semejanza entre razones trigonomeétricas e hip  erbdlicas.

La primera semejanza existente entre las razones trigopnométricas y las hiperbdlicas se tiene
en la forma en que se definen, es decir:

En las trigonométricas se usa una circunferencia centrada en el origen y radio r =1
(x*+vy?=1) para, a partir de un triangulo rectangulo formado por los segmentos de

coordenadas de uno de sus puntos y su radio vector, definir las razones trigonométricas
relacionadas con el angulo que se forma con el eje “x” y el radio vector, Fig. (c1. 81.1a).

/ g

Y,
\l'\
!
P
s

serd = PM
cosd = OP

Fig. (cl. 81.1a)

En las hiperbdlicas se usa una hipérbola equilatera centrada en el origen con semiejes
a=b=1 (x*-y? =1) para, a partir de un triangulo rectangulo formado por los segmentos de

coordenadas de uno de sus puntos y su radio vector, definir las razones hiperbdlicas

vinculadas con el angulo que se forma con el eje “x” y el radio vector, Fig. (c1. 81.1b).
M{j/

J o \ P shd=P'M’
chd = OP’

Fig. (c1. §1.1b)

Ademas, otra semejanza que se deriva de la definicion anterior, es que al igual que existe la
propiedad denominada identidad fundamental de la trigonométrica (serfé+cos 8=1),
también existe la propiedad, denominada identidad fundamental hiperbdlica (ch?d - sh’8 =1).

Como podemos observar, dichas identidades provienen de las propiedades de las curvas
usadas en la definicion.



81.2 Conceptos vinculados a la Geometria Diferencia |
1.2.1 Longitud de arco

La longitud de arco es el extremo superior de los perimetros de todas las quebradas inscritas
en él. Cuando este extremo es finito, el arco se llama rectificable, cuando el extremo es + o,
0 sea cuando hay perimetros arbitrariamente grandes, se dice que el arco es no rectificable,
0 mejor que tiene longitud infinita. La operacion de calcular la longitud de un arco se llama
rectificacion. Ahora veamos las férmulas de la longitud de arco segun como esté expresada
la curva:

 Si la ecuacion de una curva esta dada explicitamente o en forma paramétrica (y = f(x) 6
{x =X(),y :Y(t)} respectivamente, entonces la longitud del arco delimitado por los puntos

X5 t
A'y B de la curva, se calcula por L = _[\/1+[f’(x)]2dx[1a] oL :j\/[X'(t)]2 +[Y'(0)]?dt
X, 5]

[2a], respectivamente.
* Si la curva esta dada en coordenadas polares p = p(¢), entonces la longitud del arco

#;
delimitado por los puntos A y B de la curva, se calculapor L, = j\/,o2 +(do?/d@)?dg .
AB
[

Ejemplo: Rectifiguemos el caso particular de la curva conocida como catenaria, dada por la
ecuacién y=2ch(x/2), tomando los extremos del arco en los puntos M, =(-p,q) y

M, :(p,q) (simétricos respecto al eje de las ordenadas), Fig. (c1. §2.1). Entonces, por la

p
formula [1], resulta que la longitud del arco que se desea es L= .[\/1+[2d1'(x/2))]2dx, de

-p

p
donde se obtiene en virtud de la simetria que L:2I1/1+ shz(x/z)dx. Luego aplicando la
0

p
identidad fundamental hiperbolica, se tiene que L = 2| ch(x/2)dx = 4sh(x/2) = 4sh(p/2).
0

0
y= Z.S‘,‘{;] ’/"J

X\
\

Fig. (c1. 82.1)
1.2.2 Recta Tangente y Recta Normal

Se llama recta tangente en el punto M a la posicion limite de la recta secante MN, cuando
N - M vy se llama recta normal aquella que pasa por M y es perpendicular a la recta
tangente. Veamos a continuacién, mediante una tabla resumen las ecuaciones de la recta
tangente y la recta normal, para distintas formas de representar una curva:



Expresion de la curva | Ecuacion de la recta tangente | Ecuacion de la recta normal
F(xy)=0 F(X=x)+F (Y-y)=0 (X =%)/F, =(Y-y)/F,
y=1(» Y-y= ()X -x) Y-y=-(X-x)/f'()

{x=xt),y =y} (Y -y)/y = (X =%)/x (X =x)/X +(Y-y)/y' =0

Nota: En la tabla se asume el punto M con coordenadas (x, y) y la notacién X e Y como las

coordenadas variables de los puntos de la tangente 6 de la normal, por lo tanto los valores de
la derivada se calculan para el punto M .

Ejemplo: Calculémosle la recta tangente y la recta normal a la curva x?/a®+y?/b®>-1=0
(ecuacion de una elipse centrada en el origen) en un punto arbitrario M = (xo,yo), utilizando

las formulas anteriores.
Como la ecuacion de la curva dada es de forma implicita, calculando las derivadas en el

punto arbitrario, se tiene que F, =2x,/a* y F, = 2y,/b?, luego utilizando las férmulas de la

primera fila de la tabla, las ecuaciones de la recta tangente y de la normal en el punto M son
las siguientes:

La recta tangente: 2x,(X —X,)/a +2y,(Y = ¥,)/b =0 = (Xx,/a® +Yy, /b?)-(xZ /a2 + yZ /b?)=0
y como M pertenece a la elipse, podemos tomar (xg/a2 + yj/bz):l, por lo tanto la ecuacion
de la recta tangente se reduce a Xx,/a? +Yy,/b*-1=0.

La recta normal; a2 (X = X,)/2%, =b* (Y = y,)/2y, = a’X/x, ~b?Y/y, = (a* +b?)

1.2.3 Podaria y antipodaria.

Se llama podaria de una curva C respecto a un punto O al lugar geométrico de los pies de
las normales trazadas por el punto O a las tangentes de C. Si C' es la podaria de una curva
C, entonces se dice que C es la antipodaria de la curva C'.

Para hallar la ecuacion de la podaria conviene en general tomar al punto O como el origen
de coordenadas, si la curva C esta dada de forma implicita F(x,y) =0, la tangente en el

punto (X,,Y,) es: (Xx=X,)F, +(y-Y,)F, =0 [1b]y la recta normal a ella por el origen O
sera F, y—F, x=0 [2b]. Asi, las coordenadas del punto P son las soluciones del sistema
[1b] y [2b], donde X,,Yy, estan ligadas por la ecuacion de la curva F(x,y)=0. Por tanto si
entre las ecuaciones [1b], [2b] y F(x,y) =0 se pueden eliminar X,,y, , se tendra una cierta
ecuacion E(x,y) =0 que se satisfara para todos los pares de valores de x,y para los cuales
existen ciertos X,,Y, que cumplen [1b], [2b] y F(X,y) =0. En dicho caso, E(x,y) =0 sera la
ecuacion de la podaria.

Ejemplo: Hallemos la podaria respecto al centro de la elipse (curva que estudiaremos en el
capitulo 2), cuya ecuacion cartesiana es [3] x?/a® + y?/b®> -1=0.

Primeramente se tiene que las ecuaciones [1b] y [2b], ahora seran [4] xx,/a® +yy,/b?-1=0
y [5] a’xy, —b?yx, =0 respectivamente y a partir de estas, se deducen x, =a’x/x*+y? y

9



y, =b?y/x*+y?, Sustituyendo estos valores en [3], resulta que la ecuacion de la podaria

2

buscada es la curva de cuarto orden (x*+y?)?=a’x*-b’y?, la cual se conoce como

cuartica bicircular.
1.2.4 Curvatura y radio de curvatura

La curvatura K de una curva en un punto M es el limite de la razon del angulo de
contingencia 0 entre las direcciones positivas de las tangentes en los puntos M y N, Fig.

(cl. 82. 2) sobre la longitud del arco MN, cuando MN - 0, es decir K = lim 5/MVN.

/)

-~

N,

ds/
M

a) \a+ da
Fig. (cl. 82. 2)

v

La curvatura K tiene el signo + o — segun sea el signo de este limite. El signo de K indica si
la concavidad de la curva esta dirigida hacia la semirrecta normal positiva (para K >0).
Frecuentemente se considera que la curvatura es un valor esencialmente positivo,
entendiéndola como el limite del modulo del cociente anotado anteriormente.

Se denomina radio de curvatura R en un punto arbitrario M de una curva, al valor reciproco
de la curvatura (R=12/K) en dicho punto.

Veamos las distintas féormulas para calcular K y R, teniendo en cuenta las diferentes formas
de representar una curva.

1. Sila curva viene dada por la ecuacion en forma implicita F(x,y) =0 entonces:
F, F, F F, F., F

XX Xy X XX Xy X

_ 2 2132 _ 2 2132
K= FyX Fyy Fy (FX + Fy ) y R= (FX + Fy ) Fyx Fyy Fy
F, Fy 0 F, Fy 0

2. Sila curva viene dada por la ecuacion en forma explicita y = f(x) entonces:
<= O ()T y R=for ()2 (¢
3. Sila curva que esta dada en coordenadas paramétricas {x =Xx(t),y = y(t)} entonces:
4. Sila curva que esta dada en coordenadas polares: p = p(¢) entonces:
K=p>+2p%-pp"/(p" +p*)¥* y R=(p*+p?)¥/p*+2p% - pp

XI yl ' ' ' ' I I
; ,,‘/><2+y2)‘°’2 y R=(x2+y2)3“2/
X'y Xy

n
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Ejemplo 1: Para la circunferencia x* + y> =a?, la curvatura es K =1/a y el radio de curvatura
es R=a (son constantes para todos los puntos) y para una recta, se tiene K=0y R=oo,
Ejemplo 2: Calculemos la curvatura y el radio de curvatura de la curva y2(2—x): x® (caso
particular de la cisoide de Diocles), en el punto M = (ll) aplicando las formulas dadas.

Como la curva se encuentra dada en la forma implicita 2y? — xy® - x* =0, la curvatura K vy el
radio de curvatura R en el punto M =(11) se obtienen por las férmulas indicadas en la
primera forma de I6a siguiente manera:

(16+16-[32-24)) _ 24 _ 3 _35

20020 405 505 25

K=|-2 2 2| /@6+4)* =
-4 2 0

Radio de curvatura: R=1/K = 25/3/5=25/5/15==5,/5/3

Curvatura:

1.2.5 Circunferencia osculatriz

Se llama circunferencia osculatriz de una curva en un punto M a la posicion limite de la
circunferencia que pasa por el punto M Yy otros dos puntos préximos de la curva N y P,
cuando N - My P - M, Fig. (c1. 82.3).

Fig. (c1. §2.3)
1.2.5.1 Centro de curvatura

El centro de la circunferencia osculatriz C se llama centro de curvatura correspondiente al
punto M y se encuentra en la normal a la curva en la direccién de su concavidad. Las
coordenadas del centro de curvatura (x.,y,) se determinan mediante las siguientes formulas:

» Sila curva viene dada por la ecuacion en forma implicita F(x,y) =0 entonces:
F, F, F F, F, F

XX Xy X XX Xy X

x, =x+F (F*+F*/|F, F, F| vy v.=y+F(F>+F*/|F, F, F

yX yy y yX yy y

FFF, 0 FFF, 0

X y X y
» Sila curva viene dada por la ecuacion en forma explicita y = f(x) entonces:

x, =x= £+ @y/a9?) £(x) vy, =y+[FRP) ()
» Sila curva esta dada en coordenadas paramétricas {x =Xx(t),y= y(t)} entonces:
! I I X' y I I !
Xc=x—y(x2+y2)/x,, y,,‘ y yc=y—x(x2+y2)/
» Sila curva que esta dada en coordenadas polares: p = p(@) entonces:
x, = pcosp = (0% +p'2)¥? [ p* +2p —pp" y y. =psep—(p*+p'?)¥?/p? +2p" - pp

!

XI yl
X" y"
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Como podemos notar, con las formulas de radio de curvatura y las de centro de curvatura, se
puede definir, apoyandonos en la ecuacion general de una circunferencia (vea capitulo 2), la

circunferencia osculatriz como (x-x_ )’ +(y-v.)’ = R%.

Ejemplo: Calculemos el centro de curvatura y la circunferencia osculatriz de la curva

y2(2-x)=x® (ya vista en el ejemplo anterior), en el punto M =(11), aplicando las férmulas
dadas.

Como la curva se encuentra dada en la forma implicita 2y? —xy* -x®=0, el centro de

curvatura C =(x.,y,) de la curva en el punto M = (ll) se obtiene por las formulas dadas en
el primer punto de la siguiente manera:

_6 _2 —
x =1+-406+4)/ -2 2 2|=1+"90=9-10__7
24 3 3
-4 2 0
-6 -2 - .
y,=1+206+4)/ -2 2 2[=1+%027,3-8
24 7 3 3
-4 2 0

Luego, como ya se habia calculado el radio de curvatura R:S\/E/S, podemos hallar la

ecuacién cartesiana de la circunferencia osculatriz (x+7/3)* +(y-8/3)° =1259, Fig. (c1.
§2.4).
yT(Z—x):xj

N
Fig. (cl. §2.4)

1.2.6 Evoluta y evolvente

La evoluta de una curva dada es la curva formada por los centros de curvatura de todos los
puntos de la curva dada; la misma es la evolvente de las normales de la curva dada. La
evolvente de la curva dada A es una curva B respecto a la cual la curva A es la evoluta.

12



Ejemplo: Hallar la evoluta de la curva y® -12x =0 (parabola).

Como la curva se encuentra dada de forma implicita, apoyandonos en las férmulas de centro
de curvatura para el punto arbitrario M = (xo, yo), se tiene para la curva:

0 0o -1

X=X, =X, —120144+4y,*)/ | 0 2 2y, :x0+36+—6y°2:y?°2+x0+6:3x0+6
~12 2y, 0
o 0 -1 .
Y= Yo = Yo +2y,(144+4y,°)/ | 0 2 2y,|=y, - 36y‘gg Yo - 3;°6
~12 2y, 0

Por lo tanto, se deduce la ecuacion paramétrica de la evoluta {x=6+t2/4,y=—t3/36},
haciendo y, =t y evaluando en x. Ademas eliminando los parametros, obtenemos su

ecuacion en coordenadas cartesianas y* = 4(x—6)3/81, Fig. (c1. 82.5).

Fig. (c1. §2.5)
1.2.7 Envolvente

Se denomina envolvente de una familia de curvas a la curva tangente a cada elemento de la
familia.

Ejemplo: Como podemos ver en la Fig. (cl. 82.6), se tiene una familia de circunferencias
centradas en una hipérbola equilatera, donde cada una pasa por su centro. Ademas, se tiene
que la lemniscata de Bernoulli es la curva tangente a cada circunferencia con dichas
condiciones.

Fig. (c1. 82.6)
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1.2.8 Inversién

Sean dados un punto fijo O del plano y un nimero k. Se llama inversién de centro O y
potencia ka la transformacion que a cada punto Pdel plano le asigna P'situado sobre la
recta OPy tal que OP[OP’ =K.

Ejemplo: Hallar la inversion de la hipérbola equilatera p:]/w/cog{Zei (centrada en el origen,
con focos sobre el eje “x” y semiejes a=b =1), con respecto a su centro y potencia igual a
uno, Fig. (cl. 82.7).

De pzl/q/coazei, se deduce de la definicién que la ecuacién de la curva inversion de la
hipérbola con respecto a su centro es 1/ p =]/1/co§26?5 =]/ 2c08 -1 = p=+2cos -1 (la
ecuacion de la lemniscata con vértices A, B = (+10), ver Capitulo 2).

Fig. (c1. 82.7)
Resumen del Capitulo

Se ha resaltado la analogia geométrica que existe entre las definiciones formales de las
funciones trigopnométricas y las funciones hiperbdlicas, con el objetivo de contribuir a la
comprension cabal de las semejanzas generales que se observan en el comportamiento de
ambos tipos de funciones y que fundamentan su condicion de ser maravillosas. Nuestro
interés en el tratamiento de las funciones hiperbdlicas esta dado porque constituyen la base
de la definicion de la catenaria, funcidon maravillosa en muchos sentidos que se analizara en
el proximo capitulo.

Se han mostrado diversas formulaciones para el calculo de la curvatura en dependencia de
la representacion de la curva, en particular para los casos explicito e implicito, con la
finalidad de facilitar la opcion de que el lector tenga la posibilidad de comprobar los
resultados de los ejemplos propuestos en caso de querer utilizar otra variante . Esto de
manera general fortalece la utilidad de este trabajo.

Se ha agrupado la presentacion de conceptos relacionados en varios epigrafes, con vista a
facilitar la compresion de los mismos y a unificar el desarrollo de los ejemplos. Esto puede
observarse en los epigrafes donde se analizan Podaria y antipodaria, Curvatura y radio de
curvatura, asi como Evoluta y evolvente.

También se ha agrupado el tratamiento de las teméticas en los ejemplos de las definiciones
consideradas. En la seleccion de estos ejemplos se ha tomado en consideracion que ilustren
adecuadamente los conceptos y que muestren curvas que se veran en el siguiente capitulo,
lo que indica la idoneidad de los mismos.
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Capitulo 2

Curvas Planas Maravillosas



CAPITULO II: CURVAS PLANAS MARAVILLOSAS

“El Universo es un libro escrito en el lenguaje de las
matematicas, siendo sus caracteres triangulos, circulos y
otras figuras geomeétricas, sin las cuales es humanamente
imposible comprender una sola palabra; sin ellos solo se
conseguira vagar por un oscuro laberinto"
Galileo Galilei
Introduccion

Para el analisis de cada curva con vista a justificar su condicibn de maravillosa,
consideramos la posibilidad de responder las siguientes interrogantes:

» ¢Cuando, por quiénes y por qué comienza el estudio de la curva?
» ¢De qué forma esta definida la curva?

e ¢ Cuales son sus métodos de construcciéon?

» ¢Con qué propiedades cuenta?

» ¢Cuédles son sus aplicaciones dentro y fuera de la matematica?

A través del estudio de los métodos de construccién y de las propiedades, cada curva
quedaré clasificada dentro de una o varias familias, ya que veremos que puede pertenecer a
mas de una de ellas.

§2.1 Funciones

En el epigrafe se analizaran algunas de las funciones definidas sobre el plano real, aquellas
que por su historia, propiedades o aplicaciones se denominan curvas maravillosas. Ademas,
veremos que varias de estas curvas se encuentran orientadas a otros epigrafes, donde
forman parte de otras familias de curvas o sencillamente se utilizan como herramienta para
generar otras curvas.

2.1.1 Origen de las funciones

La nocion de funcion y su influencia significativa en el desarrollo de las ciencias se tiene a
partir del siglo XVII. El concepto aparece explicitamente en Leibniz (1691) y es utilizado por
los Bernoulli desde 1694. Euler (1707-1783) introdujo la notacién f(x): y y las separ6 en
algebraicas (aquellas que satisfacen una ecuacion polinémica cuyos coeficientes son a su
vez polinomios) y trascendentes (aquellas funciones que no son algebraicas).

2.1.2 Funcién afin

Los tratados superiores de Geometria, construidos sobre bases axiomaticas, admiten la
existencia de la recta como un postulado. Nosotros en el presente epigrafe estudiaremos un
caso particular de recta conocida como funcién afin y definida por relacién f(x)=mx+n,

donde m,n00 y admiten la interpretacion siguiente:

El parametro m se conoce como pendiente (cambio de las ordenadas, cuando la abscisa
aumenta una unidad) y se obtiene a partir de una de las propiedades mas importantes de
una recta, debido a su aplicacion: “Por dos puntos pasa una y solo una recta”, es decir,
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dados dos puntos P, =(x,y,) y P,=(x,,y,) del plano real tales que x # x, (para que se
cumpla la definicion de funcidn), entonces se tiene una y sélo una recta que contiene a
ambos puntos, por lo tanto se pude establecer la relacién m=(y, - y,)/(x, - x ). La pendiente
también es conocida como grado de inclinacion de la recta, por la relacion que tiene con la
tangente del angulo a formado por la misma y el eje "x", es decir, la pendiente se puede
hallar por la relacion m=tara. El parametro n se obtiene a partir de la expresion,
sustituyendo la pendiente hallada y uno de sus puntos. Este es conocido como la
interseccidn con el eje "y~ debido a que graficamente se corresponde con el valor y= f(O).
En el caso en que n=0 la funcién recibe el nombre de funcion lineal, debido a que cumple
con los axiomas de linealidad de funciones, conocidos del Algebra.

Como hemos notado, en la obtencion de la pendiente, se ha excluido el caso en que los
puntos P, y P, posean iguales abscisas, debido a que la definicion de funcion no lo admite,
sin embargo por dichos puntos también pasa una y soélo una recta. Es por esto que se hace
necesaria una expresion mas general, es decir, la expresion implicita o ecuacién general de
una recta Dx+Ey+F =0, donde D,E,FO0O, pero D y E no pueden tomar valor cero
simultdneamente. Mediante esta expresion, veremos luego que pertenece a la familia de las
conicas. Ademas, en el caso en que la recta no es funcion (Dx+ F =0), demostraremos que
también constituye un caso particular de las espirales sinusoidales.

Si conocemos solamente de manera explicita la pendiente de una recta y un punto sobre
ella, podemos realizar el siguiente andlisis que da lugar a una ecuacion paramétrica de la
recta:

Sea P, :(xl, yl) el punto sobre la rectay m su pendiente, entonces se puede considerar que

m=(y-v,)/(x-x), de donde despejando se tiene y-y,=m(x-x) y de aqui puede
derivarse facilmente la funcién paramétrica f(t)=(x(t), y(t)), haciendo x(t)=x;+at vy
y(t)=y, +bt con tOO. De esta forma luego veremos que la recta pertenece como caso
particular a la familia de las curvas de Lissajous.

Entre las aplicaciones practicas mas utiles podemos citar las siguientes:

» La funciény = x, tiene una gran importancia en la realizacion del gréafico de las funciones
inversas, pues toda funcion y su inversa son simeétricas respecto a dicha recta.

» Es una herramienta importante para la construccion de otras curvas como la concoide de
Nicomedes y algunas ruletas, las cuales veremos en epigrafes posteriores.

» La trayectoria mas corta entre dos puntos es la longitud del segmento rectilineo que los
une.

* Muchas curvas poseen asintotas que aportan determinadas propiedades tales como la
posibilidad de dar sentido a la nocién de area bajo la curva.

2.1.3 Funcion cuadratica

Las funciones cuadraticas se asocian de forma natural a las ecuaciones de segundo grado,
las cuales tienen un origen antiguo. Se conocieron algoritmos para resolverlas en Babilonia y
Egipto. En Grecia fue desarrollada por el matematico Diofanto de Alejandria y la solucion fue
introducida en Europa por el matematico judeoespafiol Abraham bar Hiyya, en su Liber
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embadorum. En el siglo XVII la aparicién del concepto de funcidn dio lugar al estudio de las
funciones cuadréticas, también conocidas como parabolas por ser un caso particular de las
secciones conicas, de esta forma la analizaremos méas adelante, en el epigrafe relacionado

con el tema. Como funcién, se define por la expresion f(x): ax® +bx+c, donde a,b,cO00 y
a# 0. Veamos a continuacion algunas de sus aplicaciones practicas mas significativas:

» Galileo Galilei descubri6 a finales de siglo XVI que la trayectoria descrita por un proyectil
(se denomina proyectil a cualquier objeto impulsado con una velocidad que sigue una
trayectoria determinada por la fuerza gravitacional que actia sobre él y por la resistencia
de la atmdsfera) es una curva especifica llamada parabola.

+ En la Fisica, los problemas de caida son modelados por la funcién y=-gt?/2+h, donde
g= 9.81m/seg2 es la aceleracion de la gravedad y h el valor de la altura inicial del

problema. La funcién S=at?/2 con t>0, expresa la ley de movimiento uniforme con
velocidad inicial nula y aceleracién a. También la energia cinética de un cuerpo esta dada
por la expresion K =mv?/2 donde m es la masay v su velocidad.

2.1.4 Parabola cubica

Las funciones cubicas estan asociadas por definicion a las ecuaciones cubicas, las cuales
eran conocidas por indios y griegos antiguos desde el 5to siglo A.C. y anteriormente por los
egipcios antiguos debido al problema de la duplicacién del cubo, es decir, de encontrar la
arista del cubo cuyo volumen sea el doble de un volumen dado. Se cree que Hipdcrates y
Arquimedes estuvieron cerca de solucionar este problema intersecando secciones conicas,
aunque los historiadores tales como Reviel Netz disputan si los griegos conocian las
ecuaciones cubicas o los problemas que pueden conducirnos a ellas. En el siglo XVI el
matematico italiano Scipione del Ferro (1465-1526) encontré6 un método para solucionar las
ecuaciones culbicas del tipo x*+M x=n y lo mantuvo en secreto hasta dias antes de su
muerte. Mas tarde en 1530, Niccol6 Fontana (Tartaglia) realiza un método para otra familia
de ecuaciones cubicas, a saber, las de la forma x*+M x*=n , el cual solo revel6 este
secreto al famoso matematico Gerolamo Cardano. Este notd que era necesario el calculo de
raices cuadradas de numeros negativos y realizé un estudio sobre esta nueva materia, asi en
1545 publicé el libro Magna de Ars, donde se encuentran las primeras soluciones de
ecuaciones de tercer grado. Su estudio como funcion algebraica surge a finales del siglo XVII
con el manejo de este concepto y de esta manera se define por la expresion explicita
f(x):ax3 +bx* +cx+d, donde a,b,c,dd0 y az0. Una aplicacion practica importante se
puede citar que la funcidbn es comunmente utilizada para relacionar volimenes con
determinados tiempo o espacio, por ejemplo: la relacion de los vientos o la energia edlica con
respecto a su intensidad y tiempo de duracion y el crecimiento de un feto en gestacion,
donde en términos de su distancia de los pies a la cabeza se puede determinar las semanas
de gestacion del mismo mediante una funcion cubica.

2.1.5 Funcién de proporcionalidad inversa
La proporcionalidad inversa surge unida a la necesidad de relacionar dos magnitudes, de

forma tal, que a medida en que una aumente la otra disminuya. En el presente epigrafe la
estudiaremos como una funcion algebraica definida por la expresion f(x):k/x, donde
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kOO” y se denomina constante de proporcionalidad inversa y tiene la siguiente
caracteristica: Si |k|>1 sus ramas se alejan del origen progresivamente y Si |k|<1, se

acercan. Dicha curva constituye un ejemplo clave de curva maravillosa por el hecho de que
ademas de tener impresionantes propiedades y aplicaciones como una funcién, veremos en
el epigrafe posterior que también se encuentra en la familia de las secciones conicas, como
caso particular de la hipérbola equildtera. Veamos a continuacion algunas de sus
aplicaciones practicas mas significativas:

» Las ondas electromagnéticas se propagan por el aire o por el vacio, ya que no necesitan
un medio material para hacerlo a una velocidad ¢=30000km/s (velocidad de la luz),
siguiendo un movimiento ondulatorio cuyas caracteristicas estan definidas por su longitud
de onda A, que se mide en metros, y su frecuencia F, en hertzios, que es el numero de
oscilaciones o ciclos que en un punto A se dan por segundo. La relacién entre la longitud
de onda y la frecuencia, esta dada por una funcion de proporcionalidad inversa, con la
velocidad de la luz como constante de proporcionalidad F =c¢/A.

* Robert Boyle demostré en 1662 que la presion que soportaba el aire encerrado en una
vejiga, y el volumen de la misma, se encuentran relacionados por esta funcion.

2.1.6 Parébola semicubica o de Neli

La parabola semicubica, fue descubierta por William Neli en 1657 y tiene la caracteristica de
ser la primera curva algebraica a la que se calculo la longitud de un arco, hasta entonces
esto solo se habia hecho con algunas curvas trascendentes. En 1687 Leibniz planted la
siguiente interrogante: “¢cual es la curva en la que, al moverse una particula bajo la accion
de la gravedad, desciende distancias verticales iguales en tiempos iguales?, luego Huygens
probdé que la parabola semicubica satisface esta propiedad y por ello, muchos autores la
estudian por el nombre de curva isocrona. La parabola de Neli que estudiaremos, esta
definida explicitamente por la expresion y:aw, con aldJO", constante cuyo valor

absoluto garantiza la amplitud de la curva, a menor valor menor amplitud, ademas si a>0 la
parabola abre hacia arriba y si a<0 la parabola abre hacia abajo, Fig. (c2. 81.1). Veamos a
continuacién algunas de sus propiedades mas caracteristicas:

* En el origen de coordenadas tiene un minimo si a>0 y un maximo si a<0. Ademas, este
punto se denomina cuspide de la curva.

* La curvatura se calcula por la formula K = Ga/\/; 3\/(4+ 9a2x)2 :

» La longitud de un arco de la curva con extremidades en un punto arbitrario y el origen de

coordenadas esta dada por la formula L = (%/(4+ 9a2x)2 - j/27a2 .

Comunmente se define constructivamente a la pardbola semicubica, como la evoluta de una
funcién cuadratica. Concretemos esta idea tomando como ejemplo la pardbola y = x° -,
entonces se tiene que las coordenadas de los centros de curvatura k estan dadas por las
relaciones X =-4x y Y =3x* (ver la justificacion en el capitulo 1), por lo tanto se deriva la

ecuacion de la evoluta de dicha parabola y = 33\/?/2‘1/5 (parébola de Neli con a= 3/2%5 ).
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Ademés, como podemos notas, la curva esta dada por la coleccion de puntos k = (X,Y), esto
nos lleva a la obtiene de la ecuacion paramétrica de la curva {x =t’y= atz} con t0J.

Como una aplicacion de la curva en la matematica y en especial en nuestro trabajo, se
destaca el hecho de que la podaria de una parabola semicubica con respecto a su punto
cuspidal, es una parabola con vértice en dicho punto. Esto significa que se pueden generar
parabolas con esta metodologia.

2.1.7 Funciones trigonométricas

El primer escrito que aparece en la historia con el uso de las razones trigonométricas es el
Sulba Sutras, escrito en la India del siglo VIII al VI a. C con la hoy conocida como funcion
seno. La obra de Leonhard Euler “Introductio in analysin infinitorum™ (1748) fue la que
establecio el tratamiento analitico de las funciones trigonométricas en Europa, definiéndolas
como series infinitas presentadas en las llamadas "Férmulas de Euler". Las funciones
trigonométricas son del tipo trascendente ya que se definen a partir de las razones
trigonométricas (seno y coseno fundamentalmente). Una de las aplicaciones mas
importantes de esta funcion se tiene en la fisica acustica donde se utiliza una funcion
derivada de la funcion seno conocida como sinusoide, es decir, una deformacion de la
funcidon seno dada por la relacion y= Aseniwx+ ¢), donde las constantes tiene la siguiente

interpretacion |A{ es la amplitud de onda, w la frecuencia y ¢ la fase inicial. En la funcién

sinusoide, el periodo se halla por la formula T =27/w. De igual modo se utilizan en esta
rama de la fisica, otras como la cosenosoide, la tangentoide y la cotangentoide.

2.1.8 Funciones exponencial

Los matematicos han usado un sistema con exponentes desde el siglo XIV sin embargo, el
concepto moderno no alcanzd su uso generalizado hasta la llegada del matemético francés
René Descartes en el siglo XVII el cudl invent6 el método de los exponentes. En sus inicios
los exponentes fueron trabajados de forma numérica con valores constantes ya sean
naturales, entero o fraccionarias, luego con la terminologia de variabilidad en sus exponente
y con la aparicién del concepto de funciones trascendentes, se llevaron a cabo estudios mas
profundos que dieron lugar a las funciones exponenciales, definidas por la expresion

f(x)=e*, donde e=2718 es la constante de Euler. Estas funciones constituyen el

fundamento de la definicion de curvas que consideramos como maravillosas, tales como la
campana de Gauss Yy la catenaria. Ademas, en la fisica se aplica en algunos elementos
radioactivos que son de tal naturaleza que su cantidad disminuye con respecto al tiempo,
donde se cumple la ley exponencial y dicta si el elemento decrece o decae (por ejemplo: el
descubrimiento del Polonio (elemento radioactivo) descubierto por Marie Curie en 1898

decae exponencialmente de acuerdo a la funcion m=m,e ", donde m, es la masa inicial
del Polonio, m es la masa al cabo de un tiempo y t es el tiempo en dias).

2.1.9 Funcion logaritmica

Joost Burgi, un matematico y relojero suizo al servicio del duque de Hesse-Kassel, concibid
por vez primera los logaritmos. El método de logaritmos naturales fue propuesto inicialmente
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en 1614, en un libro intitulado Mirifici Logarithmorum Canonis Descriptio, escrito por John
Napier (latinizado Neperus). Luego con la terminologia de variabilidad en su argumento y con
la aparicion del concepto de funciones trascendentes a finales de este mismo siglo, se dio
lugar a las funciones logaritmicas definidas por la expresion f(x) =In x (logaritmo en base €).
De esta forma la funcion logaritmica esta estrechamente relacionada con la funcion
exponencial, como la funcion inversa de la misma. Entre las aplicaciones practicas mas Utiles
de la funcion logaritmica podemos citar:

» La Geologia, como ciencia, requiere del planteamiento de ecuaciones logaritmicas para el
calculo de la intensidad de un evento, tal como es el caso de un sismo, por ejemplo: La
magnitud R de un terremoto esta definida como R=log(a/a,) en la escala de Richter,

donde a es laintensidad y a; es la amplitud de un sismografo a 100km del epicentro.

» En la quimica, el pH (término que indica la concentracion de iones hidrégeno en una
disolucion), se trata de una medida de la acidez de la disolucién y se define como el

logaritmo de la concentracion de iones hidrogeno (H+), es decir: pH = —Iog(H *)

* Los astronomos para determinar una magnitud estelar de una estrella o planeta utilizan
ciertos célculos de caracter logaritmico: la ecuacion logaritmica les permite determinar la
brillantez.

» En la Fisica la funcién logaritmica tiene muchas aplicaciones entre las cuales se puede
mencionar el calculo del volumen " L" en decibeles de un sdlido, para el cual se emplea la
siguiente ecuacion LleIog(I/IO), donde | es la intensidad del sonido (la energia

cayendo en una unidad de area por segundo), 10 es la intensidad de sonido mas baja que
el oido humano puede oir (llamado umbral auditivo). Una conversacion en voz alta tiene
un ruido de fondo de 65 decibeles.

« En Mateméatica Difusa se necesita una nocién, que se denomina entropia difusa o
vaguedad, para expresar el nivel de dificultad que se tiene para decidir qué elementos
pertenecen y cuéles no pertenecen a un conjunto difuso dado. Asi como caso particular
surge en el analisis de la capacidad de comunicacion de canales en la Teoria de la
Informacion, donde la definicion entropia guarda relacion con la que se maneja en
Mecanica Estadistica, conocida como funcion de Shannon y esta dada por la
expresion fp = - (Z)[/UA(X)IOQZ Ha(X)+ (1= (X)) log, (1 24 (X))

HUalX)Z£01

2.1.10 Campana de Gauss

En 1823 Carl Friedrich Gauss publica "Theoria combinationis observationum erroribus
minimis obnoxiae”, dedicado a la estadistica, concretamente a la distribuciébn normal cuya
curva caracteristica es denominada Campana de Gauss. Dicha curva es una funcion
trascendente, definida como una funcién exponencial compuesta con una cuadratica, es

decir la expresion f(x)=Ke ™, donde K O0OY. Graficamente, como su nombre indica, la
curva hace una campana, la cual es simétrica respecto al eje vertical y se aproxima
asintéticamente al eje "x", tanto mas rapidamente cuanto mayor sea |m, Fig. (c2. §1.2a).
Ademds, se tiene una interpretacion de los parametros si fijamos el valor m y variamos el
valor de K, entonces tomando como referencia K =1, podemos obtener la deformacion que

sufre la curva: Si K>1 se dilata y si K <1 se contrae, Fig. (c2. 81. 2b). Entre las
propiedades mas caracteristicas de la curva se pueden citar las siguientes:
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* El punto A de intercepcion con el eje “y”, es un maximo y tiene dos puntos de inflexion en
P12 Z(i]/a\/_Z,]/\/E) , donde las rectas tangentes a la curva en los mismos tienen

pendientes m=¥a,/2/e respectivamente. Por lo tanto para toda xD]—oo,Pl[U]P2,+oo[ es
convexa y para toda xD]Pl, P2[ es concava.

La campana de Gauss aparece aplicada en numerosos contextos de las ciencias, debido a la
necesidad que éstas tienen de la Estadistica, donde la curva modela multitud de problemas:

. .. ., . —X2 2 . .,
* La primitiva de una funcion gaussiana es y=e X/20 /0'\/277 y se denomina funcién error.

» En Estadistica y Teoria de Probabilidades, la funcion gaussiana aparece como la funcion
de densidad de la distribucion normal, la cual es una distribucion de probabilidad limite de
sumas complicadas, segun el teorema del limite central. Desde este punto de vista es
utilizada en estudios poblacionales.

* Los rayos gaussianos se usan en sistemas opticos y de microondas.

» Se utilizan como filtro de suavizado en el procesamiento digital de imagenes.

» Es lafuncion de onda del estado fundamental del oscilador armdnico cuantico.

* Los orbitales moleculares usados en quimica computacional son combinaciones lineales
de funciones gaussianas llamados orbitales gaussianos.

* Matematicamente juega un papel importante en la definicion de los polinomios de Hermite.

2.1.11 Funciones hiperbdlicas

Las llamadas funciones hiperbdlicas fueron introducidas en el siglo XVIII por el matematico
Johann Heinrich Lambert (1728-1777). Son funciones del tipo trascendente y se encuentran
definidas, a partir de las razones hiperbdlicas (seno hiperbdlico y coseno hiperbdlico
fundamentalmente), que en buena parte, son analogas a las razones trigonomeétricas, como
pudimos observar en el primer epigrafe del capitulo 1. Entre las aplicaciones mas
caracteristicas de dichas curvas, se tienen:

» Estas funciones desempefian un papel importante en la Geometria no Euclidiana, donde
participa, practicamente en todas las dependencias trigonomeétricas dentro de la misma.

e En la ecuacion de la curva conocida como catenaria (curva que estudiaremos a
continuacion), donde podremos notar que la reduce a una expresion mas sencilla.

2.1.12 Catenaria

Los primeros matematicos que abordaron el problema de hallar la ecuacion de la curva que
adopta la forma de una cadena suspendida por sus extremos y sometida a la accion de la
gravedad, pensaron que era una parabola. Huygens, a los 17 afios, demostrd que no lo era,
pero no encontrd la ecuacién de la curva que llamo “Catenaria” (derivado del latin de la
palabra catenarius, propia de cadena), en una carta dirigida a Leibniz en 1690. Luego, la
ecuacion en términos de exponenciales (y:a(eVa+e‘x/a)/2) fue obtenida por Gottfried

Leibniz, Christian Huygens y Johann Bernoulli en 1691, en respuesta al desafio planteado
por Jakob Bernoulli. En la actualidad se usa una simplificacion a esta ecuacién con los
conocimientos de funciones hiperbdlicas, quedando de esta manera definida por la expresion
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trascendente f(x)=ach(x/a), donde aOOY. Por extensién matematica, se denomina

catenaria a la curva que adopta la forma de una cuerda o un hilo pesado, flexible e
inextensible, suspendida por sus extremos y sometida a la accion de un campo gravitatorio
uniforme. Analizando la deduccion de la ecuacion dada mediante esta definicion, se tiene
que aplicando el equilibrio de fuerzas a una porcion infinitesimal de catenaria, obtenemos las
fuerzas horizontales y verticales dadas por las férmulas: [1c]

$
Fy =Tco{x+Ax)-Tcosa(x)=0 y [2c] R, =Tserr(x+Ax)-Tsenx(x)= des , dondea, es
s
el angulo formado por la catenaria y la horizontal, T(x), es la tension total del cable para
cada punto y «, es el peso por unidad de longitud. De esta forma la ecuacién [1c] implica
que Tcosa =Ty (una constante), mientras que la ecuacion [2] puede escribirse escogiendo

adecuadamente el origen de la longitud de arco como Tsenr = a{s—s,). Entonces de las dos
relaciones se obtiene tana =(s-s,)w/T, que introduciendo la relacién entre la tangente del
angulo de la pendiente y la longitud de arco, es decir, las relaciones tana =dy/dx y

s=s,+ [y1+(dy/dx)*dx, se obtiene la expresion dy/dx= w[/1+(dy/dx)*dx /T, y derivando
Xo Xo

esta Ultima expresion se obtenemos la ecuacion diferencial de segundo orden

d2y/dx? :)I\/1+(dy/dx)2 /TH , que da la condicién de equilibrio local de cada punto para la

pendiente de la catenaria, que relaciona las tensiones en los extremos de un tramo y el peso
del mismo Fig. (c2. 81. 3). La solucion de esta ecuacion diferencial de segundo orden es
precisamente la ecuacion de la catenaria
y(x)=T,ch(A/T, (x-C,))/A+C, =ach(x-C,/a)+C,, asi, para C;=C,=0, se tiene la
ecuacion de la catenaria que se buscaba f(x)=ach(x/a).

Como podemos observar, un caso particular de la catenaria es la funcion coseno hiperbolico
cuando a=1.

Otra interpretacidon del parametro a es que la curva posee un vértice V y las coordenadas
son (O,a), ademas, determina la amplitud, a mayor valor menor amplitud. Para a>1 se

contrae y para a<1 se dilata, Fig. (c2. 81.4).

Otra forma de obtener su ecuacion y ademas, obtener una parametrizacion de la catenaria se
tiene a partir del hecho de que la curva, se puede construir como la evoluta de una tractriz
(vea ejemplo de evoluta en el capitulo 1, epigrafe 2), curva que estudiaremos en el epigrafe
de ruletas, como caso particular de las ruletas no cicloidales.

Entre las propiedades mas caracteristicas de la curva podemos citar:

» Es simétrica respecto al eje “y”, pasando por encima de la parabola y = (x2/2a)+ a.
« La longitud de un arco delimitado por dos puntos M, =(-p,q) y M, =(p,q) de la curva
(simétricos respecto al eje de las ordenadas) esta dada por relacién L= 2asr(x/a) y el
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area debajo del arco (area de la figura limitada por el arco, el eje de las abscisas y las
rectas x=+p) es A=2al =2a’sh(x/a).
« El radio de curvatura es r = ach?(x/a). [Semendiaev, 1971]

Entre sus aplicaciones mas utiles se tienen:

» Puede ser aplicada en la ingenieria civil, para resolver problemas especificos, por ejemplo,
en la construccion de puentes colgantes.

« Dado un elemento lineal sometido sélo a cargas verticales, la forma de la catenaria es
precisamente la forma del eje baricéntrico que minimiza las tensiones. Esa propiedad
puede aprovecharse para el disefio de arcos. Asi puede demostrarse que un arco en
forma de catenaria invertida es precisamente la forma que minimiza los esfuerzos de
compresion sobre dicho arco. Por esa razon, una curva catenaria invertida es un trazado
atii para un arco en la arquitectura, forma que fue aplicada, entre otros y
fundamentalmente, por Antoni Gaudi. Ejemplo de esto son las columnas de La Sagrada
Familia en Barcelona.

2.1.13 Versiera o curva de Agnesi

Esta curva fue estudiada por Pierre de Fermat en 1666, Guido Grandi en 1701, y por Maria
Gaetana Agnesi en 1748. Grandi llamé a la curva versoria, del latin vertere, que significa
virar, girar, que en italiano se escribe versiera. Maria Gaetana Agnesi escribié a su vez la
versiera, afiadiendo el articulo femenino llama la versiera di Agnesi que significa la curva de
Agnesi. Los principios de esta curva fueron traducidos al inglés por el profesor de la
Universidad de Cambridge, John Colson, con poco conocimiento del italiano, como
“avversiera di Agnesi”, debido a que confundié versiera con avversiera (que en italiano
significa “diablesa”, “demonio”), se tradujo como witch, "mujer contraria a Dios", es decir,
"bruja”. El error de la traduccion al inglés permanece hasta nuestros dias, dando lugar a su
nombre actual “Bruja de Agnesi” (este término se usa en inglés y en las lenguas que han
copiado el nombre del inglés). La dependencia que el idioma espafiol tenia del idioma inglés
en cuanto a informacion cientifica acabd por embrujarla también en castellano. En otros
idiomas se habla de loci (en latin, “lugar” geométrico, curva) de Agnesi. Es una funcion
algebraica, definida por la expresion f(x)= d3/(x2 +d2) , donde dJ0O y se deduce a partir
de una maravillosa construccion, la cual realizaremos a continuacion:

Sea C(M,r) una circunferencia de radio r y centro M representada en un sistema de
coordenadas cartesianas, de forma tal que el centro se encuentre sobre el eje "y~ y el origen
O pertenezca a la misma, es decir, el eje "x" es tangente a la circunferencia en el origen.
Entonces existe un punto Q = (O,2r) diametralmente opuesto al origen y si trazamos la recta
tangente a este punto Q (recta y=2r), se tiene que dicha recta es paralela al eje "x" vy
ademas, para todo punto B:(x,2r) sobre ella, las rectas que pasan por el origen lo
contienen, tienen un punto de interseccidon con la circunferencia en A:(xa,y). Luego, si el
punto Brecorre toda la recta y=2r, la curva que surge de la union de todos los pares
P:(x, y), formado por las abscisas de B y las ordenadas de A es la llamada Bruja de
Agnesi, Fig. (c2. 81. 5).
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Ya dada la construccion de la curva daremos respuesta a nuestro problema principal, el cual
esta formulado por la interrogante: ¢Coémo obtener la ecuacion de la funcidén a partir de la
construccion?

Para dar respuesta a dicho problema es necesario primeramente realizar un razonamiento
analitico sobre su construccién, Fig. (c2. 81. 6).

1) Los triangulos AAEO y ABDO , donde E =(x,.0) y D =(x,0), son triangulos rectos en E
y D respectivamente, ademas son semejantes, por lo que se cumple la relacion de
proporcionalidad AE/OE = BD/OD, de donde se conoce que AE=y, BD=2r, OE=x, Yy
OD = x por la formula de distancia entre dos puntos. Entonces sustituyendo se tiene la
expresion y/x, =2r/x [1d].

2) El valor del radio ' de la circunferencia esta dado por r =OM. Ademas, para todo
A= (xa,y), se tiene que el triangulo AMFA, con F :(O, y) es rectangulo con hipotenusa
AM =1, por lo tanto, aplicando el teorema de Pitagoras r>=FA +FM =(x,)’+FM y
por suma de segmentos sobre una misma recta r=OM =OF+FM =y+FM vy
despejando MF se tiene que MF =7 - y. De esta forma se obtiene la expresion:

r2=(x) +(r-y)’ = x =+Jy(2r-y) [2d]

Luego sustituyendo [1d] en [2d] y realizando transformaciones algebraicas se obtiene la
relacion y=8r3/(x2 +4r2), de donde si sustituimos el radio por el diametro obtenemos la
ecuacion buscada f(x)=d*/(x? +d?).

Ademas, notemos que tana =y/x, =2r/x, donde a representa el angulo comdn entre los
triangulos AAEO y ABDO, luego se tiene que x=2r/tana y tana =y/x,, en la cual
sustituyendo la expresion [2] se llega ha tana = y/quin —yi y que aplicando propiedades
trigonométricas y elevando al cuadrado ambos miembros, se tiene serfa/cos a =y/2r-vy,
que implica la relacion 2r/y=1/serfa. De esta forma obtenemos que x=2r/tana y
y=2r serfa . Si hacemos un cambio de parametro de t =1/tana y sustituimos el radio en

funcion del diametro se tiene la ecuacion parameétrica {x =dt,y=d/t? +]}, de la versiera.
La versiera cuenta con ciertas propiedades caracteristicas de las cuales veremos algunas:

* Posee una asintota en el eje "x " (la recta y =0) y un maximo en el punto Q = (O,d).

» Tiene dos puntos de inflexién, los cuales son Plz(i d/2\/§,3d/8).

» El area de la zona comprendida entre la bruja y su asintota es cuatro veces el area del
circulo (es decir, A, = 47 ? = rd?)

Entre las aplicaciones practicas mas Utiles podemos citar:

« En Estadistica, la Distribucion de Cauchy de una variable aleatoria, se expresa por una
Bruja de Agnesi.
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» En la descripcidn fisica de los fendmenos de resonancia, por ejemplo, un atomo afectado
por una radiacibn monocromatica emite una radiacién cuya intensidad depende de la
frecuencia de la radiacion emitida, y la relacion entre las dos radiaciones viene dada por la
Bruja de Agnesi, con el maximo en la longitud de onda de luz incidente.

§2.2 Secciones Conicas
2.2.1 Origen comun de las secciones conicas

Las secciones conicas fueron descubiertas por los antiguos griegos entre los afios 600 y 300
a.C. Estos las definian en términos de intersecciones de planos y conos, de aqui el nombre
de "secciones conicas”. Luego, al comienzo del periodo de Alejandria, se conocia ya lo
bastante sobre estas curvas, como para que Apolonio (269-190 a.C.) escribiera una obra de
ocho voliumenes sobre ellas, donde las distingue unas de otras y las nombra como elipse,
parabola e hipérbola (derivados del griego) y ademas describe algunas de sus propiedades
fundamentales. Més tarde hacia el final éste periodo, Hypatia (370-415 d.C.) escribi6é un libro
titulado: “Sobre las conicas de Apolonio”, con el objetivo de interpretar las obras de Apolonio
y asi facilitar el entendimiento de los conceptos que alli se trataban. Después de la muerte de
Hypatia, las secciones conicas cayeron en el olvido, y no fue hasta comienzos del siglo XVII,
cuando los cientificos se dieron cuenta de que muchos fendmenos naturales se describian
mejor por medio de estas curvas.

Antes de proseguir con el estudio de las secciones cénicas es importante aclarar que los
antiguos griegos, no se referian precisamente a un cono, sino a una superficie conica, es
decir, la superficie generada por una recta g en revolucion con respecto a otra recta r que la
corta en un punto V formando un angulo fijo ¢, tal que 0° < <90°. A larecta g y todas las

homologas se conocen como generatrices, el punto V por cuspide y la recta r como eje de
revolucion, Fig. (c2. 82. 7).

De esta forma se tiene como seccion conica a la curva plana que resulta al cortar una
superficie conica con un plano 72 que no contiene a la cuspide y forma un angulo ¢ con el
eje de revoluciéon r, donde 0< ¢ <90°. Entonces, partiendo de que una seccion conica en
particular, queda definida de manera unica por el valor del angulo ¢, para un angulo ¢

constante y un punto A fijado en la superficie conica (vértice de la conica), por el cual se
trazara el plano, veamos los siguientes resultados:

1") Relacién con la nomenclatura dada por Apolonio,

- Siyw<¢<90°, se tiene una elipse, Fig. (c2. §2. 8a).

- Si ¢ =y, se tiene una parébola, Fig. (c2. 82. 8b).

- Si0<¢ <y, setiene una hipérbola, Fig. (c2. 82. 8c).
2%°) Constante de excentricidad e: Es la forma de medir el grado de alargamiento de la
conica y se halla por la relacion de proporcionalidad e =cosg/cosy .

A continuacién veamos el comportamiento de e con respecto a la nomenclatura de Apolonio:
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- Si se tiene que z//<¢3900 (la elipse), entonces cosy >cosg =0 y por lo tanto
0<e<l1. Ademas, en el caso en que se tiene e=0 se le conoce como circunferencia
(caso limite de la elipse). En esta terminologia de excentricidad, es conveniente
separar la circunferencia de la elipse ya que esta curva no es una conica excentrica,
sino que es totalmente céntrica.

- Si se tiene que ¢ =¢ (la pardbola), entonces cosy =cos¢ y por lo tanto, todas las
parabolas tienen excentricidad e=1.

- Si se tiene que 0< ¢ <y (la hipérbola), entonces cosy <cosg <1 y por lo tanto las

hipérbolas poseen una excentricidad e >1.

Analizando detalladamente la definicibn constructiva de las secciones conicas, segun su
origen comun, surgen otras curvas que satisfacen parcialmente las condiciones de la
definicion: las llamadas cénicas degeneradas y surgen a partir de la siguiente interrogante:
¢, Qué curva se obtiene si el plano corta la superficie conica de forma tal que contenga a su
cuspide? Este pensamiento dio lugar a las curvas, denominadas conicas degeneradas, que
como su nombre indica se corresponde con la definicion de seccion conica, en casi todos los
sentidos, excepto que tales secciones contienen a la cuspide de la superficie conica. Veamos
para qué valores de ¢ se tienen las distintas curvas y cuales se degeneran para formarlas:

- Sitomamos la elipse (¢ <¢ < 900), la curva se degenera a un punto, el cual coincide
con la cuspide de la superficie conica.

- Si tomamos la parabola, la curva se degenera a una recta, la cual coincide con una
generatriz de la superficie conica.

- Si tomamos la hipérbola con ¢ =0°, la curva se degenera a dos rectas que se cortan
en el vértice, las cuales coinciden con dos generatrices de la superficie conica.

Apoyandonos en los conocimientos de la Geometria Analitica podemos realizar la deduccion
de la ecuacion general de una coénica, a partir de la ecuacion general de una superficie

conica Ax? + Cy? + Mz? + Bxy+ Nxz+ Pyz+ Dx+ Ey+Pz+F =0, ya que dicha superficie
siempre se intercepta con el plano coordenado x e y (el plano z=0), dando como resultado

una seccion conica. Por lo tanto, calculando la ecuacion resultante del sistema de
ecuaciones planteado por la interseccion, se obtiene la ecuacion general de segundo grado

en dos variables Ax? + Bxy+Cy® + Dx+ Ey+F =0 (la ecuacion general de una conica). Una

observacion importante que se deriva de la ecuacién obtenida es que toda ecuacion de
segundo grado en dos variables describe una coénica y viceversa.

2.2.2 Secciones cbnicas como lugar geométrico

Como se conoce, la definicion de conicas como secciones fue la primera idea que se tuvo de
estas curvas, sin embargo no fue de esta forma como surgen sus propiedades mas
importantes, debido a los pocos conocimientos que se tenian de superficies de revolucion,
entre otras materias de la geometria, sino que se llevo a cabo el estudio de las mismas como
lugar geométrico de un plano, que no es mas que la forma de construirlas a partir de un
conjunto de puntos que cumplen ciertas propiedades geométricas. De esta forma han surgido
a lo largo de la historia varias definiciones de estas curvas, tanto generales, como
particulares. En el epigrafe estudiaremos a continuacién algunas de estas definiciones.
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2.2.2.1 Forma general de conicas segun su excentric  idad

Salvo la circunferencia, que no es una curva excentrica una conica se puede definir de forma
general a partir de un punto fijo F Illamado foco, una recta fija d llamada directriz y su
excentricidad e >0 del siguiente modo:

El lugar geométrico de los puntos P, del plano que se encuentran a una distancia no nula de
F y d, respectivamente d(P,F) y d(P,d), tales que el cociente d(P,F)/d(P,d)=e sea un
valor constante, es una conica de excentricidad €.

Supongamos que P = (x, y) son los puntos de la curva y para fijar las ideas, tomaremos el

foco en F=(p0) y la directriz x+k=0, donde |k|>|p. Entonces, se tiene que

e=d(P,F)/d(P,d)=+/(x- p)* + y2/|x+ K =yx° - 2px+ p> +y?/(x+k)? . Luego, elevando al
cuadrado en ambos miembros y agrupando términos semejantes, se tiene la ecuacion
(L-e?)x? - 2(p + ke? Jx+ (p? ~k?e?)+ y? =0, conocida como ecuacion general de una cénica
segun su excentricidad con foco sobre el eje” x”, Fig. (c2. 82. 9).

Si sustituimos los valores de excentricidad en la ecuacion sabremos cuando se trata de una
elipse (0<e<1l), Fig. (c2. 82. 10a) una paradbola (e=1), Fig. (c2. 82.10b) o una hipérbola
(e>1), Fig. (c2. 82. 10c). Ademas, en el caso de la elipse y la hipérbola, se tiene que existen
dos puntos F; y F, distintos que generan mediante esta construccion la misma curva de
forma independiente, es decir, si F, :(p,O), con la directriz x+k =0 generan la elipse (la
hipérbola), entonces existe F, = (— p,O) gue con la directriz x-k =0 genera la misma elipse

(la hipérbola), Fig. (c2. 82. 11).En el caso de la parabola, se tiene definida de forma unica por
uno y solo un foco, por lo que la estudiaremos particularmente definida a partir de esta
construcciéon y que se conoce como definicion clasica de la parabola.

2.2.2.1.1 Parabola

Los historiadores consideran que la parabola fue una de las primeras secciones conicas que
se descubrieron, debido a la aplicacién en la busqueda de la solucion de uno de los tres
problemas clasicos, la duplicacion del cubo, por Menecmo. Sin embargo , el primero en usar

el término de parabola (proveniente del griego de rmpaBoin ), fue el matematico Apolonio de

Perge. Esta curva fue estudiada también por Arquimedes, con la basqueda de la solucién de
uno de los problemas famosos, la cuadratura del circulo y de donde resulta el libro
titulado:”Sobre la cuadratura de la parabola”.

Definicion clasica: En un plano, dado un punto F (foco) fijo y una recta d (directriz) fija, se
define como parabola al lugar geométrico de los puntos P del plano para los cuales se
cumple la igualdad d(P,F)=d(P,d)), es decir e=d(P,F)/d(P,d)=1. De este resultado se
tiene para d:x+p=0y F :(p,O), la ecuacién y? =4px, (ecuacion de una pardbola con
vértice en el origen y foco sobre el eje “x”). Si tomamos el foco sobre el eje "y ", (F = (O,p)) y
la directriz d: y+ p =0, entonces se tiene como ecuacién de una pardbola x* =4py, en este
caso coincide con la estudiada antes como funcion cuadratica, ya que despejando se tiene la
ecuacion y = x?/4p.
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Si realizamos una traslacién {x=x'+a,y=y +b} sobre la curva, se tienen la ecuaciones
respectivas (y-b)’ =4p(x-a) y (x—a)’* =4p(x-b), de una parabola con vértice V =(ab), y
por consiguiente simétrica respecto a la recta y=b, con directriz x=a-p y foco
F =(a+ p)b), si abre hacia el lado y x=a, con directriz y=b-p y foco F =(ab+ p) si abre
hacia arriba o hacia abajo (funcién). En el caso (y-b)’ =4p(x-a), si tomamos b=0 y
p=-a=-14, transformando la ecuacién a coordenadas polares, se tiene p = r/20052(6/2).

Representada de ésta forma, tenemos que la pardbola es un caso particular de la espiral
sinusoidal, curvas que estudiaremos en un epigrafe posterior.

Una observacion del comportamiento maravilloso de la pardbola se tiene por el hecho de
que queda totalmente definida como la cénica de excentricidad e=1,lo cual nos lleva al
estudio de la semejanza entre ellas y se obtiene como resultado que todas las parabolas son
semejantes, es decir, tienen la misma forma, salvo su escala, Fig. (c2. 82.12). Por este

veamos algunas de sus propiedades principales, tomando como base la parabola y* = 4px:

» Larecta que une al vértice con el foco se le conoce como el semieje de la pardbola o recta
de simetria, ya que como su nombre indica, la curva es simétrica respecto a ésta. El
segmento de recta que une estos puntos se denomina distancia focal debido a que su
longitud se corresponde con L. = p (distancia de la curva al foco).

+ La recta tangente a la pardbolay® =4px en un punto M =(x0,y0) viene dada por la
ecuacion yy, = 2p(x+x,) y la normal en este punto, por y/y, =[(x, - x)/2p]+1.
* Los segmentos de recta que unen dos puntos de una parabola P, y P,, se llaman cuerdas

y la porcion de la parabola que los une se denominan arcos parabolicos PP, . Asi, para
dos puntos de una pardbola, la cuerda y el arco que los une, delimitan un segmento de
parabola, cuya area es S=2A, /3, donde A es el area del paralelogramo formado por la

cuerda y una tangente, paralela a dicha cuerda.
* En particular, la cuerda que corta perpendicularmente el eje de la parabola y contiene al
foco, se denomina lado recto y su longitud esta dado por | =4p. Este resultado se puede

demostrar facilmente, tomando los puntos extremos P, =(p.2p) y P, =(p—2p) de la

cuerda hallando d(P,P,)=1=+/(p- p)* +(2p+2p)* =4p. De esta forma la ecuacion de la

parabola queda simplificada ha y* =Ix.

» Las semirrectas paralelas al semieje de simetria se llaman didmetros de la parabola y
tienen la propiedad de bisecar a todas las cuerdas paralelas a la tangente de la curva en
el punto de contacto con el diametro.

* La longitud de un arco parabdlico con extremos en el origen y un punto P, =(x0,y0) se
calcula por L_ =m/2[\/2x0/m(1+(2x0/m))+In(\/2x0/m+\/1+(2x0/m))J, donde m=1/2.

PO

[Semendiaev, 1971]

« El Radio de curvatura en un punto M =(x,,y,) es R=(m+ 2x1)3/2/\/ﬁ = m/serfa =n*/m?,
con m=1/2 y donde a es el angulo que forma la tangente con el eje de la pardbolay n la
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longitud del segmento MN de la normal en el punto M, hasta el punto N de interseccion
con el eje “y".[Semendiaev, 1971]

Entre las aplicaciones mas importantes de esta conica se tienen:

* Una antena de seguimiento de satélites, debido a las grandes distancias en juego, puede
recibir sefiales cuyas intensidades son del orden de solo una millonésima de vatio. Con el
fin de amplificar la intensidad de la sefal recibida, se utiliza en el disefio de antenas la
propiedad reflexiva de la parébola (La parabola refleja sobre el foco los rayos paralelos al
eje y anadlogamente un emisor situado sobre el foco refleja rayos paralelos al eje)

» La propiedad reflexiva de esta curva también es la base para la construccion de los
espejos parabdlicos de los telescopios.

» Los focos de los automdviles en general estan hechos basados en secciones parabdlicas,
debido a que en la parabola los rayos que pasan por el foco salen paralelos al eje y
viceversa.

« También describen parabolas las trayectorias de cualquier cuerpo (bolas, pelotas, chorro
de agua y otros) que cae atraido por La Tierra.

* En la construccion de curvas que estudiaremos en epigrafes posteriores como la cisoide
de Diocles (como podaria respecto al vértice y como inversion respecto al foco), la
trisectriz de MacLaurin (podaria respecto al foco) y la cardioide (como la inversion
respecto al vértice).

2.2.2.2 Conicas a partir de dos focos

Otra manera antigua de definir una elipse y una hipérbola como lugar geométrico se tiene a
partir de la relacion que tienen los puntos de la curva con respecto a sus dos focos. Veamos
a continuacion un estudio de estas curvas en particular como conicas a partir de dos focos.

2.2.2.2.1 LaElipse

La elipse como curva geométrica en un plano, tuvo lugar primeramente por Menaechmus
(380-320 a.C.), quien las introduce a partir de dos puntos fijos en el plano y una distancia
constante, luego fue estudiada con mayor profundidad por Euclides (300 a.C.), quien dio sus
principales propiedades y mas caracteristicas. De esta forma se estudia la elipse en la
mayoria de los libros y se dan la mayor cantidad de propiedades de la misma, por lo que se
considera como la construccion de definicion clasica de una elipse. En el epigrafe referido a
las ruletas veremos, esta curva tiene una importancia significativa como caso patrticular, ya
que pertenece como tal, a distintas clasificaciones.

Definicion clasica: Dado dos puntos fijos F; y F, en el plano y un valor fijo d =2a, tal que
d> d(Fl,FZ), la elipse se define como el lugar geométrico de los puntos P del plano, tales
que la suma de las distancia a los puntos F; y F, es constantemente igual a d. A los puntos

fijos se les conoce como focos de la elipse. Ademas, cualquiera de estos focos se
corresponden con los antes dicho en la definicion seguin su excentricidad.

Mediante ésta definicion de elipse, se le atribuye como su ecuacidén generadora, la relacion
d(P,F,)+d(P,F,)=d = 2a, colocando sus focos en un sistema de coordenadas cartesianas y

considerando sus puntos por coordenadas variables. Para realizar mas facil esta deduccion,
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consideremos todos los casos posibles como una traslacion y\o una rotacion del caso que
posee los focos dados por los pares F, =(-c0) y F, =(c0), asi mediante las férmulas de
distancia entre dos puntos en el plano conocidas de la Geometria analitica, se tiene que el
lugar geométrico de los puntos P= (x, y) de la elipse se rigen por la ecuacién

Jx+c) +y? +y/(x-c)* +y2 =d=2a y eliminando radicales adopta la forma simplificada
x?/a?+y?/b* =1, donde b*=a*-c? y se conoce como ecuacién canénica de la elipse
centrada en el origen y focos sobre el eje “x", Fig. (c2. 82.13). Si intercambiamos a por b,
entonces se tiene la ecuacion de una elipse centrada en el origen, pero con focos sobre el
ejede"y".

Si realizamos una traslacion {x =X'+p,y=Vy +q} sobre la curva en el plano coordenado se
tiene la ecuacion (x- p)°/a? +(y-q)?/b? =1, de una elipse con centro en el punto O =(p,q).

Estudiaremos varias de sus propiedades principales a partir de la ecuacion canénica:

« Los interceptos con los ejes de coordenadas se encuentran en los puntos A =(-a)0),
A =(a0), B, =(0b) y B, =(0-b), los cuales son conocidos como sus vértices y los

segmentos E y B,B, sus semigjes, Fig. (c2. 82. 13).

* Los segmentos de recta que unen dos puntos de una elipse se denominan cuerdas
elipticas. La cuerda perpendicular al semieje de la elipse E gue contiene a un foco o al
otro se denomina lado recto de la elipse y tienen una longitud p = 2b?/a. Las cuerdas que

pasan por el centro de la elipse se les llaman diametros y poseen las siguientes
caracteristicas:

1) Todos los didmetros se cortan en su punto medio.
2) Sea d, un diametro de la elipse, entonces existe un Gnico diametro d, que corta todas

las cuerdas paralelas a d, por su punto medio, a tal diametro se le conoce como
diametro conjugado de d, y se denota por d, =d,. Ademas, si d, coincide con su
semieje A/A, se tiene que el conjugado d, coincide con el semieje BB, .
3) Sean m vy E las pendientes del d;, y su conjugado d_1 respectivamente, entonces
— 2 —_—
mm, = _b_2. Ademas supongamos que a y S sean los angulos formados por d, y d,
a

con el semieje AA, de la elipse, entonces si Ly, =22, Y Ld—1 =2b,, se tiene que
ab=ab, serla + ). De este resultado se deriva el teorema de Apolonio par una elipse,
el cual dice que: en una elipse se verifica la relacion a’ +b’ =a* +b?.

e En un punto M :(xo,yo) de la elipse, la recta tangente esta dada por la ecuacion
x%,/a’ +yy,/b?> =1. y la normal por a’x/(a*-b?)x, ~b?y/(a? -b?)y, =1. [Semendiaev,
1971]

« Enunpunto M =(x,,y,) el radio de curvatura de la elipse esta dado por la férmula:

R=a%?(x2/a* +y2/0*}'* = (r,r,)?? /ab= p/sen’u
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Donde r, y r, son las distancias del punto a los focos F, y F, respectivamente, p es la

longitud del lado recto y u el angulo entre la recta tangente y el radio vector del punto de
tangencia. [Semendiaev, 1971]

» La constante de excentricidad de una elipse se obtiene a partir de los parametros que se
derivan de esta nueva definicion por la relacion e=c/a.

» El area de una elipse esta dada por la formula A=rnab, de un sector eliptico (region
limitada por dos diametros de la elipse) por A; =ab y de un segmento limitado por una
cuerda de elipse con extremos p, =(x,y) y p, =(x-y) es S=abarccofx/a)- xy.

2.2.2.2.1.1 Lacircunferencia como caso limite de| a elipse

A partir de la definicion clasica de una elipse se puede incluir como caso particular y de gran
importancia la circunferencia (caso limite de la elipse, conica céntrica), adoptando asi la
siguiente definicion.

Definicion clasica: Es la curva resultante de los puntos que equidistan de un punto fijo
conocido como centro a un distancia r llamado radio.

Como podemos observar, esta definicion relaciona estrechamente a la circunferencia como
caso particular de elipse por la definicion clasica de la misma, pues, es el resultado del

proceso de convergencia en la traslacion de los dos focos de la elipse por el semieje E
tendiendo a unirse en el centro de la misma. Por lo tanto F; y F, coinciden y por
consiguiente ¢=0 y d(P,F,)=d(P,F,)=a=b=r, entonces d(P,F,)+d(P,F,)=d=2r y tiene
por ecuacién cartesiana x* +y® =r?. Si realizamos al igual que en la elipse una traslacion
{x:x’+ p,y= y’+q} se tiene que la ecuaciéon de la circunferencia con centro en el punto

(p.a) es (x—p)* +(y-q)* =r2.
Veamos algunas de las propiedades principales de la circunferencia centrada en el origen:

» Los segmentos de recta que unen dos puntos de una circunferencia se llaman cuerdas y
aguellas que ademas contienen a su centro se denominan diametros. Los didmetros de
esta curva son iguales y como en la elipse se cortan en su punto medio, de aqui que la
mitad de la longitud de los diametros son los radios de la circunferencia, es decir el valor

r. También cumplen que un didmetro d_l es conjugado de otro d,, si el angulo entre ellos

es 90°.
* La porcion de la circunferencia entre dos puntos P, y P, de la curva se denomina arco

~

circular, se denota por P1P2 y su longitud se calcula por la formula L = 7@ r/180° . Si el
PP,
arco es toda la circunferencia, la formula de longitud se reduce a L =27r.
* Agquellas rectas que cortan la circunferencia en un solo punto M = (xo,yo), son las rectas
tangentes y tienen la ecuacion x,x+ Y,y = 0. Ademas, cumplen la propiedad de formar un

angulo recto con el radio de la circunferencia en dicho punto, por lo tanto la recta que
contiene a este radio es precisamente la recta normal a la curva en el punto M y tienen
como ecuacion y,x—x,y =0.
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« En una circunferencia se tienen tres tipos de angulos importantes, los centrales, los

inscritos y los semi-inscritos, Fig. (c2. 82. 14).

- Los centrales a: Son aquellos cuyo vértice es el centro de la circunferencia y sus
lados son dos radios y tienen la propiedad de tener igual amplitud del arco' que
encierra.

- Los inscritos £: Son aquellos cuyo vértice es un punto de la circunferencia y sus lados

son dos cuerdas. Estos angulos tienen la propiedad de ser iguales si son inscritos
sobre la misma cuerda y tienen una amplitud igual a la mitad del angulo central sobre
la misma cuerda.

- Los semi-inscritos y: Son aquellos cuyo veértice es un punto de la circunferencia y sus

lados estan formados por una cuerda y la recta tangente a la curva en dicho vértice.
Estos angulos tienen una amplitud igual a la de un angulo inscrito sobre la cuerda que
forma al semi-inscrito.

» Un sector circular es la porcion de la region limitada por la circunferencia formada por un
angulo central y se tiene que el area del sector esta dada por la formula A, = 7 2a/360° ,
donde a es el angulo central que la forma. De aqui que el area de la region limitada por la
curva (el circulo) esta dada por la férmula A= 72, ya que a =360°. Ademas si el angulo
es un inscrito la porcion del circulo se denomina segmento de circunferencia y tiene el
area dada por S= rzl(nn/180°)—semj/2, para un angulo central sobre la misma cuerda
gue el inscrito.

Una parametrizacion de la circunferencia es C :{x =rcosf,y = rsen9}. Representada de esta

forma veremos en el epigrafe relacionado con las curvas de Lissajous, que esta curva es uno
de sus casos particulares.

La circunferencia, como habiamos dicho no es exceéntrica (e=0), por lo que no se le puede
atribuir la ecuacion polar de las conicas a partir de su excentricidad, sin embargo, se calcula

muy fécil para una circunferencia centrada en el origen ya que p? =x?+ y?, por lo tanto la
ecuacion polar de la circunferencia es p=r. En el caso en que se tenga una circunferencia
centrada en el punto (p,q), al llevar la ecuacion a coordenadas polares se tiene
0% -2p(pcosd +qgserd) =r? - (p2 + qZ) y como r? = (p2 + qz) se puede simplificar la ecuacion
polara p= 2(pcos€+ qsen9). De esta forma, cuando g =0, veremos que la curva es también
conocida como caso particular de una espiral sinusoidal (epigrafe posterior).

Entre las aplicaciones mas importantes de la circunferencia se tienen:

» Se utiliza en el desarrollo y comprension de la Trigonometria (ver capitulo 1, epigrafe 1).
» Existencia del numero 7 = 314(Pi).

» Sirve de herramienta basica para varias de las construcciones que veremos en epigrafes
posteriores, como la cisoide de Diocles y todas las ruletas cicloidales. Ademas, se deriva
una construccion de la elipse conocida como construccidbn paramétrica 0 construccion
Point-wise, de la cual se obtiene la ecuacién paramétrica de la elipse.

. Amplitud de arco: Es la longitud del arco que medido en grado por la conversion L/IT = éngulq/lsoo .
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2.2.2.2.1.1.1 Construcciones de elipse a partir de  circunferencias

7
°

7
°

Construccion paramétrica de la elipse o construccion de Point-wise (método de puntos):

Dibujemos dos circunferencias C, y C, concéntricas en un punto O de radios r, y r,
respectivamente, donde r, <r, y tomemos dos puntos P, y P, sobre las circunferencias
C, y C, respectivamente, tales que los puntos O, P, y P, se encuentren alineados por el

radio vector v :O_PZ. Luego tracemos una recta |, por el punto P, , paralela al eje “x” y
una recta |, por el punto P,, paralela al eje “y”. Entonces los puntos de interseccion
entre las rectas |, y |, cuando el radio vector v recorre todos los radios de la
circunferencia C,, generan una elipse centrada en O con semiejes a=r, y b=r,.

Si tomamos O en el origen de coordenada, se tiene que las ecuaciones de las rectas |, y
l, son y=rsend y x=r,cosfd respectivamente y por lo tanto se deduce una
parametrizacion de la elipse E :{x =acosf,y =bserg}, Fig. (c2. §2.15).

Podarias y envolventes: Una propiedad importante de la elipse con respecto a la
circunferencia se tiene con la podaria de la curva con respecto a un foco, la cual es una
circunferencia circunscrita. Ademas inversamente, la antipodaria de una circunferencia
con respecto a un punto O’ interior, es una elipse inscrita en la circunferencia donde el
punto O' es uno de sus focos. Este hecho puede ser utilizado para dibujar elipses como
envolventes de rectas de la siguiente forma, Fig. (c2. §2.16).

1) Sea un circulo y un punto O interior del mismo.

2) Dibujar una recta L desde un punto P del circulo hasta O.

3) Dibujar una linea M perpendicular a L y que pase por P.

4) Repetir los pasos 2 y 3 para otros puntos P del circulo.

5) La envolvente de las lineas M es una elipse con un foco en O.

La elipse como anamorfosis de la circunferencia: Cierta trasformacién de la circunferencia
al deformar ortogonalmente el plano cartesiano asociado a la circunferencia, se denomina
anamorfosis. El término anamorfosis proviene del idioma griego y significa trasformar. En
el caso de la circunferencia, si el plano cartesiano se divide en cuadrados, cuando dicho
plano se «deforma» en sentido del eje “x”, el “y”, o ambos, la circunferencia se

transforma en una elipse, y los cuadrados en rectangulos, Fig. (c2. §2. 17).

Entre las aplicaciones mas importantes de una elipse podemos citar:

La Luna describe en torno a La Tierra una 6rbita eliptica con LaTierra en uno de sus focos.
El cometa Halley , probablemente el mas famoso de todos los cometas describe una orbita
eliptica.

Los rayos luminosos que parten de un foco, deben reflejarse en el otro.

Como inversién de una elipse se puede construir un caracol de Pascal, curva que
estudiaremos en un epigrafe posterior.
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2.2.2.2.2 La Hipérbola

Los historiadores consideran que la hipérbola fue una de las primeras secciones conicas que
se descubrieron, debido la aplicacion en la busqueda de la solucién de uno de los tres
problemas problema clésicos, la duplicacion del cubo, por Menecmo. Sin embargo el primero
en estudiarla como lugar geométrica a partir de dos focos y usar el término de hipérbola
(proveniente del griego de 0rEpBoAn (exceso)), fue el matematico Apolonio de Perge y al
igual que la elipse podemos ver que de esta forma se estudia la hipérbola en la mayoria de
los libros y se dan la mayor cantidad de sus propiedades, por lo que se considera como la
construccion de definicidn clasica de una hipérbola.

Definicion clasica: Dado dos puntos fijos F; y F, en el plano y un valor fijo d =2a, tal que
d< d(Fl,Fz), la hipérbola se define como el lugar geométrico de los puntos P del plano, tales
que el valor absoluto (modulo) de la diferencia entre las distancia de P a los puntos F; y Fy

sea constantemente igual a d. A los puntos fijos se les conoce como focos de la hipérbola.
Ademds, cualquiera de estos focos se corresponde con los antes mencionados en la
definicion segun su excentricidad.

Mediante esta definicion de hipérbola, se puede atribuir como ecuacion generadora de la

misma, la relacién |[d(P,F,)-d(P,F,)=d=2a, colocando sus focos en un sistema de
coordenadas cartesianas y considerando sus puntos por coordenadas variables. Para
realizar mas facil esta deduccion, sin pérdida de generalidad consideremos todos los casos
posibles como una traslacion y\o una rotacion del caso que posee los focos dados por los
pares F, =(-c0) y F, =(c,0), asi mediante las férmulas de distancia entre dos puntos en el
plano, conocidas de la Geometria Analitica, se tiene que el lugar geométrico de los puntos

P=(x, y) de la hipérbola se rigen por la ecuacion ‘\/(x+c)2 +y? —\/(x—c)2 +y’|=d=2ay

eliminando radicales (elevando al cuadrado) adopta la forma simplificada x*/a* - y?/b? =1,

donde b?=c?-a’ y se conoce como ecuacion candnica de la hipérbola centrada en el
origen, Fig. (c2. 82. 18).

De la relacion se tiene que la curva es simétrica respecto a los ejes de coordenadas (las
rectas x=0y y=0)y el origen de coordenadas, el cual coincide con su centro. Ademas, los

interceptos con los mismos se encuentran en los puntos A =(-a0) y A, =(a,0), los cuales
se conocen como vértices, al segmento E se le llama semieje de la hipérbola. También,
posee dos asintotas, las rectas bx+ay=0 y bx—ay=0, las cuales se cortan formando un
angulo ¢ =180° - 2arctar{b/2a) y en el origen de coordenadas, Fig. (c2. §2. 18).

Veamos a continuacion algunos casos especificos de hipérbolas:

a) En el caso particular en que a=b, se le conoce a la curva como hipérbola equilatera,
tiene la ecuacion x*>-y? =a®=b?. Tiene la propiedad de que sus asintotas son las
rectas y=+x y se cortan formando un angulo de 90°. Ademas, como habiamos

anunciado, la funcion de proporcionalidad inversa constituye un caso particular, pues si
realizamos una rotacién de 45°, se tiene como resultado la expresion explicita y =k/x,
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para k =a?/2. La hipérbola expresada en coordenadas polares, es decir por la ecuacion

yo, :]/,/003295, constituye uno de los casos particulares de las espirales sinusoidales (ver
epigrafe relacionado).
b) Si realizamos una rotacion de 90° sobre la hipérbola x?/a*-y?/b? =1, se obtiene la

llamada hipérbola conjugada y?/b? - x?/a® =1.
c) Sirealizamos una traslacion {x =X'+p,y=Vy +q} sobre la curva en el plano coordenado
se tiene la ecuacién (x- p)?/a? - (y-q)?/b? =1, de una hipérbola con centro en el punto

0=(p.), focosen F,, = (c = +ya? +b? ,O) y vértices A, =(xa0).
Entre las propiedades principales de la hipérbola, a partir de su ecuacion candnica se tienen:

» Los segmentos de recta que unen dos puntos de una hipérbola se denominan cuerdas
hiperbdlicas. Las cuerdas perpendiculares al semieje de la hipérbola A A, que contienen a
un foco o al otro se denominan lados rectos de la hipérbola y tienen una longitud
p =2b?/a. Las cuerdas que pasan por el centro de la hipérbola se les llama diametros y

poseen la siguientes caracteristicas:
1) Todos los didmetros se cortan en su punto medio.
2) Sea d; un diametro de la hipérbola, entonces existe un Unico diametro d, de su

hipérbola conjugada que corta todas las cuerdas paralelas a d, por su punto medio, a
tal diametro se le conoce como diametro conjugado de d, y se denota por d, =d_1.
Ademas, si d, coincide con su semieje E se tiene que el conjugado d, coincide
con el semieje BB, .

3) Sean m vy ﬁ las pendientes del diametro d, y su conjugado d_l respectivamente,
entonces mlﬁ =b?/a®. Ademas supongamos que a y B sean los angulos formados
por d, y d_l con el semieje E de la hipérbola (a >f), entonces si Ly =2a vy
Ld—1 =2b,, se tiene que ab=ab serf{a - B). De este resultado se deriva el teorema de

Apolonio para la hipérbola, el cual dice que en una hipérbola se verifica la relacion
aZ -b? =a® -b?.

« En un punto M =(x,,y,) de la hipérbola, la recta tangente estad dada por la ecuacion
x%,/a® - yy,/b? =1. Calculando su pendiente m=-A/B =(x,/a%)/(y,/b?)= x,b?/y,a’, se
tiene que la recta normalen M = (xo,yo) tiene pendiente m' = -y,a®/x,b? y por lo tanto su
ecuacion esta dada por la expresion a2></(a2 +b2)x0+b2y/(a2 +b2)yO =1. [Semendiaev,
1971]

« En un punto M =(x,,y,) el radio de curvatura de la hipérbola est4 dado por férmula
R=a2b2(x§/a“+y§/b“)?/2 =(r,r,)?*/ab=p/sen’u, donde r, y r, son las distancias del
punto a los focos F, y F, respectivamente, p es la longitud del lado recto y u el angulo
entre la recta tangente y el radio vector del punto de tangencia. [Semendiaev, 1971]
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e En una hipérbola el area limitada por una cuerda perpendicular al eje "x" y el arco
hiperbélico estd dada por A= xy-abin(x/a-y/b)=xy—-abAreaci{x/a). [Semendiaev,
1971]

Entre las aplicaciones mas importantes se tienen:

» El sistema LORAN (long distance radio navigation) de uso en aviones y barcos utiliza
pulsos sincronizados trasmitidos por dos estaciones separadas por gran distancia entre si,
Estos pulsos viajan a la velocidad de la luz (186 000 millas/s) la diferencia entre los
tiempos de llegada al barco o al avion de esos pulsos esta sobre una hipérbola que tiene a
las dos estaciones como focos. Este sistema les permite determinar su posicién sobre
una carta marina.

» Como la circunferencia en la Trigonometria, la hipérbola equilatera constituye la base para
obtener las razones hiperbdlicas.

» Las hipérbolas se usan en Arquitectura, basta ver la Sagrada Familia de Gaudi, por formar
arcos mas esbeltos y estéticos que con una parabola.

* En el epigrafe siguiente analizaremos, los Ovalos de Cassini como podaria de una
hipérbola respecto al centro. En el caso en que la curva sea una hipérbola equilatera, la
curva resultante es la lemniscata.

2.2.3 Ecuacion polar de las conicas a partir de su  excentricidad

Las conicas definidas a partir de su excentricidad e con foco en F =(00) y directriz

d:x+xk =0, donde kOO (representadas por la ecuacion e=/x* + y? /|Xi k|), tienen como

ecuacion en coordenadas polares p = p/(li ecos@), donde pes el parametro focal y el eje

polar se encuentra dirigido desde el foco hasta el vértice mas proximo, Fig. (c2. §82.19).
[Semendiaev, 1971]

2.2.4 Equivalencia entre las distintas formulas de la excentricidad de una conica

A través del epigrafe, se ha tratado el tema de la excentricidad de una conica como una
constante que juega un papel importante en el estudio de esta familia de curvas, debido a
que su valor determina los distintos casos particulares. Se han dado tres formulas con
distinta apariencia para calcular esta constante, por lo que debido a que se trata de la misma,
tomaremos como ejemplo una elipse E (0<e<1) y demostremos la equivalencia existente
entre las distintas expresiones dadas anteriormente, es decir, probemos la relacion
e=d(P,F)/d(P,D) = e=c/a = e=cosg/cosy. En lo sucesivo consideraremos que k es la
distancia entre el origen y la directriz.

1) Comencemos la demostracion con la relacion: (I) e=d(P,F)/d(P,D) = (Il) e=c/ay
supongamos la elipse E con focos en F , =(xc0) y vertices en A, =(xa0) y B, =(xb)0),
entonces la ecuacion (1), tomando F, como el foco F de la definicion, se puede escribir por
la ecuacion e=d(P,F)/d(P,d) = ((x—c)? + y?)¥*/x—k, donde k>a y evaluando en ella los
vértices A y B, se tienen las relaciones e, = ((c-a)?)*?*/k-a=a-c/k-ay e, =a/k, por lo
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tanto despejando se tiene que k=a/e,. Como e es constante, se tiene que e, =e, Yy
entonces e=za-c/(a/e-a)=a-c/all/le-1) > ell/e-) =a-c/a=1-e=1-ela=e=c/a.

2") Para demostrar la equivalencia entre (I) e=d(P,F)/d(P,D) y (Ill) e=cosg/cosy, sea
0 < p/k = absisa focal/distancia ala directriz (con relacién al origen) <1 y tomemos la forma
general de las cOnicas con vértice en el origen y foco sobre el eje “x”, la cual sabemos que
esta dada por la ecuacion (1-e*)x* -2(p+kex+(p* -e’k?)+y* =0. Entonces, para x=0y
y=0 como e es una constante, tenemos que p°-e°k*>=0 y por lo tanto e= p/k. Si se
toma p=acosg y consideramos k=acogy para ¢ <¢, se cumple la relaciébn que se
buscaba 0< p/k =acosg/acosy = cosg/cosy <1.

2.2.5 Aplicaciones generales de las conicas

Una aplicacién interesante de las conicas en general tiene que ver con las orbitas de los
cometas de nuestro sistema solar. De los 610 cometas identificados hasta 1970, 245 tienen
Orbitas elipticas, 295 parabdlicas y 70 hiperbdlica y s. Todas estas o6rbitas tienen como foco
el Sol y como vértice el punto en que el cometa esta mas cercano al Sol. Podemos
percatarnos de que los cometas con Orbitas hiperbdlicas y parabdlicas solo conseguimos
verlos una vez mientras que los cometas con una 6rbita eliptica permanecen en nuestro
sistema solar indefinidamente hasta que un suceso fuera de lo comun perturbe su trayectoria
ejemplo de ello es el famoso cometa Halley.

§2.3 Ovalos de Cassini
2.3.1 Ovalos de Cassini como familia de curvas

Los oOvalos de Cassini fueron estudiados por el astronomo Giovanni Domenico Cassini en
1680. Este pretendia descubrir una curva que representara el movimiento relativo de la tierra
y el sol mejor que la elipse (aplicacion propuesta por Kepler) y asi propuso esta familia de
curvas como una mejor descripcion de las 6rbitas planetarias. Sin embargo a lo largo de la
historia otros cientificos demostraron que no es correcta esta afirmacion, ya que estas orbitas
son elipticas. Cassini define éstas curvas como un lugar geométrico de los puntos en el
plano, para los cuales el producto de las distancias a dos puntos fijos es constante. Veamos
analiticamente esta definicion de los Ovalos de Cassini y obtendremos su ecuacion
cartesiana para cuando los puntos fijos se encuentran sobre el eje "x".

Definicién: Sean dos puntos F, =(p,0) y F, =(- p,0) fijados en el plano, entonces se define
como 6valo de Cassini al lugar geométrico que describe un punto P=(X, y) tales que
d(P,F,)d(P,F,)=k?, donde k es una constante. De esta definicion se tiene la relacion

d(P,F,)d(P,F,)= \/(x— p)’ +y? Q/(x+ p)>+y? =k? y se deduce la ecuacién cartesiana de

z . 2 . .,
loa Ovalos de Cassini (x2 + y2) —2p2(x2 - yz): k*-p*. Veamos a continuacion algunas
propiedades generales que se derivan de la ecuacién cartesiana:
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* Son curvas cerradas y simétricas respecto al origen, cuyas diversas formas que adopta,
se encuentran en correspondencia con la relacion entre los valores de los parametros k y

I? Si k< p, se tienen dos 6valos iguales geométricamente, Fig. (c2. §3.20).
- Si k= p, setiene una Lemniscata de Bernoulli, Fig. (c2. 83.21).
- Si p<k< px/E, se tiene un Ovalo con " talle ” (cintura), Fig. (c2. 83.22).
- Sik> p\/i, se tiene un ovalo de forma eliptica, Fig. (c2. §3.23).
+ Su ecuacion en coordenadas polares es p* —20°p® cos28 + p* =k*.

2.3.1.1 Los ovalos de Cassini en relacion con la hi  pérbola

Como habiamos anunciado en el epigrafe anterior, la podaria de una hipérbola respecto a su
centro son las curvas conocidas como 6valos de Cassini. Veamos a continuacion la
deduccién matematica de este enunciado:

Sea H la hipérbola x?/a* - y?/b? =1, entonces la ecuacion de la recta tangente en un punto
M =(x,,y,) de H es xx,/a®-yy,/b*-1=0 y la de la normal que pasa por su centro es
x2/a? - yZ/b? -1=0. De éstas ecuaciones, se deducen las relaciones x, = a’x/(x? +y?) y
Yo = bzy/(x2 + yz), por lo tanto como M OH , sustituyendo en la ecuacion de la hipérbola se

. ., . 2 . -z
tiene la ecuacion de la podaria buscada (x2+y2) =a’x*-b’y?, es decir, la ecuacion

cartesiana de los ovalos de Cassini con focos F, = (a/\/_ZO) y F, = (b/\/_z,o). Si la hipérbola
usada es equilatera, se tiene que a=b y por tanto la ecuacién de la podaria resultante es

2 2\ _ ,2(2 2 S p . .
x“+y°|] =a“|x“ —y“) y coincide, como se vera posteriormente, con la ecuacion de la
lemniscata de Bernoulli.

2.3.2 Casos particulares

En este punto analizaremos de forma particular cada una de estas curvas, viendo en cada
caso las propiedades mas caracteristicas y en especial veremos detalladamente el caso de
la lemniscata de Bernoulli, ya que en nuestro trabajo, esta curva es esencial debido a su
conexion con otras curvas estudiadas como lo es una construccion de la misma tomando una
hipérbola como herramienta, ademas de formar parte, como caso particular de la familia de
las cisoides, la cual estudiaremos en el proximo epigrafe. También estudiaremos en el caso
de la lemniscata, su origen independientemente de los Ovalos de Cassini y sus principales
aplicaciones.

2.3.2.1 Dos évalos iguales geométricamente

Como habiamos obtenido, la ecuacion de los dos Ovalos iguales geométricamente se tiene
para cuando k < p y como su nombre indica, su grafica viene dada por dos figuras ovaladas

independientes que forman una sola figura. Ademas, estos 6valos son simétricos respecto al
origen de coordenadas.

Veamos a continuacion algunas de sus propiedades esenciales:
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* Las intersecciones con el eje “x”, se encuentran en los puntos A B = (i k? + p? ,O), para
uno6valoy P,Q= (i p? —k? ,O), para el otro.
» Los extremos maximos y minimos se alcanzan en los puntos E,G = (w/4p4 -k* /2p,k2/2p)

y K,I = (—1/4p4 —k4/2p,—k2/2p) respectivamente.
« El radio de curvatura es r=2k2p3/(p4—k4+3,04), donde o es el radio vector de la
ecuacion en coordenadas polares.

2.3.2.2 Lemniscata

De la familia de évalos de Cassini, la curva méas conocida es la llamada lemniscata de
Bernoulli y como habiamos obtenido es el caso en que a=c. Ademas, como su nombre
indica , no fue descubierta por Cassini, sino por los matematicos Jacobo y Johann Bernoulli
en 1694, quienes la obtuvieron al estudiar un problema planteado por Leibniz, el de encontrar
la is6crona paracéntrica (la curva que describe un punto que se mueve de modo que la
distancia a un punto fijo O, varia proporcionalmente al tiempo empleado en recorrer el arco
de dicha curva). Ellos resuelven el problema modificando el método de construcciéon de una
elipse como lugar geométrico a partir de dos focos, es decir: como es conocido una elipse se
define por los puntos que se encuentran a una distancia a dos puntos fijjados en el plano
tales que la suma de estas distancias es un valor constante y la lemniscata en
contraposicion, es el lugar geométrico de los puntos tales que el producto de estas distancias
es constante e igual al cuadrado de la mitad de la distancia focal. Bernoulli la llamo
lemniscus, que en latin significa "cinta colgante”

. g . 2 .
La curva cuenta con la ecuacion cartesiana (x2 + y2) =2p2(x2 —y2) pero como habiamos

dicho su estudio se facilita mediante la conversion a la ecuacion en polar p = pv/2co0s26, ya

que se logra despejar el radio vector en funcién del angulo, de esta forma veremos en el
epigrafe referido a la espiral sinusoidal que constituye un caso particular.

Veamos algunas de sus propiedades mas caracteristicas, Fig. (c2. 83.21):

* EIl origen de coordenadas es conocido como nodo (punto doble por donde pasan dos
tangentes) y ademas es un punto de inflexién.
e Los puntos de interseccidbn con el eje “x”, ademas del origen, son los puntos

AC= (i p\/_Z,O).

* Los extremos maximos y minimos se alcanzan en los puntos E,G = (p\/§/3, p/2) y
K,I = (— p\/§/3,— p/2) respectivamente.

+ Elradio de curvatura es r = 2p?/3p, donde p es el radio vector.

e La normal en cualquier punto P = (,0,6?) de la lemniscata, forma un angulo ¢ =26, con el
radio vector y ¢ =36, con el eje polar.

+ El area interior de cada lazo esta dada por la formula A= pZ.

» Lainversion de la lemniscata con respecto al nodo es una hipérbola equilatera.
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2.3.2.2.1 Otras construcciones de la lemniscata

- La lemniscata puede ser obtenida como la envolvente de un conjunto de circunferencias
centradas en una hipérbola equilatera tales que contengan su centro, (Ver Capitulo 1, Fig.
(c1.82.6y7)).

- La podaria de una hipérbola equilatera con respecto a su centro es una lemniscata de
Bernoulli, (Ver Capitulo 1, Fig. (c2. §3. 24)).

Entre las aplicaciones mas importantes de la lemniscata podemos citar:

* La determinacion del parametro longitud de arco de la lemniscata, llevé a las integrales
elipticas, que fueron descubiertas durante el siglo XVIII. Alrededor de 1800, las funciones
elipticas que intervienen en estas integrales fueron estudiadas por Carl Friedrich Gauss.
No serian publicadas hasta mucho tiempo después, pero se hacian alusiones a ellas en
las notas de su obra Disquisitiones Arithmeticae. La base del reticulo definido por los
pares fundamentales de periodos (pares ordenados de numeros complejos) tiene una
forma muy especial, siendo proporcional a los enteros de Gauss. Por esta razon el
conjunto de funciones elipticas con el producto complejo por la unidad imaginaria se
denomina conjunto lemniscatico.

+ La lemniscata tiene radio de curvatura variable por lo que junto a un peralte’ adecuado
puede minimizar el efecto de la fuerza centrifuga.

2.3.2.3  Ovalos con talle

Como habiamos obtenido antes, la ecuaciéon del évalo con ~ talle ” se tiene para cuando
p<k< p\/E y como su nombre indica se refiere a un ovalo que tiene una cintura en su parte
mas achatada. Veamos algunas de sus propiedades mas caracteristicas:

» Las intersecciones con el eje “x”, se encuentran en los puntos A B = (i k? + p? ,0).

* Los extremos maximos y minimos se alcanzan en los puntos B:(O, kz—pz) y

D= (O,—\/k2 - p2) respectivamente.

+ Posee cuatro puntos de inflexion, los cuales son P,L,M,N =(\/]/2(m—n),\/1/2(m+ n))
donde n= (k4 - p“)/3p2 y m=,/k*-p*/3

2.3.2.4 Ovalo de forma eliptica

Como habiamos obtenido antes la ecuacién del évalo de forma eliptica se tiene para cuando
k> p\/i y tiene las siguientes caracteristicas:

Los vértices de son A, = (i k? + p? ,0) y B, = (O,iwlkz - pz). Las semirrectas AA, y BB,
se denomina semiejes.

2 se denomina peralte a la pendiente transversal que se da en las curvas a la plataforma de una via férrea o a la
calzada de una carretera.
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2.3.4 Construccion de los Ovalos de Cassini como se cciones de un toro

Los Ovalos de Cassini son la interseccion de un toro y un plano en cierta posicion. Sea
r =b-a el radio interior de un toro cuyo disculo generatriz tiene radio r' =a. Los 6valos de
Cassini son la interseccion de un plano paralelo al eje del toro y a distancia a de éste. En el
caso particular en que b =2a, entonces se tiene que la seccion del toro resultante describe
una lemniscata de Bernoulli, Fig. (c2. §3.25).

82.4 Las cisoides
2.4.1 Origen de las cisoides

La primera curva cisoide fue descubierta por Diocles (250-100 a.C.) con la conocida como
cisoide de Diocles. Esta curva fue materia de estudio e investigaciones de diversos
matematicos debido a su aplicacion en la solucion de uno de los problemas clasicos de la
antigiiedad, "La duplicacion del cubo™”. La cisoide de Diocles, no solo fue una curva que
impresiond a grandes figuras de las ciencias, sino que ademas, llevd a muchas de estas
personalidades a realizar estudios mas profundos que dieron como resultado un método para
generar cisoides a partir de dos curvas.

2.4.2 La cisoide de Diocles

Definicion primaria: Sea C una circunferencia y O un punto sobre ésta, ademas tracemos
una recta | tangente a la circunferencia por el punto diametralmente opuesto a O. Si se
traza por O una recta secante s a la circunferencia que la corta en P, y cortaa | en P,, se

tiene que los puntos P sobre la secante tales que OP=PRP,, forman la cisoide de Diocles
cuando P, recorre la circunferencia, Fig. (c2. 84.26).

Supongamos que la circunferencia C se encuentra centrada en el punto F = (r ,0), donde r
representa su radio, es decir, la circunferencia de ecuacion polar p, =2rcosd y tomemos
o= (0,0), entonces se tiene que la recta tangente | esta dada por la ecuacion p, = 2r/cosf y

como el segmento de la recta secante O_P2 coincide con el radio vector p, y el segmento
O_Pl con el radio vector p,, se tiene que los radio vectores p de la cisoide de Diocles, vienen
dados por la formula p=@=@=?@—6&=p2—pr Entonces, la ecuacion polar de la
cisoide de Diocles es p = (2r/cosd)- 2r cosd = 2rserf8/cosd = 2r serdtand.

2.4.2.1 Otras generaciones de la cisoide de Diocles

Como habiamos anunciado, para la cisoide de Diocles se han realizado varios métodos de
construccién que la generan y con ellos otras definiciones, que la relacionan con otras
familias de curvas. Veamos a continuacién algunos de estos métodos, que hacen que la
cisoide de Diocles sea una curva maravillosa.
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2.4.2.1.1 Podaria de una pardbola respecto al vérti ce y la cisoide de Diocles

Este método consiste en tomar una parabola y hallar su podaria, tomando como polo su
vértice. Veamos paso por paso, el desarrollo constructivo y demostremos que la curva
resultante es una cisoide de Diocles.

Sea la parabola y? =-2mx, donde m es la mitad de longitud del lado recto. Entonces se
deduce que la recta tangente a la parabola en un punto arbitrario M =(x,,y,) tiene por
ecuacion, la expresion Yy, = —m(X + xO), (vea 82). Si trazamos una recta perpendicular a la
tangente, que contenga al vértice de la pardbola, ésta tiene la ecuacién Y =y,X/m, por lo
tanto, por definicién se tiene que la curva C, formada por los puntos P = (X,Y) gue son pies

de las perpendiculares cuando M recorre la parabola, es la podaria de la parabola respecto
a su vértice, ademas se tiene mediante la solucion del sistema que resulta y aplicando

transformaciones algebraicas, la ecuacion paramétrica C :{x: pt?/t? +4p?,y =t3/t? +4p2},
con tOO y p=ny2 (coordenada “x” del foco).

Luego de haber visto el desarrollo del método, demostremos que la curva resultante es
precisamente una cisoide de Diocles. Para ello nos apoyaremos en la ecuacion polar
p = 2r serdtand, obtenida en la construccion primaria de la curva:

1) Transformar la ecuacién paramétrica de la podaria a una ecuacion en cartesiana:
Despejando el pardmetro t en una rama y sustituyendo en la otra, se llega a la ecuacion

cartesiana y? = 2x%/p - 2x
2%) Transformar la ecuacién cartesiana resultante a una ecuacién polar, nos queda la
relacion p?serfd =2p°cos’8/p-2pcosd y simplificando obtenemos la ecuacién polar

pp?serfd-2p%cosd =0, o bien por p = psertd/2cosh = pserdtand, la cual coincide con la

ecuacion polar de una cisoide de Diocles, que al ser generada por el método primario se
utiliza una circunferencia de radio r =2p y centrada en el foco de la parabola, Fig. (c2.

§4.27).

Notemos que mediante la deduccion y demostracion de este método para generar la cisoide
de Diocles, hemos obtenido dos ecuaciones que la representan, es decir:

- La ecuaci6n paramétrica es {x = pt?/t? +4p?,y =t3/t? +4p2}, con tOO.
- La ecuacion en coordenadas cartesianas es y® = 2x°/p - 2x.

2.4.2.1.2 Entre dos rectas paralelas se tiene una c isoide de Diocles

Se toman dos rectas paralelas d, y d, , sobre d; se fija un punto O y se traza una recta
variable r que pasa por O y cortaen P a d,, ademas, consideremos el segmento PQ que

se proyecta ortogonalmente en Q sobre d;. Si desde Q se traza una perpendicular a OP, el
pie de dicha perpendicular M describe una cisoide de Diocles cuando P recorre toda la
recta d,, Fig. (c2. 84.28).
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Entre las propiedades caracteristicas de la cisoide de Diocles tenemos que, tiene una
asintota en la recta x =a y ademas, el area entre la asintota y la curva es A=37r?, es decir

tres veces el area interior de la circunferencia utilizada en la construccién que la define. La
inversion de la cisoide de Diocles respecto a su cuspide es una parabola, Fig. (c2. 84. 29).

Una aplicacion de la cisoide de Diocles surge de la antigiedad donde existieron tres
problemas que se hicieron famosos por los grandes esfuerzos de los griegos para resolverlos
utilizando solo regla y compas, uno de ellos se conoce como duplicacion de cubo. En la
actualidad se demostré que era imposible realizar esta construccién solamente con regla y
compas, sin embargo se llegé al resultado siguiente: “La cisoide de Diocles sirve para
duplicar un cubo”, es decir, se demostraron varios métodos constructivos que dan solucion a
dicho problema, donde se incluye a la cisoide como punto clave. Veamos a continuacion
algunos de estos métodos:

- Sea dada una cisoide construida por la definicion primaria, donde el diametro d = OAde la
circunferencia, con A el punto de tangencia sea el valor de la arista de un cubo y tomemos
sobre el eje "y (recta tangente en O) un punto B situado a una distancia 2d del origen
(el punto O). Si trazamos el segmento AB, éste se corta con la cisoide en un punto M y
la recta s que contiene al segmento OM , entonces se tiene que AX =3%/2 OA, donde X
es el punto de interseccion entre s y r (recta tangente de la definicion), Fig. (c2. 84. 30a).

- Sea C=(a,0) el centro de la circunferencia, donde a es su radio, entonces la cisoide de
Diocles que se genera a partir de la circunferencia por el método primario tiene por
ecuacion cartesiana y? = x*/2a—-x. Tracemos un segmento CD=2a perpendicular en C
al diametro OA de la circunferencia, ademas, tracemos el segmento AD gue se corta en
un punto E con la cisoide y sea F el pie de una perpendicular trazada sobre el diametro

desde el punto E (ordenada del punto E de la cisoide), entonces se demuestra que los
triangulos rectos AACD y AAFE son semejantes, por lo que se deduce que

AF/EF = AC/CD =a/2a=1/2= AF = EFAC/CD = EF/2. Luego, por ser E un punto de la
cisoide, tenemos que (ﬁ)z = (ﬁ)g/(O_A—ﬁ)= (ﬁ)s/ﬁ = (ﬁ)SC_D/ﬁA_C = Z(ﬁ)s/ﬁ,
lo que implica que (ﬁ)3 = 2(@)3, Fig. (c2. §4. 30b).

2.4.3 Cisoide en sentido general

Como habiamos dicho, la cisoide de Diocles indujo un método para generar cisoides
mediante dos curvas en polares. Este método consiste en la resta, suma o semisuma de los
radio vectores de las curvas a las cuales se les quiere hallar su cisoide, es decir, una
definiciobn general de las cisoides es:

Definicién: Sean dos curvas C, y C, cualesquiera dadas en la forma p,(8) y p,(6)
respectivamente, entonces se pueden generar tres tipos de cisoides de las curvas:

- Lacisoide adicion p(8) = p,(6)+ p,(6).
- Lacisoide diferencia p(8) = p,(6)- 0,(6).
- La cisoide semisuma p(6) =[p,(6) + p,(8)]/2.
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2.4.4 Otros casos particulares de cisoide
2.4.4.1 Lalemniscata

En este punto, se analizard un método propuesto por MacLaurin para generar la lemniscata
de Bernoulli y demostraremos que dicho método, puede ser tratado como la obtencion de la
cisoide de una circunferencia consigo misma, mediante la diferencia de los radio vectores y
por lo tanto, la lemniscata también pertenece a la familia de las cisoides.

= Meétodo propuesto por MacLaurin: Sean dos puntos F, y F, fijados en el plano tales que

F,F, =2c, donde c es constante. Con estas condiciones realicemos la siguiente
construccion, Fig. (c2. 84.31).

1) Construir dos circunferencias C, y C,, una centrada en F, y la otra en F, ambas con
radio r = c/ J2.

2%°) Sobre el segmento % sea O el punto medio, es decir, se encuentra a una
distancia d =c de los centros de las circunferencias.

3") Trazar una recta secante a la circunferencia C,; que contenga a O, supongamos que
ésta se intercepta con la circunferencia en los puntos P, y Q,, es decir, la secante ORQ; .
Entonces también es secante a C, y se intercepta con ésta en los puntos P, y Q,, es

decir, la secante ORQ, .

4°) Sean los vectores v, y v, con origen en O, paralelos a las secante ORQ, y ORQ,
respectivamente y cuyos médulos sean las distancias p, =d(P,Q,) y p, =d(P,.Q,).

5°) El lugar geométrico que generan los vectores Vv, Y V, cuando los arcos PQ, y P,Q,
tienden a cero es una lemniscata de Bernoulli. Si tomamos O en el origen de
coordenadas y los puntos F, y F, sobre el eje horizontal, el método anterior coincide con
el de construccion de la cisoide de una circunferencia con ella misma.

2.4.4.2 El estrofoide recto

El estrofoide aparece en primer lugar en trabajos de Isaac Barrow en 1670. Sin embargo
Torricelli describe dicha curva en algunas de sus cartas escritas con fecha de 1645. El
nombre significa "cinta con una vuelta" y fue propuesto por Montucci en 1846. Se denomina
estrofoide recto a la curva derivada de la siguiente construccion Fig. (c2. §84. 32).

1) En un sistema de coordenadas cartesianas, tomemos sobre el eje “x” el punto A= (-a,0)

y tracemos la recta x=a.
2) Ahora tracemos una recta r que pase por A y corte x =a, entonces corta al eje “y” en

un punto P.
3) Entonces si tomamos dos puntos M, y M, sobre la recta r, tales que PM, = PM, =k
(constante), entonces decimos que la curva formada por los puntos M, y M, cuando P
recorre todo el eje “y” es la curva estrofoide recto con vértice en el punto A.
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Una parametrizacion del estrofoide recto es {x=alt?-1)/{t? +1)y=atlt> -1)/(t> +1} y la
ecuacion en coordenadas polares es p=-acos2d/cosd. A partir de su ecuacién en

coordenadas polares, se puede demostrar que es una cisoide diferencia, es decir si tomamos
las ecuaciones en coordenadas polares p, =2acosfd y p, =a/cosfd de una circunferencia

centrada en (a,0) con radio r=a y la recta x=a respectivamente, entonces si restamos
p,—p,, Se tiene la ecuacion en coordenadas polares del estrofoide recto
p = p, - p, = (a/cosh) - 2acosd = -a|(2cos’ 6 -1)/cosb| = ~acos26/cost .

Entre sus propiedades principales podemos citar:

* En el origen de coordenadas tiene un nodo, donde las rectas tangentes son y=xz*x.
Ademas, el radio de curvatura en este punto es p = aV2.
« El area del lazo del estrofoide es S=a?(4-7)/2. [Semendiaev, 1971]

2.4.4.3 Latrisectriz de MacLaurin

Fue estudiada en primer lugar por Colin MacLaurin en 1742 y al igual que otras muchas
curvas se estudio con la finalidad de solucionar uno de los problemas clasicos griegos, en
concreto en relacion con la triseccion del angulo. EI nombre trisectriz proviene de este hecho
y fue definida inicialmente por el siguiente método de construccion, Fig. (c2. 84. 33a):

1) Sea A un punto del plano y tracemos una circunferencia C(r,O) tal que ACOC. Ademas
tracemos una recta | perpendicular a la recta que contiene al radio OA, exterior a la
circunferencia y tal que d(0,1)>d(Al).

2) Tomemos una recta m que pase por A y corte la recta | en un punto Q, entonces corta
la circunferencia en un punto P # A.

3) Luego, denotemos por M al punto medio del segmento PQ.

4) Entonces, se define como trisectriz de MacLaurin a la trayectoria del punto M cuando el
punto P recorre toda la circunferencia C.

Como podemos notar, si tomamos el punto A en el origen de coordenadas (A:(0,0)), la
recta |:x+2a=0 y la circunferencia C de radio r=4a y centro en O=(4a0), la

construccion dada anteriormente coincide con la de una cisoide semisuma, ya que los radio
vectores p de los puntos medios M coinciden graficamente con el valor de la semisuma de

las ecuaciones en coordenadas polares p, =-2a/cosfd y p, =8acosf, de la recta | y la

circunferencia C respectivamente, es decir ,0:[— (2a/cos<9)+8acos€]/2: a(4cos2 6?—1)/0056?,
es la ecuacion en coordenadas polares de la trisectriz de MacLaurin.

Una aplicacién de la curva se deriva del problema antiguo de la triseccién de un angulo, es
decir, supongamos que tenemos una trisectriz de MacLaurin con nodo en el origen de
coordenadas y vértice en el punto V = (— 3,0) y sea P un punto cualquiera en el bucle de la

curva. Entonces el angulo )] VWP= 3] WOP, donde W = (- 20). Fig. (c2. 84. 33Db)
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§2.5 Concoides
2.5.1 Origen de las Concoides

Las concoides surgen en torno al 200 a.C., al intentar generalizar el método de la concoide
de Nicomedes, descrito por Nicomedes en torno al 225 a.C., quien la descubre en sus
intentos para trisecar un angulo. Segun Pappus y otros autores clasicos, fue una de las
curvas favoritas de los matematicos del siglo XVII para los nuevos métodos de Geometria
Analitica y Calculo.

2.5.2 Concoide de Nicomedes

A continuacién, veamos la explicacién paso a paso del método constructivo de la concoide
de Nicomedes, Fig. (c2. 85. 34).

1) Dadaunarecta | y un punto O fijos en un plano, tal que O] .
2) Tracemos unarecta m que pase por O y corte la recta en un punto P.

3) Entonces el lugar geométrico de de los puntos M* [Om tales que d(O,M t): d(O, P)i Kk

(k es una constante arbitraria), cuando P recorre toda la recta | se denomina concoide
de Nicomedes con polo en O.

Llevando dicho método constructivo a un sistema de coordenadas polares, tomando la recta
| como p, =a/cosd y el punto O = (0,0), se obtiene la ecuacion en coordenadas polares de
la curva haciendo p=d(O,M)=p, +k =(a/cosd)+k, es decir la ecuacién en coordenadas
polares de la concoide de Nicomedes es p = (a/cosf) k.

Entre las propiedades mas caracteristicas de la curva se tienen:

e Como hemos podido notar, todas las ecuaciones que representan la concoide de
Nicomedes tienen la caracteristica de trabajar con los signos”+” consecutivamente. Esto
se debe a que la curva posee dos ramas, una interior para el signo “+” (a la derecha de la
recta |) y una exterior para el signo”™" (a la izquierda de la recta |). Ver Fig. (c2. 8§5. 34).

* Enlarama exterior posee la asintota x =a y dos puntos de inflexion.

» En la rama interior posee la asintota x=a y en el origen de coordenadas tiene un punto
doble O, cuyo caréacter depende de la relacion entre a y k, es decir:

- Para k<a el punto es un punto aislado. Ademas la curva tiene los puntos de inflexion
E,F.

- Para k >a el punto es un nodo. Ademas, para x =a—3/ak”, la curva tiene un maximo
M y un minimo N, la pendiente de las rectas tangentes en el origen de coordenadas

es m=#*k*-a’ /a y el radio de curvatura en el origen es r = +kyk? —a2/2.
- Para k =a el punto es un punto de retroceso.

De la ecuacion obtenida se deduce la ecuacion cartesiana (x—a)z(x2 +y2)—k2x2 =0yla
parametrizacion de la curva {x = a+kcosé,y = atand + kserd} .
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2.5.2.1 La Concoide de Nicomedes como cisoide

Algunos afios mas tarde, con los conocimientos de cisoide se obtiene que la concoide de
Nicomedes puede ser expresada como una cisoide adicion o diferencia, es decir si tomamos
las ecuaciones en coordenadas polares p, =a/cosé y p, =k de la recta x-a=0 y de la
circunferencia centrada en el origen y radio r =k respectivamente, entonces si sumamos
p, + p, 0restamos p, — p,, Se tiene la ecuacion en coordenadas polares de la concoide de

Nicomedes p = p, + p, = (a/cosf £ k).

Al igual que la trisectriz, la concoide de Nicomedes, también se aplica en la solucion del
clasico problema de trisecar un angulo. Veamos a continuacion, cémo dado un angulo agudo
) AoB, construimos un angulo tal que sea /3 de [J Ao, con la ayuda de la concoide de

Nicomedes:

1) Dibujar una linea recta m que corte perpendicularmente el segmento OA que forma el
angulo dado.

2) Sea el punto D el intercepto entre la recta m y el segmento OA y sea el punto L el
intercepto entre la recta m y el segmento OB.

3) Supongamos dada la concoide de Nicomedes, con polo en O y sea la recta | de
definicion de la curva tal que | =m. Ademas tomemos k = 2d(O,L).

4) Dibujar la linea n que pase por L y sea perpendiculara m.

5) Sea C la interseccion de la curva y n, en el lado contrario del polo. Entonces el angulo
[ AoB=3b, donde b es el &ngulo ) Aoc, lo que implica que [ Aoc =1 AOC/3.

2.5.3 Concoide en general

Como habiamos mencionado, a partir del método para generar la concoide de Nicomedes se
obtuvo como resultado un método que define una concoide en sentido general. Asi pues, se
llama concoide a la curva obtenida por la prolongacion o disminucién de los segmentos de
recta que conectan cada punto de la curva con un punto fijo del plano (este punto se conoce
como polo de la concoide) un valor constante k. Entonces, si conocemos la ecuacion polar

p= f(<9) de una curva C y tomamos como polo el origen de coordenadas, se tiene como
ecuacion polar de la concoide de intervalo k de la curva C, la relacién p= f(8)k.

2.5.4 Otros casos particulares de concoide

2.5.4.1 Caracoles de Pascal

Su nombre fue dado por Roberval en 1650, en honor a su descubridor Etienne Pascal (padre
de Blaise Pascal). Los caracoles de Pascal se obtienen a partir del siguiente método
constructivo como una concoide de la circunferencia:

Sea C una circunferencia de radio a y tomemos sobre C un punto fijo O (el polo).

Entonces, si trazamos las rectas que pasan por O y cortan a la circunferencia en un punto
Q, tenemos que: Los puntos P y P'de dichas rectas que se encuentran a una distancia fija
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k de Q (por la derecha y por la izquierda del mismo), forman la familia de curvas conocidas
como caracoles de Pascal.

Para el caso en que el polo se encuentra en el origen de coordenadas y ademas los vértices
de las curvas se encuentran sobre el eje “x”, se tienen las ecuaciones:

- Ecuacién en coordenadas cartesianas (x2 + yz)2 - 2a><(x2 + y2)+ (a2 - kz)x2 -k?y? =0.

- Ecuacién paramétrica {acos2 @ +kcosp,acosgsernp + kser¢}, con 0<¢<2n.

- Ecuacién en coordenadas polares p =acosd+Kk.
Mediante esta construccién, se pueden obtener diversas curvas como son la circunferencia
cuando k =0, un caracol abollado cuando 0<k <a, una cardioide cuando k =a, Fig. (c2.
85. 35a) y un caracol con lazo interior o caracol de Pascal si k > a, Fig. (c2. 85. 35b). En el

caso del caracol de Pascal veremos en el epigrafe de las ruletas que constituye un caso
particular de las epitrocoides (ruleta cicloidal)

En el caso en que la circunferencia a la cual se le halla la concoide se encuentre centrada en
el punto O = (a,O) se tienen las siguientes propiedades:

» Los puntos de interseccion A y B (diferentes del polo en la concoide) entre la curva y la
recta que contiene al centro de la circunferencia C y al polo O, se denominan vértices del
caracol de Pascal.

» Es una curva simétrica respecto a la recta que une sus vértices.

- Encierra un area dada por: A= 7j(a®/2)+k?|

» Elradio de curvaturaes p= a\/§/2.

* La podaria de una circunferencia respecto a cualquier punto en el plano es un caracol de
Pascal.

* La envolvente de un conjunto de circunferencias centradas en un punto de una
circunferencia dada y tales que todas contengan a un punto O fijado del plano es un
caracol de Pascal.

« Como habiamos anunciado, la inversién de una elipse con respecto a uno de los focos es

un caracol de Pascal. Veamos a continuacion la demostracion de dicho resultado:
Supongamos una elipse con uno de sus focos en el origen de coordenadas, entonces se
puede representar por la ecuacion polar ,0:2p/(1+ ecosH), con 0<e<l1 y ademas, el
punto de inversion (un foco) coincide con el polo, por lo tanto la curva inversion tiene la
ecuacion 1/p = 2p/(1+ecosd)= p = (1+ecosd)/2p = acosd +(1/2p), con a=e/2p. Como
podemos notar, la ecuacion coincide con un caracol de Pascal para k =1/2p.

Un dato curioso de esta curva maravillosa es que describe casi idénticamente las conchas
gue comUnmente encontramos en nuestras playas.

2.5.4.2 La Cardioide
La cardioide fue estudiada por Roemer (1674) en una investigacion sobre la mejor forma de

los engranajes. El nombre cardioide (con forma de corazon) fue usado por primera vez por
de Castillon en Philosophical Transactions of the Royal Society of 1741.
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La cardioide como caso particular de caracol de Pascal adopta los mismos métodos de
construccioén, es decir, las podemos encontrar como epitrocoides (ruleta cicloidal) y como la
concoide de una circunferencia de radio a y distancia fijada k =a, de esta forma tiene la
ecuacion en coordenadas polares p = a(cosf+1), de donde se deriva para a=1 la ecuacion

. 2 ,
en coordenadas cartesianas (x2 +y? - x) =x*+y?. En el epigrafe de las ruletas daremos a

conocer las principales propiedades con que cuenta la curva ya que definida como tal se
garantiza un manejo de las mismas y en el epigrafe referido a las curvas espirales
sinusoidales, veremos que representada por la ecuacibn en coordenadas polares
o = alcosd +1), constituye un caso particular.

§2.6 Espirales
2.6.1 Origen de las espirales

La terminologia de curva espiral surge con el matematico siciliano Arquimedes (siglo Il a.C.),
con el aporte de una curva conocida como espiral aritmética o de Arquimedes. Esta curva
inspira a grandes cientificos a descubrir otras espirales y asi descubren que esta maravillosa
familia de curvas puede ser contemplada en la naturaleza de diversas formas como en
ciclones y caracoles. Ademas, las espirales fueron utilizadas por grandes artistas como
simbolos para representar el pensamiento ciclico, en diversas propuestas filosoficas,
estéticas y tecnologicas, por lo que puede hablarse en rigor de cierto espiralismo o
concepcion espiralista, como sucede en el arte del escultor canario Martin Chirino o el pintor
cubano Angel Laborde Wilson. Vea en Fig. (c2. §6. 36) una foto de una obra del escultor
estadounidense Robert Smithson, llamada “Malecon espiral” (1970), fundador del movimiento
artistico conocido como Land Art.

2.6.2 Descripcion general de espiral

Se denomina espiral a aquellas curvas que se inician en un punto central (denominado polo
de la espiral), y se van alejando progresivamente del centro a la vez que gira alrededor de él.
Normalmente se definen las espirales en coordenadas polares por el par ordenado (,0,¢),

donde ¢ es el angulo del radio vector de un punto respecto a un eje de referenciay p es la
distancia desde este punto al punto central en base al angulo.

* Una caracteristica de las espirales en sentido general se tiene por el hecho de que
comenzando en uno de sus puntos P y moviéndose hacia su polo, a todo lo largo de la
espiral, hay que rodear el polo infinitas veces antes de alcanzarlo, sin embargo, la
distancia total de este camino es finita. El primero en darse cuenta de esto fue Torricelli
incluso antes de que se ideara el calculo infinitesimal.

2.6.2.1 Espirales arquimedeanas
Las espirales arquimedeanas, como su nombre indica fueron primeramente estudiadas por
Arquimedes en torno a 225 a.C. en un trabajo sobre espirales On Spira. Como se habia

anunciado, las espirales son las curvas descritas por un punto que se mueve con velocidad
constante V con un radio que gira alrededor del polo con velocidad angular constante W, de
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esta forma se define como espiral arquimediana a las curvas representadas por la ecuacion

polar p=ag", donde a=V/W. Para algunos valores de n tiene nombres especiales como:

- Espiral de Arquimedes (en honor a su descubridor, el matemético griego Arquimedes),
si n=1, Fig. (c2. 86. 37a)

- Espiral parabdlica o de Fermat (en honor al matematico francés Pierre de Fermat), si
n=1/2, Fig. (c2. 86. 37b).

- Espiral hiperbdlica o reciproca, si n=-1, Fig. (c2. §6. 37c).

- Espiral de Lituus (denominada asi por el matematico inglés Roger Cotes, debida a la
similitud con el lituus romano), si n=-1/2, Fig. (c2. §6. 37d).

2.6.2.1.1 Laespiral de Arquimedes

Esta espiral introducida por Arquimedes, tiene una plétora de aplicaciones en el mundo real.
Veamos a continuacion algunas de ellas:

* Muelles de compresion, hechos de dos espirales de Arquimedes del mismo tamafo,
intercaladas, son usados para comprimir liquidos y gases.

» Los surcos de las primeras grabaciones para gramoéfonos (disco de vinilo) forman una
espiral de Arguimedes, haciendo los surcos igualmente espaciados y maximizando el
tiempo de grabacion que podria acomodarse dentro de la grabacion (aunque esto fue
cambiado posteriormente para incrementar la cantidad del sonido).

» Pedirle a un paciente que dibuje una espiral de Arquimedes es una manera de cuantificar
el temblor humano, esta informacion ayuda en el diagnéstico de enfermedades
neurologicas. Estas espirales son también usadas en sistemas DLP de proyeccion para
minimizar el Efecto del Arco iris, que hace que parezca que se proyectan varios colores al
mismo tiempo, cuando en realidad se proyectan ciclos de rojo, verde y azul rapidamente.

* Un meétodo para la Cuadratura del Circulo, relajando las limitaciones estrictas en el uso de
una regla y un compas en las pruebas geométricas de la Grecia antigua, hace uso de la
espiral de Arquimedes. Ademas, también existe un método para trisecar angulos basados
en el uso de esta espiral.

2.6.2.1.2 La espiral hiperbdlica

Fue descubierta por Pierre Varignon en 1704 y luego estudiada por Johann Bernoulli entre
1710 y 1713 y por Cotes en 1722 quienes aportan la mayoria de sus propiedades. Veamos
a continuacion algunas de las mas caracteristicas:

+ La curva se va cerrando indefinidamente hacia el polo. Este se denomina punto asintético.
* Larecta y=a es una asintota.

+ El radio de curvaturaes p = (a/¢)(w/1+ $> /¢)

2.6.2.2 Espirales no arquimedeanas

Como su nombre indica son aquellas espirales que no cumplen con la definicion dada de
espirales arquimedianas, es decir la velocidad con que se aleja del polo o la velocidad
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angular no es constante. Existen numerosas espirales no arquimedeanas, en nuestro trabajo
estudiaremos algunas de ellas que por sus caracteristicas las denominamos curvas
maravillosas.

2.6.2.2.1 La espiral logaritmica

Segun E. H. Lockwood (1961): La espiral equiangular fue primero considerada en 1638 por
Descartes, el cual partio de la propiedad s=ar. Torricelli, que murio en 1647, trabajo en ella
independientemente y usé una definicion en la que utilizé el hecho de que el radio esta en
progresion geométrica si el angulo se incrementa uniformemente en progresion aritmética.
De aqui descubri6 la relacion s=ar, es decir, encontro la rectificacion de la curva. Jacob
Bernoulli (1654-1705), unos afios después encontrd todas las propiedades de la curva y
estas propiedades casi misticas de la maravillosa espiral le hicieron que pidiera grabar en su
tumba: "Eadem mutata resurgo” ("Aun siendo modificada, surjo de nuevo la misma").

Como podemos observar, la espiral logaritmica fue tratada por varios de los matematicos
mas reconocidos de la historia y esto trajo consigo que existan varias formas de definirla.
Veamos la definicién actual de esta maravillosa curva.

- Se define como espiral logaritmica a la curva que corta bajo un mismo angulo todos los
rayos que parten de un mismo punto, es decir, para todo punto P de la curva, la tangente
correspondiente y el radio vector (los rayos) forman un angulo constante 0< a < 77/2, Fig.

(c2. §6.38).

En el caso especifico en que a=0 o a=7n/2 (casos limites) se obtiene como curva
resultante una recta y una circunferencia centrada en el origen de radio a respectivamente.
Para el caso en que la curva tiene su polo en el origen de coordenadas y tomando k = cota,
cuenta con las siguientes ecuaciones:

- La ecuacion Paramétrica es {x = e cost,y = e"sen}.
- La ecuacion Cartesiana es x? + y? = gty
- La ecuacion Polar es p = ae"’

Entre las aplicaciones mas importantes de la espiral logaritmica podemos citar:

* Es utilizada en el estudio del crecimiento de los animales como el Nautilus.
» Es utilizada en el estudio de la formacion de algunos fendmenos meteorolégicos que
describen dicha curva, como son: los tornados, huracanes, ciclones, etc.

Un dato curioso de la curva se tiene con su presencia en la naturaleza, donde existe una
larga historia que se remonta a Christopher Wren (1632-1723). Este observd que muchas
conchas animales formaban una espiral logaritmica, Fig. (c2. 86. 39a). Henry Nottidge
Moseley describié la matematica de las conchas y noté como muchas conchas como el
Nautilus, se forman haciendo rotar una curva cerrada en torno a un eje fijo, de modo que la
forma de la curva permanece constante pero su tamafio aumenta en progresion geométrica,
Fig. (c2. 86. 39b). Thompson estudioé también la aparicion de espirales en la anatomia de los
cuernos, los dientes, las ufias y las plantas.
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2.6.2.2.2 Laespiral de Durero

La espiral durea o de Durero, como su nombre indica fue descubierta por este pintor italiano
y se obtiene uniendo con arcos de circunferencias los vértices de los cuadrados auxiliares en
la construccidon de rectangulos aureos unos dentro del otro, Fig. (c2. 86.40). Esta espiral no
es una espiral logaritmica como muchos creen, sin embargo graficamente estan muy
aproximadas.

La ecuacion de la espiral de Durero resulta un tanto compleja debido a que esta compuesta
de cuartos de circunferencia cuyos radios forman una progresién geométrica de razén aurea
y centros distintos, es decir, no se puede expresar mediante una sola férmula. Cada uno de
es0s “trozos” se puede expresar por tanto con la ecuacion de la circunferencia, teniendo en
cuenta los distintos centros y radios, de la siguiente manera:

Sea O =(a,b) es el centro de un cuarto de circunferencia, r su radioy S el angulo respecto
a la horizontal del radio vector del primer punto, las ecuaciones paramétricas de este arco
seran {x=a+rcosa,y=b+rsema}, con B<a< f+(m/2). Asi, los valores correspondientes

al siguiente cuarto de circunferencia se pueden obtener mediante las formulas 8’ = ,B+(n/2),

r'= (\/E —1)r/2, a= a—[(3—\/§)rser)6’/21 yb =b+ [(3—\/§)r cos,B/Z].
§2.7 Ruletas

Se definen como ruleta a cada miembro de la familia de curvas planas que se generan por el
siguiente método constructivo:

1. Sean C,, y C¢ dos curvas planas tales que se intercepten de forma tangencial en un

punto Q.

2% Tomemos un punto P (punto generador) en el plano y lo conectamos a la curva Cu -

3. Se denomina curva ruleta o simplemente ruleta a la traza del punto generador P
conectado a la curva C,, (curva movil) cuando ésta rueda sin deslizarse sobre la curva C.
(curva estacionaria), la cual se mantiene fijada en el plano.

Como podemos notar, mediante esta maravillosa construccion se pueden generar una gran
cantidad de curvas planas, por lo que con el objetivo de facilitar su estudio, algunos
cientificos han dividido este amplio conjunto de curvas en subfamilias (vea arbol de familia de
curvas).

La primera division de este amplio conjunto esta dada por la clasificacion de ruletas
cicloidales y ruletas no cicloidales. En el epigrafe profundizaremos en las ruletas cicloidales,
ya que como veremos son entre las ruletas las mas aplicadas y posee en su conjunto un
amplio numero de curvas estudiadas anteriormente. De ruletas no cicloidales se trabajaran
algunos ejemplos, donde se volveran a estudiar algunas curvas ya analizadas como la
catenaria, la recta, la parabola, la elipse y la cisoide de Diocles, ademas de otras que
analizaremos en el epigrafe.

2.7.1 Ruletas Cicloidales

Las ruletas cicloidales fueron primeramente estudiadas por Roemer (1674) en su busqueda
de la forma Optima para los engranajes.
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Las ruletas cuya curva movil es una circunferencia y la curva estacionaria puede ser una
circunferencia o una recta, se conocen como ruletas cicloidales.

Veamos tres nuevas clasificaciones que se derivan de las ruletas cicloidales, en dependencia
de si la curva estacionaria es una circunferencia o una recta y en el caso en que ésta sea
una circunferencia, se puede hacer rodar la circunferencia mévil exterior o interiormente.

* Si la curva estacionaria es una circunferencia y la circunferencia rodante rueda por su
exterior, se denominan epitrocoides.

» Sila curva fijada es una circunferencia y la circunferencia rodante rueda por su interior, se
denominan hipotrocoides.

» Sila curva fijada es una recta, se denominan trocoides o simplemente cicloides

2.7.1.1 Las epitrocoides

Comenzaremos el estudio de las epitrocoides analizando las distintas clasificaciones para las
diferentes posiciones del punto generador P conectado a la circunferencia movil, ya que con
respecto a la misma, un punto sobre ella, exterior o interior, es decir:

= Si POC,,, las curvas resultantes se denominan epicicloides ordinarias.

= Si P es exterior a C,,, las curvas resultantes se denominan epicicloides alargadas.
= Si P esinteriora C,,, las curvas resultantes se denominan epicicloides acortadas.

Tomemos la circunferencia estacionaria C,, con radio R, centrada en el origen de
coordenadas y supongamos que la circunferencia movil de radio r, se encuentra en una
posicién inicial, centrada en O=(R+r,0). Ademas, teniendo en cuenta las tres
clasificaciones dadas anteriormente, supongamos que el punto generador P, conectado a la
circunferencia movil se encuentra a una distancia d del su centro O. Entonces, una
parametrizacién general de las curvas epitrocoides, construidas bajo estas condiciones es:
{x=(R+r)cosd-dcod(R+r)g/r),y=(R+r)serd - dsed(R+r)g/r)}.

Veamos a continuacién para cada caso, algunas de las propiedades mas significativas, que
de una forma u otra la dotan de la denominacién de “Curvas Maravillosas”.

2.7.1.1.1 Las epicicloides ordinarias

Como habiamos informado, las epicicloides ordinarias son aquellas epitrocoides tales que, el
punto conectado a la circunferencia movil le pertenece. Por lo tanto, se tiene que d =r y su
ecuacion paramétrica es {x = (R+r)cosd-dcod(R+r)d/r),y = (R+r)serd -rser{(R+r)d/r)}.

* En el proceso de construccion de una epicicloide los puntos generadores poseen dos
momentos importantes:

1) Cuando el punto generador se hace coincidir con el punto de tangencia entre las
circunferencias estacionarias y la movil, se denominan punto de retroceso (punto que
se encuentra a menor distancia del origen) y se denota por la letra A. Este punto
determina donde culmina una rama de la curva y comienza otra de igual longitud.
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2) Cuando el punto generador se encuentra a mayor distancia del origen, se denominan
vértices de la curva, se denota por la letra B y pertenecen a una circunferencia
centrada en el origen y radio p=R+2r.

« El nimero de puntos de retroceso (a su vez el nUmero de ramas y de vértices) que posee
una epicicloide se encuentra en dependencia del valor real m=R/r, valor que a su vez
determina la forma que tiene la curva, es decir:

- Si m es un numero entero, la epicicloide esta formada por m ramas que rodean la
circunferencia estacionaria al volver el punto generador a su posicion inicial, Fig. (c2.
§7.41a). Ademas, los puntos de retroceso A, tienen las coordenadas en el valor del
parametro 8 =2ks/m y los vértices B, en el valor del parametro 6 = 217(k+%)/m, con
k=012,...,m-1.

- Si m es un numero fraccionario, las ramas de la epicicloide se cruzan, sin embargo
cuando el punto generador P halla descrito un niumero finito de ramas (después de un
namero finito de vueltas dadas por la circunferencia movil sobre la estacionaria),
vuelve a su posicion inicial, Fig. (c2. §7.41b).

- Si m es un numero irracional, entonces la epicicloide posee una cantidad infinita de
ramas y el punto generador P nunca vuelve a su posicion inicial.

* La longitud de una rama es L, =8(R+ r)/m y para el caso en que m sea un valor entero,

la longitud de toda la curva es L =8(R+r).

» El &rea de un sector delimitado por la circunferencia estacionaria y una de sus ramas tiene
la formula S=(3R+2r)mr?/R.

« El radio de curvatura para un punto con parametro 8, es p = 4r(R+r)se{R6,/2r)/2r +R.
A continuacion, veamos algunos de los casos particulares mas relevantes de estas curvas:

2.7.1.1.1.1 La epicicloide con un punto de retroces o (la cardioide)

En el caso particular en que m=1, la curva que se tiene posee un solo punto de retroceso y
es la curva conocida como cardioide, la cual fue estudiada anteriormente como concoide de
una circunferencia con respecto a uno de sus puntos, es decir:

Conociendo que m=1, se tiene entonces R=r y por lo tanto la ecuacion paramétrica de la
curva es {x=2rcosd-rcod26),y=2rsend-rser(20)}. Luego realizando transformaciones
algebraicas la ecuacién se reduce a {x=acosd(1-cod6))+a/2,y = aserd(1-cod6)}, la cual
coincide con la ecuacidon paramétrica de una cardioide obtenida como la concoide de una
circunferencia de radio a=2r y centrada en el origen, que ademas fue trasladada r

unidades sobre el eje” x”, Fig. (c2. 87.42). Entre las propiedades mas importantes de la curva
como epicicloide, se tienen:

* Se denomina diametro de la cardioide al segmento que une el punto de retroceso
(cuspide) y el centro de la circunferencia estacionaria.

» El area de una cardioide es A=4sr?, es decir cuatro veces el area de la circunferencia
movil.
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» La cardioide es la inversa de una parabola con respecto a su foco.

* La podaria de una circunferencia con respecto a uno de sus puntos es una cardioide con
cuspide en dicho punto, ademas el diametro de la circunferencia con respecto al punto
podario coincide con el de la cardioide.

2.7.1.1.1.2 La nefroide

La nefroide fue primeramente estudiada por Huygens y Tschirnhausen en torno a 1679. Sin
embargo el nombre de nefroide (“forma de riiidn") fue utilizado por Proctor en 1878 quien fue
el primero en estudiarlas como una epicicloide de dos puntos de retroceso. En la actualidad
existen dos curvas conocidas por nefroide, debido a que unos afios después de que Proctor
diera este nombre a la epicicloide, el matematico Freeth usé el mismo nombre para otra
curva, la cual no es una epicicloide, sin embargo muchas veces nos confundimos.

Como se habia anunciado, la nefroide es el caso particular de la epicicloide ordinaria con
m=2, por lo que la curva posee dos puntos de retroceso (cuspides), Fig. (c2. §7.43).
Posteriormente en este mismo epigrafe, estudiaremos también a la nefroide, como un caso
particular de las hipotrocoides

Entre las propiedades mas caracteristicas de la nefroide como epicicloide, se tienen:

» Se denomina didmetro de una nefroide a la longitud de la recta que une sus vértices. La

ecuacion cartesiana de una nefroide con diametro d =12r es (x2 +y? —4r 2)3 =8Iy’

* La nefroide es la envolvente de un conjunto de circunferencias con centros en una
circunferencia base C y tangentes a un diametro de C. Ademas, también es la envolvente
de un didmetro de la circunferencia que genera una cardioide como una epicicloide.

* La normal de una nefroide en un punto P, = (xo,yo) es la recta que pasa por P, y por el

punto de tangencia entre las circunferencias movil y estacionaria.
« La evoluta de una nefroide es una transformacion en el plano de la misma nefroide.

+ El area de una nefroide es A= 22, es decir la mitad del area de una cardioide generada
como epicicloide, con la misma circunferencia estacionaria.

2.7.1.1.2 Epicicloides alargadas y acortadas

En el caso de las epicicloides alargadas (acortadas), las estudiaremos representadas por la
ecuacion {x=(R+r)cosd-dcoq(R+r)d/r),y=(R+r)serd-dsef(R+r)d/r}} y teniendo en
cuenta que d>r (d<r), analizaremos los distintos casos particulares de estas curvas,
anunciados en epigrafes anteriores.

Para facilitar el manejo con la ecuacion en el analisis de sus casos particulares, pongamos d
en funcion de r, tomando d = Ar, donde A es una constante tal que A>1 (A<1) para el
caso de las epicicloides alargadas (respectivamente para el caso de las epicicloides
acortadas). Como podemos observar, esta transformacion no afecta la curva y garantiza que
siempre se cumpla la condicion d >r (d <r). Ademas, de esta forma se tienen los distintos
casos particulares vistos anteriormente de las epicicloides alargadas (acortadas) en funcion
de r y los diferentes valores de A.

Veamos a continuacion como ejemplo el caracol de Pascal como caso particular de
epicicloide alargada y la circunferencia como caso particular de las epicicloides acortadas.
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Ejemplo de epicicloide alargada: Si hallamos la epicicloide alargada para R=r y A>1, se
tiene la ecuacion paramétrica de la curva {x = 2r cosd -rAcos26, y = 2rsend - r Aserpé}, la cual
se transforma en {x = 2r cosd - rA cos28, y = 2rsend —rAser2}. De esta forma coincide con la

ecuacion parameétrica del caracol de Pascal como una concoide tomando apropiadamente los
valores de los parametros.

Ejemplo de epicicloide acortada: Si hallamos la epicicloide alargada para R=r y A =0, se
obtiene como ecuacién de la curva {x = 2r cos, y = 2rsend}, la cual coincide con la ecuacién

paramétrica de una circunferencia centrada en el origen y radio 2r.

2.7.1.2 Las hipotrocoides

Al igual que con las epitrocoides, comenzaremos el estudio de las hipotrocoides analizando
las distintas clasificaciones para las diferentes posiciones del punto generador P conectado
a la circunferencia movil, ya que con respecto a la misma éste puede ser un punto sobre ella,
exterior o interior, es decir:

= Si POC,,, las curvas resultantes se denominan hipotrocoides ordinarias.

= Si P es exterior a C,,, las curvas resultantes se denominan hipotrocoides alargadas.
= Si P esinteriora C,,, las curvas resultantes se denominan hipotrocoides acortadas.

Tomemos la circunferencia estacionaria C,, con radio R, centrada en el origen de
coordenadas y supongamos que la circunferencia movil de radio r, se encuentra centrada en
el punto O=(R+r,0) como posicion inicial. Ademds, teniendo en cuenta las tres
clasificaciones dadas anteriormente, supongamos que el punto generador P, conectado a la
circunferencia movil se encuentra a una distancia d de su centro O. Entonces, una
parametrizacién general de las curvas epitrocoides, construidas bajo estas condiciones es:
{x=(R-r)cos#+dcod-(R-r)d/r),y = (R-r)serd +dsef- (R-r)g/r}}.

Veamos para cada caso, algunas de las propiedades mas significativas, que de una forma u
otra la dotan de la denominacion de “Curvas Maravillosas”.

2.7.1.2.1 Hipocicloides ordinarias

Como habiamos informado, las hipocicloides ordinarias son aquellas hipotrocoides tales que,
el punto conectado a la circunferencia movil le pertenece. Por lo tanto, se tiene que d =r yla
ecuacion paramétrica queda de la siguiente forma:
{x=(R-r)cos#+rcod-(R-r)g/r),y = (R-r)serd +rser(-(R-r)g/r)}.

Como se puede observas, la ecuacion paramétrica de las hipocicloides difiere de la ecuacion
de las epicicloides solo en la sustitucion de <r > por <-r >, lo que hace que muchas
propiedades como las coordenadas de los vértices, de los puntos de retroceso y las formulas
para el célculo de longitud de arco, area y radio de curvatura, también difieren en
dependencia de esta sustitucién, es decir:

* En el proceso de construccion de una hipocicloide ordinaria, los puntos generadores que
coinciden con el punto de tangencia entre las circunferencias estacionarias y la movil, se
denominan punto de retroceso o cuspide y se denota por la letra A. Este punto determina
donde culmina una rama de la curva y comienza otra de igual longitud.
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 El nimero de puntos de retroceso (a su vez el nimero de ramas) que posee una
epicicloide se encuentra en dependencia del valor real m=R/r >1, valor que a su vez

determina la forma que tiene la curva, es decir:

- Si m es un numero entero, la epicicloide esta formada por m ramas que rodean el
interior de la circunferencia estacionaria al volver el punto generador a su posicion
inicial. Los puntos de retroceso A,, tienen las coordenadas en el valor del parametro
6=2kn/m y los vértices B, en el valor del pardmetro 6= 2n(k+%)/m, con
k=012,...,m-1.

- Si m es un numero fraccionario, las ramas de la epicicloide se cruzan, sin embargo
cuando el punto generador P haya descrito un numero finito de ramas (después de un
namero finito de vueltas dadas por la circunferencia movil sobre la estacionaria),
vuelve a su posicion inicial.

- Si m es un numero irracional, entonces la epicicloide posee una cantidad infinita de
ramas y el punto generador P nunca vuelve a su posicion inicial.

* Lalongitud de una rama es L, :8(R—r)/m y para el caso en que m sea un valor entero,
la longitud de toda la curva es L =8(R-r).

» El &rea de un sector delimitado por la circunferencia estacionaria y una de sus ramas tiene
la formula S=(3R-2r)mr?/R.

« El radio de curvatura es p = 4r(R-r)ser(- Rg,/2r)/(R-2r).

Veamos a continuacion algunos de los casos particulares mas relevantes de estas curvas.
2.7.1.2.1.1 La hipocicloide de dos cuspides

En el caso particular en que m=2, la curva que se genera es el diametro de la circunferencia
estacionaria que une los dos puntos de retroceso. Fig. (c2. §87. 44).

2.7.1.2.1.2 Ladeltoide

En el caso particular en que m=3, la curva que se genera se denomina deltoide o
hipocicloide tetracuspide, debido a que posee tres ramas y por consiguiente tres puntos de
retroceso (cuspides). Fig. (c2. 87. 45). Como caso particular de hipocicloide adopta la
ecuacion paramétrica reducida {x =r(2cosd +cos26),y =r(2serf - ser2d)} y sus propiedades
mas caracteristicas, las cuales son:

* Lalongitud de toda la curva es L =16r (dieciséis veces el radio de la circunferencia movil).
« El area interior de la curva es A= 271 *(Dos veces el area de la circunferencia movil).

2.7.1.2.1.3 El astroide

El astroide fue una de las primeras ruletas cicloidales que se estudiaron desde esta
perspectiva, ya que fue descubierta por Roemer (1674) en su busqueda de la forma éptima
para los engranajes. El nombre de astroide aparecié por vez primera en 1838, en un libro
publicado en Viena; antes era conocida por distintos nombres como cubocicloide, paraciclo o
curva tetracuspide.
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El astroide es el caso especial de hipocicloide, donde m=4, es decir, cuando el radio de la
circunferencia estacionaria es cuatro veces mayor que el radio de la circunferencia movil
(R=4r), Fig. (c2. §7. 46a).

En 1725 Daniel Bernoulli encuentra otro método de construccion, también como hipocicloide
y lo llamé doble generacion del astroide, este método consiste en tomar R=4r/3, es decir
cuando m=4/3, Fig. (c2. 8§7. 46b). Lo curioso de estos dos valores tomados para la

constante m es que si tomamos el mismo valor de R y el mismo punto generador inicial,
ambos métodos generan punto por punto, exactamente la misma astroide, Fig. (c2. §7.46c).

Si m=4, se tiene la ecuacion paramétrica {x =3r cosd+r cog36), y = 3rsend —rser(36)} y si
m=4/3 se tiene la ecuacién paramétrica {x = (r cosd/3)+r codd/3),y = (rseng/3)-rser(6/3)}.
Sitomamos r =1, ambas ecuaciones se reducen a {x =rcos'd,y = rserf@}.

Entre las propiedades mas caracteristicas del astroide podemos citar:

« El astroide es la envolvente de elipses coaxiales cuya suma de ejes menor y mayor es
constante.

* La evoluta de un astroide es otro astroide.

* La podaria de un astroide con respecto a su centro es una rosa de 4 pétalos, llamada
cuadrifolia.

2.7.1.2.2 Hipocicloides alargadas y acortadas

En el caso de las hipocicloides alargadas (acortadas), las estudiaremos representadas por la
ecuacion {x=(R-r)cosg+dcod-(R-r)g/r),y =(R-r)serd + dsed- (R-r)g/r)} y teniendo en
cuenta que d>r (d<r), analizaremos los distintos casos particulares de estas curvas,
anunciados en epigrafes anteriores, asi como también se analizaran otras que por sus
caracteristicas constituyen un ejemplo clasico en la denominacion de “Curvas Maravillosas”.
Para facilitar el manejo de la ecuacion en el analisis de sus casos particulares, pongamos d
en funcién de r, tomando d = Ar, donde A es una constante tal que A>1 (A<1) para el
caso de las hipocicloides alargadas (respectivamente para el caso de las hipocicloides
acortadas). Como podemos observar, esta transformacion no afecta la curva y garantiza que
siempre se cumpla la condicion d >r (d <r). Ademas, de esta forma se tienen los distintos
casos particulares vistos anteriormente de las hipocicloides alargadas (acortadas) en funcion
r y los diferentes valores de A.

Veamos a continuacién como ejemplo, la elipse como caso particular de las hipocicloides
alargadas y como caso particular de las hipocicloides acortadas.

Ejemplo de epicicloide alargada: Si hallamos la hipocicloide alargada para R=2r yA =7, se
tiene la ecuacion paramétrica de la curva {x=rcosd+7rcoq-6),y =rserd + 7rser(- 8)}, la
cual se transforma en{x=8rcosd,y=6rsend}. De esta forma coincide con la ecuacion
paramétrica de la elipse deducida por la construccion de Point-wise con a=8r y b=6r.

Ejemplo de epicicloide acortada: Si hallamos la hipocicloide acortada para R=2r y A =1/2,
se obtiene la ecuacién de la curva {x =r cosf +r/2coq- ),y = rserd +r/2ser{- 8}, la cual se
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transforma en{x=3r/2cosd,y=-r/2serf}. De esta forma coincide con la ecuacion
paramétrica de la elipse deducida por la construccion de Point-wise con a=3r/2y b=r/2.

2.7.1.2.2.1 Otros casos particulares de hipocicloid es alargadas (las rosas)

En el presente aspecto se analizard una subfamilia de las hipocicloides alargadas, conocidas
como rosas y que se definen como las hipocicloides alargadas tales que R=kr y A =k-1,

con kOQ!, por lo tanto la representacion en forma paramétrica general y simplificada de una
rosa es {x = (k —1)r[cosd + cod- (k -1)8)], y = (k —1)r[serd + ser{- (k —1)8)]} y los distintos casos
particulares dependen del valor de k, por ejemplo:

- Si k=3, la curva resultante es el trifolium, Fig. (c2. 87. 47).
- Si k=4, la curva resultante es el cuatrifolium, Fig. (c2. 87. 48).

2.7.1.3 Las trocoides (cicloides)

Al igual que con las epitrocoides y las hipotrocoides, comenzaremos el estudio de las
trocoides dando tres nuevas clasificaciones que surgen dependiendo de las distintas
posiciones del punto generador P conectado a la circunferencia movil con respecto a la
misma (exterior, interior y perteneciente a la circunferencia mévil) y que dan a nuestro arbol
de familias de las ruletas un mayor orden. Sin embargo, como la curva estacionaria es una
recta, se puede obtener una parametrizacion general de estas curvas, que dependa de la
distancia del punto generador al centro de la circunferencia movil, tomando la recta en el eje
“x”, es decir la ecuacién en coordenadas paramétricas {rt —dsentr —dcost}, donde r es el

radio de la circunferenciay d la distancia del punto P al centro de la circunferencia. De esta

forma simplificaremos el estudio de estas curvas y el trabajo de sus propiedades a través de

la relacion existente entre los parametros r y d.

 Si r=d (el punto generador P conectado a la circunferencia movil le pertenece), las
curvas resultantes se denominan cicloide ordinaria. Fig. (c2. 87. 49a).

* Sir<d (el punto generador P conectado a la circunferencia movil, se encuentra exterior
a dicha circunferencia), las curvas resultantes se denominan cicloides alargadas. Fig. (c2.
87. 49Db).

 Sir>d (el punto generador P conectado a la circunferencia movil se encuentra interior a
dicha circunferencia), las curvas resultantes se denominan cicloides acortadas. Un caso
extremo es cuando P es el propio centro de la circunferencia (d =0), en este caso la
curva resultante seria una recta paralela al eje “x".Fig. (c2. §87. 49c).

Veamos a continuacion algunas de las caracteristicas propias de la cicloide ordinaria, ya que

este caso particular fue el que dio paso al estudio de las propias trocoides, cuando los

matematicos intentaron generalizar su método de construccion.

2.7.1.3.1 Cicloide ordinaria

La cicloide ordinaria fue estudiada por primera vez por Nicolas de Cusa. Galileo en el afo
1599 estudio la curva e intentd hallar algunas de sus propiedades, éste fue el primero en
darle el nombre con la que la conocemos. Esta curva también tiene una larga historia ligada
al problema de hallar la forma que debe tener un camino que una dos puntos fijos A y B
para que una particula impulsada por la aceleraciéon de la gravedad, emplee un tiempo
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minimo en recorrerlo, ya que aunque se conoce gque el camino mas corto es el segmento de
la recta que pasa por éstos, el tiempo no depende solo de la longitud del camino sino
también de la velocidad de la particula. Galileo pensé que el camino deberia tener la forma
de un arco de circunferencia, pero los hermanos Bernoulli entre finales del siglo XVII y
principios del siglo XVIII demostraron que el camino deberia tener la forma de un arco de
cicloide ordinaria. Desde ese momento la cicloide recibié el nombre de braquistocrona
(palabra griega derivada de tiempo y minimo).

Entre las propiedades mas significativas de la cicloide podemos citar:

» El area limitada por un arco de cicloide y la recta por la que rueda la circunferencia es
exactamente igual a tres veces el area de ésta circunferencia.

» La longitud de un arco de cicloide es igual a cuatro veces la longitud del diametro de la
circunferencia generatriz.

Un uso practico de esta curva se tiene en el disefio de ciertos toboganes, los hechos con
forma de cicloide que se utilizaron en la industria aeronautica, pues se requeria una forma
apropiada de salir deslizadndose desde un avién en caso de emergencia.

2.7.2 Ruletas no cicloidales

Como su nombre indica las ruletas que estudiaremos en este tema no se generan solamente
con circunferencias o con circunferencias y una recta, es decir sencillamente son aquellas
que quedan fuera de la definicion de ruletas cicloidales. Veamos a continuacion mediante
una tabla resumen, algunos casos particulares de gran importancia, para asi obtener mayor
claridad en este tema.

Curva Posicion del Posicion de la Curva
estacionaria | Curva movil Cy, punto P curva Cy, con resultante
Ce conectado a C,, respecto a la (Ruleta no
curva Cg cicloidal)
Parabola Parabola P esel vértice | C,, rueda exterior | La cisoide de
de la parabola a la parabola Diocles
Recta Parabola P eselfocode | C,, ruedasobre | Lacatenaria
la paréb0|a la recta
Recta Espiral P es cualquier C, rueda sobre Larecta
logaritmica punto de la la recta
espiral
Recta Espiral P es el polo de C, rueda sobre La tractriz
hiperbolica la espiral la recta
Recta Involuta de una | P eselcentrode | C,, ruedasobre | La parabola
circunferencia la involuta la recta
Recta Cicloide P eselcentrode | C,, rueda sobre La elipse
la cicloide la recta

Como podemos notar casi todas estas curvas ya han sido estudiadas en epigrafes
anteriores, excepto la tractriz que solamente fue anunciada su evoluta (la catenaria). Por este
hecho en el epigrafe estudiaremos solamente con profundidad esta curva.
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2.7.2.1 Latractriz

Se dice que en 1670, el médico y arquitecto francés Claude Perrault se acercé a Leibniz en
Paris y puso sobre la mesa su reloj de bolsillo, lo arrastré con la cadena procurando que su
extremo se moviera sobre una linea recta y pregunt6 a Leibniz por la curva descrita por el
reloj. Posiblemente no era la primera vez que Perrault le hacia esta pregunta a un
matematico, pero hasta entonces no habia obtenido respuesta. En marzo de 1694 Leibniz
describe a su corresponsal Tschirnhaus el método que condujo a la formulacion de las
ecuaciones que explicaban la construccion de aquella curva trazada mecanicamente desde
el eje perpendicular a una recta. La trayectoria del objeto fue bautizada por Huygens como la
curva tractoriis (tractriz) que alude al movimiento que desde el plano horizontal tira del objeto.
Esta curva también es conocida como “curva del perro”, al reemplazar el objeto por el animal
que atado a la cuerda de su amo le persigue mientras este se desplaza por el plano
horizontal. En funcion de ésta definicién de la tracriz, se obtuvo mediante diversas leyes
fisicas ligadas a varios conocimientos matematicos, la parametrizacion de la curva
{ta(t-tht),asech}, de donde se obtiene la ecuacibn en coordenadas

cartesianas x — aAreaslfa/y) = +,/a> - y? .

La curva tractriz como caso particular de ruleta no cicloidal, se hace un poco compleja en el
estudio de sus propiedades e incluso de su representacién grafica, debido a la abstraccion
de su construccion, por ser el polo de la espiral hiperbdlica un punto asintético. Por este
hecho estudiaremos sus principales propiedades a partir de su definicion primaria:

» Tiene una asintota en el eje “x”.
» Lalongitud del segmento de la tangente desde el punto de tangencia M hasta el punto de
interseccion P con la asintota es un valor constante a.

« El punto A=(0,a) es un punto de retroceso. La recta tangente en dicho punto es la
perpendicular a la asintota (el eje “y").

- Lalongitud del arco AM es L =aln(a/y).
« El radio de curvatura en es r = acot(x/y).

Una aplicacion maravillosa de la tractriz es que partir de su evoluta, se pueden generar las
curvas catenarias (ver capitulo 1, epigrafe 2).

§2.8 Otras curvas maravillosas
2.8.1 Espirales sinusoidales

Estas curvas fueron primeramente estudiadas por MacLaurin en 1718 y su nombre fue dado
por Haton del Goupillere en 1857, sin embargo estd demostrado que no son verdaderas
espirales (su radio vector crece y decrece de forma "sinuosa®.) como su nombre indica.
Como hemos enunciado en el transcurso del capitulo la consideramos como una curva
maravillosa, ya que debido a sus caracteristicas, muchas curvas estandar pertenecen a esta
familia de curvas.

3Sinuosa: Que tiene senos, ondulaciones o recodos
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Se denomina espiral sinusoidal a la curva cuya ecuacion en coordenadas polares es del tipo
p" =2r"cosnd, donde a es una constante positiva cualquiera y n el pardmetro que
determina las distintas formas que adopta la curva.

A continuacion veamos para qué valores de n se tienen las distintas curvas que se han ido
anunciando en el transcurso del capitulo como casos particulares de esta curva:

« Para n=-2, se tiene la ecuacién p2 = 2r ?cog-26), la cual es equivalente a la ecuacién

p:r/\/2c052<9 y coincide con la ecuacién en coordenadas polares de una hipérbola
equilatera con centro en el origen.

« Para n=-1, se tiene la ecuacién p =2r*cog-4), la cual es equivalente a la ecuacién
p =r/2cosf. Trasformando esta Ultima ecuacién a coordenadas cartesianas, se tiene la
ecuacion x—r =0 y coincide con la ecuacion de una recta perpendicular al eje “x”.

« Para n=-1/2, se tiene la ecuacién p¥2 =2r*?coq-6/2), la cual es equivalente a la
ecuacion ,0=r/4cos"(9/2) y coincide con la ecuacion en coordenadas polares de una
parabola que abre hacia la izquierda, con foco en F =(0,-r/2) y vértice en V = (r/2,0).

« Para n=1/2, se tiene la ecuacion p*? = 2r¥2 codg/2), la cual es equivalente a la ecuacion

p:rcosz(ﬁ/z) y coincide con la ecuacion en coordenadas polares de una cardioide, ya
gue se puede demostrar mediante identidades trigonométricas que la ecuacion obtenida
es la misma que p=a(cos#+1), con a=r.

 Para n=1, se tiene la ecuacion p=2rcosd que es una circunferencia centrada en
O =(r,0) y de radio .

« Para n=2, se tiene la ecuacién p? =2r?coq26), la cual es equivalente a la ecuacién

0 =r+/2cos28 y coincide con la ecuacion en coordenadas polares de una lemniscata de
Bernoulli simétrica respecto al origen y a los ejes coordenados.

2.8.2 Curvas de Lissajous

Las curvas o figuras de Lissajous fueron descubiertas y estudiadas en 1857 por el fisico
matematico francés Jules-Antoine Lissajous (1822-1880), al intentar hacer visible el
movimiento vibratorio provocado por el sonido. Sin embargo Lissajous no fue el primero en
considerar estas curvas, pues en 1815, el astronomo y matematico Salem Massachusetts
Nathaniel Bowditch (1773-1838) ya las habia considerado cuando estudiaba el movimiento
del péndulo compuesto, por lo que también son conocidas como curvas de Bowditch.

2.8.2.1 Las curvas de Lissajous y sus casos particu  lares

Las curvas de Lissajous, matematicamente se encuentran definidas por la ecuacion
paramétrica {x =aseffmt+c),y =bsefnt+q)}, con tOO y su deduccién proviene de los
conocimientos de fisica, donde se conoce que:
- La funcién horizontal de amplitud unitaria variable en el tiempo de un Movimiento
Armoénico Simple es x = asefmt+c).
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- La funcién vertical de amplitud unitaria variable en el tiempo de un Movimiento
Arménico Simple es y =bsernt +q).
Por lo tanto la trayectoria denominada Figuras de Lissajous, viene dada por los puntos de
coordenadas (x,y), para diferentes instantes de tiempo t.

A continuacién daremos a conocer mediante una tabla algunos casos particulares de las
curvas de Lissajous.

Casos particulares
Comportamiento de los parametros
Curvas ayb ny m P q Ecuacion
Funcion lineal | arbitrarios n=m 0 0 {x=at,y=bt}
Elipse azb n=m | /2 | 0 | {x=acosd,y =bserd}
Circunferencia a=b n=m 2 | 0 | {x=acosh,y=asert}

Entre las aplicaciones mas significativas que caracterizan estas curvas en sentido general
podemos citar:

» Las curvas de Lissajous fueron utilizadas para determinar las frecuencias de sonidos o de
sefales de radio y permiten el estudio de los movimientos vibratorios.

» Se utiliza en el calculo de la medida de fase, es decir, el desfase en grados existente entre
dos sefiales distintas de la misma frecuencia

Como curiosidad, comentaremos que estas bellas figuras han sido empleadas ampliamente
en estudios fisicos y de ingenieria, ademas en labores de disefio grafico, hasta tal punto que
empresas y asociaciones como la Australian Broadcasting Company o el Laboratorio Lincoln
hacen uso de ellas en sus respectivos logotipos.

Resumen del Capitulo

Se aprecia que la complejidad constructiva no ha sido el Gnico criterio para considerar una
curva maravillosa, puesto que en esta categoria hemos incluido a la recta por sus multiples
aplicaciones en la construccion de otras familias de curvas.

El enfoque que se ha dado al tratamiento de las funciones esta dirigido a fundamentar el
estudio de la campana de Gauss, la catenaria y la bruja de Agnesi.

Con relacion a las secciones coénicas, se muestra la equivalencia de tres formas de la nocion
de excentricidad. Se establecen analogias y diferencias entre los miembros de esta familia,
en particular, la elipse y la circunferencia, puesto que aunque a partir de la primera puede
determinarse la otra y viceversa, mediante un proceso de anamorfosis, existe una diferencia
tedrica esencial debida a que la circunferencia es un caso limite de la elipse que hace que se
pierda la nocion de excentricidad.

Se observa la diversidad en el comportamiento topologico en cuanto a la conexidad de los
ovalos de Cassini, en funcién del parametro.
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Se muestra la generalidad de las familias de las cisoides y de las concoides, puesto que
incluyen muchas curvas que pueden también ser clasificadas dentro de otras familias.

Se evidencia la amplitud de la familia de las ruletas que admite una gran cantidad de
subclasificaciones asociadas a ella.

En la explicacion de las propiedades fundamentales se hace referencia a las gréficas
ilustrativas que figuran en el Anexo de este capitulo, lo cual contribuye favorablemente a la
comprension de las mismas.

Se ha abordado el estudio de las curvas a partir de su surgimiento histérico curioso
aludiendo su surgimiento desde el punto de vista tratado por la Historia de la Matematica,
ejemplo de ello es la tractriz. Hemos constatado que algunos métodos de construccion son
muy ingeniosos, como pudimos ver en las ruletas y pueden llegar a ser realmente
sorprendentes. Ademas se desarrollan y justifican diferentes relaciones interesantes de una
curva con elementos de otras familias de curvas desde la perspectiva de la elegancia
matematica, como sucedié con la elipse y la cardioide. También observamos cémo muchas
de estas curvas estan presentes en la Naturaleza. Finalmente insistimos en la multitud de
aplicaciones practicas y tedricas con que cuenta la gran mayoria de ellas.
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Capitulo 3

Sistema Computacional



CAPITULO Ill: SISTEMA COMPUTACIONAL

Introduccién

En este capitulo se muestra la herramienta computacional elaborada para que los estudiosos
del tema puedan acceder a los diversos aspectos de la informacion ofrecida para las curvas
en dependencia del criterio del usuario, en particular a la formacion animada de muchas de
ellas, lo cual incide extraordinariamente en la comprensién de su construccion.

83.1 Generalidades del sistema.

Este trabajo presenta un formato poco comun debido a que se tuvo en cuenta que cada
curva como tema principal cuenta con varios sub temas, los cuales de una forma u otra estan
relacionados con ella, por ello se desarrolld un sistema que basandose en hipervinculos
permite acceder a toda la informacion que se necesita, ya sea de manera general o
especifica, segun sean las necesidades del usuario. Un logro extraordinario del trabajo
consiste en la obtencion animada mediante la programacion en el MATHEMATICA (version
6.0) de las curvas definidas a partir de un punto movil con respecto a otras curvas moviles o
fijas, lo cual incide definitivamente en la comprension de la significacion de los elementos que
las definen y en el esclarecimiento de su relacién con otras curvas.

La aplicacion Web cuenta con dos menus basicos, uno en la parte superior y otro a la
izquierda de cada pagina, independientemente del tema que se esté abordando, el primero
cuenta con cuatro temas basicos que se describen seguidamente.

Inicio: nos lleva directamente a la pagina de bienvenida a nuestra aplicacion.

Arbol de familia de curvas: Nos lleva al arbol en el cual estan representadas todas las
familias estudiadas en nuestra investigacion y muestra cuéles son las curvas que pertenecen
a cada una de ellas.

Curvas: Presenta por orden alfabético todas las curvas estudiadas.

Ayuda: Esta dividida en dos partes, una de ellas es aquella con todos los conocimientos que
el usuario necesita para la comprension del trabajo en general y la otra es una pequefia
ayuda de utilizacion de la aplicacion.

El segundo menu se refiere a las distintas familias de curvas que analizamos en nuestro
trabajo, las cuales son:

¢ Funciones
* Secciones coénicas
¢ Ovalos de Cassini

e Cisoides

* Concoides
» Espirales

¢ Ruletas

e Otras
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A partir de estos temas basicos se puede acceder mediante los hipervinculos existentes en
cada uno de ellos a nuevas péaginas, las cuales contienen la historia y las caracteristicas
generales de cada familia de curvas. Existe también en cada una de estas paginas un tema
llamado Vinculos relacionados, a partir de donde se puede acceder a las distintas
clasificaciones, casos particulares o temas relacionados.

Cada curva a su vez cuenta en su pagina con una representacion grafica que segun sea el
caso analizado puede ser animada o no, dependiendo de su método de construccion. Cada
animacion tiene dos botones, los cuales nos sirven para indicar que la construccién del
grafico se detenga o avance, segun sea necesario.

83.2 Ejemplo de aplicacion del sistema.

Ahora se muestra un ejemplo del caso general en que se pretende llegar a la cardioide.
Caso 1: Se puede acceder desde el menu de la parte superior de cada péagina por el botén
Curvas Fig. (c3. 82. 1), donde veremos todas las analizadas en orden alfabético como se
observa en la Fig. (c3. §2. 2),

|| Curvas Maravillosas

INICLO

Temas Pagina de Inicio

Las curvas han sido vistas y estudiadas desde diferentes puntos de vista, lo que ha causado que
algunas tengan diferentes definiciones y pertenezcan a distintas clasificaciones. Por ejemplo: la
elipse es un caso particular de ruleta, es una de las secciones cdnicas y un caso particular de
curvas de Lissajous. Algunas propiedades requieren elementos de geometria diferencial, ejemplo
de ello es la curvatura, por tanto conocimientos mas avanzados de matemadtica. Estos hechos han
tenido por consecuencia que existe una gran complejidad en la presentacién didactica de este
tema.

Nosotros estudiaremos especificamente las curvas en el plano, sus propiedades mas significativas,
algunas de sus aplicaciones y todas aquellas caracteristicas que demuestren la denominacion de
curvas maravillosas.

Mediante este trabajo esperamos elaborar un sistema suficientemente abarcador; que sirva de
guia a personas interesadas en este tema tan apasionante, con facilidades para su analisis, tanto
desde el punto de vista pedagdgico como computacional, con gran utilidad en la disciplina Historia
¥ Metodologia de la Matematica.

Terminado

Fig. (c3. 82. 1)
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|_.| Curvas Maravillosas -

~
INICLO ARBOL DE FAMILLA DE CURVAS CLURVAS AVUDA
Temas Curvas
) : A
Seccione dnicas Astroide
C
Campana de Gauss
Cisoide Casacalds Pascal
Cardioide
Ldtendriad
Circunferencia
Cicloide acortada (contraida)
Cicloide alargada (extendida}
Cicloide ordinaria o braguistrocona
Cisoide de Diocles
Concoide de Nicomedes
Cuatrifolium {(Rosa de cuatro hojas
D
Deltoide
Dos dvalos iguales &

Terminado

Fig. (3. §2. 2)

Ya teniendo localizada la curva en cuestion se puede acceder a ella mediante el hipervinculo
existente en el nombre de cada una de las curvas.

Caso 2: Se supone que queremos llegar a esta misma curva (la cardioide) pero también se
necesita saber a qué familia de curvas pertenece; esto se puede hacer mediante el mismo
menu existente en la parte superior de cada pagina, pero ahora a través del boton Arbol de
familia de Curvas (Fig. (c3. 82. 3)).

|| Curvas Maravillosas -

/

G urvas CMa

AYUDA

Temas Pagina de Inicio

Las curvas han sido vistas y estudiadas desde diferentes puntos de vista, lo que ha causado que

algunas tengan diferentes definiciones y pertenezcan a distintas clasificaciones. Por ejemplo: la

elipse es un caso particular de ruleta, es una de las secciones cdnicas y un caso particular de

curvas de Lissajous. Algunas propiedades requieren elementos de geometria diferencial, ejemplo

Cisoide de ello es la curvatura, por tanto conocimientos mas avanzados de matemadtica. Estos hechos han
tenido por consecuencia que existe una gran complejidad en la presentacién didactica de este
tema.

Nosotros estudiaremos especificamente las curvas en el plano, sus propiedades mas significativas,
algunas de sus aplicaciones y todas aquellas caracteristicas que demuestren la denominacion de
curvas maravillosas.

Mediante este trabajo esperamos elaborar un sistema suficientemente abarcador; que sirva de
guia a personas interesadas en este tema tan apasionante, con facilidades para su analisis, tanto
desde el punto de vista pedagdgico como computacional, con gran utilidad en la disciplina Historia
¥ Metodologia de la Matematica.

Terminado

Fig. (c3. 82. 3)
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Luego localizando a qué familias pertenece la curva analizada se sabra de cuantas formas
puede ser estudiada, en este caso pertenece a dos: las ruletas y las concoides (Fig. (c3. 82.

4y 5)).

|_1] CM_arbol
= Espiral durea o de Durero ~

= Ruletas {curva rodando en una curva)

= Ruletas cicloidales
» Epitrocoides
= _Epicicloides ordinarias
» e
= Epicicloides alargadas
= Caracol de Pascal
» Epicicloides acortadas
= Circunferencia
= Hipotrocoides
= Hipocicloides ordinarias
= Hipocicloide de dos cispides {diametro de una
circunferencia)

= Deltoide
m Astroide

= Hipocicloides alargadas

= Elipses
= Rosas

= Trifolium{Rosa de tres hojas)
= Cuadrifolium({Rosa de cuatro hojas)
» Octafolium {Rosa de ocho hojas}

= Hipocicloides acortadas
= Elipses

» Trocoides {Cicloides) @

Terminado

Fig. (c3. 82. 4)

|| t™_rbal

= Un punto ~
= Una recta

= Dos rectas que se cortan

= Ovalos de Cassini

» Dos dvalos iquales

= Lemniscata de Bernoulli
= Ovalo con talle

= Ovalo en forma eliptica

= Cisoides

= Cisoides de una recta ¥ un circunferencia

= Cisoide de Dincles
= Estrofoide
= Trisectriz de Maclaurin

= Circunferencia

= Lemniscata de Bernoulli

= Concoide de Nicomedes
= Concoides

= Concoides de Nicomedes
» Caracol de Pascal

= Espirales

= Espirales Arquimedeanas

= Espiral de Arguimedes
= Espiral hiperbélica o reciproca

= Espiral equiangular {logaritmica)

= Circunferencia

Ecniral & do 0

Fig. (c3. 82. 5)

Terminado

Caso03: Suponer que se conoce a qué familia de curvas pertenece la que es de interés (la
cardioide), entonces sencillamente se puede llegar a ella mediante el menu existente en el
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lado izquierdo de cada una de las paginas, en este caso a través de Ruleta (Fig. (c3. §2. 6))
o de Concoides (Fig. (c3. 82. 11)).

| | Curvas Maravillosas

ARBOL DE FAMILLA DE CURVAS AVUDA

Temas Pagina de Inicio

Las curvas han sido vistas y estudiadas desde diferentes puntos de vista, lo que ha causado que
algunas tengan diferentes definiciones y pertenezcan a distintas clasificaciones. Por ejemplo: la
elipse es un caso particular de ruleta, es una de las secciones cdnicas y un caso particular de
curvas de Lissajous. Algunas propiedades requieren elementos de geometria diferencial, ejemplo
de ello es la curvatura, por tanto conocimientos mas avanzados de matemadtica. Estos hechos han
tenido por consecuencia que existe una gran complejidad en la presentacién didactica de este
tema.

Nosotros estudiaremos especificamente las curvas en el plano, sus propiedades mas significativas,
algunas de sus aplicaciones y todas aquellas caracteristicas que demuestren la denominacion de
curvas maravillosas.

Mediante este trabajo esperamos elaborar un sistema suficientemente abarcador, que sirva de
guia a personas interesadas en este tema tan apasionante, con facilidades para su analisis, tanto
desde el punto de vista pedagdégico como computacional, con gran utilidad en la disciplina Historia
y Metodologia de la Matematica.

Tetminadan

Fig. (c3. 82. 6)

Conociendo que la cardioide es una ruleta cicloidal entonces se accede al hipervinculo de
ruletas cicloidales (Fig. (c3. 82. 7)).

| | CM_Ruletas -
ﬂ INICIO ARBOL DE FAMILIA DE CURVAS CURVAS . ~
Temas Ruletas
Concepto
Se define como ruleta a cada miembro de la familia de curvas planas que se generan por el
siguiente método constructivo:
iro. Sean Tk y C# dos curvas planas tales que se intersecten de forma tangencial en un punto 2
2do. Tomemos un punto £ (punto generador) en el plano y lo conectamos a la curva CM.
Ruletas

3ro. Se denomina curva ruleta o simplemente ruleta a la traza del punto generador £ conectado

a la curva Car (curva movil) cuando ésta rueda sin deslizarse scobre la curva Cr (curva
estacionaria), la cual se mantiene fijada en el plano.

Winculos relacionados
Como podemos notar, mediante esta maravillosa construccion se pueden generar numerosas

curvas planas, por lo que con el objetivo de facilitar su estudio, algunos cientificos han dividido
este amplio conjunto de curvas en subfamilias (vea drbol de familia de curvas).

La primera division de este amplio conjunto estd dada por la clasificacion dd ruletas cicloidalesy
ruletas no cicloidales.

Terminado

Fig. (c3.82.7)
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Luego se llega a la pagina donde se define lo que son las ruletas cicloidales y como

cardioide es una epicicloide, entonces se accede a este hipervinculo (Fig. (c3. 82. 8))

|_| CM_Ruletas Cicloidales

Temas Ruletas cicloidales

Historia

Las ruletas cicloidales fueron primeramente estudiadas por Roemer (1674) en su busqueda de la
forma optima para los engranajes.

Concepto

Estas se definen como las ruletas donde la curva movwil es una circunferencia y la curva

estacionaria puede ser una circunferencia o una recta
Ruletas

Winculos relacionados

Veamos tres nuevas clasificaciones que se derivan de la definicién de ruletas cicloidales y se tiene
en dependencia de si la curva estacionaria es una circunferencia o una recta, ademas en el caso
en que esta sea una circunferencia, se puede hacer rodar la circunferencia movil el exterior o el
interior de la circunferencia estacionaria.

* 8i la curva estacionaria_sgs=taa circunferencia y la circunferencia rodante rueda por su
exterior, se denominaif epitrocoide,

« Si la curva fijada es una circunferencia y la circunferencia rodante rueda por su interior, se
denominan hipotrocoide,

+ 8i la curva fijada es una recta, se denominan trocoides o simplemente cicloides

Terminado

Fig. (3. §2. 8)

Al estar en la pagina de epitrocoides y como se conoce que la cardioide es una epicicloide
ordinaria se puede entonces acceder al hipervinculo de epicicloide ordinaria (Fig. (c3. §2. 9))

| | CM_RC_Epitrocoide

Temas Epitrocoides

Concepto

Se define como epitrocoide a las ruletas cicloidales donde la curva mévil es una circunferencia que
rueda sin deslizarse por el exterior de la circunferencia estacionaria.

Winculos relacionados

Primeramente weamos tres nuewas clasificaciones que surgen dependiendo de las distintas
posiciones del punto generador £ conectado a la circunferencia mévil con respecto a la misma
(exterior, interior y perteneciente a la circunferencia mévil) y que dan a nuestro arbol de familias
de las ruletas un mayor orden.

Ruletas

» 8i el punto generador £ _cone asmlacircunferencia movil le pertenece, las curvas

resultantes se denomina@ epicicloides ordinarias,

8i el punto generador £ conectado a la circunferencia mévil, se encuentra exterior a dicha
dp »r

circunferencia a una distancia dr del centro de la misma ( r donde 7~ es el radio de la
circunferencia), las curvas resultantes se denominan gpicicloides alargadas.

si el punto generador £ conectado a la circunferencia mévil, se encuentra interior a dicha
dpar

.

circunferencia a una distancia 2 del centro de la misma ( ; donde 7 es el radio de la

circunferencia), las curvas resultantes se denominan epicicloides acortadas.

Terminada

Fig. (3. §2. 9)
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Al estar en esta pagina, se observa que dentro de Vinculos relacionados esta la cardioide
Fig. (c3. 82. 10). De esta forma, ya se puede acceder a ella conociendo a qué familias
pertenece y algunas de sus caracteristicas generales.

|| tM_RCE_Epicicloides -

o 8i # es un numero entero, la epicicloide esta formada por * ramas que rodean al
circulo estacionario al volver el punto generador a su posicion inicial, Fig. (). Los
puntos de retroceso A tienen las coordenadas en el valor del pardmetro &= 2k ¥

los vértices Em en el valor del parametro e 2ﬂ{k+%}/m, con E=0l2..m—1 i

8i # es un numero fraccionario, las ramas de la epicicloide se cruzan, sin embargo

cuando el punto generador £ halla descrito un nidmero finito de ramas (después de un

numero finitc de vueltas dadas por la circunferencia moévil sobre la estacionaria),
vuelve a su posicion inicial.

o 8i # es un ndmere irracional, entonces la epicicloide posee una cantidad infinita de
ramas y el punto generador £ nunca vuelve a su posicién inicial,

o

I, =8(R+7)m
L=8{R+r),

« Longitud de una rama es y para el caso en que ™ sea un valor entero, la

longitud de toda la curva es
« Area de un sector delimitado por la circunferencia estacionaria y una de sus ramas tiene la

formula &= GR+2r)mr fR

_arlR+r)  RE

« El radio de curvatura para un punto con parametro 8 o 2r+R 2r

Winculos relacionados
Veamos algunos de los casos particulares mas relevantes de epicicloides.

« gi %=1 ge tiene unalcardioide.

« 5i 7 =2 se tiene una nelroide.

Terminado

Fig. (c3. 82. 10)

|| Curvas Maravillosas *:

ARBOL DE FAMILIA DE CURVAS

Temas Pagina de Inicio

Las curvas han sido vistas y estudiadas desde diferentes puntos de vista, lo que ha causado que
algunas tengan diferentes definiciones y pertenezcan a distintas clasificaciones. Por ejemplo: la
elipse es un caso particular de ruleta, es una de las secciones conicas y un caso particular de
curvas de Lissajous. Algunas propiedades requieren elementos de geometria diferencial, ejemplo
de ello es la curvatura, por tante conocimientos mas avanzados de matematica. Estos hechos han
tenido por consecuencia que existe una gran complejidad en la presentacidon didactica de este
tema.

Nosotros estudiaremos especificamente las curvas en el plano, sus propiedades mas significativas,
algunas de sus aplicaciones y todas aquellas caracteristicas que demuestren la denominacion de
curvas maravillosas.

Mediante este trabajo esperamos elaborar un sistema suficientemente abarcador; que sirva de
quia a personas interesadas en este tema tan apasionante, con facilidades para su analisis, tanto
desde el punto de vista pedagdgico como computacional, con gran utilidad en la disciplina Historia
¥y Metodologia de la Matematica.

Terminado

Fig. (c3. §2. 11)

Al acceder a la pagina principal de concoide se estéa dentro de los vinculos relacionados con
la cardioide (Fig. (c3. §2. 12)).
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|| tM_conicas

constante #,

2do) Trazar una recta ” que pase por o ¥ un punto cualquiera £ perteneciente a la curva C.
3ro) Marcar los puntos 2 ¥ ©2 en * tales qued(Ql’P)=d(Ql’P)= A,

4to) Entonces, el lugar geométrico de los puntos & "] & cuando £ recorre a la curva C se
denomina concoide de la curva.

Nota: 5i tomamos el polo sobre origen, el método se reduce a:

Sea una curva S cuya ecuacién polar es pl(é?)’ entonces se denomina concoide de la curva a la
prolongacién o disminucién de un valor fijo A del radio vector de la curva, es decir aquellas cuya

ecuacién es £ alg)Ea

Vinculos relacionados

En dependencia de la curva y el punto que se utilice en en la realizacidon del anterior método, se
tienen los siguientes casos particulares:

e 8i T es la recta X:ﬂio, O el origen de coordenadas y /IESR, se tiene la concoide de
Nicomedes.

« 5i C es una recta, 2 a5 i7 y el valor de A es, 5e tiene la trisectriz de Maclaurin.

« 8i U es una circunferencia, ©_ung de sus puntos y el valor de A es igual al diametro de la
circunferencia, se tiene uifa cardioide.

« 8i T es una circunferencia, U URG de sus puntos y el valor de A as menor que el diametro
de la circunferencia, se tiene un caracol de Pascal.

« 8i C es la funcion seno, 2 un punto cualquiera en el plano y A Eﬁ, se tiene la concoide de
la sinusoide,

Autores: Cindy M. Concepeidn Ldpez y Raydel Rodriguez Estévez Tutora: Dra. Lucia Arglelles Cortés

Terminado

(CM_Cénicas - Mozilla Firefox

Fig. (c3. 82. 12)

Caso 4: Es aquel en el que el usuario no busca nada en especifico y mediante los

hipervinculos encontrados en cada una de

las paginas se sumergird en nuevos

conocimientos que le hardn plantearse nuevas interrogantes, llevandolo a un nuevo
hipervinculo de esta forma motivando el uso completo de este material.
Como se habia dicho anteriormente, las curvas cuyos meétodos de construccién lo permitan
cuentan con una representacion animada (Fig. (c3. 82. 13)), la cual se va a encontrar en el
formato que se muestra en la Fig. (c3. 82. 13.a). Como se puede observar, se cuenta con
dos botones: PLAY y PAUSE, los cuales permiten activar o detener la animacion

respectivamente.

| | CM_RCEE_Cardioide

Temas

Concoide

Ruletas

Terminada

ARBOL DE FAMILIA DE CURVAS AYUDA

Cardioide

Historia

La cardioide fue estudiada por Roemer (1674) en una investigacion sobre la mejor forma de los
engranajes. El nombre cardioide (con forma de corazén) fue usado por primera vez por de
Castillon en Philosophical Transactions of the Royal Society of 1741

La Cardioide como epicicloide ordinaria

Concepto @ @

Es el caso particular de las epicicloides ordinarias que posee un solo
punto de retroceso (= 1), es decir la circunferencia moévil y la
circunferencia estacionaria poseen igual radio ( £=7),

De aqui que la cardioide se encuentra representada por la siguiente
ecuacion en forma paramétrica.

{x = 2rcos fl-cos{d))+r
¥ = Zraen 81— cosld))

Propiedades

Fig. (c3. §2. 13)
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Fig. (c3. 82. 13.a)
Resumen del capitulo

En este capitulo se describe la concepcidn del sistema computacional que permite al usuario
acceder a la informacion en dependencia de su interés o de la informacion de que dispone.

Se explican las posibilidades que ofrecen los botones que conforman los mends y los que
poseen las opciones de visualizar el grafico animado.

Se desarrolla un ejemplo para mostrar las diferentes posibilidades de acceso a la informacion
que brinda al usuario el sistema y se ilustran paso a paso las acciones mediante
sefialamientos circulados en la pagina correspondiente, lo cual contribuye a la comprension
del lector.
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CONCLUSIONES

* Se logré la presentaciéon clara y concisa de los conceptos basicos que el estudiante
necesitarad para la comprension del trabajo, en los cuales no se profundiza en la
bibliografia usual.

* Se mostraron ejemplos acompafiando a los conceptos que esclarecieron y concatenaron
las definiciones utilizadas.

* Se abordd desde todos los puntos de vistas planteados (Historia, Caracteristicas y
Aplicaciones) las familias de curvas encontradas en el arbol.

* Se profundizé en aquellas caracteristicas que hacen que las curvas trabajadas sean
consideradas "maravillosas’.

* Se demostraron diferentes propiedades y caracteristicas que garantizan la veracidad de
la investigacion.

» Se desarroll6 una aplicacion web que facilita el trabajo del usuario, haciendo del momento
de aprender algo util, novedoso y llamativo.

* Se grafico en el MATHEMATICA (version 6.0) todas las curvas trabajadas y se realizé la
animacion de la construccion de aquellas curvas que lo permiten.
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RECOMENDACIONES

» Utilizar este trabajo como material de apoyo en las disciplinas Historia y Metodologia de la
Mateméatica, Geometria Analitica, Geometria Diferencial y Andlisis Matematico, donde
facilitara la comprension de algunos temas alli tratados.

« Continuar desarrollando investigaciones en este tema, ya que cada rama del arbol de
familias de curvas pudiera ampliarse e incluso incorporarse nuevas ramas a éste. En
particular profundizar en las propiedades y gréficas animadas de las ruletas no
cicloidales.

» Facilitar el acceso de los usuarios a la aplicacion web, ya que esta ofrece mayor
comodidad y visibilidad al tema tratado.

» Actualizar la aplicacién web segun se incorpore nueva informacion a la investigacion.
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ANEXO: GRAFICAS DEL CAPITULO Il

Para la comprension de la numeracion de los anexos es recomendable guiarse por la
siguiente leyenda: Fig. (cA. 8B. C). Capitulo A, epigrafe B, figura C.
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