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Resumen.

Para la elaboracion de este trabajo se ha llevado a cabo una busqueda
bibliografica con el objetivo de formular variantes para el andlisis de la
estabilidad (segun Hurwitz y Schur) de sistemas lineales con coeficientes
constantes, que permita establecer una conexién directa entre polinomios e
intervalos de polinomios y ademas ofrezca ventajas practicas, obteniendo asi
una estructura soélida y continua, capaz de mostrar como un todo la estabilidad
para polinomios de diferente naturaleza (en este caso para polinomios con
coeficientes numeéricos y coeficientes dados por intervalos). Para ello se ha
enfrentado el estudio de la estabilidad mediante el Teorema de Hermite-Biehler
obteniéndose a partir de él resultados importantes. Se muestran varias e
instructivas interpretaciones del Teorema de Kharitonov, como generalizacion
del Teorema de Hermite-Biehler y en términos de la evolucion en el plano
complejo, aportando en esta una reduccion. Se abordan las propiedades
extremas de los polinomios de Kharitonov. El enfoque tomado permite obtener
variantes algoritmicas muy superiores a los algoritmos clasicos actuales. La
implementacion de todos los resultados obtenidos facilita el estudio de las
propiedades de los polinomios estables, como también es de gran utilidad para
el trabajo investigativo, pues se cuenta con funciones de alto rendimiento
obtenidas mediante deducciones tedricas y con todas las facilidades que ofrece

la implementacion.



Indice General

INtr O UG IO N ..ot e e e e e e e e e e, 1

Capitulo 1: Introducciéon al anélisis de la Hurwitz y Schur-

estabilidad de polinomios.

IO I 1o T [T o T o PP
1.1 Definicidén de estabilidad.............c.coooii i 15
1.2 Teorema de Cruce de Fronteras..........c.ocoovviviiiiiiiniiie e e 17
1.3 Hurwitz-estabilidad.............cccoooiiiiii e a0 2D

1.3.1 Hurwitz-estabilidad para polinomios reales.................co i 25
1.4 Schur-estabilidad. .........c.cveiii 28

Capitulo 2: Estabilidad de polinomios con coeficientes

puntuales.

2.1 Hurwitz-estabilidad mediante el Teorema de Hermite-Biehler..................31

2.1.1 Hurwitz-estabilidad para polinomios con coeficientes reales.............. 31
2.1.2 Hurwitz-estabilidad para polinomios con coeficientes complejos......... 42
2.2 Schur-estabilidad mediante el Teorema de Hermite-Biehler.................... 43
2.3 Busqueda de polinomios estables mediante polinomios conocidos .......... 49
2.4 Estabilidad en polinomios con coeficientes ajustables............................ 52

2.4.1 Variante para la Hurwitz-estabilidad en polinomios con coeficientes
reales ajustables............coiiiiiiiii e 52

2.4.2 Variante para la Hurwitz-estabilidad en polinomios con coeficientes
complejos ajustables.............coooi DT

2.4.3 Variante para la Schur-estabilidad en polinomios con coeficientes

ajustables. ... D9



Capitulo 3: Estabilidad de polinomios con coeficientes dados

por intervalos.
3.1 Estabilidad de polinomios dados por intervalos..............cccocevviiiiieene i, 65
3.1.1 Teorema de Kharitonov para polinomios con coeficientes reales dados
POF INEEIVAIOS. .. .. et e e e e e e e e e e 66

3.1.2 Teorema de Kharitonov para polinomios con coeficientes complejos

dados Por iNtErValoS. .. .......o.iir e e 73

3.2 Generalizacion del Teorema de Hermite-Biehler...................cccoovenenn 76
3.3 Interpretacion del conjuNto IMAGEN.........oivii i e 80
3.3.1 Reduccion del conjunto iMagen..........co.veieiie i e e 81

3.3.2 Prueba del teorema de Kharitonov basada en el conjunto imagen....82
3.4 Propiedades extremas de los polinomios de Kharitonowv.........................84
3.4.1 Bola de polinomios estables. ..., 85
3.4.2 Propiedades del margen de estabilidad paramétrico......................89

3.4 Schur-estabilidad para polinomios con coeficientes dados por intervalos...93

(070 o [o3 11 1] (0] g =S TSRS SURPPPTPPRPIY 98
RECOMENAACIONES ... et 100
Referencias Bibliograficas...........ccooo oo, 101
Bibliografia Consultada............cccoviii i, 106
Apeéndice 1. Lugar de Tsypkin-Polyak................cccooiiiiiinnnn, 111

Apéndice 2. Implementaciones adicionales

A.2.1 Lema de Hermite-Biehlercaso Real..........c..cc oo veeiiiiiiiiiiiiien 115

Vi



A.2.2 Teorema de Hermite-Biehlercaso Real...........cccoooiiiiiiiiii i

A 2.3 Teorema de Hermite-Biehler caso Complejo

A 2.6 Variante para la Schur-estabilidad...................coccoiiiiiiiicn s
A 2.7 Variante del algoritmo de Routh para polinomios reales................
A 2.8 Variante del algoritmo de Routh para polinomios complejos...........
A 2.9 Variante del algoritmo de JUIY.........coviiii i e e

Apéndice 3. Implementacion del Teorema de Kharitonov.
A 3.1 Teorema de Kharitonov caso Real.............ccoocvii i

A 3.2 Teorema de Kharitonov caso Complejo.........ccooviiiiiiiiiiiiiie e iinen,

A 2.4 Definicion de Schur-estabilidad................coooi i
A 2.5 Equivalente para la Schur-estabilidad..................c.ocoii i,

..... 130
133

117

121
123
125
127

135

139

Vil



Introduccion.

D urante el estudio de cualquier modelo matematico surge el problema
de la validez de la aplicacion de los resultados matematicos a la
realidad objetiva. Si el resultado es fuertemente sensible a una pequefia
modificacion del modelo, entonces, variaciones tan pequefias como se
quiera del mismo, conducirdn a un modelo con propiedades distintas [7]. No
se pueden extender tales resultados al proceso real investigado, debido a
que en la construccién del modelo se realiza siempre una cierta idealizacion

y los pardmetros se determinan solamente de manera aproximada.

El universo que describia Newton era, segun sus propias palabras, continuo
y matematico. A partir de su obra quedd claro que el mundo fisico se
describia y estudiaba mediante ecuaciones diferenciales. Nada esencial ha
cambiado en los tres siglos de ciencia que nos separan de Newton. En el
siglo XIX y en los comienzos del siglo XX esta idea fue llevada a sus Ultimas
consecuencias. De alli que la "gran matematica" girara también alrededor de
las ecuaciones diferenciales. Sin embargo no todo era éxito, algunos
problemas fundamentales se presentaban increiblemente complejos, por
ejemplo, el simple movimiento del Sol, la Tierray la Luna. Las ecuaciones de
Newton eran capaces de describirlo con una precision asombrosa, sin
embargo no era facil saber si este movimiento continuaria para siempre; si
las ecuaciones predecian el colapso de la Luna sobre la Tierra, si se
perderia el satélite precipitandose hacia el Sol o cualquier otro resultado.
Este problema se conocia como el problema de la estabilidad de la solucion
de las ecuaciones diferenciales [1]. Lyapunov (1857-1918) establecié en
1899 una base importante para resolver este problema cuando descubrid
unas condiciones particulares que debian satisfacer las ecuaciones.
Lyapunov estudio la estabilidad de sistemas no lineales usando la nocion
generalizada de energia. Soélo alrededor de 1960 la importancia de su teoria

fue tenida en cuenta.



Lyapunov fue precedido por algunos trabajos sobre la estabilidad como los
de G. B. Airy en 1840 y 1851 que mostraban cémo la dindmica de un
gobernador puede ser descrita por medio de ecuaciones diferenciales. Airy
publica sus trabajos relativos a la regulacién de velocidad de telescopios. Su
interés se debid a la necesidad de mantener el telescopio girando
lentamente a una velocidad uniforme durante las observaciones
astrondmicas. Fue el primero en discutir la inestabilidad de los sistemas en
lazo cerrado. El principal aporte de sus trabajos es el estudio de la influencia
del amortiguamiento en la estabilidad. En 1868 James Clerk Maxwell (1831-
1879) publicé su articulo "On Governors”, en el cual describe cémo derivar
ecuaciones diferenciales lineales para varios tipos de gobernadores. Este
trabajo puede considerarse como el origen de la Teoria de Control.

Los matematicos y fisicos sabian que la estabilidad estaba determinada por
los polos de la ecuacién caracteristica y que un sistema era estable si la
parte real de las raices de la ecuacion caracteristicas era negativa, pero no
sabian cdmo determinar la ubicacion de la parte real de las raices complejas
sin calcular las raices de la ecuacion. Maxwell mostré que examinando los
coeficientes de las ecuaciones de orden 2, 3 y 4 la estabilidad podia
determinarse, dando condiciones necesarias y suficientes para ello. En su
articulo, Maxwell también establece una diferenciacion entre Regulators o
Moderators (los conocidos actualmente como reguladores proporcionales) y
Governors (reguladores con accion integral). La contribucion importante de
Maxwell estuvo en demostrar que el comportamiento de un sistema de
control automatico en la vecindad de una posicion de equilibrio se podia
aproximar por una ecuacion diferencial lineal y por lo tanto la estabilidad se
podia asi discutir en términos de las raices de la ecuacion algebraica
asociada. En 1874 Edward J. Routh (1831-1907) y en 1885 Adolf Hurwitz
(1859-1919), dieron el criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz. Routh se
inspird en el trabajo de Cauchy y Sturm. Hurwitz resuelve el problema en
términos de un conjunto de determinantes. Bompiani demostraria en 1911 la
equivalencia de los criterios de Routh y Hurwitz. En 1937 Andronov y

Pontriaguin dan el concepto de sistemas gruesos o0 de estabilidad



estructural. Este concepto resultd muy fructifero, en el caso de los espacios

de fases de dimension pequefia (1 6 2).

En los ultimos afios ha sido de gran interés sobre todo para la Teoria de
Control el estudio de la estabilidad y su grado de generalizacion ha
alcanzado alturas sorprendentes, los polinomios caracteristicos han sido
dotados con coeficientes de las mas diversas estructuras matematicas,
muchos han quedado s6lo en el plano ted6rico y otros son elementos
fundamentales para aplicaciones diversas, ejemplo de ello es el Teorema de
Kharitonov, demostrado en 1978 por el matematico Ruso V. L. Kharitonov.
Este teorema ha sido desde su publicacion motivo de gran revuelo en la
comunidad matematica por su sorprendente resultado y no cesan los

articulos al respecto, contenedores de nuevas variantes y aplicaciones.

La teoria de la estabilidad no es algo terminado actualmente. Son muchas
las investigaciones para obtener variantes de la misma que dado el
problema sean mas eficientes, todo esto bien asociado al actual desarrollo
computacional. Este aspecto presupone la elaboracion de una teoria

consecuente capaz de mostrar resultados concretos.
Fundamentos metodoldgicos del trabajo.

Situacion Problémica.

La busqueda de nuevos enfoques capaces de establecer una metodologia
comun para tratar la estabilidad cuando los coeficientes provienen de diversa
naturaleza y en grado mas general cuando uno de los coeficientes viene
dado como un parametro ajustable, condicion donde naufragan todos los
procedimientos numericos, es parte de las investigaciones sobre estabilidad.
El enriquecimiento continuo de los software especializados, hacen que
muchos algoritmos puedan ser constantemente modificados y esto no sélo

desde el punto de vista algoritmico; los cambios sustanciales deben estar en



las propias investigaciones tedricas, las cuales deben ser orientadas sobre

las posibilidades especificas del software seleccionado.

La carencia de implementaciones eficientes para casos mas complejos,
como es el caso del andlisis de estabilidad en intervalos de polinomios, las
pocas mejoras desde una Optica tanto tedrica como computacional para
algoritmos clasicos, hacen de ello un tema complejo. Todos estos aspectos
presuponen que las ciencias basicas y en especial la matematica, esté en
funcidn de resolver complejos problemas basandose en el desarrollo de las

técnicas aparejadas al vertiginoso progreso computacional.

Problema.

Enriquecer teodricamente los métodos de andlisis de estabilidad de

polinomios que permitan la elaboracién de algoritmos mas eficientes.

Interrogantes.

¢ Sera posible desde el punto de vista algoritmico obtener funciones de
mayor rendimiento que las actuales, enfrentando enfoques no
convencionales en la estructura tedrica de la estabilidad?

¢ Permitiran estos enfoques un enriquecimiento tedrico de la actual teoria de

la estabilidad?
Objeto de estudio.
El objeto de estudio es el andlisis de la estabilidad de sistemas de

ecuaciones diferenciales que permitan obtener un desarrollo tedrico-practico

y en particular ecuaciones con coeficientes constantes.



Hipotesis.

El enfoque que brinda el Teorema de Hermite-Biehler, permitird mejorar los
actuales algoritmos para el andlisis de la Hurwitz y Schur-estabilidad, y

ademas facilitara la generalizacion de resultados.

Objetivo general.

Desarrollar variantes tedricas para formulaciones matematicas en el analisis
de la estabilidad que permitan obtener mejoras algoritmicas y que
constituyan una herramienta eficaz para su generalizacion, contribuyendo a

la evolucién y desarrollo del estudio de la estabilidad.

Objetivos especificos.

e Desarrollar el andlisis de la estabilidad mediante el Teorema de
Hermite-Biehler.

e Obtener mejoras algoritmicas para el andlisis de la estabilidad en
polinomios con coeficientes ajustables.

e Generalizar el andlisis de la estabilidad a intervalos de polinomios:
Teorema de Kharitonov, mediante el enfoque de Hermite-Biehler.

e Implementacion de todos los resultados correspondiente en el

Mathematica v 6.0.

Tareas cientificas a acometer.

e Recopilacién bibliografica preliminar, definicion, aprobacion del tema'y
elaboracion del plan de trabajo.

e Estudio bibliografico y andlisis del estado clasico de la tematica.

e Redaccion de la primera version del Capitulo | “Introduccion al analisis
de la Hurwitz y Schur-estabilidad de polinomios”.

e Obtencion de mejoras algoritmicas para algoritmos clasicos en

andlisis de la Hurwitz y Schur-estabilidad.



Redaccion de la Primera version del Capitulo 1l “Estabilidad de
polinomios con coeficientes puntuales”.

Aplicacion de los resultados obtenidos para la generalizacién de ideas
a polinomios con coeficientes dados por intervalos.

Redaccion de la Primera version del Capitulo Il “Estabilidad de
polinomios con coeficientes dados por intervalos”.

Desarrollo computacional de los resultados usando el Matematica v
6.0.

Redaccion de la primera version de las “Conclusiones vy
Recomendaciones” del trabajo.

Andlisis del contexto global de la tesis y redaccion definitiva de la

misma.

Novedad cientifica.

Desarrollo de una formulacion que permite realizar el analisis de la

estabilidad con la obtencion de resultados tedricos y que ademas ofrece

mejoras algoritmicas dando funciones desarrolladas sobre el Mathematica,

no implementadas anteriormente y capaces de afrontar la estabilidad de

polinomios de forma generalizada y eficaz.

Aportes cientificos relevantes.

Obtencién de una estructura légica capaz de establecer una conexién
directa entre el estudio de la estabilidad de polinomios e intervalos de
polinomios.

Mejoras a los algoritmos clasicos para el analisis de la Hurwitz y
Schur-estabilidad de polinomios.

Implementaciéon de funciones capaces de enfrentar un amplio

espectro de la problematica actual de la estabilidad.



Valor Cientifico de la Investigacion.

El valor cientifico de la investigacién se centra en el hecho de que con el
desarrollo tedrico de la misma, se muestran importantes resultados para el
estudio de la estabilidad, vista esta como parte inseparable del desarrollo

computacional.

Valor Metodoldégico de la Investigacion.

El valor metodologico de la investigacidon se evidencia a través de dos

aspectos fundamentales:

e El desarrollo desde sus bases de toda una teoria sobre el estudio de
la estabilidad de polinomios que dota a los investigadores de los
fundamentos matematicos para enfrentar una gran cantidad de
problemas actuales, abordado con un enfoque novedoso y actual, que
muestra la estabilidad de intervalos de polinomios como una
generalizacion de la estabilidad para polinomios.

e La obtencién e implementacion de una gran cantidad de los temas
tedricos abordados que son utiles para confrontar problematicas
investigativas desde diversos criterios.

Valor Préactico de la Investigacion.

El valor practico de esta investigacion esta fundamentado sobre la base de
que se dispone de la implementaciéon de muchos de los aspectos tedéricos
tratados, no solo limitandose a mostrar el resultado, muchos de ellos son
enriguecidos con muestras gréficas, y en los casos que lo permiten
animaciones de los distintos estados. Desde el punto de vista teorico-
practico este aspecto es de singular importancia ya que permite obtener
resultados con gran rapidez y por varias vias, permitiendo comparar y ver
aspectos no variables que puedan tener una significacién especial dado el
problema. Es también una herramienta eficaz para el estudio de la propia



teoria de la estabilidad tener implementado todos los resultados, ademas de

ser un material util para enfrentar la estabilidad de polinomios.
Beneficios de la investigacion.

Las formulaciones desarrolladas en la investigacién y su implementacion
computacional dotan de todo lo necesario para acometer el analisis de la
estabilidad; una profunda investigacion tedrica, actualizada y generalizada,

permitira la implementacion de nuevos algoritmos.

Metodologia general de investigacion.

Para dar cumplimiento a los objetivos trazados en la tesis y tomando en
cuenta el volumen de tareas cientificas a acometer fue necesario organizar y
estructurar el trabajo en varias etapas, las cuales definen la metodologia

general de investigacion.
Definicion del problema de estudio.

Ya en los fundamentos conceptuales y metodolégicos de la tesis se explico
la necesidad de la investigacion en cuanto a la obtencion de un desarrollo
tedrico capaz de ofrecer ventajas algoritmicas. Otro aspecto abordado es la

obtencion e implementacién de estos resultados.
Recopilacion bibliogréfica.

El estudio de la bibliografia se efectu6 en distintas etapas en
correspondencia con las exigencias que iba generando el trabajo, aunque
este se ubicé al comienzo de la investigacion, el mismo se realiz6 de forma
sistematica hasta el final. Se efectuaron busquedas bibliograficas

automatizadas en los principales centros de informacion del pais, asi como



por los métodos clasicos. La busqueda bibliografica incluye el empleo de

sistemas de busqueda de avanzada (current content, Internet, EBSCO, etc.).

Formacién de la base teodrica.

Por la complejidad matematica del tema tratado en la tesis se hace
necesario tener una formacion adicional, que permite enfrentar las distintas
fases del desarrollo investigativo del trabajo; realizandose la formacion de la
base tedrica relacionada con la tesis especificamente en temas avanzados
de las Ecuaciones Diferenciales, la Teoria de Variable Compleja y algunos

elementos de la Teoria de Control Moderna.

Disefio general de la investigacion.

En esta etapa se efectué la concepcion general de la investigacion, se
definieron las hipotesis, los objetivos, las tareas cientificas y la estrategia de
trabajo para enfrentar la investigacion. Estos aspectos fueron abordados con
anterioridad y con los mismos queda definida la metodologia de la
investigacion. Seguidamente, se estructurd la investigacion en fases para ir
dandole respuesta a cada uno de los objetivos y tareas cientificas

propuestas.

Desarrollo particular de cada fase de la investigacion.

El desarrollo de la investigacion queda estructurado en tres fases. La
primera relacionada con el estudio bibliografico y la obtenciéon de mejoras en
temas clasicos, lo que posibilita justificar el desarrollo de la investigacion. En
esta fase se exponen los antecedentes y el estado actual de la tematica,
destacandose los fundamentos tedricos principales, la obtencion de mejoras
algoritmicas como consecuencia del enfoque tratado y la obtencién de
resultados con posible aplicaciéon frente a una generalizacion.

La segunda etapa esta relacionada con la formulacion del Teorema de

Kharitonov, abarcando un estudio profundo del mismo y sus propiedades. En



este caso se logra formular un desarrollo del tema teniendo como elemento
clave todo lo tratado en la primera etapa.

La tercera etapa se relaciona con la implementacion de todos los aspectos
tratados, enriquecidos por las posibilidades del software seleccionado, en

este caso el Mathematica.

Elaboracién de conclusiones y recomendaciones.

Finalmente se procede al andlisis integral de los resultados obtenidos en
cada una de las fases del desarrollo de la investigacion, formulandose en
cada caso las correspondientes conclusiones parciales, las generales, asi

como las recomendaciones definitivas del trabajo.

Estructura del trabajo.

La estructura de la tesis guarda una relacion directa con la metodologia de
investigacion establecida y, especificamente, con el desarrollo particular de
cada una de las fases de la investigacion. La misma se encuentra formada
por una introduccion general, tres capitulos, las conclusiones, las
recomendaciones y la bibliografia, asi como los apéndices necesarios. El

orden es mostrado a continuacion.

e Resumen.

e Introduccién.

e Capitulo I: “Introduccion al analisis de la Hurwitz y Schur-estabilidad
de polinomios”.

e Capitulo IlI: “Estabilidad de polinomios con coeficientes puntuales”.

e Capitulo Ill: “Estabilidad de polinomios con coeficientes dados por
intervalos”.

e Conclusiones.

e Recomendaciones.

e Referencias Bibliograficas.

e Bibliografia Consultada.

10



e Apéndices.

Campo de aplicacion:

El campo de aplicacion de este trabajo estd estrechamente vinculado con el
andlisis de la estabilidad robusta en la Teoria de Control, y en los analisis de
sistemas complejos, brindando desde el punto de vista computacional
funciones de alto rendimiento soportadas por todo un desarrollo tedrico

enriquecido, novedoso y actualizado.

11



Estructura l6gica del trabajo.

Definicién del problema de estudio

}

A

Recopilacion bibliogréfica general

}

Formacion de la base tedrica general

}

- Planteamiento de hipétesis

|

Definicion de objetivos

}

-— Definicion de las tareas cientificas

}

Estudio bibliogréfico y anélisis del estado de la
temaética.

}

Obtencion resultados teéricos y de variantes
algoritmicas

!

Formulacion del Teorema de Kharitonov, aplicando
resultados.

'

Implementacién de resultados.

Conclusiones y Recomendaciones
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Capz’tu[o 1 Introduccion al analisis de la
Hurwitz y Schur-estabilidad de polinomios.

Pretender que el conocimiento sustituya la ignorancia
es ciencia.

Hannes Alfven.
1.0- Introduccion.

el estudio de la estabilidad encuentra en la Teoria de Control sus
principales aplicaciones. Basicamente, el disefio de sistemas de
control lineal puede ser enunciado como un problema que consiste en
adecuar la localizaciéon de polos y ceros de la funcién de transferencia del
sistema, para que se comporte de acuerdo con las especificaciones
prescritas [10].

Entre las muchas formas de especificaciones de funcionamiento utilizadas
en el disefio, el requerimiento mas importante es que el sistema sea estable.
Por lo general, un sistema inestable se considera inutil.

Para propdsitos de analisis y disefio de sistemas, la estabilidad se puede
clasificar como estabilidad absoluta y estabilidad relativa. La estabilidad
absoluta se refiere a la condicion de si el sistema es o no estable. Una vez
que se ha encontrado que el sistema es estable, es interesante encontrar
qué tan estable es, y este grado de estabilidad es una medida de la
estabilidad relativa [12].

Cuando se consideran todos los tipos de sistemas (lineales, no lineales,
invariantes con el tiempo y variantes con el tiempo), la definicion de
estabilidad se puede dar en muchas formas diferentes [4].

En este caso se trabajara la estabilidad de un sistema lineal e invariante con

el tiempo,

13



Xx=AX+b (1.0.1)

donde A es la matriz de coeficientes del sistema y bes un vector columna
de términos independientes, la estabilidad del sistema (1.0.1) queda
asegurada si todas las raices del polinomio caracteristico del sistema que en

el caso de coeficientes reales se denota como,

P(s)=p, + P,S+ P,8°++--+ p,s" (1.0.2)

y para el caso de coeficientes complejos se denota por,

P(s)=(a, + jb,) +(a, + jo,)s+---+(a,, + jb,_,)s"" +(a, + jb,)s". (1.0.3)

con,

a,+jb, =0

se encuentran en el semiplano izquierdo del plano complejo (Hurwitz-
estabilidad) o en la region definida por un disco unitario con centro en el
origen (Schur-estabilidad) [14].

Por comodidad notacional se usara para el caso de la Schur- estabilidad el

polinomio siguiente,

P(z)=p,z" + pnilz”—l et PZ+ P, (1.0.4)

“A priori”, el problema del estudio de la estabilidad parece resuelto; lo que,
sin duda, seria asi, si se supiera resolver analiticamente ecuaciones
polindbmicas de cualquier grado n. Desgraciadamente esto no es posible. El
famoso matematico noruego Abel (1802-1829) demostr6 que no existe
férmula de resolucion genérica para ecuaciones polinbmicas de grado
superior a cuatro [1]. Esto condena a resolucion numérica para ecuaciones

caracteristicas de grado mayor que cuatro, lo que no es un grave problema
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ante las actuales posibilidades de factorizacion que cualquier software
matematico actualmente puede realizar [17]. El problema se encuentra
cuando uno de los coeficientes viene dado como un parametro ajustable [9]:
ahi naufragan todos los procedimientos numeéricos. Por suerte, existen otros
métodos que permiten estudiar la estabilidad de los sistemas, sin calcular
exactamente la situacion de las raices, estos se dividen en dos grandes
grupos [3][11]: grafico y analitico.

Gracias a los trabajos iniciales de Maxwell [1] se sabe que la estabilidad de
un sistema de tipo (1.0.1) viene dada por la estabilidad de su polinomio
caracteristico [5][7][10], por tanto a partir de este momento se tratara la
estabilidad de sistemas como estabilidad de polinomios.

En este capitulo se abordaran los aspectos clasicos para la estabilidad de
polinomios con el objetivo de dotar al lector de las herramientas

fundamentales para la comprensién de los temas posteriores.

1.1- Definiciones de estabilidad.

De todo lo anterior, se observa que, para que el sistema (1.0.1) sea
considerado estable (en todos los sentidos), todas las raices de la ecuacién
caracteristica deben localizarse en el semiplano izquierdo o en la region
definida por un disco unitario en el plano complejo. Por esta razon,
simplemente la condicién de estabilidad del sistema (1.0.1) se refiere a
estable o inestable. En general, la estabilidad de un sistema puede definirse
de muchas formas diferentes, dependiendo de los requerimientos de alguna
aplicacion especial [16]. Para los sistemas (1.0.1), todas las definiciones
comunes de estabilidad son equivalentes; cada una implica a las otras, y
cada una es consistente si y s6lo si todas las raices del polinomio (1.0.2)
pertenecen a la region indicada.

Las definiciones mas comunes de la estabilidad son las siguientes:
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» Estabilidad en el sentido de Liapunov.

“Los sistemas fisicos, en particular aquellos que son variables en el
tiempo y no lineales, se pueden considerar que son estables si se cumple
en ellos el principio de conservacién de la energia”. Para que su
respuesta aumente se requiere un suministro continuo de energia. Al
considerar las ecuaciones del sistema, cualquiera que sea su origen,
para representar un sistema fisico, se puede probar la estabilidad
teniendo en cuenta que el sistema fisico equivalente sea o no

conservativo.
Lo que en términos matematicos seria, que cualquier fenbmeno que se

describe por medio del sistema de ecuaciones diferenciales (1.0.1) o lo

que es lo mismo por,

dy, .
d_izq)i(t, yllyZI"';yn) (|=1,2,~--,n),

con condiciones de frontera vy, (t,) = y,, es estable si para cualquier ¢ >0,

se puede escoger un J(¢)>0, tal que para cualquier solucion vy, (t) de

dicho sistema, cuyos valores iniciales satisfacen las desigualdades,

‘Yi t) -9 (to)‘ <d(¢)

se cumple para todas las t > t,, las desigualdades,

|yi ) - (t)| <&

es decir, las soluciones cercanas respecto a sus valores iniciales

permanecen cercanas para todas las t>t, [5][7].
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> Estabilidad asint6tica.

Si ¢, (t) no sdlo es estable, sino que ademas satisface la condicion,
lim |y, (t) - ¢, (1) =0,

Si |yi (t,) — o, (t0)|<5l, 0, >0, se puede decir que se esta frente a un

sistema asintoticamente estable [5][7].

En cualquier caso, solamente se estudiaran sistemas del tipo (1.0.1), por lo
que el problema de la estabilidad de un sistema se resume a demostrar que
todas las raices de su polinomio se encuentran en la regién indicada, usando

para ello cualquier método que se tenga al alcance.
1.2- Teorema de Cruce de Fronteras.

Un teorema de vital importancia en el desarrollo tedrico del tema es el
Teorema de Cruce de Fronteras, antes de enunciar dicho teorema, se
mostraran algunos resultados que seran de gran utilidad para su

demostracién [17]. Se comienza con el conocido Principio del Argumento de

la teoria de variable compleja. Sea C un contorno simple cerrado en el plano
complejoy o= f(z) una funcion de variable compleja z, la cual es analitica

en C. Sean Z y P el numero de ceros y polos, respectivamente, que f(z)
contiene en C. Se denota con A_ arg[f(z)] al cambio de argumento (angulo)

de f(z) cuando zrecorre el contorno cerrado C.

Teorema 1.2.1. (Principio del Argumento)

Acarg[f(2)]=27(Z - P)
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Una consecuencia importante de este resultado es el Teorema de Rouché

[6] que se muestra a continuacion.

Teorema 1.2.2. (Teorema de Rouché)

Sean f(z) y g(z) dos funciones analiticas en el interior de un contorno

cerrado simple C en el plano complejo. Si,

9(2)| <|f (2) (1.2.1)

para cualquier z en C, entonces f(z) y f(z)+ g(z) tienen el mismo numero

(multiplicidad incluida) de ceros dentro de C.

Demostracion. Dado que f(z) no puede hacerse cero en C, puesto que de

(1.2.1), se tiene,

Acarg[f(z) +9(2)]=A¢ afg{ f (z){1+ @}}
f(2)

A, arg[f(2)]+ Ag argl1+ 3B | (1.2.2)
f(2)
Ademas, dado que,

‘@ <1

f(2)

para todo z €C, el punto variable,
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permanece en el disco |a)—]1<lcuando zdescribe la curva C. Por

consiguiente @ no puede girar alrededor del origen, lo cual significa que,

A arg{l+%}:0. (1.2.3)

Combinando (1.2.2) y (1.2.3), se tiene que,
Ac arg[f(z) + 9(2)]=Ac arg[ f (2)].

Dado que f(z) y g(z) son analiticas en C, el teorema anterior es una

consecuencia inmediata del principio del argumento.m

Se puede notar que la condicion |g(z)|<|f(z)] en C implica que f(z) y

f(z) + g(z) no pueden tener ceros en C. El siguiente teorema [4] [5] es una

simple aplicacion del Teorema de Rouché, que es, sin embargo, muy util

dado que se aplica a polinomios.

Teorema 1.2.3. Sean,

m

P(S)=po + PS+--+p,s" =]](s-5,)" , p, =0,

j=1

Q(S) = (Py + &) + (P, +&)s+---+(p, +&,)s",

y considerando un circulo C,, de radio r,, centrado en s, que es una raiz de

P(s) de multiplicidad t, . Con r, tal que,

0<r, <minls, —s;|, para j=12,---,k=Lk+L---,m.
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Entonces, existe un nimero positivos, tal que |¢|<e, para i=01--,n,

implica que Q(s) tiene t, ceros en el interior del circulo C, .

Demostracion. P(s) no tiene ceros y es continua en el conjunto compacto

C, y ademas es posible encontrar , >0 tal que,
IP(s)|>6, >0, paratodo seC,.

Por otra parte, considerando el polinomio R(s), definido por,

n

R(s)=¢, +&5S+-+¢,5".

n

Si s pertenece al circulo C, , entonces,

n _ n .
IR(s)| < Z‘gi Hs“ < Z‘gi ‘(js — s+ |sk|)J
=0 =0
n .
<€y, (rk +]s, |)J .
j=0

My

. . Oy :
Asi si ¢ es escogido tal que ¢ <M—, se puede concluir que,
k

IR(s)|<|P(s)] paratodo s enC,,

tal que por el Teorema de Rouché, P(s) y Q(s)=P(s) + R(s) tienen el mismo

numero de ceros en el interior de C,. Dado que la eleccion r, asegura que

P(s) tiene un cero de multiplicidad t, en s,, se observa que Q(s) tiene

precisamente t, cerosenC,.m
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Se puede ver un importante colorario [6], con el cual se completan los

elementos necesarios para deducir el Teorema de Cruce de Fronteras.

Colorario 1.2.1. Arreglando m circulos C,,---,C,, disjuntos y centrados en

s,,S,,*, S, respectivamente, se aplica reiteradamente el teorema anterior,

m

es siempre posible encontrar un ¢>0 tal que para cualquier conjunto de

nameros {g,,--,¢,}, satisfaciendo |¢|<e para i=L--,n, Q(s) tiene
precisamente t; ceros dentro de cada circulo C; .

Se puede notar, que en este caso, Q(s) siempre tiene t, +t, +---+t =n

m

ceros y debe permanecer por consiguiente de grado n, para que

necesariamente ¢ <|pn|. El teorema anterior y su colorario, llevan al principal

resultado, el Teorema de Cruce de Fronteras.

Considerando el plano complejo C y sea S C cualquier conjunto abierto.
Se conoce que S, su frontera 08 conjuntamente con el interior U° del

conjunto cerrado U=C-S forman una particion del plano complejo, que es,

SuUdISUU=C, SNU°=SN08=0S~U"=0.

Se asume ademas que cada uno de los tres conjuntos es no vacio. Esta

asuncién es muy general. En la teoria de la estabilidad se podria escoger

para S la mitad izquierda abierta del plano C (Hurwitz-estabilidad) o un disco

unitario abierto D (Schur-estabilidad) o subconjuntos adecuados de estos,

como los que se ilustran en la Figura 1.2.1.

Considerando una familia de polinomios P(4,s) que satisfacen las siguientes

condiciones.
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Figura 1.2.1. Algunas regiones tipicas de estabilidad.

Condiciones 1.2.1. P(4,s) es una familia de polinomios de,

1) grado fijo n, (invariante al grado),

2) continuo con respecto a 4 en un intervalo fijo | =[a,b].

En otras palabras, un elemento tipico de P(4,s) puede ser escrito como,

P(4,8) = po(A) + py(A)s +---+ p, (A)s”,

donde p,(4), p,(4):--, p,(4) son funciones continuas de A en | y donde
p,(4)#0 para toda Ael. Por los resultados del Teorema 1.2.3 y su

Colorario 1.2.1, es inmediato que en general, para cualquier conjunto abierto

O, el conjunto de polinomios de grado nque tiene todas sus raices en O es
asi mismo abierto. En el caso anterior, si para algun tel, P(t,s) tiene todas
sus raices en S, entonces es siempre posible encontrar un numero real

positivo « tal que,

paratodo t'e(t—a,t+a)n 1, P(t',s) también tiene todas sus raices en S.

Esto conlleva al siguiente resultado fundamental [4].
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Teorema 1.2.4. (Teorema de Cruce de Fronteras).

Dadas las Condiciones 1.1, se supone que P(a,s) tiene todas su raices en S
mientras que P(b,s) tiene al menos una raiz en U. Entonces, existe al

menos un p en (a,b] tal que,

a) P(p,s) tiene todas sus raicesen S U 0,

b) P(p,s) tiene al menos unaraizen 0S.

Demostracion. Para probar el resultado, se necesita introducir el conjunto
E de todos los numeros reales t que pertenecen al intervalo (a,b] y
satisface la siguiente propiedad:

#: paratodo t'e(a,t), P(t',s) tiene todas sus raices en S.

Por el supuesto, se conoce que P(a,s) tiene todas sus raices en S, y por

consiguiente por lo anterior es posible encontrar « >0 tal que,

paratodo t'e[a,a+a]n 1, P(t,s) también tiene todas sus raices en S.

;. . . . a
Por todo esto es facil concluir que E no es vacio, por ejemplo, a+§

pertenece a E.

Ademas por la definicion de E la siguiente propiedad es obvia:
t,eE, y a<t, <t,, implica que t, pertenece a E.
Dado esto, es facil ver que E es un intervalo y si,

p=supt (1.2.4)

teE

entonces se concluye que E =(a, p].
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A)

B)

Por una parte es imposible que P(p,s) tenga todas sus raices en S.

Si este fuera el caso, entonces necesariamente p<b, y podria ser

posible encontrar un «a>0 tal que p+a<b y para todo
t'e(p—a,p+a)nl, P(t',s) también tiene todas su raices en S.
Como resultado, p+%pertenece a E vy esto contradeciria la

definicion de p en (1.2.4).

Por otra parte es imposible que P(p,s) tenga incluso una raiz en el
interior de U, porque una aplicacion directa del Teorema 1.2.3 no

concederia la posibilidad de encontrar un « >0 tal que,

para todo t' e (p— a,p+ a)m I, P(t',s) tiene al menos una raiz en

U®.

Y esto contradice el hecho de que p-& pertenece a Epor

suficientemente pequefo que sea ¢.

Por A) y B) se puede concluir que P(p,s) tiene todas sus raices en Su 0 S,

y al menos unaraizen 6 S.m

El resultado anterior es un hecho muy intuitivo cuyo estado va de un
conjunto abierto a otro conjunto abierto disjunto del primero, el conjunto de

raices de una familia continua de polinomios P(A,s) de grado fijo puede

cortar en alguna etapa intermedia la frontera del primer conjunto abierto. Si

P(1,s) pierde grado sobre el intervalo [a,b] tal que si p,(1) en

P(4,8)=p,(A) + p,(A)s+---+ p,(4)s" se anula para algun valor de A1,

entonces el Teorema de Cruce de Fronteras no se puede sostener.
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1.3- Hurwitz-estabilidad.

La positividad de los coeficientes es una condicion necesaria para el analisis
de la estabilidad de sistemas de tipo (1.0.1) pero no suficiente (en caso de
ecuaciones de 1 y 2% orden es también una condicién suficiente) para que
las raices de una ecuacion algebraica tengan parte real negativa (Hurwitz-
estabilidad) [5]. Las condiciones necesarias y suficientes para que sean
negativas las partes reales de una ecuacion algebraica las dieron Edward J.
Routh (1831-1907) en 1874 y Adolf Hurwitz (1859-1919) en 1885. Routh se
inspird en el trabajo de Cauchy (variable compleja) y Sturm. Hurwitz resuelve
el problema en términos de un conjunto de determinantes. Bompiani
demostraria en 1911 la equivalencia de los criterios de Routh y Hurwitz,
aunque sera tratado como Hurwitz-estabilidad, por ser asi como es abordada
en la mayoria de los textos. Primero se observara el caso de polinomios
reales y después se extenderan los resultados a polinomios complejos como

una consecuencia inmediata de ello.

1.3.1- Hurwitz-estabilidad para polinomios reales.

Se empieza por definir formalmente la Hurwitz-estabilidad para polinomios

para ello se enuncia la siguiente definicion.

Definicion 1.3.1. (Polinomio de Hurwitz)
Se puede decir que el polinomio (1.0.2) de grado n, es un polinomio de
Hurwitz si y sélo si todas sus raices estan contenidas en el semiplano

izquierdo del Diagrama de Argan. En lo adelante se considerara que p, >0,

y p, #0.

Hay dos propiedades importantes [5] para estos polinomios que por ser
fundamentales para un importante teorema del capitulo siguiente se

enuncian y demuestran seguidamente.
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Propiedad 1.3.1. Si el polinomio (1.0.2) es de Hurwitz entonces todos sus

coeficientes son positivos.

Demostracion. Sea s, =-a,zxib,, con j=12,---,p todas las raices
complejas del polinomio P(s) de Hurwitz y s, =—-c,, con k=12,---,q las
raices reales de P(s). Represéntese con m;, el grado de multiplicidad de la
raiz s; =—a; +ib;. Por tener P(s) todos sus coeficientes reales, también
s; =-a; —ib; es una raiz del polinomio, con multiplicidad m;.

Sea |, el grado de multiplicidad de la raiz s, =—c, . Evidentemente,

iij +> 1, =n.
j=1

k=1

P(s) puede ser escrito como,

p q
P(s)=p,[[(s+a; +ib))™ (s+a; —ib;)" [ (s+c,)"
j=1 k=1

p q
=p,J[(s*+2a;s+aj +b})" [ (s+c,)". (1.3.1)
i=t k=1

donde los coeficientes del polinomio (1.3.1) son combinaciones de sumas y

productos de cantidades estrictamente positivas multiplicadas por p,, por

tanto tienen el mismo signo. Igualando los coeficientes de la misma potencia

de s en (1.3.1) se obtiene que todos los coeficientes de P(s) son del mismo
signo y como p, >0, por la definicion de polinomio estandar, los restantes

coeficientes seran también positivos.m

Propiedad 1.3.2. Si P(s) es un polinomio de Hurwitz de grado n, entonces el
argumento de P(jw), es continuo y estrictamente creciente en funcién de w

en el intervalo (—oo,+x). Ademas el factor de incremento de —x a +x es,
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arg[P(+ joo)] —arg[P (= joo)] = n7 .

Demostracion. Si P(s) es Hurwitz entonces puede ser rescrito como,

P(s)=p,] [(s-s).con s =a+jb,y a<0.

i=1

De donde se tiene que,

arg[P(jo)] = arglp,]+ Y arg[jw—a - jb]

i=1

=arg[p,]+ Y _arctan ]

[a)—bi
i=1 _ai
y asi arg[P(jw)] es la suma de una constante mas n funciones continuas y
estrictamente crecientes. Ademas cada una de las n funciones tiene un
incremento de = desde w=-0 a w=+w, cOmo se muestra en la Figura

1.3.1, donde,

arg[P(+ joo)] —arg[P (- joo)] = Zarctan[Jr »-b ]—Zarctan[_OO b ]
i=1 _ai i=1 _ai
T
=“n+Zn=nz.m
2 2
Fmg
g -
/ d 4
Rad Rl

Figura 1.3.1. s-plano y curva de Mijailov.
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1.4- Schur-estabilidad.

En el caso de la Schur-estabilidad se hara como en la Hurwitz-estabilidad, se

comenzara definiéndola formalmente.

Definicion 1.4.1. El polinomio (1.0.4) se dice que es un polinomio de Schur

si todas sus raices estan situadas en un disco unitario abierto del plano

complejo. Una condicion necesaria para la Schur-estabilidad es |p,|>|p,|.

P(z) puede ser escrito como,

P@)=p.(z-2)(2-12,)-(z2-2,)

donde las z, con i=1n son las nraices de P(z). Si P(z) es un polinomio de
Schur entonces todas las raices estan localizadas en un disco unitario |z| <1,
tal que cuando z varia a lo largo del circulo unitario, z=e!?, el argumento
de P(e'’) se incrementa mondtonamente. Para los polinomios de Schur de
grado n, P(e'’) tiene un incremento neto de argumento 2nx, y asi la grafica

de P(e!’) circunscribe el origen n veces. Se vera con un ejemplo lo

anteriormente expuesto.

Ejemplo 1.4.1. Considerando el polinomio estable,

P(z)=2z" —3.2z° +1.2427° +0.192z — 0.1566
—2(2+0.3)(z-05+0.2j)(z-05-0.2])(z - 0.9).

Se puede evaluar P(e'’) cuando z varia alrededor del circulo unitario. La

grafica obtenida en la Figura 1.4.1 circunscribe al origen cuatro veces, con lo

que se muestra que el polinomio de orden cuatro es un polinomio de Schur.
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Una simple aplicacion puede ser elaborada considerando el polinomio

inverso z"P(z")

2"P(z7)=poz" + 2" 44,
=p,1-22)1-2,7)---(1-2,2)
2"P(z") tiene ceros en z=z, i=L1---,n. Si P(z) es Schur z, es
modularmente menor que uno, tal que z=2z" son localizados en el interior

del disco unitario.

(=]

Figura 1.4.1. Grafica de P(e'?).

Si se tiene z=e'’ variando a lo largo del circulo unitario con incremento del
argumento de e P(e!?) deba ser por consiguiente cero. Esto significa que
para la Schur-estabilidad de P(z) es necesario y suficiente que la frecuencia
grafica, e™P(e"'’) del polinomio inverso no circunscribe al origen. Se

muestra en el siguiente ejemplo lo anteriormente planteado.
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Ejemplo 1.4.2. Considerando el polinomio del ejemplo anterior. La grafica de
z"P(z™") cuando z describe el circulo unitario se muestra en la Figura 1.4.2.

Como se observa, la grafica no circunscribe al origen y se concluye que

P(z) es estable.

Se ha observado que usando la grafica de P(z) debe verificarse que la
grafica de P(e!’) circunscribe el origen el nimero correcto de veces, n,
mientras que usando el polinomio inverso R(z)=z"P(z')se necesita solo

chequear que la grafica de R(e!’) excluye el origen. Este resultado se

sostiene para polinomios tanto reales como complejos.

Figura 1.4.2. Gréfica de e*’P(e™'?).

Existen otros resultados en la teoria clasica de la estabilidad, pero se
consideran suficientes los anteriormente expuestos para todo el desarrollo

posterior.
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Capitulo 2: Estabiidad de polinomios
con coeficientes puntuales.

Se necesitan herramientas para fabricar
herramientas.

Henry Bergson.

e n este capitulo se emplearan los resultados expuestos en el anterior
especialmente el Teorema de Cruce de Fronteras [4] para obtener
derivaciones simples del Teorema de Hermite-Biehler [15], la prueba de
Routh para la estabilidad en el semiplano izquierdo (Hurwitz-estabilidad) y la
prueba de Jury para la estabilidad en el disco unitario (Schur-estabilidad) [20]
empleadas en polinomios con coeficientes ajustables, para ello se partira de
un desarrollo teodrico con el fin de obtener mejoras algoritmicas; pasando a
ver un ejemplo comparativo con los métodos tradicionales. Ademas se
ofrecen algunos resultados importantes que pueden ser de gran utilidad para
la demostracién y util enfoque de un teorema importante de la teoria actual

de la estabilidad de polinomios que sera estudiado en el préximo capitulo.

2.1- Hurwitz-estabilidad mediante el teorema de Hermite-

Biehler.

El teorema de Hermite- Biehler es una fuerte herramienta para el analisis de
la Hurwitz-estabilidad pero son muchas las ideas nuevas que pueden surgir
de él mejorandolo e incluso empleandolo en el analisis de la Schur-

estabilidad o de variantes para algoritmos clasicos como los de Routh y Jury.
2.1.1- Hurwitz-estabilidad para polinomios con coeficientes reales.

Las partes par e impar del polinomio P(s) dado por (1.0.2) pueden ser

definidas como,
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PPr(s) = Py + P,S° + P,s* +--

P™(s) = p,S+ Pas® + Pgs° oo
Se define a partir de ellas,
P*(@) = P™ (jw) = py— p,@0" + Py’ —+--

Pimpar(ja)) B
jo

P°(w) = P~ P’ + Ps@’ -+,

donde P*(w) y P°(@w) son polinomios en @’ siendo esto una consecuencia

inmediata de que el conjunto de sus raices sean simétricas respecto al
origen del plano complejo.

Suponiendo ahora que el grado del polinomio P(s) es par, o sea n=2m,

para m > 0. En este caso se tendra,

P*(®) = p, — P, + p,@* =+ + (-1)" p,, ™"

P’ (w) = p, — ps@” + Py’ —+-+ (1) p,,, 0™ 2.

Si por el contrario, el grado de P(s) es impar, entonces n=2m+1, para

m=>0,y,

P*(®) = p, — p,@° + p,@* =+ ()", ™"

P’ (@) =p, - ps0° + ps@* =+ (=1)" Py ™™

Se define para cada caso la propiedad de interrelacion de las raices de estos

polinomios.

Definicion 2.1.1. Un polinomio real P(s) par satisface la propiedad de

interrelacion si,
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a) P,, Y P,,, tienen el mismo signo.

b) todas las raices de P°(w) y P°(w) son reales y distintas y las m
raices positivas de P®(w) conjuntamente con las m-1 raices

positivas de P°(w) estan ordenadas de la siguiente manera,

O<ao,, <@y, <w,, <<,

e,m-1 < a)O,m—l < a)e,

m-*

Definicion 2.1.2. Un polinomio real P(s) impar satisface la propiedad de

interrelacion si,

a) P,y Y Py, tienen el mismo signo.

b) todas las raices de P*(w) y P°(w) son reales y las m raices positivas

de P*(w) conjuntamente con las m raices positivas de P°(w) estan

ordenadas de la siguiente manera,

O<w, <wy,, <<

em-1 < Dy mog < Og g < Wp -

Una descripcion alternativa de la propiedad de interrelacién puede ser dada

como sigue.

Definicion 2.1.3. P(s) =P™(s)+P™(s) satisface la propiedad de

interrelacion si y solo si,

a) los coeficientes principales de P™(s) y P™ (s) son del mismo signo.

b) todos los ceros de P™ (s)=0 y de P™(s) =0 son distintos, y estan

alternados a lo largo del eje imaginario.
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Ahora se esta en condiciones de enunciar el Teorema de Interrelacion o de
Hermite-Biehler [4][9].

Teorema 2.1.1. (Teorema de Interrelacion o de Hermite-Biehler) Un

polinomio real P(s) dado en (1.0.2) es Hurwitz-estable si y solo si satisface

la propiedad de interrelacion.

Demostracion. Dado que P(s) es un polinomio de Hurwitz, se tiene por la

Propiedad 1.3.1 que todos los coeficientes p,; con i=1n, tienen el mismo

signo, con esto queda probada la parte a) de la propiedad de interrelacion y
sin pérdida de generalidad se puede asumir que todos los coeficientes son
positivos.

Para probar la parte b) de dicha propiedad se asumira arbitrariamente que

P(s) es de grado par o sea n=2m. Ahora, se conoce por la Propiedad 1.3.2
que P(jw) es estrictamente creciente en el intervalo de —nz/2 a nz/2 con
w de +o a —«o. Debido al hecho de que las raices de P(s) son simétricas
respecto al eje real y ademas de esto arg[P(jw)] crece de 0 a +nz/2=mxn
con w de 0 a +wx. Porlo tanto si ® vade 0 a +x, P(jw) comienza en el
eje real positivo (P(0) = p, >0), a hacer circulos en contra de las manecillas

del reloj alrededor del origen con radio mz antes de partir al infinito, y nunca

pasa a por origen dado P(jw) =0, para toda @ . Tal resultado es muy simple
de ver en la gréafica de P(jw) que hace cortes en el eje imaginario m veces
y la parte real de P(jw) tiene m ceros en o creciente, con los valores
positivos,

a)‘R,l’a)ﬁR,Zf""a)m'm- (211)

Similarmente la grafica de P(jw) comienza en el eje real positivo y corta el
eje real m-1 veces con o incrementandose por lo que la parte imaginaria

de P(jw)también llega a tener m cero (incluyendo o =0) en,

0,051, @55, @104

(2.1.2)
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antes de crecer al infinito. Dado que P(jw) hace circulos alrededor del

origen es obvio tener,

0< Wy <W57 <Oy <WOz, < <Oy <Oy, <O p,.

Ahora la prueba de la necesidad es completada por una advertencia simple
de que la parte real de P(jw) es nula para P°(w), y la parte imaginaria de
P(jo) es oP’(jo).

Por el contrario se asume que P(s) satisface la propiedad de interrelacion y
suponiendo por ejemplo que P(s) es de grado n=2m y que p,,, P,,, SON
ambas positivas.

Considerando las raices de P*(w) y P°(w),
O<f, <oy, < <ol <ol <ol (2.1.3)

Por esto P°¢(w) y P°(w) pueden ser escrito como,

P¢(@) = Pou ] [ (@* — @)
i=1

m-1
P° (@) = Pons | [ (@7 - @¢)).
i=1

Ahora se considerara un polinomio Q(s) del cual es sabida su estabilidad,
del mismo grado 2m con todos sus coeficientes positivos. Por ejemplo, se

toma Q(s) = (s +1)*". En cualquier caso, se escribe,

Q(S) =0 + S +0,8% +++++ 87"

Dado que Q(s) es estable, se puede prestar atencion a la primera parte del

teorema donde Q(s) satisface la propiedad de interrelacion, tal que Q°(w)
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tiene m raices positivas g, @, v Q°(w) tiene m-1 raices positivas

q q q q q
0<y, <@y < <Wgp 4 <Op g <O (2.1.4)

e,m

Por consiguiente se puede escribir,

m

Q% (@) = Uy [ [ (@ - 0?,")

i=1

m-1 2
Q° (@) = Uys | [ (@* — "),
i=1
Considerando ahora el polinomio P, (s) = P, (s) + sP,"™ (s) definido por,

Py (@) = (- Ay, + ﬂpm)]m[ (@ ~[A- (@) + Ae))°])

i=1

P (@) = (L= Al + A0 )] (@ ~ 10— D(@h)? + A@?)?])

i=1

Obviamente, los coeficientes de P,(s) son funciones polinomiales en A las
cuales por consiguiente son continuas en [0,1]. Ademas, el coeficiente del
término de mayor grado en P,(s) es (1-4)q,, + 4p,, Y siempre permanece
positivo con A variando de 0 a 1. Para 1=0 se tiene que P,(s)=Q(s) vy
para A=1,P(s)=P(s). Se puede suponer ahora que P(s) no es un

polinomio de Hurwitz. Por el Teorema de Cruce de Frontera es claro que

necesariamente existe algun A en (0, 1] tal que P,(s) tiene una raiz en el
eje imaginario.

Sin embargo, P, (s) tiene una raiz en el eje imaginario, si y sélo si P; () y
P’ (w)tienen una raiz real comun. Pero obviamente, las raices de P;(w)

satisface,
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ol =1-al + 208, (2.1.5)
y las de P} (o),
12 2 2
oy, =(1-Aag,; + Ao . (2.1.6)

Ahora, se tienen dos raices cualquiera de P;(w) en (2.1.5). Si i< j, por

(2.1.3) 08 <}’

e,j ?

y similarmente por (2.1.4), a)giz <aod’

e, j ?

por lo que,

De la misma manera, puede verse que el mismo ordenamiento de (2.1.3) y

(2.1.4) se conserva entre las raices de P (w) y también entre cualquier raiz

de P;(w) y cualquier raiz de P (w). En otras palabras la parte b) de la

propiedad de interrelacion es invariante bajo tales combinaciones convexas,

esto se tendra para cada 1 en [0, 1]

2 2 2 2 2
O<wl, <5, < <ol <og,. <ol
Esto muestra que, cualquiera que sean los valores de 1 en [0, 1], P, (®w) y

P’(w) nunca pueden tener una raiz comun, y esto lleva por consiguiente a

una contradiccién con lo cual se completa la demostracion.m

Es claro que la propiedad de interrelacién es equivalente al Criterio de

Mijailov. Si la region de estabilidad D es tal que un polinomio estable no

cumple con el Criterio de Mijailov, el entrelazamiento de la parte real e

imaginaria en general falla. Sin embargo, hasta en el caso de una region D

la propiedad de cruzamiento de fronteras debe sostenerse. Esto significa
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que la transicion de la estabilidad a la inestabilidad so6lo puede ocurrir si las
partes reales e imaginarias simultaneamente se vuelven cero en algun punto
de la frontera.

La propiedad de interrelacién de un polinomio puede ser verificada trazando
los graficos de P®(w) y P%w) o el de P(jw), como se muestra a

continuacion.

Ejemplo 2.1.1.

P(s)=s° +11s® + 525" +145s° + 266s° + 331s” + 280s> +155s° + 49s + 6.

Entonces,

P(jw)=P* (o) + joP° (@)

con,
P* () =110° —1450° + 3310 — 1550 + 6

P%(w) = 0® —520° + 266" — 2800° + 49.

Las graficas de P*(w) y P°(w) se muestran en la Figura 2.1.1. Se ve que el
polinomio P(s) es un polinomio de Hurwitz ya que satisface la propiedad de

interrelacion.

Ejemplo 2.1.2.

P(s)=s° + 21s® + 525" +145s° + 266s° + 331s” + 280s> +155s° + 49s + 6.

Entonces,
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Figura 2.1.1. Propiedad de interrelacién para polinomios de Hurwitz.

P(jw)=P* (o) + joP° (@)
donde,

P®(w) =210® —1450° + 331w"* —1550° + 6

P°(w) = 0® —520° + 266" — 2800° + 49.

Las gréaficas de P*(w) y P°(w) se muestran en la Figura 2.1.2. Se ve que el

polinomio P(s) no es un polinomio de Hurwitz ya que no satisface la
propiedad de interrelacion.

Ambas graficas son ilimitadas cuando o — «, por lo que se obtuvo un

resultado importante para eliminar este inconveniente. Un ploteo limitado

conteniendo la misma informacion puede ser construido de la forma
siguiente.
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Figura 2.1.2. Fallo de interrelacién por polinomios no ser Hurwitz.

Para un polinomio como el (1.0.2) escrito usualmente como,

P(jw)=P* (o) + joP° (@)

y sea S(w) y T(w) denotan funciones positivas arbitrarias y continuas en
0<w<w.

Sea,

_P(») _P’(@)
X(w) = S(@) | y(@) = T

se puede plantear el siguiente lema.

Lema 2.1.1. Un polinomio real P(s) es de Hurwitz si y solo si la frecuencia

de la grafica z(w) = x(w) + jy(w) se mueve estrictamente en sentido contrario

a las agujas del reloj y pasa a su vez por n cuadrantes en su giro.

Demostracion. El Teorema de Hermite-Biehler y la Propiedad 1.3.2 de

polinomios de Hurwitz muestra la grafica de P(jw) debe ir a través de n
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cuadrantes si y solo si P(s) es de Hurwitz. Desde que los signos de P°(w) y

x(w), oP°(®) y y(@) coincide para o >0, siendo el lema verdadero.m

Aunque la grafica de P(jw) es ilimitada, la grafica de z(w) siempre puede
limitarse escogiendo las funciones T(w) y S(w) apropiadas. Por ejemplo,

como T(w) y S(w) pueden escogerse polinomios con el mismo grado de

P*(w) y P°(w)respectivamente. Un resultado similar puede ser derivado

para el caso complejo. El Lema 1.3.1 es ilustrado con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1.3. Tomando el mismo polinomio que en el Ejemplo 2.1.2

P(s)=s’ +11s® + 525" +145s° + 266s° + 331s” + 280s® +155s5* + 495 + 6.

Entonces,
P(jw)=P* (o) + joP° (@)
se tiene,
P®(w) =110° —1450° + 331w"* — 155w + 6
P%(w) = @°® —520° + 266" — 280w° + 49.
Se elige,

S(w)=0® +0° + 0" +0® +1

T(w)=0® +0° + 0" + 0 +1.
La funcion z(w) en la Figura 2.1.3 gira estrictamente en contra de las

manecillas del reloj a través de nueve cuadrantes, y esto muestra que el

polinomio P(s) es de Hurwitz acorde con el Lema 1.3.1.
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Figura 2.1.3. Frecuencia de la grafica de z(w).

2.1.2- Hurwitz-estabilidad para polinomios con coeficientes complejos.

Se mostrara ahora el Teorema de Hermite-Biehler para polinomios con

coeficientes complejos. Su demostracion no es mas que una extension del

caso real por lo que no se desarrollara. Sea P(s) un polinomio con

coeficientes complejo dado en (1.0.3). Se define,

y se escribe,

donde,

P.(s)=a, + jb,s+a,s* + jb,s® +---

P, (s) = jb, +a,;s+ jb,s* +a,;s® +---

P(jo)=P" (@) + jP' (o),

Pr(a))z PR(jCU)=a0 —blC()—a_za)2 —|—b30)3 +--,
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Pi(w):%a (Ja)):bo +ala)—b2a)2 —a_sa)3 doeen,

El Teorema de Hermite-Biehler para polinomios complejos puede ser

presentado como sigue [2] [9].

Teorema 2.1.2. El polinomio complejo P(s) de (1.0.3) es un polinomio de

Hurwitz si y sdlo si,

1) a,,a, +b, b, >0,

2) los ceros de P'(w) y P'(w) son todos simples, reales y se

entrelazan, con w variando de —« a + .
Se puede notar que la condicion 1) se deriva del hecho de que la suma de

las raices del polinomio P(s) de (1.0.3) es igual a,

_ a,; + jbn—l _ a,,a, + bn—1bn + j(bn—lan B a'n—1bn)

a, + jb, a’ +b?

para que P(s) sea Hurwitz, entonces la parte real del numero complejo

anterior debe ser negativa.

2.2- Schur-estabilidad mediante el teorema de Hermite-
Biehler.

Con todo lo anterior se derivd un resultado similar del Teorema de

interrelacion con respecto a cualquier region S que tiene la propiedad de que

la fase de un polinomio estable evaluado a lo largo en la frontera de S

aumenta mondétonamente. En este caso la estabilidad de un polinomio con

respecto a S es equivalente a la interrelacién de sus partes real e imaginaria
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evaluadas a lo largo de la frontera de S. Aqui se considera el caso donde S

es un disco unitario abierto.

Para polinomios reales, es sencillo ver que la estabilidad de P(z) es
equivalente al entrelazamiento de la parte real e imaginaria de P(z)
evaluada a lo largo de la mitad superior del circulo unitario. Escribiendo

P(e'”)=R(0) + jl (0) se tiene,

R(6) = p, cos(n@) +---+ p, cos(0) + p,, Y
1(6) = p,sen(nd) +---+ p,sen(d).

Con lo que sin ninguna dificultad se enuncia el siguiente Lema.

Lema 2.2.1. Un polinomio real P(z)es Schur con |p,|>|p,| siy solo si:

a) R(0) tiene exactamente n ceros en [0, 7],
b) 1(6) tiene exactamente n+1 ceros en [0, 7],

c) los ceros de R(O) y 1(0) estan entrelazados.

Se muestra este resultado con dos ejemplos esclarecedores.
Ejemplo 2.2.1. Considerando el polinomio,

P(z)=2z°+0.2z* +0.3z> +0.4z* + 0.03z + 0.02.

Como se observa en la Figura 2.2.1 el polinomio P(z) es Schur dado que
Re[P(e!)] y Im[P(e'?)] tienen respectivamente 5 y 6 ceros distintos para

0|0, 7], y los ceros de Re[P(e!)] se entrelazan con los de Im[P(e!?)].
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Figura 2.2.1. Re[P(e'))] y Im[P(e'")].

Ejemplo 2.2.2. Considerando el polinomio,

P(z)=z° +2z* +0.3z° + 0.4z + 0.03z + 0.02.

Puesto que Re[P(e!?)] y Im[P(e'?)]cada uno no tiene 2n=10 ceros distintos

para 0< 8 <27z, como se muestra en la Figura 2.2.2, el polinomio P(z) no es

Schur.
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Figura 2.2.2. Re[P(e’")] y Im[P(e'")].
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Estas condiciones, pueden refinarse de hecho mas alla, al entrelazar en el

circulo unitario dos polinomios P,(z) y P,(z) los cuales representan las

partes simétrica y no simétrica del polinomio real P(z) =P, (z) + P,(z) donde

&(z)%[P(z)n”P(&)} y PAz)%[P(z)—z"P@]

Teorema 2.2.1. Un polinomio P(z) es Schur si y sélo si P,(z) y P,(z2)

satisfacen las siguientes propiedades:

a) P(z) y P,(z) son polinomios de grado ncon sus mayores

coeficientes del mismo signo.

b) P,(z) y P,(z) solo tienen ceros simples los cuales pertenecen al

circulo unitario.

c) Los ceros de P.(z) y P,(z) se entrelazan en el circulo unitario.

n

Demostracion. Sea P(z)=p, + p,z+ p,z° +---+ p,z". La condicion a) es

n
equivalente a p>—p. >0, lo cual es claramente necesario para la Schur-

estabilidad. Ahora se aplicara la transformacion bilinial del circulo unitario
dentro de la mitad izquierda del plano y se usara el Teorema de Hermite-

Biehler para la Hurwitz-estabilidad. Es conocido que el mapeo bilinial,

trasforma el disco unitario abierto en la mitad abierta izquierda del plano.

Puede usarse para trasformar un polinomio P(z) en P(s) de la siguiente

forma,
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s+1
s-1

(s-)"PC)=P(s).

Se escribe,

1 n

P(S): ﬁo + ﬁls"'""" ﬁn—lsni + ﬁnS
donde cada p; es una funcién de la cual dependen los coeficientes de P(z).
La siguiente trasformacion preserva el grado entonces P(z) es Schur-
estable si y solo si I3(s) es Hurwitz-estable. Es muy sencillo verificar que la

transformacion descrita preserva el grado si y sélo si,

n

ﬁn :Z pi :P(1)¢0

i=0

y esto se cumple por la condicion c).

La transformacion de P(z) en Is(s) es una transformacion lineal T. Lo que

es lo mismo, If’(s) es la imagen de P(z) bajo el mapeo T. Entonces

TP(z)= f’(s) lo que puede ser escrito explicitamente como sigue,

> +ij=TP(z) ~B(s).m

S_

(s—l)”P(

Por ejemplo, para n=4, expresando a P(z) y F3(s) en términos del vector de

sus coeficientes,

11 1 1 1lp,| [D,]
-4 -2 0 2 4|p P,
6 -2 0 6] p, P,
-4 2 0 -2 4| p, P,
1 -1 1 -1 1fp,] |P.]
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Considerando las partes simétrica y asimétrica de P(z), y su imagen por la
trasformacion, dada por TP,(z) y TP,(z) respectivamente. Un cémputo fiel

muestra que,

TP, (z2)=P™(s), TP,(z)=P™*(s), n par

Y,
TP,(z)=P™(s), TP,(z2)=P"™(s), n impar.

Las condiciones b) y c¢) quedan mostradas a partir de la propiedad de

interrelacion para polinomios de Hurwitz, aplicada a I3(s).

Las funciones P,(z) y P,(z) con za través del circulo unitario. El

entrelazamiento puede ser verificado con la grafica de los ceros de las

funciones, ver Figura 2.2.3.

Im[z]
o % o 'r*.‘-'
12 N
e
X X
& 4
\ / Ee[z]
X X
oY ;;f/
I

Figura 2.2.3. Entrelazado de las partes simétrica y asimétrica de un

polinomio en un circulo unitario.
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2.3- Busqueda de polinomios estable mediante polinomios

conocidos.

Se obtienen dos lemas que aunque de apariencia insignificante sera de vital

importancia a la hora de generalizar ideas.

Lema 2.3.1. Sean,

R.(s) = P™ (s)+ P"™(s)

P,(s) = PP (s) + P, (s)

dos polinomios estables y del mismo grado con la misma parte par P™(s) y

diferentes partes impares "™ (s) y P,™™(s) satisfaciendo,

P’(w) < PY(w), paratodo w e |[0,o].

Entonces,
P(s) = PP (s) + P™"(s),

es estable para cada polinomio P(s) con parte impar P™ (s) satisfaciendo,

R’(w) < P’(w) < P)(w), paratodo o e [0,x].

Demostracion. Teniendo que P(s) y P,(s) son estables, P°’(w) y P, (o)
satisfacen la propiedad de interrelacion con P°(w). En particular, P’ (®) y

P)(w) no son sdlo de igual grado, sino que el signo de sus mayores
coeficientes es también el mismo dado el hecho de que es el mismo del

mayor coeficiente de P°(w). Determinado esto es facil ver que P,(®) no

satisface P°(w) < P°(w) < PY(®), para todo o € [0,:], a menos que tengan el
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mismo grado y el mismo signo para sus mayores coeficientes. Entonces la

condicion anterior fuerza a las raices de P,(w) a interrelacionarse con las de

P°®(w). Por consiguiente de acuerdo con el Teorema de Hermite-Biehler,

PP (s)+P'™ (s) es estable.m

Para esclarecer los resultados obtenidos con el lema anterior se puede

desarrollar el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3.1. Sean,

P(s) =s’ +9s° +31s° + 71s* +111s® +109s” + 765 +12
P,(s) =s’ +9s° +34s° +17s* +111s*> +109s” + 83s +12.

Entonces se tiene que,

PP (s) = 9s° + 71s* +109s% +12
P™ (s)=s” +31s® +111s° + 765
P™ (5) =s” +34s° +111s® +83s.

La Figura 2.3.1 muestra a P°(w) y la franja que forman P°(s) y PJ(s)

satisfaciendo la propiedad de interrelacion.

De esto se puede concluir que cualquier polinomio P(s) con parte impar

P'™ar(s) que satisfaciendo,
P’(w) < P’(w) < P)(w), paratodo e [0,0]

es estable. Un ejemplo de ello es el siguiente polinomio que queda contenido
en la franja,

P™"(s) = s" +32s° +111s® + 79s.
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Figura 2.1.1. P*(w) y (P°(s), PY(s)).

El lema dual del Lema 2.3.1 es el siguiente el cual se dara sin demostracion
por ser esta una consecuencia inmediata del anterior.

Lema 2.3.2. Sean,
R.(s) = B™(s)+ P"™"(s)

P,(s) = Py* (s) + P™(s)
dos polinomios estables del mismo grado con la misma parte impar P™ (s)
y diferentes partes par B™ y P satisfaciendo,

P’(w) < Pf(w), paratodo e |0,].

Entonces,
P(s) = PP (s) + P™"(s)



es estable para cada polinomio P(s) con parte par P™ (s) satisfaciendo,

P*(w) < P*(w) < Pf(w), paratodo we[0,x].
2.4- Estabilidad en polinomios con coeficientes ajustables.

Para el analisis de la estabilidad en polinomios con coeficientes ajustables
son conocidos los algoritmos Routh [2][3] y Jury [10] para la Hurwitz y Schur-
estabilidad respectivamente, y han sido demostrados basados en el
Teorema de Cruce de Fronteras por Chapellat, Mansour, y Bhattacharyya
[4]. En este epigrafe se mostrara una variante algoritmica con mejoras tanto
desde el punto de vista computacional como tedrico. Para ello se enfrentara
un desarrollo tedrico que permita la obtencidén de procedimientos capaces de

superar estos algoritmos en algunos aspectos.

2.4.1- Variante para la Hurwitz-estabilidad en polinomios con
coeficientes reales ajustables.

Sea P(s) un polinomio real de grado n positivo dado en (1.0.2), y se asume
que todos los coeficientes de P(s) son positivos.
Recordando que P(s) puede ser descompuesto en dos partes una par y otra

impar, como se muestra a continuacion.
P(s) = PP (s) + P™(s).

Ahora, se define un polinomio Q(s) de grado n-1 por,

Sin=2m: Q(s)= {P % (5) ——em_gpimr (s)} +P™ (),

2m-1

Sin=2m+1: Q(s):{Pimpar (s)—msP par (s)}+Ppar (s),

2m
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Py

pn—l

se puede definir de forma general, con = , de la forma siguiente,

Q) =P, 8" +(P,y — P, 3)S" 2+ P, sS" +(Pys — P, )S" . (2.4.1)
De ello se obtiene el siguiente resultado clave para la reduccion del grado.
Lema 2.4.1. Si P(s) tiene todos sus coeficientes positivos,

P(s) es estable <« Q(s) es estable.

Demostracion. Asumiendo, por ejemplo que n=2m, y usando el Teorema

2.1.1 (Teorema de Hermite-Biehler) se tiene,

(a) Se asume que P(s)=p, +---+ p,,S°" y por consiguiente satisface el

teorema de interrelacion. Sea,

0< Wy <Wyy <Oy, <WByp <+ <O <Oy <O s

e,m-1

el entrelazamiento de las raices de P°(w) y P°(w). Se puede

verificar  facilmente que Q°(w) y Q°(w) vienen dados por,

Q' (0) =P* (@) + P (0), =12

)
pmel

Q°(@) =P (w).

Dado esto se puede concluir que Q°(w) tiene el nimero requerido de

raices positivas, particularmente m—1 raices de P°(w):

Wy1,@p 55" gy -
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De Q°(w), se puede deducir que,

Q°(0)=P*(0)>0,

Q° (a)O,l) =P° (a)O,l) <0,

Q% (@y ) =P°(@y_,), tiene el signo de (-1)" 2,

Q°(@gp4) =P (@y 1), tiene el signo de (-1)™".

Por lo tanto, se esta listo para establecer que Q°(w) tiene m-1

raices positivas w;,,,,, -, ;, que se entrelazan con las raices de

Q°(w). Dado que ademas Q°(w) es de grado m-1 en w”, éstas
son las unicas raices positivas que puede tener. Finalmente, se ha

visto que el signo de Q°(®) en la dltima raiz «,,_, de Q°(») es el de

(-1)™*. Pero el coeficiente més alto de Q°(w) es nada mas que,

Q2m—2 (_1) e .

De esto q,,,, debe ser estrictamente positivo, como q,, ; = P,,_4, POr
otra parte Q°(w) tendrian un cambio de signo de nuevo entre @, _, ¥

+o, que produciria la contradiccion de Q°(w) que tiene m raices

positivas (mientras es un polinomio de grado m-1 en ). Por lo

tanto Q(s) satisface la propiedad de interrelacion y es estable si P(s)

lo es.

(b) A la inversa se asume que Q(s) es estable. Se escribe,

P(S) — [ par (S) + lLﬁQimpar (S)]-i— Qimpar (S) ’ U= M -

2m-1
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Por la misma razdén que en (a) se puede ver que P°(w) ya tiene el
numero requerido de m-1 raices positivas, y que P°(w) ya tiene

m-1 en el intervalo (0, a)ovm_l) que se entrelazan con las raices de

P°(w) . Ademas el signo de P°(w) en w,,_, es el mismo que (-1)"*,

2m

mientras que el término p,,s“" en P(s) genera el signo de P°(w) en

+o quees (-1)". Asi P°(w) tiene una raiz m -ésima positiva,
a)e,m > a)O,m—l’

tal que P(s) satisface la propiedad de interrelacion y es por

consiguiente estable.m

El lema anterior demuestra que la estabilidad de un polinomio P(s) puede

ser verificada mediante la reduccién sucesiva del grado por tanto se esta en

condiciones de elaborar un algoritmo para verificar la estabilidad.

Algoritmo 2.4.1.
1) Se fija P@(s)=P(s),
2) Se verifica que todos los coeficientes de P® (s) son positivos,
3) Se construye PV (s)=Q(s) acorde a (2.4.1),

4) Se regresa a 2) hasta que 2) sea violado (P(s) no es Hurwitz) o hasta

alcanzar P"?(s) (el cual es de grado 2) en este caso la condicion 2)

es también suficiente (P(s) es Hurwitz).
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Se puede verificar que este procedimiento es similar a la prueba de Routh [3]
que genera la tabla de Routh. La prueba también muestra una propiedad
conocida como lo es la de que para un polinomio estable no sélo la primera
columna de la tabla entera de Routh debe consistir en numeros positivos.
Sin embargo el procedimiento descrito aqui no permite contar los ceros
estables e inestables del polinomio como puede hacerse con el Teorema de
Routh, aunque puede verificarse sin tanto costo computacional la
estabilidad. Seguidamente mediante un ejemplo se dara una comparacién

entre ambos algoritmos.

Ejemplo 2.4.1. Considerando el polinomio real de grado 4,
P(s)=s* +as® +bs* +cs+d.

Siguiendo el algoritmo descrito anteriormente se forman los polinomios,
1 @ 3 Cl.
u=—,yPY(s)=as’+|b—-—|s"+cs+d,
a a

y entonces,

2 2
U= a ,yP(S)(s):(b—Ejsz+ c-29 |siq.
ab—c a ab—c

Observando que en cada caso solo la parte par o impar del polinomio es
modificada, se necesita verificar la positividad del siguiente conjunto de

coeficientes,
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Pero esto es justamente la tabla de Routh para este polinomio.
Se nota que un lema similar puede ser derivado si se asume que todos los

coeficientes de P(s) positivos son remplazados por la asunciéon de que sélo
los dos coeficientes de mayor grado p,, y p, son positivos. El algoritmo

correspondiente llevaria entonces exactamente a verificar que la primera
columna de la tabla de Routh es positiva. Sin embargo desde que el
algoritmo requiere que la tabla entera se construya, es mas eficiente verificar

que cada nuevo coeficiente es positivo.

2.4.2- Variante para la Hurwitz-estabilidad en polinomios con

coeficientes complejos ajustables.

Un algoritmo similar puede ser derivado para chequear la estabilidad segun
Hurwitz para polinomios complejos [2]. La demostracion es muy similar a la
del caso real por lo que es omitida. Seguidamente se pasara a dar una

descripcion precisa del algoritmo.

Sea P(s) un polinomio complejo de grado n dado en (1.0.3),

donde,

1
T(S) :ﬁ P(S) .

n n

Asi T(s) puede ser escrito como,

n

T(S) :(CO + ]do) + (Cl + jd1)5+"'+ (Cn,l + jdnil)sn—l +s",
y se puede notar que,

— an—lan + bn—lbn
a’ +b?

n-1
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Se asumira que ¢, , >0, lo cual es una condicién necesaria para que P(s)

sea de Hurwitz. Como es usual se escribe, T(s)=T;(s)+T, (s), donde,

T.(s)=c, + jd,s+C,8° + jd s +---,

T,(s)=jd, +c;s+ jd,s? +c353 Feee

Ahora se define el polinomio Q(s) de grado m -1 por,

Sin=2m: Q(s)= [TR (s) - sT, (s)} +T,(5),

2m-1

Sin=2m+1: Q(s)=[TI (s)—CisTR(s)}+TR(s),

2m

esto es en general con u=
Cn—l

Q(s)=[c,, + j(d,; —sd, , )" + [(c,, —uc,5)+ jdn—z]sm2
+[Cn—3 + j(dn—S _:udn—4)]sn_3 teee

Ahora es exactamente como para el caso real, por lo que el siguiente lema

puede ser demostrado sin dificultad.

Lema 2.4.2. Si P(s) satisface a, ,a, +b, b, >0, entonces,

P(s) es Hurwitz-estable < Q(s) es Hurwitz-estable.

Se esta en condiciones de expresar esta idea de forma algoritmica.

Algoritmo 2.4.2.
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1) Sefija P (s)=P(s),

2) Se verifica que los Ultimos dos coeficientes de P (s) satisfacen
aal +b®b® >0,

3) Se construye T (s) = —; L PO (s),
a

)+ jo®

n

4) Se construye P (s)=Q(s) como anteriormente,

5) Se vuelve al paso 2) hasta que se encuentre alguna violacién en 2)
(P(s) no es Hurwitz) o hasta que se alcance P (s) (que es de grado

1) en cuyo caso la condicién 2) es suficiente (P(s) es Hurwitz).

2.4.3- Variante para la Schur-estabilidad en polinomios con coeficientes

ajustables.

Se dara aqui un desarrollo general para polinomios complejos de una
variante para el algoritmo de Jury, lo que claramente es aplicado para el
caso real, el algoritmo de Jury puede ser visto en [15]. Se tiene, un polinomio

de grado n dado en (1.0.4), se dara ahora una simple condiciéon necesaria.

Propiedad 2.4.1. Una condicién necesaria para que P(z) sea un polinomio

de Schur es que,
[Pa]> P

Ciertamente si P(z) tienen todas sus raices z,,...,z, en el interior del circulo

unitario entonces el producto de sus raices viene dado por,
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(—1)nﬁ Z; Z&’
i-1 Pn

por lo tanto,

n

=11z

i=1

Po
o

Ahora se considera el polinomio P(z) de grado n,

n

P(z)=Ppo + PiZ+--+Pp,2".

Se denota con Z el conjugado de zy se define,

Q(Z)Zznp(%Jz ﬁozn + ﬁlzn_l +- ﬁn—lz_‘_ ﬁn’
Z

R(Z)=%(P(Z)—%Q(Z)J-

Es facil ver que R(z) es siempre de grado menor o igual n—1. Se define un

lema de gran importancia pues permite una reduccion de grado sin pérdida
de la informacion sobre la estabilidad al igual que fue trabajado en el caso de

la Hurwitz-estabilidad.
Lema 2.4.3. Si P(z) satisface |p,|>|p,|, se tendra la siguiente equivalencia,
P(z) es un polinomio de Schur < R(z) es un polinomio de Schur.

Demostracion. Se observa primero algo obvio,

R(z) es un polinomio de Schur < zR(z) es un polinomio de Schur.
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Se considera ahora la familia de polinomios,

P.(2)=P(2) - %Q(Z), donde 4 <[01].

n

Se puede ver que P,(z)=P(z), y P, (z)=2R(z). Ademas el coeficiente de

grado n de P,(z) es,

p _ﬂ|p0|2
" [

y satisface,

p_lM

> [P, = A= Po| > [P | —[Po| > 0,

Po
P,

n

para que P, (z) tenga restos fijos de grado n.

Se asume en busca de una contradiccién que uno de los dos polinomios

P,(z) o P,(z) es estable mientras que el otro no lo es. Entonces por el

Teorema 1.2.4 (Teorema de Cruce de Fronteras) se concluye que podria

existir un 4 en [0,1], tal que P, (z)tiene una raiz en el circulo unitario en el

punto z, =e!’, #<[0,27), o sea,

P, (20) = P(2,) - 220 2; P{_i}o.
p Zy

n

. . : , ..o 1
Pero para cualquier numero complejo z en el circulo unitario, Z=—, vy
z

ademas implica que,
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PA(ZO):P(Zo)_ﬂ%Zngo):O- (2.4.1)

n

Tomando el complejo conjugado de esta ultima expresion se concluye que,

Tzo)-z%zgp(zo):o. (24.2)

n

Ademas por (2.4.1) y por (2.4.2) y después usando el hecho de que |z,|=1,

2
P(z,) 1- 72 |p°|2 _o. (2.4.3)
[Py
[po|°
Asumiendo A° W <1, ademas (2.4.3) implica que,
Pn
P(z,)=0. (2.4.4)
Pero esto implica que,
P(z,)= P[_iJ =0,
ZO
y por consiguiente,
R(z,)=0. (2.4.5)

Por (2.4.4) y (2.4.5) se contradice la suposicion de que uno de los dos

polinomios P(z) y zR(z) es estable, y con esto se concluye la demostracion

del lema.m
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El lema anterior conduce al siguiente procedimiento para reducir el grado y
probar la estabilidad. Seguidamente se pasa a mostrar el algoritmo
correspondiente.
Algoritmo 2.4.3.

1) Sea P°(z)=P(2),

2) Comprobar ‘pé‘)‘ >‘pé”‘ :

i p (i) 1 06 péi) nml 1
3) Construir P (z) == P (2) -—-2"P| ~ ||,
z Pn z

4) Volver a 2) hasta que 2) sea violado (P(z) no es Schur) o hasta

alcanzar P (z) (cuyo grado es 1), en cuyo caso la condicién 2) es

ademas suficiente y P(z) es un polinomio de Schur.

Se puede verificar que este procedimiento es superior al Jury [15] para el

analisis de la Schur-estabilidad, ello se ilustra con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4.2. Considerando un polinomio real de grado 3, en funcién de z,
P(z)=2°+az® +bz+c.
Acorde con el algoritmo, se forma el siguiente polinomio,
ety o]
z z
=(1-c*)z* +(a—bc)z+b-ac,

y entonces,
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- o e[

_ (1-c?)? —(b—ac)? , +(a—bc)(1— b—acj
1-c? 1-¢? )

Por otra parte, la tabla del procedimiento de Jury viene dada por,

c b a 1
1 a b c
¢’ -1 cb-a ca—b
ca—b cb-a c’-1
[(c®-1)° —(ca-b)> (cb-a)|(c>—1) - (ca—b)]

Aqui, las primeras dos lineas de la tabla corresponden a los coeficientes de
P(z), la tercera y cuarta lineas los de P (z) y la tltima a P®(z2), se puede

ver que el procedimiento llevado a cabo es similar al de Jury aunque con

resultados algoritmicos superiores.
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Capitulo 3: Estabiidad de polinomios
con coeficientes dados por intervalos.

€l fin debe jutificar los medios.
Matthew Prior.

e consagrara este capitulo principalmente a un resultado demostrado
5 inicialmente en 1978 por V. L. Kharitonov [36] [38], relativo al analisis
de la Hurwitz-estabilidad de una familia de intervalos de polinomios [34].
Este resultado es tan sorprendente y elegante que ha sido punto llamativo
de un interés renovado en la actual Teoria de la Estabilidad. En las
siguientes secciones se mostrara el Teorema de Kharitonov y variantes para
su demostracion haciendo uso de todos los elementos desarrollados en los
capitulos precedentes; mostrando asi la estabilidad de polinomios con
coeficientes dados por intervalos como una consecuencia inmediata de la
estabilidad para polinomios con coeficientes puntuales. Se enfatizara en un
resultado fundamental de este trabajo como lo es el de que este teorema
generaliza el Teorema de Interrelacién o de Hermite-Biehler. Se estudiaran
algunas propiedades de los polinomios de Kharitonov y por ultimo se
demostrara que el Teorema de Kharitonov no es valido para el analisis de la
Schur-estabilidad [28] empleando para el analisis de la misma otros

teoremas clasicos a modo de conclusion sobre este topico [39][40].

3.1- Estabilidad de polinomios con coeficientes dados por

intervalos.

Como se conoce un conjunto de polinomios es Hurwitz-estable si y solo si
cada elemento del conjunto es un polinomio de Hurwitz, pero evidentemente
esto no servira de mucho en la practica, es necesario reducir a un numero

finito de casos los elementos a comprobar, tarea que a simple vista es
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engorrosa, pero el Teorema de Kharitonov brinda una sorprendente
reduccion. Para facilitar la comprension de este teorema se mostrara primero
un analisis para polinomios con coeficientes reales dados por intervalos y
después con mas elementos conformados se enfrentara una generalizacion

para coeficientes complejos dados por intervalos.

3.1.1- Teorema de Kharitonov para polinomios con coeficientes reales

dados por intervalos.

La principal meta de este capitulo es mostrar el Teorema de Kharitonov
como una generalizacion del Teorema de Hermite-Biehler y por lo tanto se
desarrollara toda una teoria con ese objetivo. Se definiran algunos

elementos utiles para nuestro posterior desarrollo.

Considerando el conjunto 7 (s) de polinomios de grado n de la forma,
5(8) =0y +05+0,8°+5,8°+9,58" +..+ 58"
donde los coeficientes se encuentran dentro del siguiente rango,
8y €% Yol, S, €[, ¥, ]+ 6, €[x., v, ]
Denotando el conjunto de estos intervalos como sigue,
é=[5o,511“'15n]

e identificando al polinomio o&(s) con el vector de coeficientes o, se

introduce el hiper-cubo,
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Se asume que el grado se mantiene invariante sobre la familia, o lo que es lo
mismo 0 ¢ [xn, yn][26]. Tales conjuntos de polinomios son llamados familia de

intervalos reales, lo que es una forma mas relajada de referirse a 7 (s) como

intervalo polinomial. Ahora se esta en condiciones de plantear el Teorema de

Kharitonov para intervalos de polinomios.

Teorema 3.1.1. (Teorema de Kharitonov).
Cada polinomio de la familia 7 (s) es Hurwitz si y solo si los siguientes cuatro

polinomios extremos son Hurwitz,

KY(S) = X, + XS+ Y,8° + ¥,8° + X,8" + X.8° + Y, 8° +- -+,
K2(S) = X + Y, + Y,8” + X,8° + X, 5" + Y8 + y,8° +--+,
K3(s) = ¥, + XS+ X,8° + V,8* + y,8* + x.5° + x,8° +-+-,  (3.1.1)

K4(3) =Yt )/1S+X282 + X3S3 + y454 + y535 + x636 doeee,

El hiper-cubo A y los vértices que corresponden a los polinomios de
Kharitonov se muestran en la Figura 3.1.1.

Para desarrollar una demostracion del Teorema de Kharitonov mediante el
Teorema de Hermite-Biehler se hara uso de dos lemas obtenidos y
demostrados en el capitulo anterior. La demostraciéon del teorema a sido
enriquecida con variantes y reducciones desde su aparicion, ahora se
tomaran elementos de las mas clasicas [22][25][26][30][33][34][44][47] y se
conformara una demostracién con los elementos tratados en los capitulos
precedentes.

Los polinomios de Kharitonov sefalados en (3.1.1) son construidos de dos
partes pares diferentes K (s) y K (s) y de dos partes impares K™ (s) y

K™= (s) definidas debajo.

67



e

'

Figura 3.1.1.

Las partes pares son,

KP2r(s) = Yy + X,8% + Y,8" +X,8° + g8° +++,

max

KP(S) = Xy + Y,8° + X, 8" + YS° + X,8° +-++,

min

y las impares,

Krinma?(ar (s)=y,s+ X383 + y555 + X7s7 + ygs9 4,

K impar

min

Hiper-cubo A y los cuatro vértices de Kharitonov.

() = XS+ Va8 + X" + Y,8 + XS+,

i

Ahora se pueden rescribir los polinomios de Kharitonov dados en (3.1.1) de

la siguiente forma,

Kl(s) — K par (S) + Kimpar

min min

KZ(S) — K par (S) + Kimpar

min max

K3(S) — K par (S) + Kimpar

max min

K4(S) - K par (S) + Kimpar

max max

(s),

(3.1.2)
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La motivacion para los subindices “max” y “min” es la siguiente. Sea 6(s) un
polinomio arbitrario con sus coeficientes dentro del hiper-cubo A y sea

o™ (s) su parte par. Entonces,

Krax (@) = Y, _Xza)2 + Y4a)4 _Xsa)B + ysa’g +--,

5(0) = 8, - 8,0° + 5,00" — 50° + 5,08 + -+,

K. (@) = X, — V,0° + X,0* — y,0° + X,0° + -+,

por lo que,

Ke (@)= (@) = (Y, —5,) + (5, = X,)0° + (Y, —6,)0" + (55 — Xg)0° +-++,
Y,

5% (@) — K& (@) = (8 — %) + (Y, = 8,) 0% + (5, =X, )" + (Vs — 55 )@° +--.
Por consiguiente,

KE (@) <5%(w)<KE, (@), paratodo we[0,) (3.1.3)
Similarmente, si 6™ (s) denota la parte impar de 5(s) v,
5™ (jo) = jos’ (o)
se puede verificar que,
K () <5°(w) <K% (w), paratodo wel0,x]

max

En la Figura 3.1.2 se ilustran estos resultados.
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Figura 3.1.2. Rectangulo 7 (jw) paralelo al eje [33].

Ahora se esta en condiciones de pasar a demostrar el Teorema de

Kharitonov.

Demostracion. (Teorema de Kharitonov).

Al proceder con la demostracion del Teorema de Kharitonov se nota que la
condicion necesaria es ftrivial dado que si todos los polinomios con
coeficientes en el hiper-cubo A son estables, es claro que los polinomios de
Kharitonov deben ser estables también ya que sus coeficientes estan en A.

Para la condicion suficiente, se asume que los polinomios de Kharitonov son
estables, y se tiene que 5(s) =0 (s)+0™ (s) es un polinomio arbitrario
perteneciente a la familia 7 (s), con parte par 6" (s) y parte impar "™ (s).

Se concluye, por Lema 2.3.1. aplicado a los polinomios estables K3(s) y

K*(s) en (3.1.2) que,

K 2 (s)+ 8™ (s) es estable.

max

Similarmente, por Lema 2.3.1. aplicado a los polinomios estables K'(s) y

K?(s) en (3.1.2) se concluye que,

K 2 (s)+ 8™ (s) es estable.

min
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Ahora, de (3.1.3) se tiene que aplicando el Lema 2.3.2 a dos polinomios

estables,

K () +6™(s) 'y KT (s)+6"™ ()

se concluye que,
O™ (s)+0™ (s)=5(s) es estable

Puesto que 6(s) es un polinomio arbitrario de 7 (s) se puede llegar a la

conclusion que la familia de polinomios 7 (s) es estable, con lo que queda

probado el teorema.m

Se puede notar que para coeficientes de orden superior se dan los

polinomios de Kharitonov de la siguiente forma,

KY(s)=X,8" +V, 8"+ Y, ,8" 2 +X, 48" +X, _,8"* +--

K2(s)=X,8" + X, 8" + ¥, ,8" 2 +Y, 8" +X, 8" +--

KS(S) — ynSn + Xn,lsn_l + Xn,zsn_z + ynissn—a + yn,45”‘4 T

KAS)=y,8" + ¥, 48"+ X, ,8" 2 +X 8" +y ,s"* +....

Ahora se vera un ejemplo de gran sencillez para reafirmar todo lo

anteriormente expuesto.

Ejemplo 3.1.1. Considere el problema de chequear la estabilidad del

siguiente polinomio,
5(s)=0,8" +5,5° +5,8° +5,5+0,

cuyos coeficientes estan definidos en,
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54E[X41y4]’ 53E[X3’y3]’ 5ze[xz’y2]’ 516[X11y1]’ 506[)(0’3/0]-

De donde la asociacion de los polinomios par e impar de la prueba de

Kharitonov son los siguientes,

2 4 2 4
Kmp?r:(s)zxo"’yzs +X,5, Knﬂ’:;(s)zyo+xzs +Y,.S,
i 3 i 3

Krlnn;rF:HIr (S) =X S+Y;38, KrInma‘:(ar (5) =Y,S+X;5.

Quedando definidos los polinomios de Kharitonov como,

KY(S) = Xo +X,5+Y,8° + Y58  +X,8%,  KZ(S) =X, +Y,S+VY,5° +X,8° +x,8%,

K3(s) =y, +X,S+X,8° +y,8° +v,s", K*(s) =Yy, +Y,S+X,5° +X;8° +y,s".

El problema de chequear la estabilidad de la familia se reduce a chequear la
Hurwitz-estabilidad en estos cuatro polinomios. Esto se reduce a chequear
que los coeficientes tienen el mismo signo, y que se cumplen las siguientes

desigualdades,

KY(s) Hurwitz: y,y, > X X,,  X,Y,Ys > XX, +Y2X,,
K2(s) Hurwitz: y,X; > Y, X,, Y, Y, X > Y2X, +X2X,,
K3(s) Hurwitz: X,y; > XY, XX, Y5 > XY, + Y2y,
K*(s) Hurwitz: X,X; > VY.,  Y,X, X3 > Y7y, +X2Y,.

Por lo que sin gran dificultad queda resuelto el problema, ahora se esta en
condiciones de pasar a ver el Teorema de Kharitonov para polinomios con

coeficientes complejos dados por intervalos.
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3.1.2- Teorema de Kharitonov para polinomios con coeficientes
complejos dados por intervalos.

Hecho ya un andlisis del Teorema de Kharitonov para polinomios con

coeficientes reales se estd en condiciones de generalizar algunas ideas.

Considerando el conjunto 7~ (s) de todos los polinomios complejos [28]

[33][41] de la siguiente forma,

6(s) = (g + 1Bo) + (e, + |B)s +---+(a, + 15, )S"

con,
a, E[Xo'yo]’al E[Xllyl]"”v a, G[Xn’yn]

Y,
Bo E[Uo’vo],ﬁ1 e[ulivl]""’ B, e[un’vn]'

Esta familia de intervalos complejos de polinomios de grado n los cuales
incluyen la familia de intervalos reales estudiados es un caso especial de la
misma. Esto naturalmente es considerado la generalizacion del Teorema de
Kharitonov para el caso de una familia real. Se asumira que el grado se

mantiene invariante, introduciendo dos conjuntos de polinomios siguientes,

Ky (8) = (X, + jug) + (X, + jvy)s+ (Y, + jv,)s* + (Y5 + juy)s®
+ (X, + ju,)st + (X + jvg)s® +-e,
K5 (S) = (X, + Vo) + (Y, + jv)s+ (Y, + ju,)s® +(X; + juy)s®
+ (X, + v, )8t + (Vs + jVg)S® +--e,
KI(s)= (Y, + juy)+ (X, + juy)s+(x, + jv,)s® +(y, + jvy)s®  (3.1.4)
+ (Y, + ju,)s® +(Xg + jug)s® +o,
K7 (S) = (Yo + JVo) + (Y, + ju,)s+ (X, + ju,)s? + (X, + jv;)s®

+(y4 + jV4)S4 +(y5 + jUS)SS o
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Ys

Ky (S) = (Xo + jup) + (Y, + juy)s+(y, + jv,)8% + (X, + jv;)s°
+(X, + ju,)st +(ys + jug)s® +--,

K5 (S) = (Xg + Vo) + (X, + juy)s+(Y, + ju,)s® + (Y, + jv;)s°
+ (X, + v, )8t + (X + jug)s® +---,

K3 (s)=(y, + jug)+(y, + jv,)s+ (X, + jv,)s° + (X, + jus)s®  (3.1.5)
+(Ya + Jug)s? +(Ys + jV5)s® +ov,

K, (S) = (Yo + JVo) + (X, + jv,)s+(X, + ju,)s® +(y, + ju,)s®

+ (Y, + Vst +(Xg + jvg)s® +-ee.

Teorema 3.1.2. La familia de polinomios 7" (s) es Hurwitz si y sélo si los
ocho polinomios de Kharitonov K, (s), K, (s), K5 (s), K, (s), K, (s), K, (s),

K; (s), K, (s), son todos de Hurwitz.

Demostracion. La condicidn necesaria es obvia porque los ocho polinomios

de Kharitonov estan en 7 (s). Para la prueba de la condicion suficiente hay

que prestar atencion al Teorema de Hermite-Biehler para polinomios
complejos.
Se puede observar que los polinomios de Kharitonov (3.1.4) y (3.1.5) son

compuestos de los siguientes polinomios extremos.

Para los polinomios de Kharitonov “positivos” se define,

R (8) = Yo + jUiS+X,8% + jvg8” +y,8" +--
R;“n (S) =X + jvls+ y232 + ju353 +X434 +e
IrJTrlax(S) =V, +Y,S+ ju252 +X353 + jv454 I

I +

min (S) = juo +X,S+ jVZS2 + y333 + ju4s4 4

por tanto,
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KlJr (S) = Rr;in (S) +1 r;in (S)
K; (S) = RrJTr1in (S) +1 r;ax (S)
K; (S) = RrJTrlax (S) + I rJTrlin (S)

K4 (8) = Ro (8) + 1 7 (5)-

max
Para los polinomios “negativos” se tienen,

Ry (8) = Yo + jV1S+X2SZ + ju353 + 3/484 +eee
R“_“n (S) =Xp t+ juls+ y232 + jV3S3 +X454 +-.-
s (8) = JVo + XS+ jU,8” + Y587 + jv,s° +---

Lo (S) = jUp + Y, S+ jv,8% +X,8° + ju,s* +-+-
y por tanto,

K17 (S) = Rr;in (S) +1 n;in (S)
K; (S) = Rn71ir1 (S) +1 r;ax (S)
K?:_ (S) = Rr;ax (S) +1 r;in (S)

K4 (8) = R (8) + 1 (S)-

+ t

R.. (jo) y R, (jo) sonrealesy I (jw) y I..(s) sonimaginarios. Donde
Re[6(jo)]=5" () y Im[6(jw)]=5"(w) denotan la parte real e imaginaria de

o(s) evaluado en s = jw. Se tiene entonces,

S (w)=a, - Po—a,0" + By0° +-+,

5" (@) = By + o0~ Br0* —a,0° +---.

Es facil verificar que,
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R (j0) <8 () <R}, (jo)
M<5i(a))< | nex () COE[0,00] (3.1.6)

J J
RrJTrﬂn (_]0)) Sé‘r(a)) < Rr;ax(ja))

Lo (1) _ 1y < Jmas (i) oel0-=] (3.1.7)
J J

La estabilidad de los cuatro polinomios positivos de Kharitonov garantizan la

+

interrelacién en la franja real delimitada por R, . (jo) v R..(j®) con la

+ +

franja imaginaria delimitada por |, (jo) y |, (Jo) para @>0. La relacion
(3.1.6) garantiza que la parte real e imaginaria de un polinomio arbitrario en
I7(s) estan forzadas a entrelazarse para ®>0. Analogamente, usando
(3.1.7) y los polinomios negativos de Kharitonov entrelazados para @ <0.
Ahora por el Teorema de Hermite-Biehler para polinomios complejos d(s) es

Hurwitz. Dado que &(s) es arbitrario, cualquier polinomio de I~ (s) es

Hurwitz.m

En el caso complejo la parte real e imaginaria de J(jw) son polinomios en

® ynoen o, por lo que es necesario ver la interrelacion de la raices en el
eje imaginario completo y no sélo en la parte positiva. Esta es la razon por la
que hay que chequear ocho en vez de cuatro polinomios para el caso

complejo.

3.2- Generalizacion del Teorema de Hermite-Biehler.

En el epigrafe anterior se usé el Teorema de Hermite-Biehler en conjunto
con importantes resultados obtenidos en el capitulo anterior para demostrar
el Teorema de Kharitonov, mostrando asi un orden légico de ideas, en esta
seccion se interpretara el Teorema de Kharitonov en términos de las

propiedades de interrelacion o Teorema de Hermite-Biehler mostrandolo
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como una generalizacion del mismo. En el Capitulo 2 se pudo ver que la

Hurwitz-estabilidad para un polinomio simple,
S5(s) =5 (s) + 5™ (s)
es equivalente a la propiedad de interrelacion de,

0% (w)=6" (jo),y

_ 5™ (jo)
jo

5° ()

Considerando la Hurwitz-estabilidad de una familia de intervalos 7 (s) se

observa que la familia es estable si y so6lo si cada elemento satisface la
propiedad de interrelacion. En vista de que los cuatro polinomios de
Kharitonov deben cumplir con la propiedad de interrelacion, dicha propiedad

bebe cumplirse por cualquier miembro de la familia. Este punto de vista es

tratado en la siguiente variante del Teorema de Kharitonov. Sea, @, (a)er:““)

denota las raices positivas de K:_ (0)(K:. (®)) y a)g:ax(a){,:“") denota las

max min

raices positivas de K (0)(K?. (®)) .

Se enunciara un teorema que mostrara la estabilidad entre intervalos de
polinomios como una generalizacion de la estabilidad de polinomios el cual
no se demostrara por ser una consecuencia evidente. De todo lo

anteriormente expuesto.

Teorema 3.2.1.

La familia 7 (s) contiene sdlo polinomios estables si y solo si,

1) Los polinomios K¢_ (@), K& (), K (), K2 (w) tiene solo raices

max min max min

reales y el conjunto de raices positivas entrelazadas es el siguiente,

min max min max min max

min max
O<w,” <o,” <ay" <w,” <o, <@, <o, <o, <-,
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2) K& (0), K& (0), K° (0), K2 (0) no son ceros y tienen el mismo

min max min

signo.

Este teorema es ilustrado en la Figura 3.2.1, la cual muestra el
entrelazamiento de las franjas impar y par implicando el entrelazamiento de
las partes par e impar de cada polinomio en la familia de intervalos. Ahora se
puede ilustrar la propiedad de interrelacién de intervalos de polinomios [29]

[42] con un ejemplo.

e W)
. I
", “, i :||-'| . (w)
-"'\'\__"' ) — |
---'H__— -.. "H\
Yool . ™., - -
. R . - . R
nin T3 RS _. ! Y %
TN NN AN S B Ay BANDAN
5 h '.\ ", _‘,' - %, -
e\ N N\
BN - :
. e ]
- \'I'.IIII[“-]

Figura 3.2.1. Entrelazamiento de las franjas par e impar.

Ejemplo 3.2.1. Considerando la familia de intervalos,

5(s)=8" +5,5° +6,8° +6,5" + 5,5 +6,5° + 6,5+ 6,

donde,
5, €[9,9.5], 5, €[31,315], &, €[71715]
5, €[1111115], &, €[109,109.5], &, €[76,76.5]
5, €[1212.5]

entonces,
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K (0)=-90° +71.50" —1090* +12.5
KS. (0)=-9.50° + 71o* —109.50> +12
Ko (@) =—0° +31.50" —1110° +76.5

K (@) =-0° +3lo* ~111.50° + 76

Se puede verificar la propiedad de interrelacién de estos polinomios (ver
Figura 3.2.2).

100

s0F

o

Figura 3.2.2. Propiedad de entrelazamiento de un intervalo de polinomio.

La Figura 3.2.2 muestra como todos los polinomios con partes par limitadas

0
min

por K¢ (@), K. () y partes impar limitadas por K°_ (@), K> (@) en el eje
imaginario satisfaciendo la propiedad de interrelacion donde los polinomios
de Kharitonov son estables. La Figura 3.2.2 ademas muestra que la
propiedad de entrelazamiento para un polinomio simple estable
correspondiente a un punto 6 como coeficiente del espacio generalizado al
hiper-cubo A de polinomios estables con el requerimiento de “entrelazado”
de las franjas par e impar. Esta interpretacion es util [39] [46], por ejemplo

puede usarse para mostrar que para los polinomios de orden menor que
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seis, menos que cuatro polinomios de Kharitonov son necesarios para ser
probar la estabilidad.

Se puede enriquecer mucho estas ideas anteriores haciendo un estudio de
las propiedades de los polinomios de Kharitonov lo que puede aportar

mucho desde el punto de vista tedrico.

3.3- Interpretacién del conjunto imagen.

Es importante en este punto extraer la mayor cantidad de resultados
posibles respecto a los aspectos tratados, para ello se mostrara una

instructiva interpretacion del Teorema de Kharitonov [35] [39] [43] en

términos de la imagen en el plano complejo del conjunto de polinomios 7 (s)

[21], evaluados en s=jw para cada we[0,»]. Se puede denotar con

I (jw) el conjunto de numeros complejos d(jw) de la siguiente forma,

I(jo)={6(jo):5 A}

Se sabe que por,

KE (0)<8%(w)<KE, (w), paratodo w e (0,00}

max

K. (@) < 8%(w) <K° (@), para todo o €[0,]

max

I (jw) es un rectangulo en el plano complejo con las esquinas K, (jo),
K,(jo), K;(jo), K,(jw) correspondiente a los polinomios de Kharitonov
evaluados en s= jw. Esto se muestra en la Figura 3.3.1. Como o corre
desde 0 a « el rectangulo 7 (jw) varia en tamafo y localizacion pero

siempre se mantiene paralelo a los ejes real e imaginario del plano complejo.

Se ilustrara esto usando un ejemplo numérico.
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Ejemplo 3.3.1. Considerando el intervalo de polinomio del Ejemplo 3.2.1. El
conjunto imagen de esta familia es calculado por varias frecuencias. De
estas frecuencias dependen los rectangulos que se muestran en la Figura
3.3.1.

150f g
ot i
= sof it ! .
ofb— :
. 1 .
o ]
el |
=50 L 1
~s0 o 0 100 150
Real

Figura 3.3.1. Conjunto imagen de intervalos de polinomio.
3.3.1.- Reduccidn del conjunto imagen.

Una noble y sencilla reduccion se puede obtener dado que 7 (jw) es un
rectangulo paralelo a los ejes con K, (jw), K,(jo), K;(jo), K,(jo), como

esquinas, lo que motiva a introducir una familia reducida 7 (s) c Z (s) la cual
genera el conjunto imagen 7 (jw) en cada @. Sea f,(s)denota el polinomio

central de la familia 7 (s).

Xo+Yo Xt Vi, KotV
2 2 2

ﬂo (S) =

e introduciendo los polinomios par e impar,
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Pe(8) = Ko (8) — K (5)
ﬁo (S) -K impar (S) - K impar (S) )

max min

Se define,
T (8)=1B(5) = By (S) + M. (8) + 2, By (5) | ] <1, =12}
Es facil ver que,
To(s) <I(s),

pero,

I,(jow)=1(jw), paratodo ®=0.

Se muestra que los n+1 parametros de la familia de intervalos de

polinomios 7 (s) pueden ser siempre remplazados por los dos parametros

experimentados de la familia 7 ,(s) donde los dos generan la misma imagen

a cada frecuencia. Se enfatiza que este tipo de reducciéon de parametros
basada en propiedades del conjunto imagen se cumple en los casos mas
generales, hasta incluso cuando la familia no es un intervalo y la region de
estabilidad no es la mitad izquierda del plano. Claro esta que para el caso

de Hurwitz intervalos, el Teorema de Kharitonov muestra como esta

reduccién reduce a los cuatro vértices K, (s).

3.3.2- Prueba del Teorema de Kharitonov basada en el conjunto

imagen.

Se dara una prueba del Teorema de Kharitonov basado en un analisis del

conjunto imagen [27] [29] [45]. Suponiendo que la familia 7 (s) es de grado
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n y contiene al menos un polinomio estable. La estabilidad de la familia 7 (s)
puede determinarse verificando que ningun polinomio en la familia tenga una
raiz en el eje imaginario. Esto es inmediato a partir del Teorema de Cruce de

Fronteras del Capitulo 1. Ciertamente si algun elemento de 7 (s) tiene raiz

inestable entonces alli también debe existir una frecuencia @ y un

polinomio con una raiz en s= jo . El caso » =0, queda fuera dado que

e
max

esto entraria en contradiccion con que K¢ (0) y K?. (0) son del mismo
signo.

Asi es solo necesario chequear que el rectangulo 7 (jo ) excluye al origen
del plano complejo para cada @ >0, suponiendo que los polinomios de
Kharitonov son estables. Por la propiedad de monotonia del argumento del

angulo del polinomio de Hurwitz se puede decir que las esquinas K,(jw),
K,(jo), K;(jo), K,(jw), de I(s) comienzan se puede decir en el eje real

positivo, girando estrictamente en contra de las manecillas del reloj alrededor

del origen y no pasa sobre él, cuando @ corre desde O hasta «. Ahora

suponiendo por contradiccion que 0e7 (jo') para algin o >0. Dado que
I (jo) se mueve continuamente con respecto a o y el origen esta fuera de
7(0) se tiene que existe w, <" para el cual el origen simplemente esta en
el conjunto 7 (jw,). Ahora se puede considerar la situacion limite en la cual
el origen esta en la frontera de 7 (jw,) y es justamente por estar en este

conjunto como @ aumenta a partir de @, .

Esto es representado en la Figura 3.3.2. El origen puede estar en uno de los
cuatro lados del rectangulo del conjunto imagen, se puede decir, en AB. Se
puede verificar esto facilmente en cada uno de los casos en que la entrada
del origen implica que el argumento del angulo de una de las esquinas, A 0
B en la cara a través de la cual la entrada toma lugares, decrece cuando se

incrementa » a w=w,. Dado que las cuatro esquinas correspondientes a

los polinomios de Kharitonov son Hurwitz-estables, se tiene una
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contradiccion con la propiedad de aumento monotono del argumento del

angulo para polinomios de Hurwitz.

-
lenag Irag

Real A & [EXE

| PRV EFS INITETS

[

Fenl [Renl

Figura 3.3.2. Prueba alternativa del Teorema de Kharitonov.

3.4- Propiedades extremas de los polinomios de Kharitonov.

En este epigrafe se derivaran algunas propiedades extremas muy utiles de
los polinomios de Kharitonov [27][46]. Suponiendo que se ha probado la

estadidad de una familia de polinomios,

5(8) =08, +6,S+05,8° +--+0,s",

con coeficientes en el hiper-cubo,

A =[xy, Yo X [X, ¥y Ix - x [%,, v, ]
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Cada polinomio de la familia es estable. Una pregunta natural es la
siguiente: ¢ Qué punto en A estd mas cercano a la inestabilidad? EI margen
de estabilidad de este punto es el peor margen de estabilidad del sistema de
intervalos. Resulta que una respuesta precisa a esta pregunta puede darse
por lo que se refiere al margen de estabilidad paramétrico asi como por lo
que se refiere a los margenes de ganancia de un sistema del intervalo
asociado. Se tratara con el problema del margen de estabilidad paramétrico.
Para ello se introducirdn previamente algunos aspectos tedricos

fundamentales para el futuro desarrollo de esta idea.
3.4.1- Bola de polinomios estables.

Recordando el Teorema de Cruce de Fronteras del Capitulo 1. Sea la region

de estabilidad S de cualquier conjunto abierto del plano complejo C, 0S8 es
la frontera, y U° el interior del conjunto cerrado U = C - S. Se asume que
estos tres conjuntos, S, S, y U° son no vacios. Para cualquier n, el

conjunto £, de los polinomios reales de grado menor o igual a n es un

vector del espacio de dimension n+1, que como es usual se identificara con

R™, con el cual es isomorfo. Sea ||| una norma arbitraria definida en P .

Las bolas abiertas introducidas por esta norma tienen la forma siguiente,

B(Py(5), 1) ={P(s) e P, :|P(s) - P, (s)| < r}.

La bola abierta esta asociada a la hiper-esfera,

S(Py(s),1) ={P(s)e®, :|P(s) - P, (s) =},

la cual es justamente la frontera de B(P,(s),r). Ahora, como se mencion6 en

al Capitulo 1, el subconjunto £ que consiste en todos los polinomios (s)
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los cuales son de grado n y tienen todas sus raices en S, es un conjunto
abierto. Como una consecuencia directa, dado un polinomio 6(s) de grado
n con todas sus raices contenidas en S, existe un numero real positivo ¢ tal
que para cada polinomio contenido en B(d(s),¢) es de grado n y tiene todas
sus raices en S. En otras palabras, se puede denotar con d°(-) el grado de

un polinomio, y se tiene que ¢, satisface la siguiente propiedad [24].

Propiedad 3.4.1.

d°(B(s)) =n

S(s) tienen todas sus raices en la region de estabilidad.

B(s)-05(s) <e= {

Como en la prueba del Teorema de Cruce de Fronteras, es posible

considerar para el polinomio estable dado 6(s), el subconjunto de todos los

numeros reales positivos, considerando la propiedad anterior.

R, ={t:t>0,t satisface propiedad}

Se ha visto que R; no es vacio. Pero obviamente los elementos de R;

satisfacen,

t,eR;, y 0<t <t,=>t eR;.
Por consiguiente R; es de hecho un intervalo,

(0, p(5)] donde p(5)=supt.

teRs

Claramente, p(0) tiene que ser finito y también satisface la propiedad (es

por eso que se cierra el intervalo por la derecha). Simplemente se ha

demostrado la existencia y unicidad de un numero real p(J) caracterizado

por:
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1) p(0) satisface la propiedad.

2) Ningun rreal mayor que p(0) satisface la propiedad.

Teorema 3.4.1. Dado un polinomio J(s), de grado n, que tiene todas sus

raices en S, existe un numero real positivo p(o) tal que,

a) Cada polinomio contenido en B(o(s), o(9)) tiene todas sus raices en

Sy esdegrado n.

b) Por los menos un polinomio en la hiper-esfera S(o(s), p(9)) tiene una

de sus raices en 0 S o es de grado menor que n.

c) Sin embargo, ningun polinomio en la hiper-esfera (hasta incluso los de

grado <n) puede tener una raiz en U°.

Demostracion. Claramente a) es verdadero dado que p(o) satisface la

propiedad. Seguidamente se probara b) y c). Dado que ningun r mayor que

p(0) satisface la propiedad, entonces para cada n>1 existe un polinomio de

grado menor que n o con una raiz en U = C - S, se puede decir y,(S),

contenida en la bola B(5(S),p(5)+%). Contenido en la clausura de

B(5(s), p(0)) que es un conjunto compacto, esta sucesion podria contener
una subsucesion convergente y,.,(s). Sea y(s) su limite. Entonces y(s)
estd necesariamente en la hiper-esfera S(o(s), p(d)), y es ademas
necesariamente de grado menor que n o con una raiz en U, por otro lado la
existencia de p(y) podria ser contradictorio al hecho de que y(s) es limite
de una sucesién de polinomios de grado menor que n o0 con una raiz en U.

Para proceder se necesita invocar al Teorema de Rouché. Suponiendo que

hay un polinomio en S(5(s), p(5)), se puede decir ¥(s), el cual es de grado
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n pero tiene al menos una raiz s, en U°. Una consecuencia es que el

conjunto de polinomios de grado n con al menos una raiz en el conjunto

abierto U°, es abierto. Esto seria posible encontrando una bola de radio
£>0 alrededor de y(s) conteniendo solo polinomios de grado n con al
menos una raiz en U°. Esto resultaria entonces una contradiccién dada que

y(s) esta en la hiper-esfera S(5(s), p(9)), la interseccion,

B(x(s).£) N B(5(s). p(5))

es ciertamente no vacia.

Por otra parte suponiendo que el polinomio y(s) con al menos una raiz en

U° es de grado menor que n. Para ¢ >0 se considera el polinomio,

7:(8)=¢6(s) + (L ¢)y(s).

Es claro que y,(s) es siempre de grado menor que n y esta dentro de la

bola B(4(s), p(o)) dado que,

[5Gs) 7. (5)| =@~ &)5(s) = 7(s)] < p(&) -

Esto significa que y,(s) tiene todas sus raices en S. Ahora, una aplicacion

del Teorema de Rouché muestra que para valores suficientemente

pequeiios de ¢, y,(s) ademas tiene al menos una raiz en U°, y ésta es de

nuevo una contradiccion.m

Esta claro que estos resultados son aplicados a una numero de situaciones

dependientes de la region S de interés y de la norma || elegida en P, .
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3.4.2- Propiedades del margen de estabilidad paramétrico.

Considerando una familia estable de intervalos de polinomios a la que a

cada miembro se le asocia la mayor bola de estabilidad asociada a él.

Se escribe,
é:[ao’él""'an]’

y estimar § como un punto en R". Se puede denotar con ||§||p la p norma

en R" y asociar esta con &(s). El conjunto de polinomios los cuales son
inestables de grado n o de grado menor que n son denotados por U.

Entonces el radio de de la bola de estabilidad centrada en 6 es,
p(8) =inflo -l .

Definiendo un mapeo de A al conjunto de todos los numeros reales

positivos,

ASRA\)
5(5) = p(5).

Una interrogante pudiera ser la siguiente. ¢Hay un punto en A que sea el

mas cercano a la inestabilidad? O en términos de funciones. ¢Tiene la

funcion p un minimo y hay un punto preciso en A ddnde se localiza? La

respuesta a esta pregunta se dara en el siguiente teorema [23].

Teorema 3.4.2.

La funcion,
P
A—R\{0}
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5(s) > p(9)

tiene un minimo que se alcanza a uno de los cuatro polinomios de

Kharitonov asociados a A.

Demostracion. Denotando K'(s), i=12,34 los cuatro polinomios de

Kharitonov, se puede considerar los cuatro radios asociados con estos

cuatro polinomios extremos, y se asume por ejemplo que,
p(KY) =min|p(KY), p(K?), p(K*), p(K*)]  (3.4.1)

Se asume en busca de alguna contradiccién, que algun polinomio y(s) en la

caja es tal que,
p(r) < p(KY). (3.4.2)

Por conveniencia se denotara a p(y) por p,,ya p(K*) por p,.

Por definiciébn, hay al menos algun polinomio situado en la hiper-esfera

S(y(s),p,) el cual es inestable o de grado menor que n. Sea A(s) tal
polinomio. Dado que A(s) esta en S(y(s),p,), existe a=|ay, ey, a,] con

le| =1, tal que,

BGS)=r, +aup, + (1 +ayp,)s++(y, +a,p,)s",

(g, ;,-++,,), «, puede ser positivo 0 negativo aqui.
Por (3.4.1) p, es el menor de los cuatro radios extremos y por (3.4.2) p(y)

es menor que p,. Como consecuencia, los cuatro nuevos polinomios

extremos son,
éﬁ(S) = (Xo —|6¥0|p7) + (Xl - |al|py)s + (yz - |a2|py)32 + (ys - |0(3|p7) +--
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5nz (8) = (%o — |a0|p}/) +(y, + |a1|py)3 +(y, + |a2|py)32 + (X5 — |a3|py) t+--
5ns(s) = (yo +|a0|p7/) + (Xl _|al|py)s + (Xz —|0(2|p7)52 + (ya +|0(3|p7) t+--

5: (S) = (yo +|0£0|p7) + (yl +|al|py)s + (Xz _|a2|py)32 + (Xs —|a3|p7) +--

son todos estables porque,

5 -Ki|=p,<p, i=1234.

Aplicando el Teorema de Kharitonov, se puede concluir que el nuevo hiper-

cubo,
A, =[X0 _|a0|p7’y0 +|ao|p7]x---x[xn _|an|p7’yn +|an|p7]

contiene soélo polinomios estables de grado n. La contraccidon se ve

claramente dado el hecho de que f(s) ciertamente pertenece a A, y sin

embargo es inestable o de grado menor que n, lo que prueba el teorema.m

El resultado anterior dice que, sobre el hiper-cubo completo, lo mas cercano

a la inestabilidad es una de las esquinas de Kharitonov, se puede decir

K'(s). Es claro que si se tiene el hiper-cubo A, construido en la
demostracion anterior, y remplazando p, por p(K"), el hiper-cubo

resultante es mas amplio que el hiper-cubo original A. Este hecho puede ser
utiizado para desarrollar un algoritmo que amplie al hiper-cubo de
estabilidad a su limite maximo. Se daran todos los detalles con un ejemplo

ilustrativo.

Ejemplo 3.4.1. Dado el polinomio caracteristico,

5(S) = 5,5° +5,5° + 5,5 + 65,5 +5,5° + 5,5+ 65,.
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con los coeficientes en los siguientes intervalos,

8, €[300,400], &, €[600,700], &, €[450,500]
5, €[240,300], &, <[7080], &, e[1214], &, <[1].

Se desea verificar que el sistema es estable, y en caso de serlo calcular el

menor valor del radio de estabilidad en el espacio &=[5,,6,,5,,8,,6,,5]

cuando estos coeficientes estan sobre el hiper-cubo de incertidumbre.
Aplicando el Teorema de Kharitonov se obtienen los cuatro polinomios a

chequearr,

K*(s) =300 + 600s + 500s* +300s® + 70s* +12s° + s°
K ?(s) =300 + 700s + 500s° + 240s® + 70s* +14s° +s°
K*'(s) = 400 + 600s + 450s° + 300s°® +80s* +12s° + s°
K*'(s) =400 + 700s + 450s” + 240s°® +80s* +14s° +s°.

Dado que los cuatro polinomios son de Hurwitz, se puede proceder a calcular el

peor caso de margen de estabilidad.

De los resultados establecidos con anterioridad, del Teorema se conoce que
esto ocurre en uno de los vértices de Kharitonov, por lo tanto es suficiente para
determinar el radio de estabilidad de los cuatro vértices. El radio de estabilidad

puede determinarse usando la norma 7 .
Se asume que |o,,,,a,,a,,a;,a; |=[43,33,25,15,5,1.5,1]. Se puede computar el

radio de estabilidad aplicando técnicas simples, como lo son por ejemplo Lugar
Tsypkin-Polyak (ver Apéndice 1) para cada uno de los polinomios de
Kharitonov y tomando el minimo valor del margen de estabilidad. Se ilustrara el

calculo usando dos normas diferentes, correspondientesa p=2 y p=.

La Figura 3.4.1 muestra los cuatro lugares de Tsypkin-Polyak [21] [37]

correspondientes a los cuatro polinomios de Kharitonov.
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El radio del circulo inscrito indica el minimo margen de estabilidad ¢, en

coeficientes espaciales.

La Figura 3.4.2 muestra el margen de estabilidad extremo /_. Para estas

imagenes, se tiene,

p,(0)=1Yy p, (0)=0.4953.

Imag
=]

o 5 o 5 10

Figura 3.4.1. Margen de estabilidad 7, .

Solo quedaria hacer un analisis para la Schur-estabilidad para intervalos de

polinomios.

3.5- Schur-estabilidad para polinomios con coeficientes

dados por intervalos.

Como parece ldgico se deberia empezar por pensar en aplicar el Teorema
de Kharitonov al andlisis de la Schur-estabilidad, pero en general esto no es
aplicable a regiones arbitrarias. En los siguientes ejemplos se ilustra este

hecho para el caso de la Schur-estabilidad demostrando su inaplicabilidad.
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ppafw) .

Figura 3.4.2. Margen de estabilidad 7, .

Ejemplo 3.5.1. El intervalo de polinomio,

3 1 17 17
Sz, p)=z*+pz®+=2°-=, - =
(z,p) P 5 3 pe{ 3 }

es en los puntos extremos 5(2,—%) y 5(2,%) Schur-estable, pero en el

punto medio 6(z,0) no lo es.

Se muestra un ejemplo mas completo con el que queda totalmente claro la

imposibilidad de aplicar Kharitonov en caso de Schur-estabilidad.

Ejemplo 3.5.2. Considerando el intervalo de polinomios,
4 3 2 1
0(z)=12"+0,2° +9,2° + 0,1 —3
con,
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5, <[-10], 526[109 109} 5, [49 E}

289287 " *<|100'100 |

Los cuatro polinomios de Kharitonov asociados con 6(z) son,

K()_—— £z+@zz+z
2 100 287
Kz(z)=—1+ &L @z AR
2 100 287
K?® ()——— £z+@z +z°
2 100 289
K? ()——— iz &z AR
2 100 289

son todos Schur-estables. Ademas el resto de los polinomios vértices,

Kl(z):—£+ 49 Z+ @z AR
2 100 289
1 49 109
(z)——— —z+—z*-7+7
2 100 287
K3(2)=—1+£z+@22+z
2 100 289
R“(z):—l+ﬂz+@zz+z4
2 100 287

son todos también Schur-estables. Ademas, el polinomio,

1 109 , 1,
+=z+—z2"-=7°+7*
288 4

1

5(2)=—=

(2) >

de esta familia tiene dos raices en 0.25+0.9694i las cuales no estan en el
circulo unitario. Esto muestra que ni la estabilidad de los polinomios de
Kharitonov ni incluso la estabilidad de todos los polinomios vértices garantiza

la Schur-estabilidad de la familia entera.
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La Schur-estabilidad de polinomios es equivalente al entrecruzamiento de
las partes simétrica y antisimétrica del polinomio evaluado a lo largo del
circulo unitario. Est4 claro del ejemplo anterior que el entrecruzamiento de
los polinomios veértices no garantiza el entrecruzamiento de las partes
simétrica y antisimétrica de cualquier miembro de la familia de intervalos. En
el caso de la Hurwitz-estabilidad, el entrelazado de las partes par e impar de
los cuatro polinomios de Kharitonov era un hecho que garantizaba el

entrelazado a lo largo del eje jo para cada polinomio en la familia.
En vista del hecho anterior se verd que se puede decir sobre la Schur-

estabilidad de una familia de polinomios reales. Sea 7 (z) una familia de

polinomios de la siguiente forma,

P(z)=a,z" +a,,2" " +-+4q,

con coeficientes en la caja A,
A:{@:(ao,---,anﬂai e[ai‘,ai*],izo,---n}.
se introduciran los vértices V y las aristas E de la caja A,
V:{(an,-'-,ao):ai:ai‘oai*,i:O,---,n}
Y,
E, ={(an,-~,ao): a,=a, oa’, i=0,---nizk, a e[a(,aﬁ]}

Y,
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La familia correspondiente a los vértices y aristas polinomiales estan

definidas por,

I,(0)={P(2)=a,z" +a,,2" +---+a,:(a,,"--,a,) €V}

I.(2)={P(2)=a,z" +a, 2"  +---+a,:(a,,--,a,) €E}

Es obvio que la familia de intervalos es una familia de politopos y por tanto la
estabilidad de la familia puede ser determinada por las aristas expuestas, se
mostrara para finalizar y no dejar inconcluso el trabajo con polinomios dados
por intervalos un teorema con su lema correspondiente demostrados por
Kraus Mansour y Jury en 1989, cuya demostracion no se dara por no aportar

cambios sustanciales en la misma [40].

Teorema 3.5.1. Se asume que la familia de polinomios 7 (z) es de grado

constante. Entonces 7 (z) es Schur-estable si y solo si 7 .(z) es Schur-

estable.

El resultado anterior es un hecho que se cumple para cualquier region de
estabilidad. Resulta que cuando se trata especificamente con Schur-
estabilidad, el nimero de aristas puede ser reducido y esto queda expuesto

en el siguiente resultado.

Lema 3.5.1. Sea n>1 y se asume que en la familia 7 (z) se tienen fijos los

- . : o . n .
coeficientes de orden superior, particularmente a. =a para |=E+1,---,n Si

(n+1)+

5 1,---,n si n es impar. Entonces la familia 7 (z) es

n espar,yi=

Schur-estable si y solo si la familia de polinomios vértices 7, (z) es Schur-

estable.
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Conclusiones.

Después de haber realizado una exhaustiva investigacion en un tema
especifico de las Ecuaciones Diferenciales como lo es el estudio de la
estabilidad de polinomios e intervalos de polinomios se ha llegado a un

grupo de conclusiones:

e El enfoque abordado mediante el Teorema de Hermite-Biehler para el
analisis de la estabilidad de polinomios ademas de generar mejoras
sustanciales en algoritmos clasicos brinda la posibilidad de desarrollar
la estabilidad para intervalos de polinomios como una generalizacion

de la estabilidad de polinomios.

e Este enfoque ofrece mayores ventajas que el enfoque tradicional,
siendo de mejor comprensién el tema por la gran cantidad de
elementos gréficos que ofrece, y facilita asi el andlisis de los
resultados.

e La implementacion de cada uno de los resultados tratados permite su
estudio y la obtencion de respuestas en tiempo cero a cualquier

problema que se presente.

e El uso del Teorema de Cruce de Fronteras, permite demostrar con
gran facilidad el Teorema de Hermite-Biehler y sustentar las bases de
toda la investigacion.

e El tratamiento de distintas variantes para el andlisis de la estabilidad
de polinomios con su respectiva implementacién facilitan la solucion
de problemas préacticos y agilizan el trabajo experimental mostrando
resultados sobre los que se pueden formular hipotesis para futuras

investigaciones.
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La implementacion del Teorema de Kharitonov, y la posibilidad de
usar en él todas las variantes estudiadas, muestran de forma clara el
comportamiento de los polinomios extremos, los cuales pueden ser

representados.

La reduccion del conjunto imagen para intervalos de polinomios

facilita notablemente el trabajo computacional.

Las variantes obtenidas de los algoritmos clasicos son

sustancialmente superior.
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Recomendaciones.

La culminacion de un trabajo cientifico siempre conduce a una serie de
ideas que marcan pautas para futuros trabajos de investigacion, a partir de
las conclusiones enunciadas se considera oportuno realizar las siguientes

recomendaciones:

e Computar el radio de estabilidad aplicando otras técnicas ademas del

Lugar Tsypkin-Polyak.
e Estudiar la complejidad y desempefio de los algoritmos propuestos.

e Aplicar las formulaciones realizadas a la resolucion de diversos

problemas de la matematica.

e Insertar el enfoque usado para el analisis de la estabilidad en este

trabajo en el plan de estudio de las Ecuaciones Diferenciales.
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Apeéendice 1: Lugar de Tsypkin-Polyak.

Teorema A.1.1. (Lugar Tsypkin-Polyak).

Cada polinomio de la bola 8 (a°, p) es Hurwitz-estable siy solo si la grafica

de z(w) = x(w) + jy(w) cumple las siguientes propiedades:

a) pasa a través de los n cuadrantes en la direccion contraria a las

manecillas del reloj,

b) no se intersecta ¢ al disco conradio p, D (p),Y

c) los puntos fronteras z(0), z(w«) tienen coordenadas con valores

absolutos mayores que p .

Se asumiran los resultados del teorema para los casos especiales, p=1,

p=2Yy p=w, entérmino de sus necesidades computacionales.

En el caso de p=1, z(w) viene dado por,

y el la gréfica no bebe intersecar el rombo |x|+|y|<p.

Cuando p=2, es dado por,

0 0 _.2 0_.4
Ay — 0,0 +a,0" —---

X(w) = T

(0:02 +alo' +alo® +---)2
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0 0 _.2 0_.4
Lm0 a0 —

y(w) == :

al +alot +ala® +---)2

) . , 2 2
en este caso la grafica no debe intersecarse con el circulo |X” +[y|” < p°.
Cuando p =, la frecuencia de z(w) = x(w) + jy(®) viene dada por,

0 0 .2 0 .4
oy —0,0" +a,0" —--

X(w) =

2 4
oy +o,0° to,0" +---

0 0_.2 0_.4
Lm0 a0 —

(04
y(w) = > 7
o ta, 0" +osw + -

y no deberia intersecar el cuadrado [x|< p, |y|<p.
Se ilustra el teorema con el siguiente ejemplo.
Ejemplo A.1.1. Considerando el polinomio,
A(s) =s° +14s°® +80.25s" + 251.25s° +502.25s* + 667.25s + 433.5.
Con los siguientes valores de,
a=0.1,1.4,5.6175,15.075, 25.137, 33.36, 43.35]

se tienen los siguientes margenes de estabilidad:

p=1, 0 =3.6252
p=2, p=2.8313
p=w,  p=12336.
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Se requiere la grafica de z(w) y de los discos D, (p), D,(p) y D, (p) como

se muestra en las Figuras A.1.1, A.1.2y A.1.3.

20

-]
fan
[}

T

3.6252

Figura A.1.1. Lugar de Tsypkin-Polyak: margen de estabilidad /,.

20F

=

23313

Feal

Figura A.1.2. Lugar de Tsypkin-Polyak: margen de estabilidad 7, .
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20

Figura A.1.2. Lugar de Tsypkin-Polyak: margen de estabilidad 7 .
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Apeéndice 2: Implementaciones.

A 2.1- Lema de Hermite-Biehler caso Real.

In[1]:= [#paguetes v campo de Galois sobre el que se trabajas)
<= Mogehra FiniteFields"
f1d = GF[§1]:
In[z]= [«PF3y)
Ppar[poli ]:=
Module[{faux},

aux = CoefficientList[poli, x];
Do[
aux[[i]] =10,
{fi, 2, Length[aux], 2}
1
ExtensionDegree [f1d] = Length[aux];
ElementToPolynomial [ fld[aux], x]
1
Infd]= (+PIMPAry)
Fimpar[poli ] :=
Module[{faux},
aux = CoefficientList[poli, x]:
Do[
aux[[i]1=10,
{fi, 1, Length[aux], 2}
1
ExtensionDegree[f1d] = Length[aux];
ElementToPolynomial [ fld[aux], x]
1:

InfE]:= [+F]
Pe[poli ]:-=
Module[{},
Expand [Ppar[poli] f. x -- Lw]
1
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)= («FY)
Po[poli ] :=
Hodule[{},
Expand [
(Pimpar[poli] f. x - 2w 1S {@Lw)]
1
In[f]:= [scuerpa del lermas)
LHE[poli , xowin , xmax , ymin , ymax ] :=
Hodule [{ ¥,
ExtensionDegree[fld] = Length[poli]:
graf = ElementToPolynomial [
fld[Table[If[Evend[i], 0, 1].

{i, Length[poli]}1], wl:
Pe[poli] Po[poli] }

ParametricPlot[{ .
grat graft

{w, xmin, ymax},
PlotRange — {{xmin, xmax}, {ymin, ymax}}]

]

nfE]= LHB[x" + 11%° + 52 % + 145%" + 266 x° + 331x" +
280x% +155% +49x +6, -11, 13, -18, 40]

40:/

10 -5
=10

Out[3]= = Graphics =

nE)= LHB[x + 21%" + 52X + 145%" + 266 X + 331x" +
280 +155% +49x +6, 11, 100, -18, 20]

0r

15
10
st
A
Z0 a0 &0 a0 00
-5
-10F

Out[@]= = Graphics -
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A 2.2- Teorema de Hermite-Biehler caso Real.

In[1]:= [+pagquetes y campo de Galois sobre el que se trabajas)
<< Mgebra FiniteFields®
f1d = GF'[§1]:
In[3]:= [+FF"4)
Ppar[poli ]:=
Module[{faux},
aux = CoefficientList[poli, x];
Do[

aux[[i]] =0,
{i, 2, Length[aux], 2}
1:
ExtensionDegree[f1d] = Length[auwx];
ElementToPolynomial [f1d[aux], x]
I

In[= [+FIMP3y)
Fimpar[poli ] :=

Module[{aux},
auwx = CoefficientList[poli, x]:
Do[

aux[[i]1=10,
{i, 1, Length[aux], 2}
1
ExtensionDegree [f1d] = Length[aux];
ElementToPolynomial [ fld[aux], x]
1

InfE]:= [¢F=e]
Pe[poli ] :=
Module[{},
Expand [Ppar [poli] /. x-> 1Lw]
1

nEl= oPle)
Po[poli ]:-=
Module[{},
Expand [
(Pimpar [poli] f. x-> 2wy 1S {iLw)]
1
[ecuerpo del lernas]
LHE[poli , xmin , xmax , ymin , ymax ] :=
Module[{},
ExtensionDegree [f1d] = Length[poli]:
graf = ElementToPolynomial [
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fld[Table[If[EvenO[i], 0, 1], {i, Length[polil}11,
w]l:

Pe[poli Po[poli
Paralmtric:Plut[{ [poli] . [poli] },
graf graf

fw, ¥min, ymax},
PlotRange — {{3min, xmax}, {ymin, rmax}}]

]

nf]= THBR[*" + 11 + 52 + 145 %" +
266 % + 331" + 280 + 155X +49x + 6, 2]

Z00

0o

oE—————1 15 z
-100

-z00

—Z00

Out[d]= = Graphics -

n[i0)= THBR[x” + 21%" + 52 %" + 145 %" +
266 % + 331" + 280 + 155X +49x + 6, 2]
GO0
300 b

2001

——
o5 1 1.5 Z

Out[10]= = Graphics -
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A 2.3- Teorema de Hermite-Biehler caso Complejo.

In[1]:= [#paquete y campo de Galois sobre el que e trabajas)
<< Mgebra FiniteFields®
f1d = GF[#1];

Inf3]:= [sFuncidn TRe
TR[poli ] :=
Module[{aux},
aux]l = CoefficientList[poli, x]:
aux = Table[
If[0oddafi].
Re[auwx1[[i]]1],
Im[awx1[[i]]1] X
1.
{i, 1, Length[aux1]}
1

ExtensionDegree[f1d] = Lemngth[aux];

ElementToPolynomial [ fld[aux], x]

1
Inf#]:= [sFuncidn Tjs)
TI[poli ]:=
Module[faux},
aux]l = CoefficientList[poli, x]:
aux = Table[
If[Evend[i].
Re[auwx1[[i]]1],
Im[awx1[[i]]1] X
1.
{i, 1, Length[aux1]}
1
ExtensionDegree[f1d] = Lemngth[aux];
ElementToFolynomial [ fld[aux] , x]
1
In[E]= [#P7 4]
Prpoli ]:=
Module[{},
Expand[TR[poli] /. x -= ;Lw]
1
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InfE]= [«Ple]
Pe[poli ] :=
Module[{},
Expand[ (TI[poli] /. x-> fiw) 1/1]
1

In[f]:= [scuerpo del tecremas)
THEC[poli ,a ,b ]:=
Module[{},
Plot[{Pr[poli], Pe[poli]}, {w, a, b}]
1

In[5]= THBC[
X 46X + (12+I)% + (15+31) x+ (6+21), -5, 5]

=50 F

=100

Out[3]= = Graphics =
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A 2.4- Definicion de Schur-estabilidad.

In[1]:= [+pagquete necesario.)

<< Fraphics Graphics’

In[2]:= [scuerpo de la definicidna)
DefSchur[poli ] :=
Module[{},
PartReal = ComplexExpand[
Be[poli /. z— Cos[t] +I5in[t]]]:
PartIm = ComplexExpand[
Im[poli f. 2= Cos[t]+I5in[t]]]:
ParametricPlot [{PartReal , PartIm}, {t, 0, 2Pi}]
1

)= DefSchur[2z* -3.22° +1.242° + 0,192 z - 0.1566]

Out[2]= = Graphics -

ni)= DefSchur[z” + .22 +0.32° + 0.42" + 0,03 z + 0.02]

Out[4]= = Graphics -
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nf5]= DefSchur[z® + 22" +0.32° + 0.42° + 0.03 2 + 0.02]

Out[5]= = Graphics =

nfi]= DefSchur[32z* + (8+321) z° +

(-16 +41) 2" - (2+8I) z+ (2-1}]
75

=50 F

-5

Out[i]= = Graphics =
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A 2.5- Equivalente para la Schur-estabilidad.

In[1]:= [+paquete necesaric.]
<< raphics Graphics’
<< Fraphics Legend”

In[3]:= [scuerpo de la defimicions]
EgSchurR[poli ] :=
Module[{},
PartReal = ComplexExpand[
Be[poli /. z— Cos[t] + I 5in[t]]1]:
PartIm = ComplexExpand [
Im[poli /. z - Co=[t] +ISin[t]1]1];
Plot[{PartBeal , PartIm}, {t, 0, P1},
Background — GraylLevel[. 8],
LegendBackground — GrayLevel[. 3],
PlotStyle — {GrayLewvel[0], Dashing[{.03}]},
PlotLegend — {"R{&}" , "I{8}" }]
]

ni)= EySchwrR[2 2 - 3.22° + 1.24 2° + 0,192 z - 0. 1566]
E L

gt

ZF

Out[4]= = Graphics =

nfs]= EgSchwrR[z" +.22% + 0,327 + 0.42" + 0,03z + 0.02]

a o
o.sff 1 S M

bl
A ATAN
i F1% w2 ) 2f5 s
L \ !
I
W

Out[5]= = Graphics -



nfi]= EqSchurR[z" +22° +0.32° + 0.4 2" + 0.03 2 + 0.02]

Out[]= = Graphics =

124



A 2.6- Variante para la Schur-estabilidad.

In[1]:= <= Graphics ImplicitPlot”
<=Irraphics MultipleLi=stPlot”

In[4]:= VarSchurR[poli ] :=
Module [{ },
grado = Length[CoefficientList[poli, 2]] - 1;
Pg=1;2 (puli T kN z}]:
Pa=1/2 (poli - 2™ rpoli f. 2z 1/ z)):
auxPz =z f. Solve[Ps -- 0, 2];
auxPa=2z/f. Solve[Pa:--0, 2]:
cerosPs =
Table[{Re[auwxP=[[1]]1], Im[auxP=[[i1]1]}.
{i, 1, grado}]:
cerosPa = Tabhle[{Re[auxPa[[i]11] -,
Im[auxPa[[i]]]}, {i, 1, grado}]:
gralist = MultiplelistPlot [cerosPs,
cerosPa, SymholShape —
{HMakeSymhol [{Line[{{3, 3}, {-3, -3}}], Line[
£{-3, 3}, {3, -3}11}]1, PlotSymbol [Box]},
SymbolStyle — {Hue[0.7], Hue[1]},
DisplayFunction —+ Tdentity]:
gradisco = ImplicitPlot[x*2+y"~ 21,
f=x, -1.2, 1.2}, DisplayFunction — Identity]:
Show[grali=t, gradisco, AspectRatio -- lutomatic,
DisplayFunction — $DisplayFunction,
PlotLabel — "Diagrama de Argan'];

]

nfE]= VarSchwrR[2z"-3.22° +1.24 2% + 0.192 z - 0.1566]

Diagrama d: Argan
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nf]= VarSchwrR[z" + .22 +0.32"+0.42°+ 0.03 2+ 0.02]

Diagrama de Argan

nFl= VarSchwR[z" + 2z +0.32° + 0.42" + 0.03z + 0.02]

Diagrama d= Argan

126



A 2.7- Variante del algoritmo de Routh para polinomios
reales.

In[1]:= [#paguetes v campo de Galois sobre el que se trabajas)
<= Mygehra ' FiniteFields®
<= Graphics Legend”
f1d = GF[&§1]:

In[4]:= [«PP34]
Ppar[poli ] :=
Module[{aux},
aux = CoefficientList[poli, x]:
Do[
aux[[i]1=10,
{i, 2, Length[aux], 2}
1:
ExtensionDegree[f1d] = Length[aux] ;
ElementToPolynomial [ fld[aux] , x]
1
nfl= (+FIMPAry)
Pimpar[poli ] :=
Module[faux},
aux = CoefficientList[poli, x];
Do[
aux[[i]] =0,
{i, 1, Length[aux], 2}
1
ExtensionDegree[f1d] = Lemnggth[aux];
ElementToFolynomial [ fld[aux] , x]
I

InFl= [+GF34)
Opar[poli ] :-=
Module[{aux},
aux = CoefficientList[poli, x];
Expand |
auwx[[Lengthl[aux]]]
aux[[Length[aux] -1]]

[Pl;lﬂr [poli] -

x Pimpar [poli] ] + Pimpar [poli]]

1:
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nE)= (b@MPAT)
Oimpar[poli ] :=
Module[{aux},
aux = CoefficientList[poli, x]:
Expand [ (Pimpar [poli] -
aux[[Length[aux]]] f aux[ [Length[aux] - 1]]

x Ppar[poli]) + Ppar [poli]]

1:

[ecuerpo del algoritros]
VarianteRouth[poli , gra ]:=
Module[{},

P[0] = poli;

i=10;

Yhile [ ! Member( [HonHegative [

CoefficientList[P[i], x]], Fal=e] &&

Length[CoefficientList[P[1], x]] = 3,

If[
0ddd[Length[CoefficientList [P[1], x]1]1]-
P[1i+1] =
Opar[P[i]],
P[1i+1] =
Qimpar [P[i]]
1:
[egraficasz«)
If[yra--1,

Plot[{P[i], P[1 +1]}.,

{x, -1000, 1000}, Background — GrayLewvel[.&],
LegendBackground — GraylLewvel[. 5],

AxesLabel — P[1+ 1],

PlotStyle — {GraylLevel[0], Dashing[{.03}]},
PlotLegend — {"Polinomio" , "Reduccion" },
hxes — {True, False}]

1:

1++;

StylePrint[
"Polinomio de entrada:", "DefinitionBox"];
Print[poli]:;
StylePrint["Minima reduccion necesaria:",
"DefinitionBox"];

P[i]
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n[11]= VarianteRouth[x" + 11x" + 52 x" + 145x° +
266X + 331" + 280X + 155X + 49% + 6, 0]

Polinoraio de entrada:

Bad0m 4+ 155%% 4 280%% + 330 =%y
2663 + 1a5x° + 523" + 11 a 4+’

Ivlinirna reduccion necesaria:

led324l60x 10811854 %t

Dut[i1]= &+ .
5405027 132177

n[f2]= VarianteRouth[331x" + 280%" + 155" + 49x+ 6, 1]

Polinoraio de entrada;

B+dA9% + 155x° + 280%° + 331 x*

Mlitama rednceidn necesaria;

123067x 3683 x!

Out[13]= &+ +
35883 40

1] ] 1000
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A 2.8- Variante del algoritmo de Routh para polinomios

complejos.

In[1]:=
[#paquete y campo de Galois sobre el que se trabajas)
<= Mygebhra ' FiniteFields®
f1d = GF[&§1]:

In[3]:= [«Funcidn Ts)
T[poli ] :=
Module[{},
Expand[
1fLast[CoefficientList[poli, x]] poli]
1
In[4]:= [¢Funcidn Tps
TR[poli ]:-=
Module[{aux},

auxl = CoefficientList[T[poli], x]:

aux = Tahle[

If[0Ada[i] .,
Relaux1[[i]11].
Im[aux1[[i]]1]1X
1.

{i, 1, Length[aux1] }

1:

ExtensionDegree [ f1d] = Length[auwx];

ElementToPolynomial [ fld[aux], x]
1
[+Funcion Ty«
TI[poli ]:-=
Module[{faux},
aux]l = CoefficientList[T[poli], x]1:
aux = Table[
If[Evend[i].
Re[aux1[[i]1]].
Im[aux1[[i]1]]1 I
1.

{i, 1, Length[aux1]}
1
ExtensionDegree[f1d] = Lenggth[aux];
ElementToPolynomial [ fld[aux], x]
I
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nFl= [+GF34)
Opar[poli ] :=
Module [{ aux},
tpoli = T[poli]:
aux = CoefficientList[tpoli, x]:
Expand [
1
Be[aux[ [Length[aux] - 1]]1]

[‘I‘R[tpuli] -

xTI[tpoli] ] +TI[tpoli] ]

]:
nEl= (o FE)
Oimpar[poli ] :=
Module [ {aux},
tpoli = T[poli]:
aux = CoefficientList[tpoli, x];
Expand |
1
Re[aux[[Length[aux] - 1]]1]

[TI [tpoli] -

xTR[tpnli]] + TR[tpolil]

]:
[#Cuerpo del Mgortimos)
VarianteRouthCompleja[poli ] :=
Module[{},
ListaCoefic[i ] :=
Module[{}.
CoefficientList[P[i], x]
1:
P[0] = poli;
i=10;
StylePrint["Polinomio de entrada:", "DefinitionBox"]
Print [poli];
While[
{Be[ListaCoefic[i][[Length[ListaCoefic[i]]1]1]1]
Re[ListaCoefic[i][[Length[ListaCoefic[i] - 11111 +
Im[ListaCoefic[i][[Length[ListaCoefic[1]1]1]11]
Im[ListaCoefic[i][[Length[ListaCoefic[i] - 11111} =0 &&
Length[CoefficientList[P[1i], x]] = 2,
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If[Ddd0[Length[ListaCoefic[i]]],
P[i+1] =0par[P[i]].
P[i+1] =0impar[F[i]]
1:
1++;
1
StylePrint[
"Minima reduccion necesaria:", "DefinitionBox"]:
P[i]

In[10]= ¥arianteRouthCompleja|
X'+ 61 + (M +I) K + (15+3T)x+ (6+21)]

Polinoraio de entrada:

(6+28)1 + (L5+30) %+ (ld+ 1) x° + 6% +xt

Ivlitama reduccion necesaria;

1151444 45353474 1 J ( 22946828 2023943567 :I'l]
+

Ot [10]= ( + +
2244637 2244637 2244637 20755336862
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A 2.9- Variante del algoritmo de Jury.

In[1]:=
[#paquete v campo de Galois sobre el que se trabajas)
<« Mygebra FiniteFields"
f1d = GF[&§1]:

In[3]:= [«fctualizador de P
Plpoli ]:=
Module[{aux, poliforma},
aux = CoefficientList[poli, z]:
ExtensionDegree[f1d] =
Length[awx]:
aux[[1]]
aux[[Lengthl[aux]]]
ElementToPolynomial [

1 .
Expanﬂ[;— poli -

fld[Reverse [aux]], z] ]]

scuerpo del algortinno «]

VarianteJury[poli ] :=

Module[{},
ListaCoefic[i ] :=
Module[{},
CoefficientLi=t[P[i], =]
1:
P[0] = poli;
i=0;
While[
(b= [ListaCoefic[Length[ ListaCoefic[i]]1] »
fbz[ListaCoefic[

Length[ ListaCoefic[i]] - 111} &%
Length[ListaCoefic[i]] = 2.
P[i+1] =P[i]:
1++;
1:
StylePrint[
"Polinomio de entrada:", "DefinitionBox"]:
Print [poli]:
StylePrint["Minima reduccidn necesaria:",
"DefinitionBox"];
P[i]
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In[zi]= Variantedury|
322"+ (8+321) 2 + (-16+41) 2" - (2+81) z+2 -I]

Polinoroo de entrada:

(E-1)] - (Z+81)z- (16-dn) =i+ (B+321) 2° + 32 2°

Ivlitama reduccidn necesaria;

Ol (2-4) - (2+81) - (l6-41) 2 + (B+321) 2  +32z%
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Apeéndice 3: Implementacion del Teorema de

Kharitonov.

A 3.1- Teorema de Kharitonov caso Real.

In[1]:= [#pagquetes y campo de Galois sobre el que se trabajas)
<= flgebra'FiniteFields"
fld = GF[&1];
[+PP34)
Ppar[poli ] :=
Module[{aux},
aux = CoefficientList[poli, x]:
Do[
aux[[i]] =0,
{i, 2, Length[aux], 2}
1
ExtensionDegree[fld] =
Length[aux]:
ElementToPolynomial [fld[aux], x]
IE
[+PIMR2C,)
PFimpar[poli ]:-=
Module[faux},
aux = CoefficientList[poli, x];
Do[
aux[[i]] =0,
fi, 1, Length[aux], 2}
I
ExtensionDegree[f1d] = Length[aux];
ElementToPolynomial [fld[aux], x]
1:
(+@F= 4]
Opar[poli ] :=
Module|{aux},
aux = CoefficientList[poli, x];
Expamfl[
auwx[[Lengthl[aux]]]
aux[[Length[aux] - 1]]

[Ppar [poli] -

x Pimpar [poli] ] + Pimpar [poli] |

]:
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[ ‘Qimpar o
Qimpar[poli ] :=
Module[{aux},
aux = CoefficientList[poli, x];
Expand[ (Pimpar [poli] -
auwx[ [Length[aux]]] fauwx[ [Length[aux] - 1]]
x Ppar[poli]) + Ppar[poli]]
1
[#cuerpo del algoritrno «]
VarianteRouth[poli ] :=
Module[{}.
P[0] = poli;
i=10;
Yhile[ ! Member([HonHegative [
CoefficientList[P[i], x]1], Fal=e] £&
Length[CoefficientLi=st[P[i], x]1] - 3,

If[
0ddd[Length[CoefficientList[P[1], x]1]1].
P[i+1] =
OQpar[P[il],
P[i+1] =
Qimpar[F[1]]
1:
1++5
I
P[i]
]
[#seleccidn de polinomios de Kharitonows]
[«krninFar«]
EminPar[poli ] :=
Module[{faux},
aux = CoefficientList[poli, x]:
Dol

aux[[i]] =0,
fi, 2, Length[aux], 2}
I
aux = Min f@ aux;
ExtensionDegree[fld] = Length[aux]:
ElementToPolynomial [fld[aux], x]
1:
« Brninlmpar «]

EminTmpar[poli ] :=

Module[{aux},
aux = CoefficientList[poli, x];
Do[
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aux[[i]] =0,
fi, 1, Length[aux], 2}
1
aux = Min f@ aux;
ExtensionDegree[f1d] = Length[aux];
ElementToPolynomial [fld[aux], x]

1
A ELGETE
EmaxPar[poli ] :=
Module[{aux},
aux = CoefficientlList[poli, x]:
Dol

aux[[i]] =0,
fi, 2, Length[aux], 2}
1:
aux = Max /@ aux;
ExtensionDegree[f1d] = Length[aux]:
ElementToPolynomial [fld[aux], x]
1:
[eKrnaxirpar «)

EmaxTmpar [puli_] HE)

Module[{faux},
aux = CoefficientlList[poli, x]:
Dol

aux[[i]]l =0,
fi, 1, Length[aux], 2}
I
aux = Max fi@ aux;
ExtensionDegree[fld] = Length[aux]:
ElementToPolynomial [fld[aux], x]
1:
[+Tearerma de Kharitonows]
Eharitonovr[poli ] :=
Module[{},
[«Palinamios de Kharitonow «]
Kl-=
EminPar[poli] + EminImpar [poli];
K2 =
EminPar [poli] + EmaxTmpar [poli]:
K3 =
EmaxPar [poli] + EminTmpar [poli];
K1l =
EmaxPar [poli] + EmaxImpar [poli]:
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StylePrint["Polinomio=s de Eharitonow:",
"DefinitionBox" ];

Print[EKl, "\wn", K2, "\n",; K3, "\n", Ki];

StylePrint["Reduccion:", "DefinitionBox"];

Print [VarianteRouth[E1]];
Print [VarianteRouth[EK2]]:
Print [VarianteRouth[E3]]:
Print [VarianteRouth[E1]];

1:
n[i#]= Kharitonov[Interval[{1, 2}]x" +
Interval[{3, 4}]x + Interval[{5, 6}] x° +
Interval[{7, §}]1x + Interval[{9?, 1l]}]]

Polmoruos de K harttonos:

9+?x+5x2+3x2+x4

E|+E!:-:+51-:2+41-:3+1-:li
W0+ Tx+bxt 3 znt

0+8x+6x +4x" +2x°

Reducoidn:

Z5x  Gxt
+

g 5
O_dx s 3xt

3l axt
+
3
10-12%+ 2%t

10-
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A 3.2- Teorema de Kharitonov caso Complejo.

In[1]:= [#paguetes v campo de Galois sobre el que ze trabajas)
<< Algebra ' FiniteFields"
fld = GF[§1]:

In[3]:= [«Funcidn Te)
T[poli ]:=
Modwle[{},
Expand [
1/Last[CoefficientlList[poli, x]] poli]
1

Inf#:= [#Funcion Tpe
TR[poli ] :=
Module[{aux},
auxl = CoefficientList[T[poli], x]1;
aux = Tabhle[
If[0ddafri].
Re[aux1[[i]1]].
Im[auwx1[[1]]]1X
1.
{i, 1, Length[aux1]}
1:

ExtensionDegree [ f1d] = Length[auwx];

ElementToPolynomial [ fld[aux], x]

I
Inf5]=[#Funcidn Tj+)
TI[poli ]:-=
Module[{faux},
auxl = CoefficientList[T[poli], x]1;
aux = Table[
If[Evend[i].
Re[aux1[[i]1]1].
Im[aux1[[i]1]1]1 X
1.
{i, 1, Length[aux1]}
1:
ExtensionDegree [ f1d] = Length[awx];
ElementToPolynomial [ fld[aux], x]
1
(+2F™F4)
Opar[poli ] :=
Module[{aux},

tpoli = T[poli];
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aux = CoefficientList[tpoli, x]:
Expand |
1
Re[auwx[[Length[aux] -1]]1]

[‘I‘R[tpuli] -

xTI[tpoli] ] +TI[tpoli] ]

]:
nEl= (o FE)
Oimpar[poli ]:-=
Module[{aux},
tpoli = T[poli]:
aux = CoefficientList[tpoli, x];
Expand |
1
Re [aux[ [Length[aux] - 1]]]

[TI [tpoli] -

xTR[tpuli]] + TR[tpoli]]

In[@]:= [« Cuerpo del P.Ignr:tlimn ]
VarianteRouthCompleja[poli ] :=
Module[{},
ListaCoefic[i ] :=
Module[{},

CoefficientList[
P[i], x]

P[0] = poli;
i=10;
While[
{Re[ListaCoefic[i][[Length[ListaCoefic[i]1]1]1]1]
Be[ListaCoefic[i][[Length[ListaCoefic[i] - 11111 +
Im[ListaCoefic[i][[Length[LizstaCoefic[i]]]1]1]
Im[ListaCoefic[i][[Length[ListaCoefic[i] - 11111} -
0 &% Length[CoefficientList[P[i], x]1] = 2,
If[
0dd) [Length[ListaCoefic[1]1].
P[i+1] =0par[P[i]].
P[Li+1] =0impar[P[i]]
1:
1+4;
1:
PLi]

140



In[10]:= [+«Funcidn RpostMaxs)
RpostMax[poli ] :=
Module[{aux},
auxl = CoefficientList[poli, x];
aux = Table |
im im
If[[Sin[T] +nc:us[T ]] -0,
If[oddafi].
Max[Re[aux1[[i111].
Max[Im[aux1[[1]]]]1T
1.
If[0ddafri].
Min[Re [aux1[[i]]1]],
Min[Im[aux1[[i]]1]1]1I
1
1.
{i, 1, Length[aux1]}
1:
ExtensionDegree[£1d] = Length[aux];
ElementToPolynomial [fld[aux], x]
]:
[#Funcidn RpostMins]
FpostMin[poli ] :-=
Module [ {aux},
auxl - CoefficientList[poli, x]:
aux = Table |
im im
If[[Sin[T] +(:n.s=[T ]] =0,
If[0ddari].,
Min[Re[aux1[[i]1]11].
Min[Im[aux1[[i1]1]]1X
1.
If[0ddafi].,
Max[Re[aux1[[i]1]1]1].
Max[Im[aux1[[i]]1]]1 T
]
1.
{i, 1, Length[aux1]}
]:
ExtensionDegree[f1d] = Length[aux];
ElementToPolynomial [fld[aux], x]

]:
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In[13]:= [«Funcidn lpostMaxs]
IpostMax[poli ] :=
Module[{aux},
auxl = CoefficientList[poli, x];
aux = Table |
im im
If[[Sin[T] _nc:us[T ]] -0,
If[oddafi].
Max[Im[aux1[[il1]1]1]1 T,
Max[Re [aux1[[1]]]]
1.
If[0ddafri].
Min[Tm[auxl1[[i]]1]] 1,
Min[Re[aux1[[i]]1]1]
1
1.
fi, 1, Length[aux1]}
1:
ExtensionDegree[£1d] = Length[aux];
ElementToPolynomial [fld[aux], x]
]:
In[18]:= [eFuncidn lpostMine
IpostMin[poli ] :=
Module[{aux},
auxl = CoefficientLi=st[poli, x]:
aux = Table [
im im
If[[Sin[T] _ncu.s:[T ]] =0,
If[oddafi].
Min[Tm[aux1[[1]]1]1]1 I,
Min[Re[aux1[[i]1]1]1]
1.
If[0adQ[i],
Max[Im[aux1[[i]]1]1]1 I,
Max[Re[aux1[[i]]1]1]
1
1.
fi, 1, Length[aux1]}
]:
ExtensionDegree[fld] = Length[aux];
ElementToPolynomial [£ld[aux], x]

]:
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In[16]:= [«Funcion RnegatMax.)
BnegatMax[poli ] :=
Module [{aux} ;
auxl = CoefficientList[poli, x]:
aux = Table |
irm im
If[(Sin[T] ~Cos[ =~ [JELE
If[0ddari].
Max[Re[aux1[[i111].
Max[Im[aux1[[i1]1]]1 T
1.
If[0ddari].
Min[Re[aux1[[i]]1]1]1,
Min[Im[aux1[[i]]1]1]1X
1
1.
fi, 1, Length[aux1]}
]:
ExtensionDegree[fld] = Length[aux];
ElementToPolynomial [£1ld[aux], x]
]:
In[17]:= [e«Funcidn RregatMine
BEnegatMin[poli ] :-=
Module[{aux},

auxl = CoefficientList[poli, x];
aux = Tahle[
ooim im
If[[Sln[T] —CDS[T ]] -0,
If[0Ada[i] .,
Min[Re[aux1[[i]]1]].
Min[Im[auwxl[[i]]1]]1X
1.
If[0Add[i] .,
Max[Re[aux1[[i]1]11].
Max[Im[aux1[[i]]1]1]1I
1
1-
fi, 1, Length[aux1]}
1:
ExtensionDegree[f1ld] = Length[aux];
ElementToPolynomial [fld[aux], x]

]:
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In[19]:= [eFuncion InegatMax.]
InegatMax[poli ] :=
Module [{aux} ;
auxl = CoefficientList[poli, x]:
aux = Table |
irm im
If[(Sin[T] +Cos[ =~ [JELE
If[0ddari].
Max[Im[aux1[[i1]1]1]1 I,
Max[Re[aux1[[i]1]1]1]
1.
If[0ddari].
Min[Im[aux1[[i]]1]1]1 1,
Min[Re[aux1[[i]]1]1]
1
1.
fi, 1, Length[aux1]}
]:
ExtensionDegree[fld] = Length[aux];
ElementToPolynomial [£1ld[aux], x]
]:
In[z1]:= [eFuncidn InegatMins
InegatMin[poli ] :-=
Module[{aux},

auxl = CoefficientList[poli, x];
aux = Table |
ooim im
If[[Sln[T] +-::us[T ]] -0,
If[oadafi].,
Min[Im[aux1[[i]]1]]1 1,
Min[Re[aux1[[i]1]1]1]
1.
If[oadafi].
Max[Tm[aux1[[i]]1]1]1 I,
Max[Re[aux1[[i]]1]1]
1
1
{i, 1, Length[aux1]}
1:
ExtensionDegree[f1ld] = Length[aux];
ElementToPolynomial [fld[aux], x]

]:
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In[28]:= [«Teorema de Kharitonows)
EharitonovComplex[poli ] :=
Hodule[{},
[«Palinomios de Kharitonow positivoss)
Fpo=st[1l] = PpostMin[poli] + IpostMin[poli];
Fpo=t[2] = RpostMin[poli] + IpostMax[poli];
Epost[3] = BpostHMax[poli] + IpostMin[poli];
Epo=t[4] = BpostMax[poli] + IpostMax[poli];
[«Polinomios de Kharitonow negativoss)
Enegat[1] =
BnegatMin[poli] + InegatMin[poli]:
Enegat[2] =
BnegatMin[poli] + InegatMax[poli]:
Enegat[3] =
RnegatMax[poli] + InegatMin[poli]:
Enegat[4] =
BnegatMax[poli] + InegatMax[poli];
StylePrint["Polinomdos de Kharitorow:", "DefinitionBox"]:

Do[Print [Epost[i]]
AL 43
Do[Print [Enegat[i]]
AL 43
StylePrint ["Reduccione=s:" , "DefinitionBox" ];
[+FOSITIDS
Do[

Emas - VarianteRouthCompleja[Kpost[i]]:
auxEmas = CoefficientLi=t [Emas, x]:
Print[

VarianteRouthCompleja[Epost[i]] ff H]

A1, 4]
Print[""]:
[+ MEGATIVOS +)
Do[
Eneg[i] = VarianteRouthCompleja[Enegat[i]]:
auxEneg[i] = CoefficientList [Eneg[1i], x]1-
Print [VarianteRouthCompleja[Eneg[i]] // H]

A1, 4]
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In[29]:= R]mritnnuuﬂmrplex[
{(Interval[{17, 18}] +Interval[{19, 20}] I) .
{Interval[{13, 14}] +Interval[{15, 16}]1 I} x +
{(Interval[{9, 10}] + Interval[{11, 12}] I} X+
{(Interval[{5, 6}] + Interval[{7, }]1 1) x +
{Interval[{1, 2}] + Interval[{3, 4}] I}]

Polinoraios de Eharitonos:

fl+34) + (5+8R) %+ (L0+128) %°+ (1d+158)1x° + (17+191) =x*
fledd) + (B+8R) %+ (1041181 x5+ (1341581 %% + (17+201) =t
(24310 + (5+7i1 %+ (9+123) 284 (L4416 1) %° + (18+ 19 1) »*
(Z+d1) + (B+TRIH+ (9+118) =+ (13416801 x° + (16+20 1) x*
[le34) + (B+T7R)H+ (L0+128) x 4+ (1341600 x° + (17+191) x*
(l+eddi) + (5+7R) %+ (L0+ 1101 % + (ld+16 81 x° + (17+201) x*
(B+34) + (B+8R) %+ (9+128) %5+ (1341580 x° + (16+19 1) =t
(Z24d1) + (5488 %+ (9+113) 284 (1441581 %% + (18+ 20 1) »*

Reduecciones:
[0.500871+ 05058682 1) - (1.
[0.500871+0.5056582 1) - (1.
[0.500871+0.5056582 1) - (1.
[0.500871+0.5056582 1) - (1.
[0.277096 -0, 225165 1) - (0.
[0.381049 -0, 272039 1) - (0.

[(—-0.0281521 + 0.338044d 1) - (0. 566498 + £.35432 1) x
[(—-0.0053921765 + 0.7192028 4) - (L.87529 + 4. 91693 1) x

59147 +0.459958 1) =
59147 +0.45995 1) x
59147 +0.45995 1) =
59147 +0.45995 1) =

421886 +0.106743 1) %
714595 - 0. 5321267 1) x
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