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Resumen. 
 
Para la elaboración de este trabajo se ha llevado a cabo una búsqueda 

bibliográfica con el objetivo de formular variantes para el análisis de la 

estabilidad (según Hurwitz y Schur) de sistemas lineales con coeficientes 

constantes, que  permita establecer una conexión directa entre polinomios e 

intervalos de polinomios y además ofrezca ventajas prácticas, obteniendo así 

una estructura sólida y continua, capaz de mostrar como un todo la estabilidad 

para polinomios de diferente naturaleza (en este caso para polinomios con 

coeficientes numéricos y coeficientes dados por intervalos). Para ello se ha 

enfrentado el estudio de la estabilidad mediante el Teorema de Hermite-Biehler 

obteniéndose a partir de él resultados importantes. Se muestran varias e 

instructivas interpretaciones del Teorema de Kharitonov, como generalización 

del Teorema de Hermite-Biehler y en términos de la evolución en el plano 

complejo, aportando en esta una reducción. Se abordan las propiedades 

extremas de los polinomios de Kharitonov. El enfoque tomado permite obtener 

variantes algorítmicas muy superiores a los algoritmos clásicos actuales. La 

implementación de todos los resultados obtenidos facilita el estudio de las 

propiedades de los polinomios estables, como también es de gran utilidad para 

el trabajo investigativo, pues se cuenta con funciones de alto rendimiento 

obtenidas mediante deducciones teóricas y con todas las facilidades que ofrece 

la implementación. 
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Introducción. 
 

urante el estudio de cualquier modelo matemático surge el problema 

de la validez de la aplicación de los resultados matemáticos a la 

realidad objetiva. Si el resultado es fuertemente sensible a una pequeña 

modificación del modelo, entonces, variaciones tan pequeñas como se 

quiera del mismo, conducirán a un modelo con propiedades distintas [7]. No 

se pueden extender tales resultados al proceso real investigado, debido a 

que en la construcción del modelo se realiza siempre una cierta idealización 

y los parámetros se determinan solamente de manera aproximada. 

  

 

El universo que describía Newton era, según sus propias palabras, continuo 

y matemático. A partir de su obra quedó claro que el mundo físico se 

describía y estudiaba mediante ecuaciones diferenciales. Nada esencial ha 

cambiado en los tres siglos de ciencia que nos separan de Newton. En el 

siglo XIX y en los comienzos del siglo XX esta idea fue llevada a sus últimas 

consecuencias. De allí que la "gran matemática" girara también alrededor de 

las ecuaciones diferenciales. Sin embargo no todo era éxito, algunos 

problemas fundamentales se presentaban increíblemente complejos, por 

ejemplo, el simple movimiento del Sol, la Tierra y la Luna. Las ecuaciones de 

Newton eran capaces de describirlo con una precisión asombrosa, sin 

embargo no era fácil saber si este movimiento continuaría para siempre; si 

las ecuaciones predecían el colapso de la Luna sobre la Tierra, si se 

perdería el satélite precipitándose hacia el Sol o cualquier otro resultado. 

Este problema se conocía como el problema de la estabilidad de la solución 

de las ecuaciones diferenciales [1]. Lyapunov (1857-1918) estableció en 

1899 una base importante para resolver este problema cuando descubrió 

unas condiciones particulares que debían satisfacer las ecuaciones. 

Lyapunov estudió la estabilidad de sistemas no lineales usando la noción 

generalizada de energía. Sólo alrededor de 1960 la importancia de su teoría 

fue tenida en cuenta.  
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Lyapunov fue precedido por algunos trabajos sobre la estabilidad como los 

de G. B. Airy en 1840 y 1851 que mostraban cómo la dinámica de un 

gobernador puede ser descrita por medio de ecuaciones diferenciales. Airy 

publica sus trabajos relativos a la regulación de velocidad de telescopios. Su 

interés se debió a la necesidad de mantener el telescopio girando 

lentamente a una velocidad uniforme durante las observaciones 

astronómicas. Fue el primero en discutir la inestabilidad de los sistemas en 

lazo cerrado. El principal aporte de sus trabajos es el estudio de la influencia 

del amortiguamiento en la estabilidad. En 1868 James Clerk Maxwell (1831-

1879) publicó su artículo "On Governors", en el cual describe cómo derivar 

ecuaciones diferenciales lineales para varios tipos de gobernadores. Este 

trabajo puede considerarse como el origen de la Teoría de Control.  

 

Los matemáticos y físicos sabían que la estabilidad estaba determinada por 

los polos de la ecuación característica y que un sistema era estable si la 

parte real de las raíces de la ecuación características era negativa, pero no 

sabían cómo determinar la ubicación de la parte real de las raíces complejas 

sin calcular las raíces de la ecuación. Maxwell mostró que examinando los 

coeficientes de las ecuaciones de orden 2, 3 y 4 la estabilidad podía 

determinarse, dando condiciones necesarias y suficientes para ello. En su 

artículo, Maxwell también establece una diferenciación entre Regulators o 

Moderators (los conocidos actualmente como reguladores proporcionales) y 

Governors (reguladores con acción integral). La contribución importante de 

Maxwell estuvo en demostrar que el comportamiento de un sistema de 

control automático en la vecindad de una posición de equilibrio se podía 

aproximar por una ecuación diferencial lineal y por lo tanto la estabilidad se 

podía así discutir en términos de las raíces de la ecuación algebraica 

asociada. En 1874 Edward J. Routh (1831-1907) y en 1885 Adolf Hurwitz 

(1859-1919), dieron el criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz. Routh se 

inspiró en el trabajo de Cauchy y Sturm. Hurwitz resuelve el problema en 

términos de un conjunto de determinantes. Bompiani demostraría en 1911 la 

equivalencia de los criterios de Routh y Hurwitz. En 1937 Andronov y 

Pontriaguin dan el concepto de sistemas gruesos o de estabilidad 
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estructural. Este concepto resultó muy fructífero, en el caso de los espacios 

de fases de dimensión pequeña (1 ó 2).  

 

En los últimos años ha sido de gran interés sobre todo para la Teoría de 

Control el estudio de la estabilidad y su grado de generalización ha 

alcanzado alturas sorprendentes, los polinomios característicos han sido 

dotados con coeficientes de las más diversas estructuras matemáticas, 

muchos han quedado sólo en el plano teórico y otros son elementos 

fundamentales para aplicaciones diversas, ejemplo de ello es el Teorema de 

Kharitonov, demostrado en 1978 por el matemático Ruso V. L. Kharitonov. 

Este teorema ha sido desde su publicación motivo de gran revuelo en la 

comunidad matemática por su sorprendente resultado y no cesan los 

artículos al respecto, contenedores de nuevas variantes y aplicaciones.  

 

La teoría de la estabilidad no es algo terminado actualmente. Son muchas 

las investigaciones para obtener variantes de la misma que dado el 

problema sean más eficientes, todo esto bien asociado al actual desarrollo 

computacional. Este aspecto presupone la elaboración de una teoría 

consecuente capaz de mostrar resultados concretos. 

 

Fundamentos metodológicos del trabajo. 
 
Situación Problémica. 
 
La búsqueda de nuevos enfoques capaces de establecer una metodología 

común para tratar la estabilidad cuando los coeficientes provienen de diversa 

naturaleza y en grado más general cuando uno de los coeficientes viene 

dado como un parámetro ajustable, condición donde naufragan todos los 

procedimientos numéricos, es parte de las investigaciones sobre estabilidad. 

El enriquecimiento continuo de los software especializados, hacen que 

muchos algoritmos puedan ser constantemente modificados y esto no sólo 

desde el punto de vista algorítmico; los cambios sustanciales deben estar en 
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las propias investigaciones teóricas, las cuales deben ser orientadas sobre 

las posibilidades específicas del software seleccionado.  

 

La carencia de implementaciones eficientes para casos más complejos, 

como es el caso del análisis de estabilidad en intervalos de polinomios, las 

pocas mejoras desde una óptica tanto teórica como computacional para 

algoritmos clásicos, hacen de ello un tema complejo. Todos estos aspectos 

presuponen que las ciencias básicas y en especial la matemática, esté en 

función de resolver complejos problemas basándose en el desarrollo de las 

técnicas aparejadas al vertiginoso progreso computacional. 

 

Problema. 
 
Enriquecer teóricamente los métodos de análisis de estabilidad de 

polinomios que permitan la elaboración de algoritmos más eficientes. 

 

Interrogantes. 
 
¿Será posible desde el punto de vista algorítmico obtener funciones de 

mayor rendimiento que las actuales, enfrentando enfoques no 

convencionales en la estructura teórica de la estabilidad? 

¿Permitirán estos enfoques un enriquecimiento teórico de la actual teoría de 

la estabilidad?  

 

Objeto de estudio. 
 
El objeto de estudio es el análisis de la estabilidad de sistemas de 

ecuaciones diferenciales que permitan obtener un desarrollo teórico-práctico 

y en particular ecuaciones con coeficientes constantes. 
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Hipótesis. 
 
El enfoque que brinda el Teorema de Hermite-Biehler, permitirá mejorar los 

actuales algoritmos para el análisis de la Hurwitz y Schur-estabilidad, y 

además facilitará la generalización de resultados. 

 

Objetivo general. 
 
Desarrollar variantes teóricas para formulaciones matemáticas en el análisis 

de la estabilidad que permitan obtener mejoras algorítmicas y que 

constituyan una herramienta eficaz para su generalización, contribuyendo a 

la evolución y desarrollo del estudio de la estabilidad. 

 

Objetivos específicos. 
 

• Desarrollar el análisis de la estabilidad mediante el Teorema de 

Hermite-Biehler. 

• Obtener mejoras algorítmicas para el análisis de la estabilidad en 

polinomios con coeficientes ajustables. 

• Generalizar el análisis de la estabilidad a intervalos de polinomios: 

Teorema de Kharitonov, mediante el enfoque de Hermite-Biehler. 

• Implementación de todos los resultados correspondiente en el 

Mathematica v 6.0. 

 

Tareas científicas a acometer. 
 

• Recopilación bibliográfica preliminar, definición, aprobación del tema y 

elaboración del plan de trabajo. 

• Estudio bibliográfico y análisis del estado clásico de la temática. 

• Redacción de la primera versión del Capítulo I “Introducción al análisis 

de la Hurwitz y Schur-estabilidad de polinomios”. 

• Obtención de mejoras algorítmicas para algoritmos clásicos en 

análisis de la Hurwitz y Schur-estabilidad. 
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• Redacción de la Primera versión del Capitulo II “Estabilidad de 

polinomios con coeficientes puntuales”. 

• Aplicación de los resultados obtenidos para la generalización de ideas 

a polinomios con coeficientes dados por intervalos. 

• Redacción de la Primera versión del Capitulo III “Estabilidad de 

polinomios con coeficientes dados por intervalos”. 

• Desarrollo computacional de los resultados usando el Matemática v 

6.0. 

• Redacción de la primera versión de las “Conclusiones y 

Recomendaciones” del trabajo. 

• Análisis del contexto global de la tesis y redacción definitiva de la 

misma. 

 

Novedad científica. 
 
Desarrollo de una formulación que permite realizar el análisis de la 

estabilidad con la obtención de resultados teóricos  y que además ofrece 

mejoras algorítmicas dando funciones desarrolladas sobre el Mathematica, 

no implementadas anteriormente y capaces de afrontar la estabilidad de 

polinomios de forma generalizada y eficaz.  

 

Aportes científicos relevantes. 
 

• Obtención de una estructura lógica capaz de establecer una conexión 

directa entre el estudio de la estabilidad de polinomios e intervalos de 

polinomios. 

• Mejoras a los algoritmos clásicos para el análisis de la Hurwitz y 

Schur-estabilidad de polinomios. 

• Implementación de funciones capaces de enfrentar un amplio 

espectro de la problemática actual de la estabilidad. 
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Valor Científico de la Investigación. 
 
El valor científico de la investigación se centra en el hecho de que con el 

desarrollo teórico de la misma, se muestran importantes resultados para el 

estudio de la estabilidad, vista esta como parte inseparable del desarrollo 

computacional.  

 

Valor Metodológico de la Investigación. 
 
El valor metodológico de la investigación se evidencia a través de dos 

aspectos fundamentales: 

 

• El desarrollo desde sus bases de toda una teoría sobre el estudio de 

la estabilidad de polinomios que dota a los investigadores de los 

fundamentos matemáticos para enfrentar una gran cantidad de 

problemas actuales, abordado con un enfoque novedoso y actual, que 

muestra la estabilidad de intervalos de polinomios como una 

generalización de la estabilidad para polinomios. 

• La obtención e implementación de una gran cantidad de los temas 

teóricos abordados que son útiles para confrontar problemáticas 

investigativas desde diversos criterios. 

 

Valor Práctico de la Investigación. 
 
El valor práctico de esta investigación está fundamentado sobre la base de 

que se dispone de la implementación de muchos de los aspectos teóricos 

tratados, no sólo limitándose a mostrar el resultado, muchos de ellos son 

enriquecidos con muestras gráficas, y en los casos que lo permiten 

animaciones de los distintos estados. Desde el punto de vista teórico-

práctico este aspecto es de singular importancia ya que permite obtener 

resultados con gran rapidez y por varias vías, permitiendo comparar y ver 

aspectos no variables que puedan tener una significación especial dado el 

problema. Es también una herramienta eficaz para el estudio de la propia 
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teoría de la estabilidad tener implementado todos los resultados, además de 

ser un material útil para enfrentar la estabilidad de polinomios. 

 

Beneficios de la investigación. 
 
Las formulaciones desarrolladas en la investigación y su implementación 

computacional dotan de todo lo necesario para acometer el análisis de la 

estabilidad; una profunda investigación teórica, actualizada y generalizada, 

permitirá la implementación de nuevos algoritmos. 

 

Metodología general de investigación. 
 
Para dar cumplimiento a los objetivos trazados en la tesis y tomando en 

cuenta el volumen de tareas científicas a acometer fue necesario organizar y 

estructurar el trabajo en varias etapas, las cuales definen la metodología 

general de investigación. 

 
Definición del problema de estudio. 
 
Ya en los fundamentos conceptuales y metodológicos de la tesis se explicó 

la necesidad de la investigación en cuanto a la obtención de un desarrollo 

teórico capaz de ofrecer ventajas algorítmicas. Otro aspecto abordado es la 

obtención e implementación de estos resultados. 

 

Recopilación bibliográfica. 
 
El estudio de la bibliografía se efectuó en distintas etapas en 

correspondencia con las exigencias que iba generando el trabajo, aunque 

este se ubicó al comienzo de la investigación, el mismo se realizó de forma 

sistemática hasta el final. Se efectuaron búsquedas bibliográficas 

automatizadas en los principales centros de información del país, así como 
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por los métodos clásicos. La búsqueda bibliográfica incluye el empleo de 

sistemas de búsqueda de avanzada (current content, Internet, EBSCO, etc.).  

 

Formación de la base teórica. 
 
Por la complejidad matemática del tema tratado en la tesis se hace 

necesario tener una formación adicional, que permite enfrentar las distintas 

fases del desarrollo investigativo del trabajo; realizándose la formación de la 

base teórica relacionada con la tesis específicamente en temas avanzados 

de las Ecuaciones Diferenciales, la Teoría de Variable Compleja y algunos 

elementos de la Teoría de Control Moderna. 

 

Diseño general de la investigación. 
 
En esta etapa se efectuó la concepción general de la investigación, se 

definieron las hipótesis, los objetivos, las tareas científicas y la estrategia de 

trabajo para enfrentar la investigación. Estos aspectos fueron abordados con 

anterioridad y con los mismos queda definida la metodología de  la 

investigación. Seguidamente, se estructuró la investigación en fases para ir 

dándole respuesta a cada uno de los objetivos y tareas científicas 

propuestas.  

 

Desarrollo particular de cada fase de la investigación. 
 
El desarrollo de la investigación queda estructurado en tres fases. La 

primera relacionada con el estudio bibliográfico y la obtención de mejoras en 

temas clásicos, lo que posibilita justificar el desarrollo de la investigación. En 

esta fase se exponen los antecedentes y el estado actual de la temática, 

destacándose los fundamentos teóricos principales,  la obtención de mejoras 

algorítmicas como consecuencia del enfoque tratado y la obtención de 

resultados con posible aplicación frente a una generalización. 

La segunda etapa está relacionada con la formulación del Teorema de 

Kharitonov, abarcando un estudio profundo del mismo y sus propiedades. En 
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este caso se logra formular un desarrollo del tema teniendo como elemento 

clave todo lo tratado en la primera etapa. 

La tercera etapa se relaciona con la implementación de todos los aspectos 

tratados, enriquecidos por las posibilidades del software seleccionado, en 

este caso el Mathematica. 

 

Elaboración de conclusiones y recomendaciones. 
 
Finalmente se procede al análisis integral de los resultados obtenidos en 

cada una de las fases del desarrollo de la investigación, formulándose en 

cada caso las correspondientes conclusiones parciales, las generales, así 

como las recomendaciones definitivas del trabajo. 

 

Estructura del trabajo. 
 
La estructura de la tesis guarda una relación directa con la metodología de 

investigación establecida y, específicamente, con el desarrollo particular de 

cada una de las fases de la investigación. La misma se encuentra formada 

por una introducción general, tres capítulos, las conclusiones, las 

recomendaciones y la bibliografía, así como los  apéndices necesarios. El 

orden es mostrado a continuación. 

 

• Resumen. 

• Introducción. 

• Capítulo I: “Introducción al análisis de la Hurwitz y Schur-estabilidad 

de polinomios”.  

• Capítulo II: “Estabilidad de polinomios con coeficientes puntuales”. 

• Capítulo III: “Estabilidad de polinomios con coeficientes dados por 

intervalos”. 

• Conclusiones. 

• Recomendaciones. 

• Referencias Bibliográficas. 

• Bibliografía Consultada. 
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• Apéndices. 
 

Campo de aplicación: 
 
El campo de aplicación de este trabajo está estrechamente vinculado con el 

análisis de la estabilidad robusta en la Teoría de Control, y en los análisis de 

sistemas complejos, brindando desde el punto de vista computacional 

funciones de alto rendimiento soportadas por todo un desarrollo teórico 

enriquecido, novedoso y actualizado. 
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Estructura lógica del trabajo. 

 
Definición del problema de estudio 

 

Recopilación bibliográfica general 

Formación de la base teórica general 

Planteamiento de hipótesis 

Definición de objetivos 

Definición de las tareas  científicas 

Estudio bibliográfico y análisis del estado de la 
temática. 

Obtención resultados teóricos y de variantes 
algorítmicas 

Formulación del Teorema de  Kharitonov, aplicando 
resultados.

Conclusiones y Recomendaciones 

Implementación de resultados. 
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CCaappííttuulloo  11:: Introducción al análisis de la 
Hurwitz y Schur-estabilidad de polinomios. 
 

 
                                     ,

 . 
                                                                                 /HUULZ (SM]LU. 

 
1.0-   Introducción. 
 

l estudio de la estabilidad encuentra en la Teoría de Control sus 

principales aplicaciones. Básicamente, el diseño de sistemas de 

control lineal puede ser enunciado como un problema que consiste en 

adecuar la localización de polos y ceros de la función de transferencia del 

sistema, para que se comporte de acuerdo con las especificaciones 

prescritas [10]. 

  

Entre las muchas formas de especificaciones de funcionamiento utilizadas 

en el diseño, el requerimiento más importante es que el sistema sea estable. 

Por lo general, un sistema inestable se considera inútil. 

Para propósitos de análisis y diseño de sistemas, la estabilidad se puede 

clasificar como estabilidad absoluta y estabilidad relativa. La estabilidad 

absoluta se refiere a la condición de si el sistema es o no estable. Una vez 

que se ha encontrado que el sistema es estable, es interesante encontrar 

qué tan estable es, y este grado de estabilidad es una medida de la 

estabilidad relativa [12]. 

Cuando se consideran todos los tipos de sistemas (lineales, no lineales, 

invariantes con el tiempo y variantes con el tiempo), la definición de 

estabilidad se puede dar en muchas formas diferentes [4]. 

En este caso se trabajará la estabilidad de un sistema lineal e invariante con 

el tiempo, 
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                                                                                       (1.0.1) bxAx +=
.

 

donde A  es la matriz de coeficientes del sistema y b es un vector columna 

de términos independientes, la estabilidad del sistema (1.0.1) queda 

asegurada si todas las raíces del polinomio característico del sistema que en  

el caso de coeficientes reales se denota como, 

 

                                                        (1.0.2)        n
nspspsppsP ++++= L2

210)(

 

y para el caso de coeficientes complejos se denota por,          

 

       (1.0.3) .)()()()()( 1
111100

n
nn

n
nn sjbasjbasjbajbasP ++++++++= −
−−L

 

con, 

0≠+ nn jba  

 

se encuentran en el semiplano izquierdo del plano complejo (Hurwitz- 

estabilidad) o en la región definida por un disco unitario con centro en el 

origen (Schur-estabilidad) [14]. 

Por comodidad notacional se usará para el caso de la Schur- estabilidad el 

polinomio siguiente, 

 

                                               (1.0.4) 01
1

1)( pzpzpzpzP n
n

n
n ++++= −

− L

 

“A priori”, el problema del estudio de la estabilidad parece resuelto; lo que, 

sin duda, sería así, si se supiera resolver analíticamente ecuaciones 

polinómicas de cualquier grado . Desgraciadamente esto no es posible. El 

famoso matemático noruego Abel (1802-1829) demostró que no existe 

fórmula de resolución genérica para ecuaciones polinómicas de grado 

superior a cuatro [1]. Esto condena a resolución numérica para ecuaciones 

características de grado mayor que cuatro, lo que no es un grave problema 

n
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ante las actuales posibilidades de factorización que cualquier software 

matemático actualmente puede realizar [17]. El problema se encuentra 

cuando uno de los coeficientes viene dado como un parámetro ajustable [9]: 

ahí naufragan todos los procedimientos numéricos. Por suerte, existen otros 

métodos que permiten estudiar la estabilidad de los sistemas, sin calcular 

exactamente la situación de las raíces, estos se dividen en dos grandes 

grupos [3][11]: gráfico y analítico. 

Gracias a los trabajos iniciales de Maxwell [1] se sabe que la estabilidad de 

un sistema de tipo (1.0.1) viene dada por la estabilidad de su polinomio 

característico [5][7][10], por tanto a partir de este momento se tratará la 

estabilidad de sistemas como estabilidad de polinomios.  

En este capítulo se abordarán los aspectos clásicos para la estabilidad de 

polinomios con el objetivo de dotar al lector de las herramientas 

fundamentales para la comprensión de los temas posteriores. 

  

1.1-   Definiciones de estabilidad. 
 
De todo lo anterior, se observa que, para que el sistema (1.0.1) sea 

considerado estable (en todos los sentidos), todas las raíces de la ecuación 

característica deben  localizarse en el semiplano izquierdo o en la región 

definida por un disco unitario en el plano complejo. Por esta razón, 

simplemente la condición de estabilidad del sistema (1.0.1) se refiere a 

estable o inestable. En general, la estabilidad de un sistema puede definirse 

de muchas formas diferentes, dependiendo de los requerimientos de alguna 

aplicación especial [16]. Para los sistemas (1.0.1), todas las definiciones 

comunes de estabilidad son equivalentes; cada una implica a las otras, y 

cada una es consistente si y sólo si todas las raíces del polinomio (1.0.2) 

pertenecen a la región indicada.  

Las definiciones más comunes de la estabilidad son las siguientes: 
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 Estabilidad en el sentido de Liapunov. 
 

“Los sistemas físicos, en particular aquellos que son variables en el 

tiempo y no lineales, se pueden considerar que son estables si se cumple 

en ellos el principio de conservación de la energía”. Para que su 

respuesta aumente se requiere un suministro continuo de energía. Al 

considerar las ecuaciones del sistema, cualquiera que sea su origen, 

para representar un sistema físico, se puede probar la estabilidad 

teniendo en cuenta que el sistema físico equivalente sea o no 

conservativo.  

 

Lo que en términos matemáticos sería, que cualquier fenómeno que se   

describe por medio del sistema de ecuaciones diferenciales (1.0.1) o lo 

que es lo mismo por, 

 

),,,,( 21 ni
i yyyt

dt
dy

LΦ=    ),,2,1( ni L= , 

 

con condiciones de frontera 00 )( ii yty =  es estable si para cualquier 0>ε , 

se puede escoger un 0)( >εδ , tal que para cualquier solución  de 

dicho sistema, cuyos valores iniciales satisfacen las desigualdades, 

)(tyi

 

)()()( 00 εδϕ <− tty ii  

 

se cumple para todas las , las desigualdades, 0tt ≥

 

εϕ <− )()( tty ii  

 

es decir, las soluciones cercanas respecto a sus valores iniciales 

permanecen cercanas para todas las  [5][7]. 0tt ≥
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 Estabilidad asintótica. 
 

Si )(tiϕ  no sólo es estable, sino que además satisface la condición, 

 

0)()(lim =−
∞→

tty iit
ϕ , 

 

si 100 )()( δϕ <− tty ii , 01 >δ , se puede decir que se está frente a un 

sistema asintóticamente estable [5][7]. 

 

En cualquier caso, solamente se estudiarán sistemas del tipo (1.0.1), por lo 

que el problema de la estabilidad de un sistema se resume a demostrar que 

todas las raíces de su polinomio se encuentran en la región indicada, usando 

para ello cualquier método que se tenga al alcance. 

 

1.2-   Teorema de Cruce de Fronteras. 
 
Un teorema de vital importancia en el desarrollo teórico del tema es el 

Teorema de Cruce de Fronteras, antes de enunciar dicho teorema, se 

mostrarán algunos resultados que  serán de gran utilidad para su 

demostración [17]. Se comienza con el conocido Principio del Argumento de 

la teoría de variable compleja. Sea * un contorno simple cerrado en el plano 

complejo y )(zf=ω  una función de variable compleja , la cuál es analítica 

en *. Sean 

z

Z  y P  el número de ceros y polos, respectivamente, que  

contiene en *. Se denota con 

)(zf

)](arg[ zfCΔ  al cambio de argumento (ángulo) 

de  cuando recorre el contorno cerrado *. )(zf z

 

Teorema 1.2.1. (Principio del Argumento) 
 

)(2)](arg[ PZzfC −=Δ π  
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Una consecuencia importante de este resultado es el Teorema de Rouché 

[6] que se muestra a continuación. 

 
Teorema 1.2.2. (Teorema de Rouché) 
Sean  y  dos funciones analíticas en el interior de un contorno 

cerrado simple * en el plano complejo. Si, 

)(zf )(zg

 

                                       )()( zfzg <                                              (1.2.1) 

 

para cualquier  en *, entonces  y z )(zf )()( zgzf +  tienen el mismo número 

(multiplicidad incluida) de ceros dentro de *. 

 

Demostración. Dado que  no puede hacerse cero en  *, puesto que de 

(1.2.1), se tiene, 

)(zf

 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+Δ=+Δ

)(
)(1)(arg)]()(arg[

zf
zgzfzgzf CC  

                                                         ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+Δ+Δ=

)(
)(1arg)](arg[

zf
zgzf CC .   (1.2.2) 

 

Además, dado que, 

 

1
)(
)(
<

zf
zg  

 

para todo *, el punto variable, ∈z

 

)(
)(1

zf
zg

+=ω  
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permanece en el disco 11 <−ω cuando describe la curva *. Por 

consiguiente 

z

ω no puede girar alrededor del origen, lo cuál significa que, 

 

                                       0
)(
)(1arg =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+Δ

zf
zg

C .                                        (1.2.3) 

 

Combinando (1.2.2) y (1.2.3), se tiene que, 

 

)](arg[)]()(arg[ zfzgzf CC Δ=+Δ . 

 

Dado que  y  son analíticas en *, el teorema anterior es una 

consecuencia inmediata del principio del argumento.■ 

)(zf )(zg

 

Se puede notar que la condición )()( zfzg <  en * implica que  y 

 no pueden tener ceros en *. El siguiente teorema [4] [5] es una 

simple aplicación del Teorema de Rouché, que es, sin embargo, muy útil 

dado que se aplica a polinomios. 

)(zf

)()( zgzf +

 

Teorema 1.2.3. Sean, 

 

∏
=

−=+++=
m

j

t
j

n
n

jssspsppsP
1

10 )()( L ,  0≠np , 

                        , n
nn spsppsQ )()()()( 1100 εεε ++++++= L

 

y considerando un círculo * , de radio , centrado en  que es una raíz de 

 de multiplicidad . Con  tal que, 

k kr ks

)(sP kt kr

 

  jkk ssr −<< min0 ,   para mkkj ,,1,1,,2,1 LL +−= . 
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Entonces, existe un número positivoε , tal que εε ≤i , para , 

implica que  tiene  ceros en el interior del círculo * . 

ni ,,1,0 L=

)(sQ kt k

 

Demostración.  no tiene ceros y es continua en el conjunto compacto 

* k  y además es posible encontrar 

)(sP

kδ 0>  tal que, 

 

0)( >≥ ksP δ ,    para todo ∈s * k . 

 

Por otra parte, considerando el polinomio , definido por, )(sR

 
n

n sssR εεε +++= L10)( . 

 

Si  pertenece al círculo * , entonces, s k

 

( )∑∑
==

+−≤≤
n

j

j
kkj

n

j

j
j sssssR

00
)( εε  

( )
4434421

kM

n

j

j
kk sr∑

=

+≤
0

ε . 

 

Así si ε  es escogido tal que 
k

k

M
δ

ε < , se puede concluir que, 

 

)()( sPsR <     para todo  en * , s k

 

tal que por el Teorema de Rouché,  y )(sP )()()( sRsPsQ +=  tienen el mismo 

número de ceros en el interior de * . Dado que la elección  asegura que 

 tiene un cero de multiplicidad  en , se observa que  tiene 

precisamente  ceros en * .■ 

k kr

)(sP kt ks )(sQ

kt k
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Se puede ver un importante colorario [6], con el cual se completan los 

elementos necesarios para deducir el Teorema de Cruce de Fronteras. 

 

Colorario 1.2.1. Arreglando  círculos * 1 , *  disjuntos y centrados en 

 respectivamente, se aplica reiteradamente el teorema anterior, 

es siempre posible encontrar un 

m ,L m

msss ,,, 21 L

0>ε  tal que para cualquier conjunto de 

números { n}εε ,,0 L , satisfaciendo εε ≤i   para ni ,,1L= ,  tiene 

precisamente  ceros dentro de cada círculo * . 

)(sQ

jt j

Se puede notar, que en este caso,  siempre tiene )(sQ nttt m =+++ L21  

ceros y debe permanecer por consiguiente de grado , para que 

necesariamente 

n

np<ε . El teorema anterior y su colorario, llevan al principal 

resultado, el Teorema de Cruce de Fronteras. 

Considerando el plano complejo * y sea :⊂* cualquier conjunto abierto.  

Se conoce que  :, su frontera ∂ : conjuntamente con el interior <  del 

conjunto cerrado <=*-: forman una partición del plano complejo, que es, 

0

 

:∪ : < =*,    :∂ ∪ 0 ∩ < 0 =:∩ ∂:=∂:∩ < =. 0

 

Se asume además que cada uno de los tres conjuntos es no vacío. Esta 

asunción es muy general. En la teoría de la estabilidad se podría escoger 

para : la mitad izquierda abierta del plano  (Hurwitz-estabilidad) o un disco 

unitario abierto + (Schur-estabilidad) o subconjuntos adecuados de estos, 

como los que se ilustran en la Figura 1.2.1. 

 

Considerando una familia de polinomios ),( sP λ  que satisfacen las siguientes 

condiciones. 
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Figura 1.2.1. Algunas regiones típicas de estabilidad. 

 

Condiciones 1.2.1. ),( sP λ  es una familia de polinomios de, 

 

1) grado fijo n , (invariante al grado),  

2) continuo con respecto a λ  en un intervalo fijo [ ]baI ,= . 

 

En otras palabras, un elemento típico de ),( sP λ  puede ser escrito como, 

 
n

n spsppsP )()()(),( 10 λλλλ +++= L ,      

 

donde )(,)(),( 10 λλλ nppp L  son funciones continuas de λ  en I  y donde 

0)( ≠λnp  para toda I∈λ . Por los resultados del Teorema 1.2.3 y su 

Colorario 1.2.1, es inmediato que en general, para cualquier conjunto abierto 

6, el conjunto de polinomios de grado que tiene todas sus raíces en 6 es 

así mismo abierto. En el caso anterior, si para algún 

n

It∈ ,  tiene todas 

sus raíces en :, entonces es siempre posible encontrar un número real 

positivo 

),( stP

α  tal que, 

 

para todo ( ) Ittt ∩+−∈′ αα , , ),( stP ′  también tiene todas sus raíces en :. 

 

Esto conlleva al siguiente resultado fundamental [4]. 
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Teorema 1.2.4. (Teorema de Cruce de Fronteras). 

Dadas las Condiciones 1.1, se supone que  tiene todas su raíces en : 

mientras que  tiene al menos una raíz en <. Entonces, existe al 

menos un 

),( saP

),( sbP

ρ  en (  tal que, ]ba,

 

a) ),( sP ρ  tiene todas sus raíces en :  ∪ ∂:,  

b) ),( sP ρ  tiene al menos una raíz en ∂:. 

 

Demostración. Para probar el resultado, se necesita introducir el conjunto 

E  de todos los números reales t  que pertenecen al intervalo (  y 

satisface la siguiente propiedad: 

]ba,

7 :     para todo ,   ( tat ,∈′ ) ),( stP ′  tiene todas sus raíces en  :. 

Por el supuesto, se conoce que  tiene todas sus raíces en :, y por 

consiguiente por lo anterior es posible encontrar 

),( saP

0>α  tal que, 

 

para todo [ ] Iaat ∩+∈′ α, ,   ),( stP ′  también tiene todas sus raíces en :. 

Por todo esto es fácil concluir que E  no es vacío, por ejemplo, 
2
α

+a  

pertenece a E . 

Además por la definición de E  la siguiente propiedad es obvia: 

 

Et ∈2 ,  y 21 tta << , implica que  pertenece a 1t E . 

 

Dado esto, es fácil ver que E  es un intervalo y si, 

 

                                      t
Et∈

= supρ                                (1.2.4) 

 

entonces se concluye que ( ]ρ,aE = . 
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A) Por una parte es imposible que ),( sP ρ  tenga todas sus raíces en :. 

Si este fuera el caso, entonces necesariamente b<ρ , y podría ser 

posible encontrar un 0>α  tal que b<+αρ  y para todo 

( ) It ∩+−∈′ αραρ , , ),( stP ′  también tiene todas su raíces en  :. 

Como resultado, 
2
αρ + pertenece a E  y esto contradeciría la 

definición de ρ  en (1.2.4). 

 

B) Por otra parte es imposible que ),( sP ρ  tenga incluso una raíz en el 

interior de <, porque una aplicación directa del Teorema 1.2.3 no 

concedería la posibilidad de encontrar un 0>α  tal que, 

 

para todo ( ) It ∩+−∈′ αραρ , ,  ),( stP ′  tiene al menos una raíz en 

< 0 . 

 

Y esto contradice el hecho de que ερ −  pertenece a E por  

suficientemente pequeño que sea ε . 

 

Por A) y B) se puede concluir que ),( sP ρ  tiene todas sus raíces en :∪ :, 

y al menos una raíz en ∂:.■ 

∂

 

El resultado anterior es un hecho muy intuitivo cuyo estado va de un 

conjunto abierto a otro conjunto abierto disjunto del primero, el conjunto de 

raíces de una familia continua de polinomios ),( sP λ  de grado fijo puede 

cortar en alguna etapa intermedia la frontera del primer conjunto abierto. Si 

),( sP λ  pierde grado sobre el intervalo [ ]ba,  tal que si )(λnp  en 

 se anula para algún valor de n
n spsppsP )()()(),( 10 λλλλ +++= L λ , 

entonces el Teorema de Cruce de Fronteras no se puede sostener. 
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1.3-   Hurwitz-estabilidad. 
 
La positividad de los coeficientes es una condición necesaria para el análisis 

de la estabilidad de sistemas de tipo (1.0.1) pero no suficiente (en caso de 

ecuaciones de  y  orden es también una condición suficiente) para que 

las raíces de una ecuación algebraica tengan parte real negativa (Hurwitz-

estabilidad) [5]. Las condiciones necesarias y suficientes para que sean 

negativas las partes reales de una ecuación algebraica las dieron Edward J. 

Routh (1831-1907) en 1874 y  Adolf Hurwitz (1859-1919) en 1885. Routh se 

inspiró en el trabajo de Cauchy (variable compleja) y Sturm. Hurwitz resuelve 

el problema en términos de un conjunto de determinantes. Bompiani 

demostraría en 1911 la equivalencia de los criterios de Routh y Hurwitz, 

aunque será tratado como Hurwitz-estabilidad, por ser así como es abordada 

en la mayoría de los textos. Primero se observará el caso de polinomios 

reales y después se extenderán los resultados a polinomios complejos como 

una consecuencia inmediata de ello.  

er1 do2

 
1.3.1-   Hurwitz-estabilidad para polinomios reales. 
 

Se empieza por definir formalmente la Hurwitz-estabilidad para polinomios 

para ello se enuncia  la siguiente definición. 

  

Definición 1.3.1. (Polinomio de Hurwitz) 
Se puede decir que el polinomio (1.0.2) de grado n, es un polinomio de 

Hurwitz si y sólo si todas sus raíces están contenidas en el semiplano 

izquierdo del Diagrama de Argan. En lo adelante se considerará que , 

y . 

00 >p

0≠np

 

Hay dos propiedades importantes [5] para estos polinomios que por ser 

fundamentales para un importante teorema del capítulo siguiente se 

enuncian y demuestran seguidamente. 
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Propiedad 1.3.1. Si el polinomio (1.0.2) es de Hurwitz entonces todos sus 

coeficientes son positivos. 

 

Demostración. Sea jjj ibas ±−= , con pj ,,2,1 L=  todas las raíces 

complejas del polinomio  de Hurwitz y )(sP kk cs −= , con  las 

raíces reales de . Represéntese con , el grado de multiplicidad de la 

raíz . Por tener  todos sus coeficientes reales, también 

 es una raíz del polinomio, con multiplicidad . 

qk ,,2,1 L=

)(sP jm

jjj ibas +−= )(sP

jjj ibas −−= jm

 Sea  el grado de multiplicidad de la raíz kl kk cs −= . Evidentemente, 

 

.2
11

nlm
q

k
k

p

j
j =+∑∑

==

 

 

)(sP  puede ser escrito como,  

 

∏ ∏
= =

+−+++=
p

j

q

k

l
k

m
jj

m
jjn

kjj csibasibaspsP
1 1

)()()()(  

                                        (1.3.1) .)()2(
1 1

222∏ ∏
= =

++++=
p

j

q

k

l
k

m
jjjn

kj csbasasp

 

donde los coeficientes del polinomio (1.3.1) son combinaciones de sumas y 

productos de cantidades estrictamente positivas multiplicadas por , por 

tanto tienen el mismo signo. Igualando los coeficientes de la misma potencia 

de  en (1.3.1) se obtiene que todos los coeficientes de  son del mismo 

signo y como , por la definición de polinomio estándar, los restantes 

coeficientes serán también positivos.■ 

np

s )(sP

00 >p

 

Propiedad 1.3.2. Si  es un polinomio de Hurwitz de grado n, entonces el 

argumento de 

)(sP

)( ωjP , es continuo y estrictamente creciente en función de ω  

en el intervalo ( )+∞∞− , . Además el factor de incremento de  a  es, ∞− ∞+

 26



πnjPjP =∞−−∞+ )](arg[)](arg[ . 

 

Demostración. Si  es Hurwitz entonces puede ser rescrito como, )(sP

 

∏
=

−=
n

i
in sspsP

1

)()( , con iii jbas += , y <0. ia

 

De donde se tiene que, 

∑
=

−−+=
n

i
iin jbajpjP

1
]arg[]arg[)](arg[ ωω  

              ∑
= −

−
+=

n

i i

i
n a

bp
1

]arctan[]arg[ ω  

 

y así )](arg[ ωjP  es la suma de una constante más  funciones continuas y 

estrictamente crecientes. Además cada una de las  funciones tiene un 

incremento de 

n

n

π  desde −∞=ω  a +∞=ω , como se muestra en la Figura 

1.3.1, donde, 

 

∑∑
== −

−∞−
−

−
−∞+

=∞−−∞+
n

i i

i
n

i i

i

a
b

a
b

jPjP
11

]arctan[]arctan[)](arg[)](arg[  

        πππ nnn =+=
22

.■  

 
Figura 1.3.1. s-plano y curva de Mijailov. 
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1.4-   Schur-estabilidad. 
 

En el caso de la Schur-estabilidad se hará como en la Hurwitz-estabilidad, se 

comenzará definiéndola  formalmente. 

 

Definición 1.4.1. El polinomio (1.0.4) se dice que es un polinomio de Schur 

si todas sus raíces están situadas en un disco unitario abierto del plano 

complejo. Una condición necesaria para la Schur-estabilidad es .0ppn >  

)(zP  puede ser escrito como, 

 

)())(()( 21 nn zzzzzzpzP −−−= L  

 

donde las  con iz ni ,1=  son las raíces de . Si  es un polinomio de 

Schur entonces todas las raíces están localizadas en un disco unitario 

n )(zP )(zP

1<z , 

tal que cuando  varía a lo largo del círculo unitario, , el argumento 

de  se incrementa monótonamente. Para los polinomios de Schur de 

grado ,  tiene un incremento neto de argumento 

z θjez =

)( θjeP

n )( θjeP πn2 , y así la gráfica 

de  circunscribe el origen  veces. Se verá con un ejemplo lo 

anteriormente expuesto.  

)( θjeP n

 

Ejemplo 1.4.1. Considerando el polinomio estable, 

 

1566.0192.024.12.32)( 234 −++−= zzzzzP  

                       )9.0)(2.05.0)(2.05.0)(3.0(2 −−−+−+= zjzjzz . 

 

Se puede evaluar  cuando  varía alrededor del círculo unitario. La 

gráfica obtenida en la Figura 1.4.1 circunscribe al origen cuatro veces, con lo 

que se muestra que el polinomio de orden cuatro es un polinomio de Schur. 

)( θjeP z
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Una simple aplicación puede ser elaborada considerando el polinomio 

inverso  )( 1−zPz n

 

n
nnn pzpzpzPz +++= −− L1

10
1 )(  

                        )1()1)(1( 21 zzzzzzp nn −−−= L  

 

)( 1−zPz n  tiene ceros en , 1−= izz ni ,,1L= . Si  es Schur  es 

modularmente menor que uno, tal que  son localizados en el interior 

del disco unitario. 

)(zP iz

1−= izz

 

 

Figura 1.4.1. Gráfica de . )( θjeP

 

Si se tiene  variando a lo largo del círculo unitario con incremento del 

argumento de  deba ser por consiguiente cero. Esto significa que 

para la Schur-estabilidad de  es necesario y suficiente que la frecuencia 

gráfica,  del polinomio inverso no circunscribe al origen. Se 

muestra en el siguiente ejemplo lo anteriormente planteado. 

θjez =

)( θθ jjn ePe −

)(zP

)( θθ jjn ePe −
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Ejemplo 1.4.2. Considerando el polinomio del ejemplo anterior. La gráfica de 

 cuando  describe el círculo unitario se muestra en la Figura 1.4.2. 

Como se observa, la gráfica no circunscribe al origen y se concluye que 

 es estable. 

)( 1−zPz n z

)(zP

Se ha observado que usando la gráfica de  debe verificarse que la 

gráfica de  circunscribe el origen el número correcto de veces, , 

mientras que usando el polinomio inverso se necesita sólo 

chequear que la gráfica de  excluye el origen. Este resultado se 

sostiene para polinomios tanto reales como complejos. 

)(zP

)( θjeP n

)()( 1−= zPzzR n

)( θjeR

 

 

Figura 1.4.2. Gráfica de . )(4 θθ jj ePe −

 

Existen otros resultados en la teoría clásica de la estabilidad, pero se 

consideran suficientes los anteriormente expuestos para todo el desarrollo 

posterior.  
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CCaappííttuulloo  22::

)(sP

  Estabilidad de polinomios 
con coeficientes puntuales. 
 

                                    

. 
                                                                                 /LUY` )LYNZVU. 

 
n este capítulo se emplearán los resultados expuestos en el anterior 

especialmente el Teorema de Cruce de Fronteras [4] para obtener 

derivaciones simples del Teorema de Hermite-Biehler [15], la prueba de 

Routh para la estabilidad en el semiplano izquierdo (Hurwitz-estabilidad) y la 

prueba de Jury para la estabilidad en el disco unitario (Schur-estabilidad) [20] 

empleadas en polinomios con coeficientes ajustables, para ello se partirá de 

un desarrollo teórico con el fin de obtener mejoras algorítmicas; pasando a 

ver un ejemplo comparativo con los métodos tradicionales. Además se 

ofrecen algunos resultados importantes que pueden ser de gran utilidad para 

la demostración y útil enfoque de un teorema importante de la teoría actual 

de la estabilidad de polinomios que será estudiado en el próximo capítulo. 

  

 

2.1-  Hurwitz-estabilidad mediante el teorema de Hermite-
Biehler. 
 
El teorema  de Hermite- Biehler es una fuerte herramienta para el análisis de 

la Hurwitz-estabilidad pero son muchas las ideas nuevas que pueden surgir 

de él mejorándolo e incluso empleándolo en el análisis de la Schur-

estabilidad o de variantes para algoritmos clásicos como los de Routh y Jury. 

 

2.1.1-   Hurwitz-estabilidad para polinomios con coeficientes reales. 
 

Las partes par e impar del polinomio  dado por (1.0.2) pueden ser 

definidas como, 
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L+++= 4
4

2
20)( spsppsP par  

L+++= 5
5

3
31)( spspspsPimpar . 

 

Se define a partir de ellas, 

 

L−+−== 4
4

2
20)()( ωωωω pppjPP pare  

   .)()( 4
5

2
31

0 L−+−== ωω
ω

ωω ppp
j

jPP
impar

 

 

donde  y  son polinomios en  siendo esto una consecuencia 

inmediata de que el conjunto de sus raíces sean simétricas respecto al 

origen del plano complejo. 

)(ωeP )(0 ωP 2ω

Suponiendo ahora que el grado del polinomio  es par, o sea , 

para . En este caso se tendrá,  

)(sP mn 2=

0>m

 
m

m
me ppppP 2

2
4

4
2

20 )1()( ωωωω −+−+−= L  

        .)1()( 22
12

14
5

2
31

0 −
−

−−+−+−= m
m

m ppppP ωωωω L

 

Si por el contrario, el grado de  es impar, entonces , para 

, y, 

)(sP 12 += mn

0≥m

 
m

m
me ppppP 2

2
4

4
2

20 )1()( ωωωω −+−+−= L  

      . m
m

m ppppP 2
12`

4
5

2
31

0 )1()( ωωωω +−+−+−= L

 

Se define para cada caso la propiedad de interrelación de las raíces de estos 

polinomios. 

 

Definición 2.1.1. Un polinomio real  par satisface la propiedad de 

interrelación si, 

)(sP
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a)  y  tienen el mismo signo. mp2 12 −mp

 

b) todas las raíces de  y  son reales y distintas y las  

raíces positivas de  conjuntamente con las  raíces 

positivas de  están ordenadas de la siguiente manera, 

)(ωeP )(0 ωP m

)(ωeP 1−m

)(0 ωP

 

memmeee ,1,01,2,1,01,0 ωωωωωω <<<<<<< −−L . 

 

Definición 2.1.2. Un polinomio real  impar satisface la propiedad de 

interrelación si, 

)(sP

 

a)   y  tienen el mismo signo. 12 +mp mp2

 

b) todas las raíces de  y  son reales y las  raíces positivas 

de   conjuntamente con las  raíces positivas de  están 

ordenadas de la siguiente manera, 

)(ωeP )(0 ωP m

)(ωeP m )(0 ωP

 

.0 ,0,1,01,1,01, mmemmee ωωωωωω <<<<<<< −−L  

 

Una descripción alternativa de la propiedad de interrelación puede ser dada 

como sigue. 

 

Definición 2.1.3.  satisface la propiedad de 

interrelación si y sólo si, 

)()()( sPsPsP imparpar +=

 

a) los coeficientes principales de  y  son del mismo signo. )(sP par )(sPimpar

 

b) todos los ceros de  y de  son distintos, y están 

alternados a lo largo del  eje imaginario. 

0)( =sP par 0)( =sPimpar
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Ahora se está en condiciones de enunciar el Teorema de Interrelación o de 

Hermite-Biehler [4][9]. 

 

Teorema 2.1.1. (Teorema de Interrelación o de Hermite-Biehler)  Un 

polinomio real  dado en (1.0.2) es Hurwitz-estable si y sólo si satisface 

la propiedad de interrelación. 

)(sP

 

Demostración. Dado que  es un polinomio de Hurwitz, se tiene por la 

Propiedad 1.3.1 que todos los coeficientes  con 

)(sP

ip ni ,1= , tienen el mismo 

signo, con esto queda probada la parte a) de la propiedad de interrelación y 

sin pérdida de generalidad se puede asumir que todos los coeficientes son 

positivos. 

Para probar la parte b) de dicha propiedad se asumirá arbitrariamente que 

 es de grado par o sea )(sP mn 2= . Ahora, se conoce por la Propiedad 1.3.2 

que )( ωjP  es estrictamente creciente en el intervalo de 2/πn−  a 2/πn  con 

ω  de  a ∞+ ∞− . Debido al hecho de que las raíces de  son simétricas 

respecto al eje real y además de esto 

)(sP

)](arg[ ωjP  crece de 0 a ππ mn =+ 2/  

con ω  de 0 a ∞+ . Por lo tanto si ω  va de 0 a ∞+ , )( ωjP  comienza en el 

eje real positivo ( ), a hacer círculos en contra de las manecillas 

del reloj alrededor del origen con radio 

0)0( 0 >= pP

πm  antes de partir al infinito, y nunca 

pasa a por origen dado 0)( ≠ωjP , para toda ω . Tal resultado es muy simple 

de ver en la gráfica de )( ωjP  que hace cortes en el eje imaginario  veces 

y la parte real de 

m

)( ωjP  tiene m  ceros en ω  creciente, con los valores 

positivos, 

                            .,,, ,2,1, mℜℜℜ ωωω L                               (2.1.1) 

 

Similarmente la gráfica de )( ωjP  comienza en el eje real positivo y corta el 

eje real  veces con 1−m ω  incrementándose por lo que la parte imaginaria 

de )( ωjP también llega a tener  cero (incluyendo m 0=ω ) en, 

                           1,2,1, ,,,,0 −ℑℑℑ mωωω L                            (2.1.2) 
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antes de crecer al infinito. Dado que )( ωjP  hace círculos alrededor del 

origen es obvio tener, 

 

.0 ,1,1,2,2,1,1, mmm ℜ−ℑ−ℜℑℜℑℜ <<<<<<<< ωωωωωωω L  

 

Ahora la prueba de la necesidad es completada por una advertencia simple 

de que la parte real de )( ωjP  es nula para , y la parte imaginaria de )(ωeP

)( ωjP  es . )(0 ωω jP

Por el contrario se asume que  satisface la propiedad de interrelación y 

suponiendo por ejemplo que  es de grado 

)(sP

)(sP mn 2=  y que ,  son 

ambas positivas. 

mp2 12 −mp

Considerando las raíces de  y , )(ωeP )(0 ωP

 

                                          (2.1.3) .0 ,1,01,1,01,
p
me

p
m

p
me

pp
e ωωωωω <<<<<< −−L

 

Por esto  y  pueden ser escrito como, )(ωeP )(0 ωP

∏
=

−=
m

i

p
iem

e pP
1

2
,

2
2 )()( ωωω  

    .)()(
1

1

2
,0

2
12

0 ∏
−

=
− −=

m

i

p
impP ωωω

 

Ahora se considerará un polinomio  del cual es sabida su estabilidad, 

del mismo grado  con todos sus coeficientes positivos. Por ejemplo, se 

toma . En cualquier caso, se escribe, 

)(sQ

m2
mssQ 2)1()( +=

 

.)( 2
2

2
210

m
msqsqsqqsQ ++++= L  

 

Dado que  es estable, se puede prestar atención a la primera parte del 

teorema donde  satisface la propiedad de interrelación, tal que  

)(sQ

)(sQ )(ωeQ
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tiene  raíces positivas  y  tiene m q
me

q
e ,1, ,, ωω L )(0 ωQ 1−m  raíces positivas 

, y, q
m

q
1,01,0 , −ωω L

 

                                          (2.1.4) .0 ,1,01,1,01,
q

me
q

m
q

me
qq

e ωωωωω <<<<<< −−L

 

Por consiguiente se puede escribir, 

 

∏
=

−=
m

i

q
iem

e qQ
1

2
,

2
2 )()( ωωω  

    .)()(
1

1

2
,0

2
12

0 ∏
−

=
− −=

m

i

q
imqQ ωωω

 

Considerando ahora el polinomio  definido por, )()()( ssPsPsP imparpar
λλλ +=

 

∏
=

+−−+−=
m

i

p
ie

q
emm

e pqP
1

2
,

2
1,

2
22 ]))())(1[(())1(()( ωλωλωλλωλ  

.]))())(1[(())1(()(
1

1

2
,0

2
1,0

2
1212

0 ∏
−

=
−− +−−+−=

m

i

p
i

q
mm pqP ωλωλωλλωλ  

 

Obviamente, los coeficientes de  son funciones polinomiales en )(sPλ λ  las 

cuales por consiguiente son continuas en . Además, el coeficiente del 

término de mayor grado en  es 

]1,0[

)(sPλ mm pq 22)1( λλ +−  y siempre permanece 

positivo con λ  variando de 0 a 1. Para 0=λ  se tiene que  y 

para 

)()(0 sQsP =

1=λ , . Se puede suponer ahora que  no es un 

polinomio de Hurwitz. Por el Teorema  de Cruce de Frontera es claro que 

necesariamente existe algún 

)()(1 sPsP = )(sP

λ  en (0, 1] tal que  tiene una raíz en el 

eje imaginario. 

)(sPλ

Sin embargo,  tiene una raíz en el eje imaginario, si y sólo si  y 

tienen una raíz real común. Pero obviamente, las raíces de  

satisface, 

)(sPλ )(ωλ
eP

)(0 ωλP )(ωλ
eP
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                                       ,                            (2.1.5) 2
,

2
,

2
, )1( p

ie
q

ieie λωωλω λ +−=

 

y las de , )(0 ωλP

 

                                                                  (2.1.6) .)1( 2
,0

2
,0

2
,0

p
i

q
ii λωωλω λ +−=

 

Ahora, se tienen dos raíces cualquiera de  en (2.1.5). Si , por 

(2.1.3) , y similarmente por (2.1.4), , por lo que, 

)(ωλ
eP ji <

2
,

2
,

p
je

p
ie ωω <

2
,

2
,

q
je

q
ie ωω <

 
2

,
2

,
λλ ωω jeie < . 

 

De la misma manera, puede verse que el mismo ordenamiento de (2.1.3) y 

(2.1.4) se conserva entre las raíces de  y también entre cualquier raíz 

de  y cualquier raíz de . En otras palabras la parte b) de la 

propiedad de interrelación es invariante bajo tales combinaciones convexas, 

esto se tendrá para cada 

)(0 ωλP

)(ωλ
eP )(0 ωλP

λ  en [0, 1] 

 

.0 2
,

2
1,0

2
1,

2
1,0

2
1,

λλλλλ ωωωωω memmee <<<<<< −−L  

 

Esto muestra que, cualquiera que sean los valores de λ  en [0, 1],  y 

 nunca pueden tener una raíz común, y esto lleva por consiguiente a 

una contradicción con lo cual se completa la demostración.■ 

)(ωλ
eP

)(0 ωλP

 

Es claro que la propiedad de interrelación es equivalente al Criterio de 

Mijailov. Si la región de estabilidad + es tal que un polinomio estable no 

cumple con el Criterio de Mijailov, el entrelazamiento de la parte real e 

imaginaria en general falla. Sin embargo, hasta en el caso de una región  + 

la propiedad de cruzamiento de fronteras debe sostenerse. Esto significa 
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que la transición de la estabilidad a la inestabilidad sólo puede ocurrir si las 

partes reales e imaginarias simultáneamente se vuelven cero en algún punto 

de la frontera. 

La propiedad de interrelación de un polinomio puede ser verificada trazando 

los gráficos de  y  o el de )(ωeP )(0 ωP )( ωjP , como se muestra a 

continuación. 

 
Ejemplo 2.1.1.   
 

.6491552803312661455211)( 23456789 +++++++++= ssssssssssP  

 

Entonces, 

 

)()()( 0 ωωωω PjPjP e +=  

 

con, 

     615533114511)( 2468 +−+−= ωωωωωeP

                                .4928026652)( 24680 +−+−= ωωωωωP

 

Las gráficas de  y  se muestran en la Figura 2.1.1. Se ve que el 

polinomio  es un polinomio de Hurwitz ya que satisface la propiedad de 

interrelación. 

)(ωeP )(0 ωP

)(sP

 

Ejemplo 2.1.2. 
 

.6491552803312661455221)( 23456789 +++++++++= ssssssssssP  

 

Entonces, 
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Figura 2.1.1. Propiedad de interrelación para polinomios de Hurwitz. 

 

)()()( 0 ωωωω PjPjP e +=  

donde, 

 

615533114521)( 2468 +−+−= ωωωωωeP  

                                .4928026652)( 24680 +−+−= ωωωωωP

 

Las gráficas de  y  se muestran en la Figura 2.1.2. Se ve que el 

polinomio  no es un polinomio de Hurwitz ya que no satisface la 

propiedad de interrelación. 

)(ωeP )(0 ωP

)(sP

 

Ambas gráficas son ilimitadas cuando ∞→ω , por lo que se obtuvo un 

resultado importante para eliminar este inconveniente. Un ploteo limitado 

conteniendo la misma información puede ser construido de la forma 

siguiente. 
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Figura 2.1.2. Fallo de interrelación por polinomios no ser Hurwitz. 

 

Para un polinomio como el (1.0.2) escrito usualmente como, 

 

)()()( 0 ωωωω PjPjP e +=  

 

y sea )(ωS  y )(ωT  denotan funciones positivas arbitrarias y continuas en 

∞≤≤ω0 . 

Sea, 

,
)(
)()(

ω
ωω

S
Px

e

=     
)(
)()(

0

ω
ωω

T
Py = . 

 

se puede plantear el siguiente lema. 

 

Lema 2.1.1. Un polinomio real  es de Hurwitz si y sólo si la frecuencia 

de la gráfica 

)(sP

)()()( ωωω jyxz +=  se mueve estrictamente en sentido contrario 

a las agujas del reloj y pasa a su vez por n cuadrantes en su giro. 

 

Demostración. El Teorema de Hermite-Biehler y la Propiedad 1.3.2 de 

polinomios de Hurwitz muestra la gráfica de )( ωjP  debe ir a través de  n

 40



cuadrantes si y sólo si  es de Hurwitz. Desde que los signos de  y )(sP )(ωeP

)(ωx ,  y )(0 ωωP )(ωy  coincide para 0>ω , siendo el lema verdadero.■ 

 

Aunque la gráfica de )( ωjP  es ilimitada, la gráfica de )(ωz  siempre puede 

limitarse escogiendo las funciones )(ωT  y )(ωS  apropiadas. Por ejemplo, 

como )(ωT  y )(ωS  pueden escogerse polinomios con el mismo grado de 

 y respectivamente. Un resultado similar puede ser derivado 

para el caso complejo. El Lema 1.3.1 es ilustrado con el siguiente ejemplo. 

)(ωeP )(0 ωP

 

Ejemplo 2.1.3. Tomando el mismo polinomio que en el Ejemplo 2.1.2 

 

.6491552803312661455211)( 23456789 +++++++++= ssssssssssP   

 

Entonces, 

 

)()()( 0 ωωωω PjPjP e +=  

 

se tiene, 

 

615533114511)( 2468 +−+−= ωωωωωeP  

                              .4928026652)( 24680 +−+−= ωωωωωP

 

Se elige, 

 

1)( 2468 ++++= ωωωωωS  

 . 1)( 2468 ++++= ωωωωωT

 

La función )(ωz  en la Figura 2.1.3 gira estrictamente en contra de las 

manecillas del reloj a través de nueve cuadrantes, y esto muestra que el 

polinomio  es de Hurwitz acorde con el Lema 1.3.1. )(sP
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Figura 2.1.3. Frecuencia de la gráfica de )(ωz . 

 

2.1.2-  Hurwitz-estabilidad para polinomios con coeficientes complejos. 
 

Se mostrará ahora el Teorema de Hermite-Biehler para polinomios con 

coeficientes complejos. Su demostración no es más que una extensión del 

caso real por lo que no se desarrollará. Sea  un polinomio con 

coeficientes complejo dado en (1.0.3). Se define, 

)(sP

 

L++++= 3
3

2
210)( sjbsasjbasPR  

L++++= 3
3

2
210)( sasjbsajbsPI  

 

y se escribe,  

),()()( ωωω ir jPPjP +=  

 

donde, 

 

,)()( 3
3

2
210 L++−−== ωωωωω babajPP R

r  
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   .)(1)( 3
3

2
210 L+−−+== ωωωωω ababjP

j
P I

i  

 

El Teorema de Hermite-Biehler para polinomios complejos puede ser 

presentado como sigue [2] [9].  

 

Teorema 2.1.2. El polinomio complejo  de (1.0.3) es un polinomio de 

Hurwitz si y sólo si, 

)(sP

 

1)  ,011 >+ −− nnnn bbaa

 

2) los ceros de  y  son todos simples, reales y se 

entrelazan, con 

)(ωrP )(ωiP

ω  variando de ∞−  a .∞+  

Se puede notar que la condición 1) se deriva del hecho de que la suma de 

las raíces del polinomio  de (1.0.3) es igual a,  )(sP

 

,
)(

22
111111

nn

nnnnnnnn

nn

nn

ba
baabjbbaa

jba
jba

+
−++

−=
+
+

− −−−−−−  

 

para que  sea Hurwitz, entonces la parte real del número complejo 

anterior debe ser negativa. 

)(sP

 

2.2-   Schur-estabilidad mediante el teorema de Hermite-
Biehler. 
 
Con todo lo anterior se derivó  un resultado similar del Teorema de 

interrelación con respecto a cualquier región : que tiene la propiedad de que 

la fase de un polinomio estable evaluado a lo largo en la frontera de : 

aumenta monótonamente. En este caso la estabilidad de un polinomio con 

respecto a : es equivalente a la interrelación de sus partes real e imaginaria 
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evaluadas a lo largo de la frontera de :. Aquí se considera el caso donde : 

es un disco unitario abierto. 

Para polinomios reales, es sencillo ver que la estabilidad de  es 

equivalente al entrelazamiento de la parte real e imaginaria de  

evaluada a lo largo de la mitad superior del círculo unitario. Escribiendo 

 se tiene, 

)(zP

)(zP

)()()( θθω jIReP j +=

 

01 )cos()cos()( ppnpR n +++= θθθ L , y 

                                 ).()()( 1 θθθ senpnsenpI n ++= L  

 

Con lo que sin ninguna dificultad se enuncia el siguiente Lema. 

 

Lema 2.2.1. Un polinomio real es Schur con )(zP 0ppn >  si y sólo si: 

 

a) )(θR  tiene exactamente  ceros en n [ ]π,0 , 

b) )(θI  tiene exactamente 1+n  ceros en [ ]π,0 ,  

c) los ceros de )(θR  y )(θI  están entrelazados. 

 
Se muestra este resultado con dos ejemplos esclarecedores. 

 

Ejemplo 2.2.1. Considerando el polinomio, 

 

.02.003.04.03.02.0)( 2345 +++++= zzzzzzP  

 

Como se observa en la Figura 2.2.1 el polinomio  es Schur dado que 

 y  tienen respectivamente 5 y 6 ceros distintos para 

)(zP

)](Re[ θjeP )](Im[ θjeP

[ ]πθ ,0∈ , y los ceros de  se entrelazan con los de . )](Re[ θjeP )](Im[ θjeP
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Figura 2.2.1.  y .  )](Re[ θjeP )](Im[ θjeP

 

Ejemplo 2.2.2. Considerando el polinomio,  

 

.02.003.04.03.02)( 2345 +++++= zzzzzzP  

 

Puesto que  y cada uno no tiene )](Re[ θjeP )](Im[ θjeP 102 =n  ceros distintos 

para πθ 20 <≤ , como se muestra en la Figura 2.2.2, el polinomio  no es 

Schur. 

)(zP

 

Figura 2.2.2.  y . )](Re[ θjeP )](Im[ θjeP
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Estas condiciones, pueden refinarse de hecho más allá, al entrelazar en el 

círculo unitario dos polinomios  y  los cuales representan las 

partes simétrica y no simétrica del polinomio real 

)(zPs )(zPa

)()()( zPzPzP as +=  donde 

 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ += )1()(

2
1)(

z
PzzPzP n

s ,  y   ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −= )1()(

2
1)(

z
PzzPzP n

a . 

 

Teorema 2.2.1. Un polinomio  es Schur si y sólo si  y  

satisfacen las siguientes propiedades: 

)(zP )(zPs )(zPa

a)  y  son polinomios de grado con sus mayores 

coeficientes del mismo signo. 

)(zPs )(zPa n

 

b)  y  sólo tienen ceros simples los cuales pertenecen al 

círculo unitario. 

)(zPs )(zPa

 

c) Los ceros de  y  se entrelazan en el círculo unitario. )(zPs )(zPa

 

Demostración. Sea  La condición a) es 

equivalente a , lo cual es claramente necesario para la Schur- 

estabilidad. Ahora se aplicará la transformación bilinial del círculo unitario 

dentro de la mitad izquierda del plano y se usará el Teorema de Hermite-

Biehler para la Hurwitz-estabilidad. Es conocido que el mapeo bilinial,  

.)( 2
210

n
n zpzpzppzP ++++= L

02
0

2 >− ppn

 

1
1

−
+

=
s
sz  

 

trasforma el disco unitario abierto en la mitad abierta izquierda del plano. 

Puede usarse para trasformar un polinomio  en  de la siguiente 

forma, 

)(zP )(sP
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)(ˆ)
1
1()1( sP

s
sPs n =
−
+

− . 

Se escribe, 

 
n

n
n

n spspsppsP ˆˆˆˆ)(ˆ 1
110 ++++= −
−L  

 

donde cada  es una función de la cual dependen los coeficientes de . 

La siguiente trasformación preserva el grado entonces  es Schur- 

estable si y sólo si  es Hurwitz-estable. Es muy sencillo verificar que la 

transformación descrita preserva el grado si y sólo si, 

ip̂ )(zP

)(zP

)(ˆ sP

 

0)1(ˆ
0

≠==∑
=

Ppp
n

i
in  

 

y esto se cumple por la condición c). 

La transformación de  en es una transformación lineal  )(zP )(ˆ sP T . Lo que 

es lo mismo,  es la imagen de  bajo el mapeo )(ˆ sP )(zP T .  Entonces 

;  lo que puede ser escrito explícitamente como sigue, )(ˆ)( sPzP =

 

).(ˆ)(
1
1)1( sPzTP

s
sPs n ==⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

− ■ 

 

Por ejemplo, para , expresando a  y  en términos del vector de 

sus coeficientes, 

4=n )(zP )(ˆ sP

 

.

ˆ
ˆ
ˆ
ˆ
ˆ

11111
42024
60206
42024
11111

4

3

2

1

0

4

3

2

1

0

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−

−
−−

p
p
p
p
p

p
p
p
p
p
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Considerando las partes simétrica y asimétrica de  ,  y su imagen por la 

trasformación, dada por  y  respectivamente. Un cómputo fiel 

muestra que, 

)(zP

)(zTPs )(zTPa

 

)(ˆ)( sPzTP par
s = ,   ,     par )(ˆ)( sPzTP impar

a = n

y, 

)(ˆ)( sPzTP impar
s = ,   ,     impar. )(ˆ)( sPzTP par

a = n

 

Las condiciones b) y c) quedan mostradas a partir de la propiedad de 

interrelación  para polinomios de Hurwitz, aplicada a . )(ˆ sP

 

Las funciones  y  con a través del círculo unitario. El 

entrelazamiento puede ser verificado con la gráfica de los ceros de las 

funciones, ver Figura 2.2.3. 

)(zPs )(zPa z

 

 
Figura 2.2.3. Entrelazado de las partes simétrica y asimétrica de un        

polinomio en un círculo unitario. 
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2.3-   Búsqueda de polinomios estable mediante polinomios 
conocidos. 
 
Se obtienen dos lemas que aunque de apariencia insignificante será de vital 

importancia a la hora de generalizar ideas. 

 

Lema 2.3.1. Sean, 

 

)()()( 11 sPsPsP imparpar +=  

)()()( 22 sPsPsP imparpar +=  

 

dos polinomios estables y del mismo grado con la misma parte par  y 

diferentes partes impares  y  satisfaciendo, 

)(sPpar

)(1 sPimpar )(2 sP impar

 

)()( 0
2

0
1 ωω PP ≤ ,       para todo [ ]∞∈ ,0ω . 

 

Entonces,  

)()()( sPsPsP imparpar += , 

 

es estable para cada polinomio  con parte impar  satisfaciendo,  )(sP )(sPimpar

 

)()()( 0
2

00
1 ωωω PPP ≤≤ ,      para todo [ ]∞∈ ,0ω . 

 

Demostración. Teniendo que  y  son estables,  y  

satisfacen la propiedad de interrelación con . En particular,  y 

 no son sólo de igual grado, sino que el signo de sus mayores 

coeficientes es también el mismo dado el hecho de que es el mismo del 

mayor coeficiente de . Determinado esto es fácil ver que 

)(1 sP )(2 sP )(0
1 ωP )(0

2 ωP

)(ωeP )(0
1 ωP

)(0
2 ωP

)(ωeP )(0 ωP  no 

satisface , para todo )()()( 0
2

00
1 ωωω PPP ≤≤ [ ]∞∈ ,0ω , a menos que tengan el 
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mismo grado y el mismo signo para sus mayores coeficientes. Entonces la 

condición anterior fuerza a las raíces de )(0 ωP  a interrelacionarse con las de 

. Por consiguiente de acuerdo con el Teorema de Hermite-Biehler, 

 es estable.■ 

)(ωeP

)()( sPsP imparpar +

 

Para esclarecer los resultados obtenidos con el lema anterior se puede 

desarrollar  el siguiente ejemplo. 

 
Ejemplo 2.3.1. Sean, 

 

127610911171319)( 234567
1 +++++++= ssssssssP

.128310911117349)( 234567
2 +++++++= ssssssssP  

 

Entonces se tiene que, 

 

12109719)( 246 +++= ssssP par  

                                       sssssPimpar 7611131)( 357
1 +++=

.8311134)( 357
2 sssssPimpar +++=  

 

La Figura 2.3.1 muestra a  y la franja que forman  y  

satisfaciendo la propiedad de interrelación. 

)(ωeP )(0
1 sP )(0

2 sP

 

De esto se puede concluir que cualquier polinomio  con parte impar 

 que satisfaciendo,  

)(sP

)(sPimpar

 

)()()( 0
2

00
1 ωωω PPP ≤≤ ,      para todo [ ]∞∈ ,0ω  

 

es estable. Un ejemplo de ello es el siguiente polinomio que queda contenido 

en la franja, 

 

.7911132)( 357 sssssPimpar +++=  
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Figura 2.1.1.  y ( , ). )(ωeP )(0
1 sP )(0

2 sP

 

El lema dual del Lema 2.3.1 es el siguiente el cual se dará sin demostración 

por ser esta una consecuencia inmediata del anterior. 

 

Lema 2.3.2. Sean, 

 

)()()( 11 sPsPsP imparpar +=  

)()()( 22 sPsPsP imparpar +=  

 

dos polinomios estables del mismo grado con la misma parte impar  

y diferentes partes par  y  satisfaciendo, 

)(sPimpar

parP1
parP2

 

)()( 21 ωω ee PP ≤ ,      para todo [ ]∞∈ ,0ω . 

 

Entonces,  

 

)()()( sPsPsP imparpar +=  
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es estable para cada polinomio  con parte par  satisfaciendo, )(sP )(sP par

)()()( 21 ωωω eee PPP ≤≤ ,       para todo [ ]∞∈ ,0ω . 

 

2.4-  Estabilidad en polinomios con coeficientes ajustables. 
 
Para el análisis de la estabilidad en polinomios con coeficientes ajustables 

son conocidos los algoritmos Routh [2][3] y Jury [10] para la Hurwitz y Schur-

estabilidad respectivamente, y han sido demostrados basados en el 

Teorema de Cruce de Fronteras por Chapellat, Mansour, y Bhattacharyya 

[4]. En este epígrafe se mostrará una variante algorítmica con mejoras tanto 

desde el punto de vista computacional como teórico. Para ello se enfrentará 

un desarrollo teórico que permita la obtención de procedimientos capaces de 

superar estos algoritmos en algunos aspectos. 

 

2.4.1-   Variante para la Hurwitz-estabilidad en polinomios con 
coeficientes reales ajustables. 
 
Sea  un polinomio real de grado  positivo dado en (1.0.2), y se asume 

que todos los coeficientes de  son positivos. 

)(sP n

)(sP

Recordando que  puede ser descompuesto en dos partes una par y otra 

impar, como se muestra a continuación. 

)(sP

 

)()()( sPsPsP imparpar += . 

 

Ahora, se define un polinomio  de grado )(sQ 1−n  por, 

 

Si mn 2= :   )()()()(
12

2 sPssP
p
p

sPsQ imparimpar

m

mpar +⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=

−

, 

   Si 12 += mn :   )()()()(
2

12 sPssP
p

p
sPsQ parpar

m

mimpar +⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−= + , 
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se puede definir de forma general, con 
1−

=
n

n

p
p

μ , de la forma siguiente, 

 

L+−++−+= −
−−

−
−

−
−−

−
−

4
54

3
3

2
32

1
1 )()()( n

nn
n

n
n

nn
n

n sppspsppspsQ μμ .  (2.4.1) 

 

De ello se obtiene el siguiente resultado clave para la reducción del grado. 

 

Lema 2.4.1. Si  tiene todos sus coeficientes positivos, )(sP

 

)(sP  es estable ⇔   es estable. )(sQ

 

Demostración. Asumiendo, por ejemplo que mn 2= , y usando el Teorema 

2.1.1 (Teorema de Hermite-Biehler)  se tiene, 

 

(a) Se asume que  y por consiguiente satisface el 

teorema de interrelación. Sea, 

m
m sppsP 2

20)( ++= L

 

memmeee ,1,01,2,02,1,01,0 ωωωωωωω <<<<<<<< −−L , 

 

el entrelazamiento de las raíces de  y . Se puede 

verificar     fácilmente que  y  vienen dados por, 

)(ωeP )(0 ωP

)(ωeQ )(0 ωQ

 

)()()( 02 ωμωωω PPQ ee += ,   
12

2

−

=
m

m

p
p

μ , 

                           . )()( 00 ωω PQ =

 

Dado esto se puede concluir que  tiene el número requerido de 

raíces positivas, particularmente 

)(0 ωQ

1−m  raíces de : )(0 ωP

 

1,02,01,0 ,,, −mωωω L . 
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De , se puede deducir que, )(ωeQ

 

0)0()0( >= ee PQ , 

0)()( 1,01,0 <= ωω ee PQ , 

M  

)()( 2,02,0 −− = m
e

m
e PQ ωω , tiene el signo de , 2)1( −− m

)()( 1,01,0 −− = m
e

m
e PQ ωω , tiene el signo de . 1)1( −− m

 

Por lo tanto, se está listo para establecer que  tiene )(ωeQ 1−m  

raíces positivas 1,2,1, ,, −′′′ meee ωωω L , que se entrelazan con las raíces de 

.  Dado que además  es de grado )(0 ωQ )(ωeQ 1−m  en , éstas 

son las únicas raíces positivas que puede tener. Finalmente, se ha 

visto que el signo de  en la última raíz 

2ω

)(ωeQ 1,0 −mω  de  es el de 

. Pero el coeficiente más alto de  es nada más que, 

)(0 ωQ

1)1( −− m )(ωeQ

 
1

22 )1( −
− − m

mq . 

 

De esto  debe ser estrictamente positivo, como , por 

otra parte  tendrían un cambio de signo de nuevo entre 

22 −mq 1212 −− = mm pq

)(ωeQ 1,0 −mω  y 

, que produciría la contradicción de  que tiene  raíces 

positivas (mientras es un polinomio de grado 

∞+ )(ωeQ m

1−m  en ). Por lo 

tanto  satisface la propiedad de interrelación y es estable si  

lo es. 

2ω

)(sQ )(sP

 

(b) A la inversa se asume que  es estable. Se escribe, )(sQ

 

[ ] )()()()( sQssQsQsP imparimparpar ++= μ ,    
12

2

−

=
m

m

p
p

μ . 
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Por la misma razón que en (a) se puede ver que  ya tiene el 

número requerido de 

)(0 ωP

1−m  raíces positivas, y que  ya tiene 

 en el intervalo 

)(ωeP

1−m ( )1,0,0 −mω  que se entrelazan con las raíces de 

. Además el signo de  en )(0 ωP )(ωeP 1,0 −mω  es el mismo que  , 

mientras que el término  en  genera el signo de  en 

 que es . Así  tiene una raíz -ésima positiva, 

1)1( −− m

m
msp 2

2 )(sP )(ωeP

∞+ m)1(− )(ωeP m

 

1,0, −> mme ωω , 

 

tal que  satisface la propiedad de interrelación y es por 

consiguiente estable.■ 

)(sP

 

El lema anterior demuestra que la estabilidad de un polinomio  puede 

ser verificada mediante la reducción sucesiva del grado por tanto se está en 

condiciones de elaborar un algoritmo para verificar la estabilidad. 

)(sP

 
Algoritmo 2.4.1. 
 

1) Se fija , )()()0( sPsP =

 

2) Se verifica que todos los coeficientes de  son positivos, )()( sP i

 

3) Se construye  acorde a (2.4.1), )()()1( sQsP i =+

 

4) Se regresa a 2) hasta que 2) sea violado (  no es Hurwitz) o hasta 

alcanzar (el cual es de grado 2) en este caso la condición 2) 

es también suficiente (  es Hurwitz). 

)(sP

)()2( sP n−

)(sP

 

 55



Se puede verificar que este procedimiento es similar a la prueba de Routh [3] 

que genera la tabla de Routh. La prueba también muestra una propiedad 

conocida como lo es la de que para un polinomio estable no sólo la primera 

columna de la tabla entera de Routh debe consistir en números positivos. 

Sin embargo el procedimiento descrito aquí no permite contar los ceros 

estables e inestables del polinomio como puede hacerse con el Teorema de 

Routh, aunque puede verificarse sin tanto costo computacional la 

estabilidad. Seguidamente mediante un ejemplo se dará una comparación 

entre ambos algoritmos. 

 

Ejemplo 2.4.1. Considerando el polinomio real de grado 4, 

 

dcsbsasssP ++++= 234)( . 

 

Siguiendo el algoritmo descrito anteriormente se forman los polinomios, 

 

a
1

=μ ,  y dcss
a
cbassP ++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+= 23)1( )( , 

 

y entonces, 

 

cab
a
−

=
2

μ ,  y ds
cab

dacs
a
cbsP s +⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

2
2)( )( . 

 

Observando que en cada caso sólo la parte par o impar del polinomio es 

modificada, se necesita verificar la positividad del siguiente conjunto de 

coeficientes, 

 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

cab
dac

d
a
cb

ca
db

2

1
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Pero esto es justamente la tabla de Routh para este polinomio. 

Se nota que un lema similar puede ser derivado si se asume que todos los 

coeficientes de  positivos son remplazados por la asunción de que sólo 

los dos coeficientes de mayor grado  y  son positivos. El algoritmo 

correspondiente llevaría entonces exactamente a verificar que la primera 

columna de la tabla de Routh es positiva. Sin embargo desde que el 

algoritmo requiere que la tabla entera se construya, es más eficiente verificar 

que cada nuevo coeficiente es positivo. 

)(sP

1−np np

 
2.4.2- Variante para la Hurwitz-estabilidad en polinomios con 
coeficientes complejos ajustables. 
 

Un algoritmo similar puede ser derivado para chequear la estabilidad según 

Hurwitz para polinomios complejos [2]. La demostración es muy similar a la 

del caso real por lo que es omitida. Seguidamente se pasará a dar una 

descripción precisa del algoritmo. 

 

Sea  un polinomio complejo de grado  dado en (1.0.3), )(sP n

donde, 

 

)(1)( sP
jba

sT
nn +

= . 

 

Así  puede ser escrito como, )(sT

 
nn

nn ssjdcsjdcjdcsT +++++++= −
−−

1
111100 )()()()( L , 

 

y se puede notar que, 

 

22
11

1
nn

nnnn
n ba

bbaa
c

+
+

= −−
− . 
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Se asumirá que , lo cual es una condición necesaria para que  

sea de Hurwitz. Como es usual se escribe, 

01 >−nc )(sP

)()()( sTsTsT IR += , donde, 

 

L++++= 3
3

2
210)( sjdscsjdcsTR , 

L++++= 3
3

2
210)( scsjdscjdsTI . 

 

Ahora se define el polinomio  de grado )(sQ 1−m  por, 

 

Si :     mn 2= )()(1)()(
12

sTssT
c

sTsQ II
m

R +⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=

−

, 

Si :    12 += mn )()(1)()(
2

sTssT
c

sTsQ RR
m

I +⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−= , 

 

esto es en general con 
1

1

−

=
nc

μ  a, 

 
2

232
1

211 ])[()]([)( −
−−−

−
−−− +−+−+= n

nnn
n

nnn sjdccsddjcsQ μμ    

 .)]([ 3
433 L+−++ −

−−−
n

nnn sddjc μ

 

Ahora es exactamente como para el caso real, por lo que el siguiente lema 

puede ser demostrado sin dificultad. 

 

Lema 2.4.2. Si  satisface )(sP 011 >+ −− nnnn bbaa , entonces, 

 

)(sP  es Hurwitz-estable ⇔   es Hurwitz-estable. )(sQ

 

Se está en condiciones de expresar esta idea de forma algorítmica. 

 

Algoritmo 2.4.2.  
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1) Se fija , )()()0( sPsP =

 

2) Se verifica que los últimos dos coeficientes de  satisfacen 

, 

)()( sP i

0)()(
1

)()(
1 >+ −−

i
n

i
n

i
n

i
n bbaa

 

3) Se construye )(1)( )(
)()(

)( sP
jba

sT i
i

n
i

n

i

+
= , 

 

4) Se construye  como anteriormente, )()()1( sQsP i =+

 

5) Se vuelve al paso 2) hasta que se encuentre alguna violación en 2) 

(  no es Hurwitz) o hasta que se alcance (que es de grado 

1) en cuyo caso la condición 2) es suficiente (  es Hurwitz).  

)(sP )()1( sP n−

)(sP

 

2.4.3- Variante para la Schur-estabilidad en polinomios con coeficientes 
ajustables. 

 
Se dará aquí un desarrollo general para polinomios complejos de una 

variante para el algoritmo de Jury, lo que claramente es aplicado para el 

caso real, el algoritmo de Jury puede ser visto en [15]. Se tiene, un polinomio 

de grado  dado en (1.0.4), se dará ahora una simple condición necesaria. n

 

Propiedad 2.4.1. Una condición necesaria para que  sea un polinomio 

de Schur es que, 

)(zP

 

0ppn > . 

 

Ciertamente si  tienen todas sus raíces  en el interior del círculo 

unitario entonces el producto de sus raíces viene dado por, 

)(zP nzz ,,1 K
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n

n

i
i

n

p
p

z 0

1

)1( =− ∏
=

, 

por lo tanto, 

 

∏
=

=
n

i
i

n

z
p
p

1

0 . 

 

Ahora se considera el polinomio  de grado n ,  )(zP

 
n

n zpzppzP +++= L10)( . 

 

Se denota con z  el conjugado de y se define, z

 

nn
nnn pzpzpzp

z
PzzQ ++++=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= −

−
1

1
10

1)( L , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= )()(1)( 0 zQ

p
p

zP
z

zR
n

. 

 

Es fácil ver que  es siempre de grado menor o igual )(zR 1−n . Se define un 

lema de gran importancia pues permite una reducción de grado sin pérdida 

de la información sobre la estabilidad al igual que fue trabajado en el caso de 

la Hurwitz-estabilidad. 

 

Lema 2.4.3.  Si  satisface )(zP 0ppn > , se tendrá la siguiente equivalencia, 

 

)(zP  es un polinomio de Schur ⇔ )(zR  es un polinomio de Schur. 

 

Demostración. Se observa primero algo obvio, 

 

  es un polinomio de Schur )(zR ⇔   es un polinomio de Schur. )(zzR
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Se considera ahora la familia de polinomios, 

 

)()()( 0 zQ
p
p

zPzP
n

λλ −= ,  donde [ ]1,0∈λ . 

 

Se puede ver que , y )()(0 zPzP = )()(1 zzRzP = . Además el coeficiente de 

grado  de  es, n )(zPλ

 

n
n p

p
p

2
0λ−  

 

y satisface, 

 

000
0

2
0 >−>−>− ppp

p
p

p
p
p

p n
n

n
n

n λλ , 

 

para que  tenga restos fijos de grado n . )(zPλ

Se asume en busca de una contradicción que uno de los dos polinomios 

 o  es estable mientras que el otro no lo es. Entonces por el 

Teorema 1.2.4 (Teorema de Cruce de Fronteras) se concluye que podría 

existir un 

)(0 zP )(1 zP

λ  en , tal que tiene una raíz en el círculo unitario en el 

punto , 

[ 1,0 ] )(zPλ

θjez =0 [ )πθ 2,0∈ , o sea, 

 

01)()(
0

0
0

00 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=

z
Pz

p
p

zPzP n

n

λλ . 

 

Pero para cualquier número complejo  en el círculo unitario, z
z

z 1
= , y 

además implica que, 
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                                         .0)()()( 00
0

00 =−= zPz
p
p

zPzP n

n

λλ                   (2.4.1) 

 

Tomando el complejo conjugado de esta última expresión se concluye que, 

 

                                           .0)()( 00
0

0 =− zPz
p
p

zP n

n

λ                              (2.4.2) 

 

Además por (2.4.1) y por (2.4.2) y después usando el hecho de que 10 =z , 

 

                                         .01)( 2

2
02

0 =
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−

np

p
zP λ                                    (2.4.3) 

 

Asumiendo 12

2
02 <
np

p
λ , además (2.4.3) implica que, 

 

                                                  0)( 0 =zP .                                              (2.4.4) 

 

Pero esto implica que, 

 

01)(
0

0 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

z
PzP , 

 

y por consiguiente, 

 

                                             0)( 0 =zR .                                             (2.4.5) 

 

Por (2.4.4) y (2.4.5) se contradice la suposición de que uno de los dos 

polinomios  y  es estable, y con esto se concluye la demostración 

del lema.■ 

)(zP )(zzR
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El lema anterior conduce al siguiente procedimiento para reducir el grado y 

probar la estabilidad. Seguidamente se pasa a mostrar el algoritmo  

correspondiente. 

Algoritmo 2.4.3.  
 

1) Sea , )()(0 zPzP =

 

2) Comprobar )(
0

)( ii
n pp > , 

 

3) Construir 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=+

z
Pz

p
p

zP
z

zP n
i

n

i
ii 1)(1)( )(

)(
0)()1( , 

 

4) Volver a 2) hasta que 2) sea violado (  no es Schur) o hasta 

alcanzar  (cuyo grado es 1), en cuyo caso la condición 2) es 

además suficiente y  es un polinomio de Schur. 

)(zP

)()1( zP n−

)(zP

 

Se puede verificar que este procedimiento es superior al Jury [15] para el 

análisis de la Schur-estabilidad, ello se ilustra con el siguiente ejemplo. 

 

Ejemplo 2.4.2. Considerando un polinomio real de grado 3, en función de , z

 

cbzazzzP +++= 23)( . 

 

Acorde con el algoritmo, se forma el siguiente polinomio, 

 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

z
PczzP

z
zP 1)(1)( 3)1(  

                          , acbzbcazc −+−+−= )()1( 22

 

y entonces, 
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⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

−=
z

Pz
c
acbzP

z
zP 1

1
)(1)( )1(2

2
)1(2  

                             ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

−−+
−

−−−
= 22

222

1
1)(

1
)()1(

c
acbbcaz

c
acbc

. 

 

Por otra parte, la tabla del procedimiento de Jury viene dada por, 

 

[ ] ⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−−−−−
−−−
−−−

)()1()()()1(
1

1
1

1

2222

2

2

bcacacbbcac
cacbbca

bcaacbc
cba

abc

 

 

Aquí, las primeras dos líneas de la tabla corresponden a los coeficientes de 

, la tercera y cuarta líneas los de  y la última a , se puede 

ver que el procedimiento llevado a cabo es similar al de Jury aunque con 

resultados algorítmicos superiores. 

)()1( zP )()2( zP)(zP
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CCaappííttuulloo  33::

i

 Estabilidad de polinomios 
con coeficientes dados por intervalos. 
 

     . 
4H[[OL^ 7YPVY. 

 
e consagrará este capítulo principalmente a un resultado demostrado 

in cialmente en 1978 por V. L. Kharitonov [36] [38], relativo al análisis 

de la Hurwitz-estabilidad de una familia de intervalos de polinomios [34]. 

Este resultado es tan sorprendente y elegante que ha sido punto llamativo 

de un interés renovado en la actual Teoría de la Estabilidad. En las 

siguientes secciones se mostrará el Teorema de Kharitonov y variantes para 

su demostración haciendo uso de todos los elementos desarrollados en los 

capítulos precedentes; mostrando así la estabilidad de polinomios con 

coeficientes dados por intervalos como una consecuencia inmediata de la 

estabilidad para polinomios con coeficientes puntuales. Se enfatizará en un 

resultado fundamental de este trabajo como lo es el de que este teorema 

generaliza el Teorema de Interrelación o de Hermite-Biehler. Se estudiarán 

algunas propiedades de los polinomios de Kharitonov y por último se 

demostrará que el Teorema de Kharitonov no es válido para el análisis de la 

Schur-estabilidad [28] empleando para el análisis de la misma otros 

teoremas clásicos a modo de conclusión sobre este tópico [39][40]. 

  

 

3.1- Estabilidad de polinomios con coeficientes dados por 
intervalos. 

 
Como se conoce un conjunto de polinomios es Hurwitz-estable si y sólo si 

cada elemento del conjunto es un polinomio de Hurwitz, pero evidentemente 

esto no servirá de mucho en la práctica, es necesario reducir a un número 

finito de casos los elementos a comprobar, tarea que a simple vista es 
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engorrosa, pero el Teorema de Kharitonov brinda una sorprendente 

reducción. Para facilitar la comprensión de este teorema se mostrará primero 

un análisis para polinomios con coeficientes reales dados por intervalos y 

después con más elementos conformados se enfrentará una generalización 

para coeficientes complejos dados por intervalos. 

 

3.1.1-   Teorema de Kharitonov para polinomios con coeficientes reales 
dados por intervalos. 
 

La principal meta de este capítulo es mostrar el Teorema de Kharitonov 

como una generalización del Teorema de Hermite-Biehler y  por lo tanto se 

desarrollará toda una teoría con ese objetivo. Se definirán algunos 

elementos útiles para nuestro posterior desarrollo. 

 Considerando el conjunto  de polinomios de grado  de la forma, )(s n

 
n

nssssss δδδδδδδ ++++++= ...)( 4
4

3
3

2
210  

 

donde los coeficientes se encuentran dentro del siguiente rango, 

 

[ ]000 , yx∈δ , [ ] ,,, 211 Lyx∈δ [ ]nnn yx ,∈δ . 

 

Denotando el conjunto de estos intervalos como sigue, 

 

[ ]nδδδδ ,,, 10 L=  

 

e identificando al polinomio )(sδ  con el vector de coeficientes δ , se 

introduce el hiper-cubo, 

 

∈=Δ δδ :{  ,  1+n },...,1,0, niyx iii =≤≤δ . 
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Se asume que el grado se mantiene invariante sobre la familia, o lo que es lo 

mismo 0 [26]. Tales conjuntos de polinomios son llamados familia de 

intervalos reales,  lo que es una forma más relajada de referirse a  como 

intervalo polinomial. Ahora se está en condiciones de plantear el Teorema de 

Kharitonov para intervalos de polinomios. 

[ nn yx ,∉ ]

)(s

 

Teorema 3.1.1. (Teorema de Kharitonov). 

Cada polinomio de la familia  es Hurwitz si y sólo si los siguientes cuatro 

polinomios extremos son Hurwitz, 

)(s

 

,)( 6
6

5
5

4
4

3
3

2
210

1 L+++++++= sysxsxsysysxxsK  

,)( 6
6

5
5

4
4

3
3

2
210

2 L+++++++= sysysxsxsysyxsK  

                      (3.1.1) ,)( 6
6

5
5

4
4

4
3

2
210

3 L+++++++= sxsxsysysxsxysK

.)( 6
6

5
5

4
4

3
3

2
210

4 L+++++++= sxsysysxsxsyysK  

 

El hiper-cubo Δ  y los vértices que corresponden a los polinomios de 

Kharitonov  se  muestran en la Figura 3.1.1. 

 

Para desarrollar una demostración del Teorema de Kharitonov mediante el 

Teorema de Hermite-Biehler se hará uso de dos lemas obtenidos y 

demostrados en el capítulo anterior. La demostración del teorema a sido 

enriquecida con variantes y reducciones desde su aparición, ahora se 

tomarán elementos de las más clásicas [22][25][26][30][33][34][44][47] y se 

conformará una demostración con los elementos tratados en los capítulos 

precedentes. 

Los polinomios de Kharitonov señalados en (3.1.1) son construidos de dos 

partes pares diferentes  y  y de dos partes impares  y 

 definidas debajo. 

)(max sK par )(min sK par )(max sK impar

)(min sK impar
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       Figura 3.1.1. Hiper-cubo Δ  y los cuatro vértices de Kharitonov. 

 

Las partes pares son, 

 

,)( 8
8

6
6

4
4

2
20max L+++++= sysxsysxysK par  

,)( 8
8

6
6

4
4

2
20min L+++++= sxsysxsyxsK par  

 

y las impares, 

 

,)( 9
9

7
7

5
5

3
31max L+++++= sysxsysxsysK impar  

.)( 9
9

7
7

5
5

3
31min L+++++= sxsysxsysxsK impar  

 

Ahora se pueden rescribir los polinomios de Kharitonov dados en (3.1.1) de 

la siguiente forma, 

 

),()()( minmin
1 sKsKsK imparpar +=  

),()()( maxmin
2 sKsKsK imparpar +=  

                                   (3.1.2) ),()()( minmax
3 sKsKsK imparpar +=

).()()( maxmax
4 sKsKsK imparpar +=  
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La motivación para los subíndices “max” y “min” es la siguiente. Sea )(sδ  un 

polinomio arbitrario con sus coeficientes dentro del hiper-cubo  y sea 

 su parte par. Entonces, 

Δ

)(sparδ

 

,)( 8
8

6
6

4
4

2
20max L++−+−= ωωωωω yxyxyK e  

    ,)( 8
8

6
6

4
4

2
20 L++−+−= ωδωδωδωδδωδ e

,)( 8
8

6
6

4
4

2
20min L++−+−= ωωωωω xyxyxK e  

 

por lo que, 

 

,)()()()()()( 6
66

4
44

2
2200max L+−+−+−+−=− ωδωδωδδωδω xyxyK ee  

 

y, 

 

.)()()()()()( 6
66

4
44

2
2200min L+−+−+−+−=− ωδωδωδδωωδ yxyxK ee  

 

Por consiguiente, 

 

                      para todo ),()()( maxmin ωωδω eee KK ≤≤ [ ].,0 ∞∈ω           (3.1.3) 

 

Similarmente, si  denota la parte impar de )(simparδ )(sδ  y, 

 

)()( 0 ωωδωδ jjimpar =  

 

se puede verificar que, 

 

),()()( 0
max

00
min ωωδω KK ≤≤        para todo [ ].,0 ∞∈ω  

 

En la Figura 3.1.2 se ilustran estos resultados. 
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Figura 3.1.2. Rectángulo )( ωj  paralelo al eje [33]. 

 

Ahora se esta en condiciones de pasar a demostrar el Teorema de 

Kharitonov. 

 

Demostración. (Teorema de Kharitonov). 
Al proceder con la demostración del Teorema de Kharitonov se nota que la 

condición necesaria es trivial dado que si todos los polinomios con 

coeficientes en el hiper-cubo Δ  son estables, es claro que los polinomios de 

Kharitonov deben ser estables también ya que sus coeficientes están en Δ . 

Para la condición suficiente, se asume que los polinomios de Kharitonov son 

estables, y se tiene que  es un polinomio arbitrario 

perteneciente a la familia , con parte par  y parte impar . 

)()()s =( ss imparpar δδδ +

)(s )(sparδ )(simparδ

Se concluye, por Lema 2.3.1. aplicado a los polinomios estables  y 

 en (3.1.2) que, 

)(3 sK

)(4 sK

 

)()(max ssK imparpar δ+  es estable. 

 

Similarmente, por Lema 2.3.1. aplicado a los polinomios estables  y 

 en (3.1.2) se concluye que, 

)(1 sK

)(2 sK

 

)()(min ssK imparpar δ+  es estable. 
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Ahora, de (3.1.3) se tiene que aplicando el Lema 2.3.2 a dos polinomios 

estables, 

 

)()(max ssK imparpar δ+      y       )()(min ssK imparpar δ+

 

se  concluye que,  

 

)()()( sss imparpar δδδ =+  es estable 

 

Puesto que )(sδ  es un polinomio arbitrario de  se puede llegar a la 

conclusión que la familia de polinomios  es estable, con lo que queda 

probado el teorema.■ 

)(s

)(s

 

Se puede notar que para coeficientes de orden superior se dan los 

polinomios de Kharitonov de la siguiente forma, 

 

L+++++= −
−

−
−

−
−

−
−

4
4

3
3

2
2

1
1

1 )(ˆ n
n

n
n

n
n

n
n

n
n sxsxsysysxsK , 

L+++++= −
−

−
−

−
−

−
−

4
4

3
3

2
2

1
1

2 )(ˆ n
n

n
n

n
n

n
n

n
n sxsysysxsxsK , 

L+++++= −
−

−
−

−
−

−
−

4
4

3
3

2
2

1
1

3 )(ˆ n
n

n
n

n
n

n
n

n
n sysysxsxsysK , 

L+++++= −
−

−
−

−
−

−
−

4
4

3
3

2
2

1
1

4 )(ˆ n
n

n
n

n
n

n
n

n
n sysxsxsysysK . 

 

Ahora se verá un ejemplo de gran sencillez para reafirmar todo lo 

anteriormente expuesto. 

  

Ejemplo 3.1.1. Considere el problema de chequear la estabilidad del 

siguiente polinomio, 

 

01
2

2
3

3
4

4)( δδδδδδ ++++= sssss  

 

cuyos coeficientes están definidos en, 
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[ ] [ ] [ ] [ ] [ 000111222333444 ,,,,,,,,, yxyxyxyxyx ∈ ]∈∈∈∈ δδδδδ . 

 

De donde la asociación de los polinomios par e impar de la prueba de 

Kharitonov son los siguientes, 

 
4

4
2

20min )( sxsyxsK par ++= ,                , 4
4

2
20max )( sysxysK par ++=

               ,                        . 3
31min )( sysxsK impar += 3

31max )( sxsysK impar +=

 

Quedando definidos los polinomios de Kharitonov como, 

 
4

4
3

3
2

210
1 )( sxsysysxxsK ++++= ,      , 4

4
3

3
2

210
2 )( sxsxsysyxsK ++++=

4
4

3
3

2
210

3 )( sysysxsxysK ++++= ,      . 4
4

3
3

2
210

4 )( sysxsxsyysK ++++=

 

El problema de chequear la estabilidad de la familia se reduce a chequear la 

Hurwitz-estabilidad en estos cuatro polinomios. Esto se reduce a chequear 

que los coeficientes tienen el mismo signo, y que se cumplen las siguientes 

desigualdades, 

 

)(1 sK    Hurwitz: ,      , 4132 xxyy > 0
2
34

2
1321 xyxxyyx +>

)(2 sK    Hurwitz: ,      , 4132 xyxy > 0
2
34

2
1321 xxxyxyy +>

)(3 sK    Hurwitz: ,      , 4132 yxyx > 0
2
34

2
1321 yyyxyxx +>

)(4 sK    Hurwitz: ,      . 4132 yyxx > 0
2
34

2
1321 yxyyxxy +>

 

Por lo que sin gran dificultad queda resuelto el problema, ahora se está en 

condiciones de pasar a ver el Teorema de Kharitonov para polinomios con 

coeficientes complejos dados por intervalos. 
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3.1.2-  Teorema de Kharitonov para polinomios con coeficientes 
complejos dados por intervalos. 
 

Hecho ya un análisis del Teorema de Kharitonov para polinomios con 

coeficientes reales se está  en condiciones de generalizar algunas ideas. 

Considerando el conjunto  de todos los polinomios complejos [28] 

[33][41] de la siguiente forma, 

* )(s

 
n

nn sjsjjs )()()()( 1100 βαβαβαδ ++++++= L  

 

con, 

[ ]000 , yx∈α , [ ]111 , yx∈α , ,L [ ]nnn yx ,∈α  

y, 

 

[ ]000 , vu∈β , [ ]111 , vu∈β , ,L [ ]nnn vu ,∈β . 

 

Esta familia de intervalos complejos de polinomios de grado  los cuales 

incluyen la familia de intervalos reales estudiados es un caso especial de la 

misma. Esto naturalmente es considerado la generalización del Teorema de 

Kharitonov para el caso de una familia real. Se asumirá que el grado se 

mantiene invariante, introduciendo dos conjuntos de polinomios siguientes, 

n

 
3

33
2

2211001 )()()()()( sjuysjvysjvxjuxsK +++++++=+  

,)()( 5
55

4
44 L+++++ sjvxsjux  

3
33

2
2211002 )()()()()( sjuxsjuysjvyjvxsK +++++++=+  

,)()( 5
55

4
44 L+++++ sjvysjvx  

                     (3.1.4) 3
33

2
2211003 )()()()()( sjvysjvxsjuxjuysK +++++++=+

,)()( 5
55

4
44 L+++++ sjuxsjuy  

3
33

2
2211004 )()()()()( sjvxsjuxsjuyjvysK +++++++=+  

.)()( 5
55

4
44 L+++++ sjuysjvy  

 73



y, 
3

33
2

2211001 )()()()()( sjvxsjvysjuyjuxsK +++++++=−  

,)()( 5
55

4
44 L+++++ sjuysjux  

3
33

2
2211002 )()()()()( sjvysjuysjuxjvxsK +++++++=−  

,)()( 5
55

4
44 L+++++ sjuxsjvx  

                      (3.1.5) 3
33

2
2211003 )()()()()( sjuxsjvxsjvyjuysK +++++++=−

,)()( 5
55

4
44 L+++++ sjvysjuy  

3
33

2
2211004 )()()()()( sjuysjuxsjvxjvysK +++++++=−  

.)()( 5
55

4
44 L+++++ sjvxsjvy  

 

Teorema 3.1.2. La familia de polinomios  es Hurwitz si y sólo si los 

ocho polinomios de Kharitonov , , , , , , 

, , son todos de Hurwitz. 

* )(s

)(1 sK + )(2 sK + )(3 sK + )(4 sK + )(1 sK − )(2 sK −

)(3 sK − )(4 sK −

 

Demostración. La condición necesaria es obvia porque los ocho polinomios 

de Kharitonov están en * . Para la prueba de la condición suficiente hay 

que prestar atención al Teorema de Hermite-Biehler para polinomios 

complejos. 

)(s

Se puede observar que los polinomios de Kharitonov (3.1.4) y (3.1.5) son 

compuestos de los siguientes polinomios extremos. 

 

Para los polinomios de Kharitonov “positivos” se define, 

 

L+++++=+ 4
4

3
3

2
210max )( sysjvsxsjuysR  

L+++++=+ 4
4

3
3

2
210min )( sxsjusysjvxsR  

L+++++=+ 4
4

3
3

2
210max )( sjvsxsjusyjvsI  

L+++++=+ 4
4

3
3

2
210min )( sjusysjvsxjusI  

 

por tanto, 
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)()()( minmin1 sIsRsK +++ +=  

)()()( maxmin2 sIsRsK +++ +=  

)()()( minmax3 sIsRsK +++ +=  

).()()( maxmax4 sIsRsK +++ +=  

 

Para los polinomios “negativos” se tienen, 

 

L+++++=− 4
4

3
3

2
210max )( sysjusxsjvysR  

L+++++=− 4
4

3
3

2
210min )( sxsjvsysjuxsR  

L+++++=− 4
4

3
3

2
210max )( sjvsysjusxjvsI  

L+++++=− 4
4

3
3

2
210min )( sjusxsjvsyjusI  

 

y por tanto, 

 

)()()( minmin1 sIsRsK −−− +=  

)()()( maxmin2 sIsRsK −−− +=  

)()()( minmax3 sIsRsK −−− +=  

).()()( maxmax4 sIsRsK −−− +=  

 

)(max ωjR ±  y  son reales y  y  son imaginarios. Donde 

 y  denotan la parte real e imaginaria de 

)(min ωjR ± )(max ωjI ± )(min sI ±

)()](Re[ ωδωδ rj = )()](Im[ ωδωδ ij =

)(sδ  evaluado en ωjs = . Se tiene entonces, 

 

,)( 3
3

2
210 L++−−= ωβωαωβαωδ r  

.)( 3
3

2
210 L+−−+= ωαωβωαβωδ i  

 

Es fácil verificar que, 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤≤

≤≤
++

++

j
jI

j
jI

jRjR

i

r

)(
)(

)(

)()()(

maxmin

maxmin

ω
ωδ

ω

ωωδω
                [ ]∞∈ ,0ω       (3.1.6) 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤≤

≤≤
−−

−+

j
jI

j
jI

jRjR

i

r

)(
)(

)(

)()()(

maxmin

maxmin

ω
ωδ

ω

ωωδω
               [ ]−∞∈ ,0ω       (3.1.7) 

 

La estabilidad de los cuatro polinomios positivos de Kharitonov garantizan la 

interrelación en la franja real delimitada por  y  con la 

franja imaginaria delimitada por  y  para 

)(max ωjR + )(min ωjR +

)(max ωjI + )(min ωjI + 0≥ω . La relación 

(3.1.6) garantiza que la parte real e imaginaria de un polinomio arbitrario en 
*  están forzadas a entrelazarse para )(s 0≥ω . Análogamente, usando 

(3.1.7) y los polinomios negativos de Kharitonov entrelazados para 0≤ω . 

Ahora por el Teorema de Hermite-Biehler para polinomios complejos )(sδ  es 

Hurwitz. Dado que )(sδ  es arbitrario, cualquier polinomio de *  es 

Hurwitz.■ 

)(s

 

En el caso complejo la parte real e imaginaria de )( ωδ j  son polinomios en 

ω  y no en , por lo que es necesario ver la interrelación de la raíces en el 

eje imaginario completo y no sólo en la parte positiva. Esta es la razón por la 

que hay que chequear ocho en vez de cuatro polinomios para el caso 

complejo. 

2ω

 

3.2- Generalización del Teorema de Hermite-Biehler. 
 
En el epígrafe anterior se usó el Teorema de Hermite-Biehler en conjunto 

con importantes resultados obtenidos en el capítulo anterior  para demostrar 

el Teorema de Kharitonov, mostrando así un orden lógico de ideas, en esta 

sección se interpretará el Teorema de Kharitonov en términos de las 

propiedades de interrelación o Teorema de Hermite-Biehler mostrándolo 
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como una generalización del mismo. En el Capítulo 2 se pudo ver que la 

Hurwitz-estabilidad para un polinomio simple, 

 

)()()( sss imparpar δδδ +=  

 

es equivalente a la propiedad de interrelación de,  

 

)()( ωδωδ jpare = , y 

ω
ωδωδ

j
jpar )()(0 = . 

 

Considerando la Hurwitz-estabilidad de una familia de intervalos  se 

observa que la familia es estable si y sólo si cada elemento satisface la 

propiedad de interrelación. En vista de que los cuatro polinomios de 

Kharitonov deben cumplir con la propiedad de interrelación, dicha propiedad 

bebe cumplirse por cualquier miembro de la familia. Este punto de vista es 

tratado en la siguiente variante del Teorema de Kharitonov. Sea,  

denota las raíces positivas de  y  denota las 

raíces positivas de . 

)(s

)( minmax
ii ee ωω

))()(( minmax ωω ee KK )( min
0

max
0 ii

ωω

))()(( 0
min

0
max ωω KK

Se enunciará un teorema que mostrará la estabilidad entre intervalos de 

polinomios como una generalización de la estabilidad de polinomios el cual 

no se demostrará por ser una consecuencia evidente. De todo lo 

anteriormente expuesto. 

 
Teorema 3.2.1.  

La familia  contiene sólo polinomios estables si y sólo si, )(s

1) Los polinomios , , ,  tiene sólo raíces 

reales y el conjunto de raíces positivas entrelazadas es el siguiente, 

)(max ωeK )(min ωeK )(0
max ωK )(0

min ωK

 

,0 max
0

min
0

maxminmax
0

min
0

maxmin
22221111

L<<<<<<<<< ωωωωωωωω eeee  
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2)  , , ,  no son ceros y tienen el mismo  

signo. 

)0(max
eK )0(min

eK )0(0
maxK )0(0

minK

 

Este teorema es ilustrado en la Figura 3.2.1, la cual muestra el 

entrelazamiento de las franjas impar y par implicando el entrelazamiento de 

las partes par e impar de cada polinomio en la familia de intervalos. Ahora se 

puede ilustrar la propiedad de interrelación de intervalos de polinomios [29] 

[42] con un ejemplo. 

 

 
Figura 3.2.1. Entrelazamiento de las franjas par e impar. 

 
Ejemplo 3.2.1. Considerando la familia de intervalos, 

 

01
2

2
3

3
4

4
5

5
6

6
7)( δδδδδδδδ +++++++= ssssssss , 

 
donde, 

 

                               [ 5.9,96 ∈ ]δ ,          [ ]5.31,315 ∈δ ,      [ ]5.71,714 ∈δ  

            [ ]5.111,1113 ∈δ ,     [ ]5.109,1092 ∈δ , [ ]5.76,761 ∈δ  

                               [ ]5.12,120 ∈δ  

 

entonces, 
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5.121095.719)( 246
max +−+−= ωωωωeK  

125.109715.9)( 246
min +−+−= ωωωωeK  

                                5.761115.31)( 2460
max +−+−= ωωωωK

                                765.11131)( 246
min +−+−= ωωωωeK

 

Se puede verificar la propiedad de interrelación de estos polinomios (ver 

Figura 3.2.2). 

 

 
Figura 3.2.2. Propiedad de entrelazamiento de un intervalo de polinomio. 

 

La Figura 3.2.2 muestra como todos los polinomios con partes par limitadas 

por ,  y partes impar limitadas por ,  en el eje 

imaginario satisfaciendo la propiedad de interrelación donde los polinomios 

de Kharitonov son estables. La Figura 3.2.2 además muestra que la 

propiedad de entrelazamiento para un polinomio simple estable 

correspondiente a un punto 

)(max ωeK )(min ωeK )(0
max ωK )(0

min ωK

δ  como coeficiente del espacio generalizado al 

hiper-cubo  de polinomios estables con el requerimiento de “entrelazado” 

de las franjas par e impar. Esta interpretación es útil [39] [46], por ejemplo 

puede usarse para mostrar que para los polinomios de orden menor que 

Δ
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seis, menos que cuatro polinomios de Kharitonov son necesarios para ser 

probar la estabilidad. 

Se puede enriquecer mucho estas ideas anteriores haciendo un estudio de 

las propiedades de los polinomios de Kharitonov lo que puede aportar 

mucho desde el punto de vista teórico. 

 

3.3- Interpretación del conjunto imagen. 
 

Es importante en este punto extraer la mayor cantidad de resultados 

posibles respecto a los aspectos tratados, para ello se mostrará una 

instructiva interpretación del Teorema de Kharitonov [35] [39] [43] en 

términos de la imagen en el plano complejo del conjunto de polinomios  

[21], evaluados en 

)(s

ωjs =  para cada [ ]∞∈ ,0ω . Se puede denotar con  

)( ωj  el conjunto de números complejos )( ωδ j  de la siguiente forma, 

 

{ }Δ∈= δωδω :)()( jj  

 

Se sabe que por,  

 

),()()( maxmin ωωδω eee KK ≤≤        para todo [ ].,0 ∞∈ω  

),()()( 0
max

00
min ωωδω KK ≤≤         para todo [ ].,0 ∞∈ω  

 

)( ωj  es un rectángulo en el plano complejo con las esquinas  )(1 ωjK , 

)(2 ωjK , )(3 ωjK , )(4 ωjK  correspondiente a los polinomios de Kharitonov 

evaluados en ωjs = . Esto se muestra en la Figura 3.3.1. Como ω  corre 

desde  a  el rectángulo 0 ∞ )( ωj  varía en tamaño y localización pero 

siempre se mantiene paralelo a los ejes real e imaginario del plano complejo. 

Se ilustrará esto usando un ejemplo numérico. 
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Ejemplo 3.3.1. Considerando el intervalo de polinomio del Ejemplo 3.2.1. El 

conjunto imagen de esta familia es calculado por varias frecuencias. De 

estas frecuencias dependen los rectángulos que se muestran en la Figura 

3.3.1. 

 

 
Figura 3.3.1. Conjunto imagen de intervalos de polinomio. 

 

3.3.1.-   Reducción del conjunto imagen. 
 

Una noble y sencilla reducción se puede obtener dado que )( ωj  es un 

rectángulo paralelo a los ejes con )(1 ωjK , )(2 ωjK , )(3 ωjK , )(4 ωjK , como 

esquinas, lo que motiva a introducir una familia reducida  la cual 

genera el conjunto imagen 

)(sR ⊂ )(s

)( ωj  en cada ω . Sea )(0 sβ denota el polinomio 

central de la familia . )(s

 

nnn s
yx

s
yxyx

s
222

)( 1100
0

+
++

+
+

+
= Lβ  

 

e introduciendo los polinomios par e impar, 
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)()()( minmax sKsKs parpar
e −=β  

    . )()()( minmax0 sKsKs imparimpar −=β

 

Se define, 

 

{ }2,1,1:)()()()()( 0210 =≤++== isssss ieR λβλβλββ  

 

Es fácil ver que, 

 

, )(sR ⊂ )(s

 

 pero, 

 

)( ωjR = )( ωj ,    para todo 0≥ω . 

 

Se muestra que los  parámetros de la familia de intervalos de 

polinomios  pueden ser siempre remplazados por los dos parámetros 

experimentados de la familia  donde los dos generan la misma imagen 

a cada frecuencia. Se enfatiza que este tipo de reducción de parámetros 

basada en propiedades del conjunto imagen se cumple en los casos más 

generales, hasta incluso cuando la familia no es un intervalo y la región de 

estabilidad no es la mitad izquierda del plano.  Claro está que para el caso 

de Hurwitz intervalos, el Teorema de Kharitonov muestra como esta 

reducción reduce a los cuatro vértices .  

1+n

)(s

)(sR

)(sKi

 

3.3.2-  Prueba del Teorema de Kharitonov basada en el conjunto 
imagen. 
 
Se dará una prueba del Teorema de Kharitonov basado en un análisis del 

conjunto imagen [27] [29] [45]. Suponiendo que la familia  es de grado )(s
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n  y contiene al menos un polinomio estable. La estabilidad de la familia  

puede determinarse verificando que ningún polinomio en la familia tenga una 

raíz en el eje imaginario. Esto es inmediato a partir del Teorema de Cruce de 

Fronteras del Capítulo 1. Ciertamente si algún elemento de  tiene raíz 

inestable entonces allí también debe existir una frecuencia  y un 

polinomio con una raíz en . El caso , queda fuera dado que 

esto entraría en contradicción con que  y  son del mismo 

signo. 

)(s

)(s

*ω
*ωjs = 0* =ω

)0(max
eK )0(0

minK

Así es sólo necesario chequear que el rectángulo  excluye al origen 

del plano complejo para cada , suponiendo que los polinomios de 

Kharitonov son estables. Por la propiedad de monotonía del argumento del 

ángulo del polinomio de Hurwitz se puede decir que las esquinas 

)( *ωj

0* >ω

)(1 ωjK , 

)(2 ωjK , )(3 ωjK , )(4 ωjK , de  comienzan se puede decir en el eje real 

positivo, girando estrictamente en contra de las manecillas del reloj alrededor 

del origen y no pasa sobre él, cuando 

)(s

ω  corre desde 0 hasta ∞ . Ahora 

suponiendo por contradicción que ∈0  para algún . Dado que )( *ωj 0* >ω

)( ωj  se mueve continuamente con respecto a ω  y el origen está fuera de 

 se tiene que existe  para el cual el origen simplemente está en 

el conjunto 

)0( *
0 ωω ≤

)( 0ωj . Ahora se puede considerar la situación límite en la cual 

el origen está en la frontera de )( 0ωj  y es justamente por estar en este 

conjunto como ω  aumenta a partir de 0ω . 

Esto es representado en la Figura 3.3.2. El origen puede estar en uno de los 

cuatro lados del rectángulo del conjunto imagen, se puede decir, en AB. Se 

puede verificar esto fácilmente en cada uno de los casos en que la entrada 

del origen implica que el argumento del ángulo de una de las esquinas, A o 

B en la cara a través de la cual la entrada toma lugares, decrece cuando se 

incrementa ω  a 0ωω = . Dado que las cuatro esquinas correspondientes a 

los polinomios de Kharitonov son Hurwitz-estables, se tiene una 
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contradicción con la propiedad de aumento monótono del argumento del 

ángulo para polinomios de Hurwitz. 

 

 
Figura 3.3.2. Prueba alternativa del Teorema de Kharitonov. 

 
3.4- Propiedades extremas de los polinomios de Kharitonov. 
 
En este epígrafe se derivarán algunas propiedades extremas muy útiles de 

los polinomios de Kharitonov [27][46]. Suponiendo que se ha probado la 

estadidad de una familia de polinomios, 

 
n

n ssss δδδδδ ++++= L2
210)( , 

 

con coeficientes en el hiper-cubo, 

 

[ ] [ ] [ ]nn yxyxyx ,,, 1100 ×××=Δ L . 
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Cada polinomio de la familia es estable. Una pregunta natural es la 

siguiente: ¿Qué punto en  está más cercano a la inestabilidad? El margen 

de estabilidad de este punto es el peor margen de estabilidad del sistema de 

intervalos. Resulta que una respuesta precisa a esta pregunta puede darse 

por lo que se refiere al margen de estabilidad paramétrico así como por lo 

que se refiere a los márgenes de ganancia de un sistema del intervalo 

asociado. Se tratará con el problema del margen de estabilidad paramétrico. 

Para ello se introducirán previamente algunos aspectos teóricos 

fundamentales para el futuro desarrollo de esta idea. 

Δ

 

3.4.1-  Bola de polinomios estables.  
 

Recordando el Teorema de Cruce de Fronteras del Capítulo 1. Sea la región 

de estabilidad  de cualquier conjunto abierto del plano complejo  ,  es 

la frontera, y  el interior del conjunto cerrado  =  - . Se asume que 

estos tres conjuntos, , , y  son no vacíos. Para cualquier n , el 

conjunto  de los polinomios reales de grado menor o igual a n  es un 

vector del espacio de dimensión 

∂

0

∂ 0

n

1+n , que como es usual se identificará con 

 , con el cual es isomorfo. Sea 1+n ⋅  una norma arbitraria definida en . 

Las bolas abiertas introducidas por esta norma tienen la forma siguiente, 

n

 

∈= )({)),(( 0 sPrsPB n })()(: 0 rsPsP <− . 

 

La  bola abierta está asociada a la hiper-esfera, 

 

∈= )({)),(( 0 sPrsPS n })()(: 0 rsPsP =− , 

 

la cual es justamente la frontera de . Ahora, como se mencionó en 

al Capítulo 1, el subconjunto que consiste en todos los polinomios 

)),(( 0 rsPB

n )(sδ  
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los cuales son de grado  y tienen todas sus raíces en , es un conjunto 

abierto. Como una consecuencia directa, dado un polinomio 

n

)(sδ  de grado 

 con todas sus raíces contenidas en , existe un número real positivo n ε  tal 

que para cada polinomio contenido en )),(( εδ sB  es de grado  y tiene todas 

sus raíces en . En otras palabras, se puede denotar con  el grado de 

un polinomio, y se tiene que 

n

)(0 ⋅d

ε , satisface la siguiente propiedad [24]. 

 

Propiedad 3.4.1.  
 

⎩
⎨
⎧ =

⇒<−
.destabilida deregión  laen  raíces sus das tienen to)(

))((
)()(

0

s
nsd

ss
β

β
εδβ  

 

Como en la prueba del Teorema de Cruce de Fronteras, es posible 

considerar para el polinomio estable dado )(sδ , el subconjunto de todos los 

números reales positivos, considerando la propiedad anterior. 

 

 ,0:{ tttR >=δ satisface propiedad}  

 

  Se ha visto que  no es vacío. Pero obviamente los elementos de  

satisfacen, 

δR δR

δRt ∈2   y   δRttt ∈⇒<< 1210 . 

 

Por consiguiente  es de hecho un intervalo, δR

 

( ])(,0 δρ    donde t
Rt δ

δρ
∈

= sup)( . 

 

Claramente, )(δρ  tiene que ser finito y también satisface la propiedad (es 

por eso que se cierra el intervalo por la derecha). Simplemente se ha 

demostrado la existencia y unicidad de un número real )(δρ  caracterizado 

por: 
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1) )(δρ  satisface la propiedad. 

2) Ningún r real mayor que )(δρ  satisface la propiedad. 

 

Teorema 3.4.1. Dado un polinomio )(sδ , de grado , que tiene todas sus 

raíces en , existe un número real positivo 

n

)(δρ  tal que, 

 

a) Cada polinomio contenido en ))(),(( δρδ sB  tiene todas sus raíces en 

 y es de grado . n

 

b) Por los menos un polinomio en la hiper-esfera ))(),(( δρδ sS  tiene una 

de sus raíces en  o es de grado menor que . ∂ n

 

c) Sin embargo, ningún polinomio en la hiper-esfera (hasta incluso los de 

grado ) puede tener una raíz en 0 . n<

 

Demostración. Claramente a) es verdadero dado que )(δρ  satisface la 

propiedad. Seguidamente se probará b) y c). Dado que ningún r  mayor que  

)(δρ  satisface la propiedad, entonces para cada  existe un polinomio de 

grado menor que  o con una raíz en  =  - , se puede decir 

1≥n

n )(snγ , 

contenida en la bola )1)(),((
n

sB +δρδ . Contenido en la clausura de 

))(),(( δρδ sB  que es un conjunto compacto, esta sucesión podría contener 

una subsucesión convergente )()( snφγ . Sea )(sγ  su límite. Entonces )(sγ  

está necesariamente en la hiper-esfera ))(),(( δρδ sS , y es además 

necesariamente de grado menor que  o con una raíz en , por otro lado la 

existencia de 

n

)(γρ  podría ser contradictorio al hecho de que )(sγ  es límite 

de una sucesión de polinomios de grado menor que  o con una raíz en . n

Para proceder se necesita invocar al Teorema de Rouché. Suponiendo que 

hay un polinomio en ))(),(( δρδ sS , se puede decir )(sγ , el cual es de grado 
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n  pero tiene al menos una raíz  en º. Una consecuencia es que el 

conjunto de polinomios de grado  con al menos una raíz en el conjunto 

abierto º, es abierto. Esto sería posible encontrando una bola de radio 

ks

n

0>ε  alrededor de )(sγ  conteniendo sólo polinomios de grado  con al 

menos una raíz en  º. Esto resultaría entonces una contradicción dada que 

n

)(sγ  está en la hiper-esfera ))(),(( δρδ sS , la intersección,  

 

))(),(()),(( δρδεγ sBsB ∩  

 

es ciertamente no vacía. 

Por otra parte suponiendo que el polinomio )(sγ  con al menos una raíz en 

º es de grado menor que n . Para 0>ε  se considera el polinomio, 

 

)()1()()( sss γεεδγ ε −+= . 

 

Es claro que )(sεγ  es siempre de grado menor que  y está dentro de la 

bola 

n

))(),(( δρδ sB  dado que, 

 

)()()()1()()( δργδεγδ ε <−−=− ssss . 

 

Esto significa que )(sεγ  tiene todas sus raíces en . Ahora, una aplicación 

del Teorema de Rouché muestra que para valores suficientemente 

pequeños de ε , )(sεγ  además tiene al menos una raíz en º, y ésta es de 

nuevo una contradicción.■ 

 

Está claro que estos resultados son aplicados a una número de situaciones 

dependientes de la región  de interés y de la norma ⋅  elegida en .  n
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3.4.2-   Propiedades del margen de estabilidad paramétrico.  
 
Considerando una familia estable de intervalos de polinomios a la que a 

cada miembro se le asocia la mayor bola de estabilidad asociada a él.   

 

Se escribe, 

[ ]nδδδδ ,,, 10 L= , 

 

y estimar δ  como un punto en  . Se puede denotar con 1+n
p

δ  la p  norma 

en   y asociar esta con 1+n )(sδ . El conjunto de polinomios los cuales son 

inestables de grado  o de grado menor que  son denotados por  . 

Entonces el radio de de la bola de estabilidad centrada en 

n n

δ  es, 

 

pUu
u−=

∈
δδρ inf)( . 

 

Definiendo un mapeo de Δ  al conjunto de todos los números reales 

positivos, 

 
ρ

→Δ  { }0\+  

)()( δρδ →s . 

 

Una interrogante pudiera ser la siguiente. ¿Hay un punto en  que sea el 

más cercano a la inestabilidad? O en términos de funciones. ¿Tiene la 

función 

Δ

ρ  un mínimo y hay un punto preciso en Δ  dónde se localiza? La 

respuesta a esta pregunta se dará en el siguiente teorema [23].  

 
Teorema 3.4.2.  
La función, 

 
ρ

→Δ  { }0\+  
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)()( δρδ →s  

 

tiene un mínimo que se alcanza a uno de los cuatro polinomios de 

Kharitonov asociados a . Δ

 

Demostración. Denotando , )(sK i 4,3,2,1=i  los cuatro polinomios de 

Kharitonov, se puede considerar los cuatro radios asociados con estos 

cuatro polinomios extremos, y se asume por ejemplo que, 

 

[ ])(),(),(),(min)( 43211 KKKKK ρρρρρ =       (3.4.1) 

 

Se asume en busca de alguna contradicción, que algún polinomio )(sγ  en la 

caja es tal que, 

 

                          .                     (3.4.2) )()( 1Kργρ <

 

Por conveniencia se denotará a )(γρ  por γρ , y a  por )( 1Kρ 1ρ . 

Por definición, hay al menos algún polinomio situado en la hiper-esfera 

)),(( γργ sS  el cual es inestable o de grado menor que . Sea n )(sβ  tal 

polinomio. Dado que )(sβ  está en )),(( γργ sS , existe [ ]nαααα ,,, 10 L=  con 

1=α , tal que, 

 
n

nn sss )()()( 1100 γγγ ραγραγραγβ ++++++= L , 

 

),,,( 10 nααα L ,  nα  puede ser positivo o negativo aquí. 

Por (3.4.1) 1ρ  es el menor de los cuatro radios extremos y por (3.4.2) )(γρ  

es menor que 1ρ . Como consecuencia, los cuatro nuevos polinomios 

extremos son, 

 

L+−+−+−+−= )()()()()( 33
2

221100
1

γγγγ ραραραραδ ysysxxsn  
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L+−+++++−= )()()()()( 33
2

221100
2

γγγγ ραραραραδ xsysyxsn  

L+++−+−++= )()()()()( 33
2

221100
3

γγγγ ραραραραδ ysxsxysn  

L+−+−++++= )()()()()( 33
2

221100
4

γγγγ ραραραραδ xsxsyysn  

 

son todos estables porque, 

 

i
ii

n K ρρδ γ <=− ,     4,3,2,1=i . 

 

Aplicando el Teorema de Kharitonov, se puede concluir que el nuevo hiper-

cubo,  

 

[ ] [ ]γγγγ ραραραρα nnnnn yxyx +−××+−=Δ ,, 0000 L  

 

contiene sólo polinomios estables de grado . La contracción se ve 

claramente dado el hecho de que 

n

)(sβ  ciertamente pertenece a , y sin 

embargo es inestable o de grado menor que , lo que prueba el teorema.■ 

nΔ

n

 

El resultado anterior dice que, sobre el hiper-cubo completo, lo más cercano 

a la inestabilidad es una de las esquinas de Kharitonov, se puede decir 

. Es claro que si se tiene el hiper-cubo )(sK i
nΔ , construido en la 

demostración anterior, y remplazando γρ  por , el hiper-cubo 

resultante es más amplio que el hiper-cubo original 

)( iKρ

Δ . Este hecho puede ser 

utilizado para desarrollar un algoritmo que amplíe al hiper-cubo de 

estabilidad a su límite máximo. Se darán todos los detalles con un ejemplo 

ilustrativo. 

 

Ejemplo 3.4.1.  Dado el polinomio característico, 

 

01
2

2
3

3
4

4
5

5
6

6)( δδδδδδδδ ++++++= sssssss . 
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con los coeficientes en los siguientes intervalos, 

 

[ ]400,3000 ∈δ ,    [ ]700,6001 ∈δ ,   [ ]500,4502 ∈δ  

               [ ]300,2403 ∈δ ,    [ ]80,704 ∈δ ,      [ ]14,125 ∈δ ,     [ ]1,16 ∈δ . 

 

Se desea verificar que el sistema es estable, y en caso de serlo calcular el 

menor valor del radio de estabilidad en el espacio [ ]543210 ,,,,, δδδδδδδ =  

cuando estos coeficientes están sobre el hiper-cubo de incertidumbre. 

Aplicando el Teorema de Kharitonov se obtienen los cuatro polinomios a 

chequear, 

 
654321 1270300500600300)( sssssssK ++++++=  
654322 1470240500700300)( sssssssK ++++++=  
654321 1280300450600400)( sssssssK ++++++=  
654321 1480240450700400)( sssssssK ++++++= . 

 

Dado que los cuatro polinomios son de Hurwitz, se puede proceder a calcular el 

peor caso de margen de estabilidad. 

 

De los resultados establecidos con anterioridad, del Teorema se conoce que 

esto ocurre en uno de los vértices de Kharitonov, por lo tanto es suficiente para 

determinar el radio de estabilidad de los cuatro vértices. El radio de estabilidad 

puede determinarse usando la norma pl . 

Se asume que [ ] [ ]1,5.1,5,15,25,33,43,,,,, 654321 =αααααα . Se puede computar el 

radio de estabilidad aplicando técnicas simples, como lo son por ejemplo Lugar 

Tsypkin-Polyak (ver Apéndice 1) para cada uno de los polinomios de 

Kharitonov y tomando el mínimo valor del margen de estabilidad. Se ilustrará el 

cálculo usando dos normas diferentes, correspondientes a 2=p  y ∞=p . 

La Figura 3.4.1 muestra los cuatro lugares de Tsypkin-Polyak [21] [37] 

correspondientes a los cuatro polinomios de Kharitonov.  
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El radio del círculo inscrito indica el mínimo margen de estabilidad 2l  en 

coeficientes espaciales. 

La Figura 3.4.2 muestra el margen de estabilidad extremo ∞l . Para estas 

imágenes, se tiene, 

 

1)(2 =δρ   y  4953.0)( =∞ δρ . 

 

 
Figura 3.4.1. Margen de estabilidad 2l . 

 

Sólo quedaría hacer un análisis para la Schur-estabilidad para intervalos de 

polinomios. 

 

3.5- Schur-estabilidad para polinomios con coeficientes 
dados por intervalos. 

 
Como parece lógico se debería empezar por pensar en aplicar el Teorema 

de Kharitonov al análisis de la Schur-estabilidad, pero en general esto no es 

aplicable a regiones arbitrarias. En los siguientes ejemplos se ilustra este 

hecho para el caso de la Schur-estabilidad demostrando su inaplicabilidad. 
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Figura 3.4.2. Margen de estabilidad ∞l . 

 

Ejemplo 3.5.1. El intervalo de polinomio,  

 

,
3
1

2
3),( 234 −++= zpzzpzδ       ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡−∈

8
17,

8
17p  

 

es en los puntos extremos )
8

17,( −zδ  y )
8

17,(zδ  Schur-estable, pero en el 

punto medio )0,(zδ  no lo es. 

 

Se muestra un ejemplo más completo con el que queda totalmente claro la 

imposibilidad de aplicar Kharitonov en caso de Schur-estabilidad. 

 

Ejemplo 3.5.2.  Considerando el intervalo de polinomios,  

 

2
1)( 1

2
2

3
3

4 −+++= zzzzz δδδδ  

 

con, 
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[ ]0,13 −∈δ ,   ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∈

287
109,

289
109

2δ ,   ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∈

100
51,

100
49

1δ . 

 

Los cuatro polinomios de Kharitonov asociados con )(zδ  son, 

 

421

287
109

100
49

2
1)( zzzzK +++−=  

       4322

287
109

100
51

2
1)( zzzzzK +−++−=  

423

289
109

100
49

2
1)( zzzzK +++−=  

       4322

289
109

100
51

2
1)( zzzzzK +−++−=  

 

son todos Schur-estables. Además el resto de los polinomios vértices, 

 

      4321

289
109

100
49

2
1)(ˆ zzzzzK +−++−=  

      4322

287
109

100
49

2
1)(ˆ zzzzzK +−++−=  

423

289
109

100
51

2
1)(ˆ zzzzK +++−=  

424

287
109

100
51

2
1)(ˆ zzzzK +++−=  

 

son todos también Schur-estables. Además, el polinomio, 

 

432

4
1

288
109

2
1

2
1)(ˆ zzzzz +−++−=δ  

 

de esta familia tiene dos raíces en i9694.025.0 ±  las cuales no están en el 

círculo unitario. Esto muestra que ni la estabilidad de los polinomios de 

Kharitonov ni incluso la estabilidad de todos los polinomios vértices garantiza 

la Schur-estabilidad de la familia entera. 
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La Schur-estabilidad de polinomios es equivalente al entrecruzamiento de 

las partes simétrica y antisimétrica del polinomio evaluado a lo largo del 

círculo unitario. Está claro del ejemplo anterior que el entrecruzamiento de 

los polinomios vértices no garantiza el entrecruzamiento de las partes 

simétrica y antisimétrica de cualquier miembro de la familia de intervalos. En 

el caso de la Hurwitz-estabilidad, el entrelazado de las partes par e impar de 

los cuatro polinomios de Kharitonov era un hecho que garantizaba el 

entrelazado a lo largo del eje ωj  para cada polinomio en la familia. 

En vista del hecho anterior se verá que se puede decir sobre la Schur- 

estabilidad de una familia de polinomios reales. Sea  )(z  una familia de 

polinomios de la siguiente forma, 

 

0
1

1)( azazazP n
n

n
n +++= −

− L  

 

con coeficientes en la caja A, 

 

[ ]{ }niaaaaaa iiin LL ,0,,|),,( 0 =∈==Α +− . 

 

se introducirán los vértices V y las aristas Ε  de la caja Α , 

 

V { }niaoaaaa iiin ,,0,:),, 0 LL ==(= +−  

 

y, 

 

[ ]{ }+−+− ∈≠===Ε iikiiink aaakiniaoaaaa ,,,,0,:),,( 0 LL  

 

y, 

 

U
n

k k0=
Ε=Ε . 
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La familia correspondiente a los vértices y aristas polinomiales están 

definidas por, 

 

∈+++== −
− ),,(:)({)( 00

1
1 aaazazazPz n

n
n

n
nV LL V}  

}),,(:)({)( 00
1

1 Ε∈+++== −
−Ε aaazazazPz n

n
n

n
n LL  

 

Es obvio que la familia de intervalos es una familia de politopos y por tanto la 

estabilidad de la familia puede ser determinada por las aristas expuestas, se 

mostrará para finalizar y no dejar inconcluso el trabajo con polinomios dados 

por intervalos un teorema con su lema correspondiente demostrados por 

Kraus Mansour y Jury en 1989, cuya demostración no se dará por no aportar 

cambios sustanciales en la misma [40]. 

 

Teorema 3.5.1. Se asume que la familia de polinomios  )(z  es de grado 

constante. Entonces )(z  es Schur-estable si y solo si )(zΕ  es Schur-

estable. 

 

El resultado anterior es un hecho que se cumple para cualquier región de 

estabilidad. Resulta que cuando se trata específicamente con Schur-

estabilidad, el número de aristas puede ser reducido y esto queda expuesto 

en el siguiente resultado. 

 

Lema 3.5.1.  Sea 1>n  y se asume que en la familia )(z  se tienen fijos los 

coeficientes de orden superior, particularmente +− = ii aa  para nni ,,1
2

L+=  si 

n  es par, y nni ,,1
2

)1(
L+

+
=  si n  es impar. Entonces la familia )(z  es 

Schur-estable si y sólo si la familia de polinomios vértices )(zV  es Schur- 

estable. 

 
 
 



Conclusiones. 
 
Después de haber realizado una exhaustiva investigación en un tema 

específico de las Ecuaciones Diferenciales como lo es el estudio de la 

estabilidad de polinomios e intervalos de polinomios se ha llegado a un 

grupo de conclusiones: 

  

• El enfoque abordado mediante el Teorema de Hermite-Biehler para el 

análisis de la estabilidad de polinomios además de generar mejoras 

sustanciales en algoritmos clásicos brinda la posibilidad de desarrollar 

la estabilidad para intervalos de polinomios como una generalización 

de la estabilidad de polinomios. 

 

• Este enfoque ofrece mayores ventajas que el enfoque tradicional, 

siendo de mejor comprensión el tema por la gran cantidad de 

elementos gráficos que ofrece, y facilita así el análisis de los 

resultados. 

 
• La implementación de cada uno de los resultados tratados permite su 

estudio y la obtención de respuestas en tiempo cero a cualquier 

problema que se presente. 

 

• El uso del Teorema de Cruce de Fronteras, permite demostrar con 

gran facilidad el Teorema de Hermite-Biehler y sustentar las bases de 

toda la investigación. 

 

• El tratamiento de distintas variantes para el análisis de la estabilidad 

de polinomios con su respectiva implementación facilitan la solución 

de problemas prácticos y agilizan el trabajo experimental mostrando 

resultados sobre los que se pueden formular hipótesis para futuras 

investigaciones.  
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• La implementación del Teorema de Kharitonov, y la posibilidad de 

usar en él todas las variantes estudiadas, muestran de forma clara el 

comportamiento de los polinomios extremos, los cuales pueden ser 

representados. 

 

• La reducción del conjunto imagen para intervalos de polinomios 

facilita notablemente el trabajo computacional. 

 

• Las variantes obtenidas de los algoritmos clásicos son 

sustancialmente superior. 
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Recomendaciones. 
 
La culminación  de un  trabajo científico siempre conduce a una serie de 

ideas que marcan pautas para futuros trabajos de investigación, a  partir de 

las conclusiones enunciadas se considera oportuno realizar las siguientes 

recomendaciones: 

 

• Computar el radio de estabilidad aplicando otras técnicas además del 

Lugar Tsypkin-Polyak.  

• Estudiar la complejidad y desempeño de los algoritmos propuestos. 

• Aplicar las formulaciones realizadas a la resolución de diversos 

problemas de la matemática. 

• Insertar el enfoque usado para el análisis de la estabilidad en este 

trabajo en el plan de estudio de las Ecuaciones Diferenciales. 
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Apéndice 1: Lugar de Tsypkin-Polyak. 

 
Teorema A.1.1. (Lugar Tsypkin-Polyak). 

Cada polinomio de la bola  es Hurwitz-estable si y sólo si la gráfica 

de 

),( 0 pap

)()()( ωωω jyxz +=  cumple las siguientes propiedades: 

 

a) pasa a través de los  cuadrantes en la dirección contraria a las 

manecillas del reloj, 

n

 

b) no se intersecta  al disco con radio pl ρ , )(ρp , y 

 

c) los puntos fronteras , )0(z )(∞z  tienen coordenadas con valores 

absolutos mayores que ρ . 

 

Se asumirán los resultados del teorema para los casos especiales, 1=p , 

 y 2=p ∞=p , en término de sus necesidades computacionales. 

 

En el caso de , 1=p )(ωz  viene dado por, 
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ωα
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ω
L

 

 

y el la gráfica no bebe intersecar el rombo pyx ≤+ . 

 

Cuando , es dado por, 2=p
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en este caso la gráfica no debe intersecarse con el círculo 222 pyx ≤+ . 

 

Cuando ∞=p , la frecuencia de )()()( ωωω jyxz +=  viene dada por, 
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y no debería intersecar el cuadrado px ≤ , py ≤ . 

 

Se ilustra el teorema con el siguiente ejemplo. 

 

Ejemplo A.1.1. Considerando el polinomio, 

 

.5.43325.66725.50225.25125.8014)( 23456 ++++++= sssssssA  

 

Con los siguientes valores de,  

 

[ ]35.43,36.33,137.25,075.15,6175.5,4.1,1.0=α  

 

se tienen los siguientes márgenes de estabilidad: 

 

1=p ,          6252.3=ρ  

2=p ,         8313.2=ρ  

∞=p ,        .2336.1=ρ  
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Se requiere la gráfica de )(ωz  y de los discos ,  y  como 

se muestra en las Figuras A.1.1, A.1.2 y A.1.3. 

)(1 p )(2 p )( p∞

 

 
Figura A.1.1. Lugar de Tsypkin-Polyak: margen de estabilidad . 1l

 

 
Figura A.1.2. Lugar de Tsypkin-Polyak: margen de estabilidad . 2l
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Figura A.1.2. Lugar de Tsypkin-Polyak: margen de estabilidad . ∞l
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Apéndice 2: Implementaciones. 

 
A 2.1-  Lema de Hermite-Biehler caso Real. 
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A 2.2-  Teorema de Hermite-Biehler caso Real. 
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A 2.3-  Teorema de Hermite-Biehler caso Complejo. 
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A 2.4-  Definición de Schur-estabilidad. 
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A 2.5-  Equivalente para la Schur-estabilidad. 
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A 2.6-  Variante para la Schur-estabilidad. 
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A 2.7-  Variante del algoritmo de Routh para polinomios 
reales. 
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A 2.8-  Variante del algoritmo de Routh para polinomios 
complejos. 
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A 2.9-  Variante del algoritmo de Jury. 
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Apéndice 3: Implementación del Teorema de 

Kharitonov. 

 
A 3.1-  Teorema de Kharitonov caso Real. 
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A 3.2-  Teorema de Kharitonov caso Complejo. 
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