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Resumen

En esta tesis se presenta, de manera resumida, los conceptos y definiciones fundamentales de
la teoria de conjuntos borrosos, teoria de las probabilidades borrosas y regresion
probabilistica. Se abordan y describen matematicamente las diferentes técnicas de regresion
borrosa. Se hace una revision de los indices mas usados para este tipo de regresion. Se aplican
estas técnicas a tres problemas de caracter practico. La primera de ellas esta relacionada con
una de las afecciones que con mayor frecuencia aparecen en la poblacién adulta, sin que se
conozcan con certeza, las causas que la provocan, nos referimos a la hipertension arterial. Se
calcula la probabilidad borrosa de que una persona seleccionada al azar, entre un conjunto de
personas supuestamente sanas del municipio de Santa Clara, sea hipertensa. Ademas se pone
al descubierto que los hombres son mas propensos a ser hipertensos que las mujeres. La
segunda aplicacion se basa en ejemplos simulados con el objetivo de determinar cuando se
puede o no utilizar las técnicas de regresion borrosa y cual indice es mas efectivo para evaluar
la calidad del ajuste entre los datos observados y los datos estimados por la regresién borrosa.

Por Gltimo se estudia las fluctuaciones de las tasas de cambio del Euro frente al CUC de
acuerdo a las variaciones de los precios de diferentes productos exportables e importables.

Todos los célculos se realizaron utilizando herramientas de Mathematica y Maple.



Abstract

In this thesis the main concepts and definitions from the fuzzy set theory and probabilistic
regression are summarized. We present and describe from the mathematical viewpoint several
fuzzy regression techniques. The most used indexes of fuzzy regression are reviewed. We
apply fuzzy techniques to three practical problems. The first of them is related with one of the
conditions that most frequently appears in the adult population, and usually its causes are
unknown, we refer to hypertension. We calculate the fuzzy probability that a random selected
person among a set of supposedly healthy people in the municipality of Santa Clara, is
hypertensive. Our analysis reveals that men are more likely to be hypertensive than women.
Secondly we examine the effectiveness of fuzzy regression of simulated data, by analyzing
what are the better indexes for the evaluation of the good-fitness of fuzzy regression of
simulated data. Finally, we study the fluctuations of Euro’s tax of change against CUC in
terms of the price fluctuations of several exportable and importable products. All the

calculations were made using Mathematica and Maple tools.
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Introduccion

“El mundo es un lugar borroso” [1]. La mayoria de los fendmenos que ocurren a diario son
imprecisos en la descripcion de su naturaleza. Esta imprecision puede estar asociada con su
forma, posicion, momento, color o textura entre otros elementos. En muchos casos el mismo
concepto puede tener diferentes grados de imprecision en diferentes contextos o en el tiempo. Un
dia calido en invierno no es lo mismo que un dia calido en primavera. La definicion exacta de
cuando la temperatura pasa de fria a caliente es imprecisa, pues resulta imposible identificar un
punto de corte tal que al realizar una variacion de sélo un grado, la temperatura del ambiente
pase de ser considerada fria a caliente. Este tipo de imprecision o borrosidad asociado
continuamente a los fendmenos, es comun en casi todos los campos de estudio: sociologia, fisica,

biologia, finanzas, ingenieria, y psicologia entre muchos otros [1].
Por ejemplo, considérense las siguientes sentencias:

e Latemperatura del ambiente esta caliente

e La inflacion actual aumenta rapidamente

e Los grandes proyectos generalmente tardan mucho

e Alejandro es alto pero Ana no es bajita

Todas estas proposiciones describen "la forma de las cosas en el mundo"[1] sin embargo, son
incompatibles con el modelado tradicional de la ldgica de Aristoteles, enunciada por primera vez
300 afios A.C. La logica aristotélica ha sido estudiada por miles de cientificos y filésofos. Esta
basada en una idea sencilla comprendida por todos: una proposicién es verdadera o falsa. No

existen posiciones intermedias entre esos dos extremos.

La I6gica borrosa estudia elementos de la l6gica tradicional aplicados a valores borrosos. No hay
nada impreciso o borroso en sus definiciones, es matematica natural y simple, que se funda en el
concepto de "todo es cuestion de grado” [1]. Los elementos de un conjunto borroso son pares
ordenados que indican el valor del elemento y su grado de pertenencia a dicho conjunto. Este
grado de pertenencia no es s6lo 0 o 1 como en la légica aristotélica, sino que puede tomar

también valores intermedios. En el capitulo 1 se mostrara una definicion mas precisa y rigurosa.



De esta manera, la logica borrosa maneja la incertidumbre presente en la estructura de un

conjunto de datos.

Los conjuntos borrosos fueron introducidos por primera vez en 1965, por Zadeh [2], pero sus
origenes se remontan hasta 2,500 afios. Aun Aristoteles consideraba que existian ciertos grados

de veracidad y falsedad. Platon habia considerado ya grados de pertenencia.

De cierta forma, la lI6gica borrosa puede ser vista como un “lenguaje” que permite trasladar
sentencias del lenguaje natural a un lenguaje matematico formal. Mientras la motivacion original
fue ayudar a manejar aspectos imprecisos del mundo real, la practica temprana de la l6gica
borrosa permitio el desarrollo de aplicaciones practicas. Aparecieron numerosas publicaciones
que presentaban los fundamentos basicos con aplicaciones potenciales. Esta fase marco la fuerte

necesidad de distinguir la 16gica borrosa de la poderosa teoria de las probabilidades. [1]

¢Son términos equivalentes borrosidad y probabilidad? La respuesta es “no” y su justificacion

puede comprenderse facilmente mediante un ejemplo, tomado de [3]

Ejemplo: Liquido potable: borrosidad y probabilidad.

Considérese el universo formado por todos los liquidos y sobre él se define el subconjunto L
L = {Liquido potable (apto para beber)}

Suponga que usted ha estado en el desierto por una semana sin beber y en estos momentos tiene

ante si dos botellas: A y B con la siguiente informacién:
Botella A: la pertenencia del liquido de la botella A a L es de 0.9
Botella B: la probabilidad de que el liquido de la botella B pertenezca a L es de 0.9

Esto significa que A contiene un liquido que es potable con un grado de calidad de 0.9, mientras
que B contiene un liquido que es potable con probabilidad 0.9. ;De cuél de las dos botellas es

conveniente beber?

La botella de la que se debe beber es A, porque una pertenencia de 0.9 indica que el liquido que
ella contiene esta bastante cerca de ser un liquido potable, luego es muy probable que no sea
dafino. Por otra parte, la botella B contiene un liquido que muy probablemente es potable, pero
podria no serlo (con probabilidad 0.1). Es decir, usted podria beber acido sulfdrico con una
probabilidad de 0.1.



Por otra parte, otra de las diferencias entre estos enfoques es que después de que se revele el
contenido de ambas botellas, la calidad para la botella A sigue siendo la misma, mientras que la
probabilidad para la botella B cambia, pues ya se conoce el resultado y ella pasa a ser 0 0 1
dependiendo de la potabilidad o no del liquido que ella contiene.

Como se ha visto, los términos de borrosidad y probabilidad no son equivalentes.

La “estadistica borrosa” persigue aplicar métodos estadisticos a datos borrosos y de esta forma

aumentar el dominio de aplicabilidad del campo de la estadistica. [4]

Esta investigacion constituye una primera incursion dentro del departamento de matemaética de
nuestra universidad en un tema actual y general: el analisis estadistico de datos borrosos (datos
en donde su categorizacion no es de forma dura sino de manera borrosa mas precisamente este
tipo de datos se categoriza en posibles clases diferentes con cierto grado de pertenencia en cada
una). Como ya se ha mencionado con anterioridad, por su naturaleza, estos nimeros son méas
complejos y generales que las observaciones numeéricas clasicas sobre las que se aplican los
métodos del analisis multivariante estadistico, entre los que se encuentran los analisis clasicos de
regresion. [4] Este constituye en esencia el problema cientifico que le da origen a la presente
tesis.

Como objetivo general se propone entonces: “estudiar la teoria de las probabilidades borrosas y

de la regresion borrosa y aplicarlas a la solucion de diferentes problemas”

Para lograr dicho objetivo general, se proponen los objetivos especificos:
1. Familiarizarse con el calculo de las probabilidades borrosas y sus aplicaciones.
2. Estudiar los diferentes métodos de regresion borrosa.

3. Estudiar la validez de algunos de los indices de bondad de ajuste reportados en la

literatura, para los modelos anteriores.
4. Lograr aplicaciones en diferentes dominios.

Para dar cumplimiento a estos objetivos fue necesario plantearse y solucionar algunas tareas de

investigacion, entre las que se encuentran:

1. Estudiar elementos de logica borrosa (para cumplimentar los objetivos especificos 1y 2).



2. Implementar sobre paquetes de proposito general como el Mathematica y el Maple
funciones que permitieran el calculo y la graficacion de nimeros borrosos y de sus
operaciones, asi como de procedimientos mucho méas complejos como los analisis de
regresion lineal borrosa y los indices de bondad de ajuste (para cumplimentar los

objetivos 3y 4).

3. Disefar un estudio de simulacién para analizar la validez de los indices de bondad de

ajuste que se seleccionen (para cumplimentar el objetivo 3).

El primer paso para la realizacion de este trabajo fue la confeccion del marco teorico. Para ello se
realizd una amplia revisiéon de la literatura consultando libros, articulos y paginas de internet,
entre otras fuentes. Sus elementos esenciales se encuentran expuestos de manera resumida en el
primer capitulo de la presente tesis. Como conclusion de la elaboracion del marco tedrico se

enuncia la siguiente hipotesis de investigacion:

“La utilizacion de la teoria de las probabilidades borrosas y de la regresion borrosa solucionan

problemas reales, entre los que se encuentran los médicos y los de las finanzas”

La tesis se estructura en tres capitulos. EI primero de ellos contiene una presentacion detallada de
las formulaciones matematicas mas importantes relacionadas con la I6gica borrosa. Se presentan
también aspectos relacionados con las probabilidades particularmente probabilidades borrosas
asi como un método para calcularlas. Por ultimo se presenta de manera resumida aspectos
relacionados con la regresion probabilistica asi como algunas consideraciones sobre la

interpretacion de los resultados del analisis de regresion.

El segundo capitulo aborda y describe matematicamente las diferentes técnicas de regresion
borrosa que se estudian. Se hace una revision de los indices de bondad y ajuste mas usados.

Ademas se muestran medidas de similitud asi como una medida de ajuste de la tendencia central

(R%sorros0 ). El tercer capitulo se dedica a las aplicaciones. En la primera se calcula la probabilidad
borrosa de que una persona seleccionada al azar, entre un conjunto de personas supuestamente
sanas del municipio de Santa Clara, sea “hipertensa”. Se demuestra ademas que los hombres son
mas propensos a ser hipertensos que las mujeres. La segunda aplicacion se realiza con datos
simulados vy la tercera es una aplicacion real dentro del area de la Economia. Concretamente se

plantea un modelo de regresion borrosa para el estudio de las tasas de cambio del Euro. Todos



los capitulos terminan con un epigrafe de consideraciones finales en el que se resumen los
aspectos mas importantes que se trataron. Se enuncian las conclusiones y se brindan

recomendaciones que abren futuras lineas de investigacion.

Finalmente, se presentan en los anexos A.1-A.2 operaciones con funciones de pertenencia no
simétricas y los procedimientos elaborados en el paquete Mathematica, para realizar los calculos
necesarios en las aplicaciones. En el anexo A.3 se presentan parte de los resultados de un caso de

estudio y en el anexo A.4 se presenta una planilla por la que se recogieron los datos.



1. TEORIA DE LOS CONJUNTOS BORROSOS

Los dos antecedentes fundamentales de la regresion borrosa son la Teoria de Conjuntos Difusos

y la Regresion Probabilistica.
1.1. Subconjunto borroso
1.1.1. Definicién y concepto

Dos de los aspectos que contaminan normalmente la informacién en cualquier area del saber, son
la imprecision que tiene en su expresion y la incertidumbre que puede provocar la fuente que nos
la proporciona. Ciertas personas tienen suficiente habilidad para tomar decisiones correctas a
partir de un conjunto de datos que vienen expresados de forma vaga o imprecisa (borrosos) casi
siempre utilizando adjetivos o adverbios como mucho, poco, alto, bajo, normal, muy, entre otros.
Tales personas pueden controlar eficientemente un proceso tecnoldgico (en un Central azucarero
el tradicional puntista que controla el proceso de cristalizacion del azlcar), diagnosticar
enfermedades o una enfermedad a partir de sindromes y sintomas (el médico clinico) o tomar
una decision acertada en una determinada empresa e institucion. EIl ser humano se desenvuelve
con extraordinaria facilidad a la hora de manejar este tipo de informacién, sin embargo, cuesta

explicar que procedimientos sigue para ello [5].

Como ya se habia enunciado, la Matemaética de conjuntos borrosos que podria denominarse
como clésica, se basa en la légica aristotélica fundamentada en el principio que muestra que una
proposicion Unicamente puede ser verdadera o falsa (1,0 respectivamente) , pero no ambas cosas
a la vez, es decir no existiendo ningin grado de verdad intermedio. Como consecuencia de dicho
principio, en la teoria de conjuntos, para un subconjunto A definido sobre un conjunto universo o
referencial X, un elemento del universo pertenece o no pertenece a dicho conjunto A, es decir, no

existe ningun tipo de ambigledad sobre su pertenencia.
Matematicamente la pertenencia a un conjunto se expresa a través de una funcion caracteristica

4, (X) que asigna valores a todos los elementos de A en el conjunto discreto {0,1}. Dicho valor

es 0 cuando el elemento no pertenece al conjunto y 1 cuando el elemento pertenece totalmente.

Es decir, matematicamente la funcion caracteristica viene dada por:



My X >{0,1}
1 xeA

XGX—>,uA(x)={O e A (1.1)

Del principio del tercero excluido se deriva el principio de exclusion. Este indica que si un

elemento x del universo X pertenece a un conjunto A, no pertenece a su complemento, A°y

viceversa. Matematicamente podemos expresar el principio de exclusion como:
vXxe X,si y,(X) =1 p,.(x)=0 (1.2)

En muchas situaciones los principios de la l6gica matematica clasica pueden ser aplicados sin
variacion para reflejar el fendomeno estudiado. Por ejemplo el médico clinico puede definir sobre
el conjunto universo “Pacientes enfermos” el conjunto de “individuos hipertensos”. Un individuo
hipertenso es obviamente enfermo asi la pertenencia a este conjunto no admite ningun tipo de
matiz. Por otra parte en el mismo campo de la medicina clinica, la l6gica clasica no es suficiente
para reflejar o modelar fendbmenos sobre los que las personas deben tomar decisiones, que
frecuentemente son vagos. Por ejemplo, supongamos que sobre el conjunto universo “Pacientes
enfermos” definimos el conjunto “individuos con baja estatura”. La pertenencia a este conjunto
no es trivial salvo que arbitrariamente se fije una medida por debajo de la cual se determine que
un individuo tiene baja estatura o no; pero ain asi, en este supuesto siempre habra personas con
baja estatura cercano a la frontera a las que se habra incluido sin ningun tipo de ambigledad
dentro de las que tienen baja estatura, o dentro de las que no la tienen, perdiéndose por tanto
mucha informacion. Si queremos representar con veracidad este fendmeno deberemos admitir
que entre el “si” y el “no” existe una amplia gama de matices. Un determinado individuo podra
tener una estatura “baja”, “bastante baja”, “poco baja”, “alta” ,”muy alta”, entre otras. Estos
problemas no pueden ser analizados con los limitados principios del tercero excluido y el de
exclusion, sino debe partirse de uno mas flexible, el de simultaneidad gradual, enunciado en Gil
Aluja(1996) [6] el cual refleja que un elemento puede pertenecer a un determinado conjunto y a
la vez al conjunto complementario, siempre y cuando se asigne a ambas pertenencias un grado, o
bien, una proposicion puede ser verdadera y falsa a la vez siempre y cuando se le asigne un

grado de verdad y de falsedad.



Para hacerle frente a la informacion imprecisa han surgido diferentes teorias matematicas:
teorias como la de la probabilidad [7], como la de la evidencia [8], o como la de los Factores de
Certeza [9, 10]. Estas teorias han despertado un creciente interés en la investigacion cientifica.
La herramienta por excelencia para modelar fendmenos en los que rige el principio de
simultaneidad gradual es la Teoria de los Subconjuntos Borrosos, cuya base son las logicas
multivalentes desarrolladas en las primeras tres décadas del siglo XX [11]. EI concepto de
conjunto borroso (que caracteriza de manera apropiada la imprecision en la informacion) fue
introducido en la década del 60 por Lofti A. Zadeh [12] quien se considera el padre de la l6gica
borrosa. Desde la aparicion de esta teoria son incontables las aplicaciones que se han hecho de
ella en el mundo de la investigacion en general y en particular en la Ciencia Madre “Las

Matematicas”.

Un conjunto borroso es un conjunto para el cual la pertenencia de un elemento esta definida de
forma borrosa. Asi, si se denomina X como al universo o conjunto referencial, un subconjunto
borroso, que se denotara de la siguiente manera A, es aquel en el que la pertenencia de un
elemento x e X tiene asignado un nivel de verdad que puede tomar valores en el conjunto
continuo [0,1]. El nivel de pertenencia de un elemento x vendra dado por su funcion de

pertenencia o funcion caracteristica u; (x) . Asi, se puede definir a un subconjunto borroso como

A ={(x, 45 (X)) | x € X}siendo la funcion de pertenencia:

Ly X —[0]] (1.3)
xe X = ux(x)€[0]]
Donde 0 indica la no pertenencia al conjunto A y 1 la pertenencia absoluta. Evidentemente,

existe una degradacion del nivel de pertenencia de forma que siu;(x)=0.9, el nivel de
pertenencia del elemento x es muy elevado, y si x (x) = 0.1el nivel de pertenencia de x es muy

bajo. Asi puede interpretarse como el grado en que un elemento particular que se considera
cumple con las especificaciones que definen a los elementos del conjunto en cuestion y no debe
interpretarse como la probabilidad de pertenencia. Si la probabilidad de que un elemento x
pertenece al conjunto A es de 0.9 y se afirma que x pertenece al conjunto A, tenemos un 90 %
de probabilidad de acertar, pero el elemento intrinsecamente pertenece 0 no pertenece a A.

Cuando se dice que la funcién de pertenencia de x es 0.9 se quiere decir que cumple en nuestro



criterio con el 90% de las caracteristicas que definen los elementos del conjunto A . En resumen,
la probabilidad indica incertidumbre estadistica mientras que la funcién de pertenencia indica
vaguedad y subjetividad. Ademas, se puede observar que un conjunto ordinario o “crisp” es un
caso particular de un conjunto borroso, para el cual Unicamente se diferencian dos niveles de

pertenencia: la pertenencia absoluta y la no pertenencia.
1.1.2. Definiciones basicas sobre conjuntos borrosos

En esta seccion se presentan las definiciones y resultados basicos relacionados con los conjuntos

borrosos. Para un estudio mas profundo se pueden consultar [13, 14].

Definicion 1.1 (Conjunto Vacio)

El Subconjunto borroso A es vacio siysolosi u,(x)=0 Vxe X yseescribe A = ¢

Definicion 1.2 (Igualdad)

Si Ay B son dos subconjuntos borrosos de un conjunto X, se dice que A =B siy solo si

tz(X) = pz(x) VxeX.
Definicidn 1.3 (Cardinalidad escalar)

La cardinalidad escalar de un conjunto borroso A en el conjunto finito X, se define como [15,
16] :

| A= 1z (X) (1.4)

xeX

Cuando X es finito, ({X,,...., X,}), el conjunto borroso A se puede expresar como:

A= (X)X e +,ux(xn)/xn:Zn:yx(xi)/xi (1.5)

i=1

donde el +y la Z deben entenderse en el sentido de la teoria de conjuntos. Por convenio, los

pares x5 (x)/xcon x5 (x) = 0se omiten.
En el caso de que X no sea finito, la notacion es

A= Lﬂx (x)/x (1.6)
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Definicion 1.4 (Inclusién)
Si Ay B son dos subconjuntos borrosos de un conjunto X, se dice que A es subconjunto de B

siysolosi u;(x) < uz(X) Vxe X, estarelacion se expresa como AcB.

Si el conjunto universo es finito, se pueden relajar la condicion anterior para medir el grado en el

gue un conjunto borroso esta incluido en otro [17]

S(A,B) = ﬁ{l A| - mex 0, 1, (x). 15 (X3} (L.7)

Definicion 1.5 (Subconjunto propio)

Si Ay B son dos subconjuntos borrosos de un conjunto X, se dice que A es subconjunto
propio de B si y solo si u;(X)<wug(X) VxeX, y se escribe como
AcB siysolosi AcBy A%B

El concepto de cardinalidad de un conjunto borroso no tiene nada que ver con el similar en el
caso de conjuntos comunes (nimero de elementos), sino que se refiere mas bien a su tamario.
Definicion 1.6 (Soporte)

El soporte de un subconjunto borroso A, dentro de un conjunto universal X, es el conjunto

convencional (crisp) que contiene todos los elementos de X que tienen un grado de pertenencia

mayor que O en A.
sop(A) ={x € X | 5 (x) > 0} (1.8)

Un concepto muy util es el conjunto de nivel (umbral) o, grado de presuncion, o a-corte, como
se conoce en la bibliografia sobre conjuntos borrosos. Este concepto permite un enfoque muy
interesante de la teoria de conjuntos borrosos, ya que la familia formada por los a-cortes contiene

toda la informacidn sobre el conjunto borroso.
Definicion 1.7 (Conjunto de nivel o 0 a-corte)

Dado un nimero « [0,1] y un conjunto borroso A, se define el conjunto de nivel o 0 a-corte

de A como el conjunto A, cuya funcion caracteristica se define:
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1 siug;(X) >
e (=1 A= 19)
0 en cualquier otro caso

En conclusion, el a-corte se compone de aquellos elementos cuyo grado de pertenencia supera o

iguala el umbral a.

Hablamos de a-cortes estrictos si:

1 sip (0)>a
0 en cualquier otro caso

Cualquier conjunto borroso A se puede representar mediante la unién de sus a-cortes de la

siguiente manera:

4109 = max{ar - 1, ()] (1.1)

ael0,1]
Definicion 1.8 (Altura)
La altura de un conjunto borroso A es el supremo (o el maximo, cuando el conjunto universo X

es finito) de la funcion de pertenencia sz (x):

alt(A) = Sup u; (X) (1.12)

xeX
Definicion 1.9 (Nucleo)

Se define el ndcleo de un subconjunto borroso como al a-corte que presenta un grado de verdad
1:

nucl(A) ={x e X | £, () =1. (1.13)

Las propiedades fundamentales de conjuntos borrosos y relaciones, tales como altura, nicleo,

soporte y a-corte, se ilustran en la figura 1.1.
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Figura 1.1. Altura, niicleo, conjunto soporte y o-corte de un Conjunto borroso A
Definicion 1.10 (Normalidad)
El subconjunto borroso A es normal si:

sup 45 (x) =1 o seasi alt(A) =1. (1.14)

VxeX
En este caso, muchos autores consideran que s (X)es una “medida” de posibilidad y A es una
distribucion de posibilidad.

El concepto de convexidad también juega un papel importante en la teoria de conjuntos borrosos.

Las condiciones de convexidad se definen en referencia a la funcién de pertenencia.
Definicion 1.11 (Convexidad)
El subconjunto borroso A es convexo si:

VX, X, € X, VA €[01], sz [A% + (L= A)X, ] = Min(u; (X)), 145 (X;))  Vxe X (1.15)

Alternativamente, también se puede decir que el subconjunto borroso A es convexo si sus a-

cortes, A, son conjuntos convexos: Va,a'€[0l],a<a’ < A, CA,

1.1.3. Operaciones conjuntistas basicas con conjuntos borrosos

A continuacién se rememoraran algunas de las operaciones basicas entre conjuntos
convencionales que pueden extenderse de manera natural a operaciones analogas entre

conjuntos borrosos [18].
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Sean A y B dos conjuntos cualesquiera incluidos en X es posible definir un conjunto de

operaciones basicas entre ellos [3].

Definicion 1.12 (Complemento)

El complemento de A se denota por A° y esta formado por todos los elementos de X que no
pertenecen a A. x € A° si x ¢ A Su funcion caracteristica sera:

Mo (X) = 1= 12, (X) (1.16)
Definicion 1.13 (Interseccion)

Se denota por ANBY se define como el conjunto formado por aquellos elementos de X que

pertenecen a A y a B simultaneamente:

xe AnB sixeAyxeB

La funcion caracteristica correspondiente es:

Harg (X) = Min(zz, (X), 25 (X)) (1.17)
Definicion 1.14 (Unién)

Es el conjunto formado por aquellos elementos que pertenecen a A, 0 pertenecen a B, o

pertenecen a ambos simultaneamente. Se denota por AW B y su funcion caracteristica es:

Haos (X) = Max(z, (X), 15 (X)) (1.18)

Como se menciond al inicio de la seccidn estas tres operaciones béasicas (complemento,
interseccion, unién) se pueden generalizar a operaciones analogas entre conjuntos borrosos de

varias formas (ver Figura 1.2).

UNION INTERSECCION COMPLEMENTO

Figura 1.2 Operaciones basicas entre conjuntos borroso. Definicién estandar.
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Definicion 1.15 (Complemento Borroso)

Dado un subconjunto borroso A , cuya funcion de pertenencia es 45 (x), el subconjunto

complementario A° tiene funcion de pertenencia:
Hge (X) =C(uz(x) VxeX (1.19)

donde C(x) se define en el intervalo [0,1] y toma valores en el intervalo [0,1], 0 sea,

C :[01] —[0/1]. Esta aplicacion debe cumplir los siguientes axiomas:

(Axioma C1) C (0)=1, C (1)=0 (Frontera o condiciones de contorno)
(Axioma C2) a<b=C(a) >C(b),va,b €[0,1] (Monotonia)

Todas las funciones C que satisfacen ambos axiomas forman la clase méas general de

complementos borrosos. Estos dos axiomas son llamados “axiomatica skeleton” [14, 15].
Es una practica usual considerar algunas exigencias adicionales para estas funciones:
(Axioma C3) C(x) es una funcion continua.
(Axioma C4) C(x) es una funcion involutiva, lo que significa que C(C(a))=a, Va €[0,1]

Existen muchas funciones que cumplen estos cuatro axiomas, y que pueden ser usadas para
representar el complemento borroso. En la tabla 1 mostramos algunas de ellas. Para un estudio

mas profundo se pueden consultar [19] [20]

Nombre Definicion
Estandar C(a)=1-a
Sugeno l-a
C(a) = A € (—1,0)
1+ Ja
Yager 1
C(@)=(1-a")",we (0,0)
Umbral 1 sia<umbral
C(a)= :
0 sia=>umbral

Tablal.1l: Complementos habituales.

En esta tesis se considera la forma estandar de calcular el complemento.
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Definicion 1.16 (interseccion Borrosa)
Sea C=AnBes claro que pe(X)=1si g (X) = pz(X)=1y us(x)=0 siempre y cuando
1z (X)=00 uz(x)=0.Elvalorde x(x)esunafuncionde dosvalores u;(x) y uz(X).

A la funcion de pertenencia de la interseccion de dos conjuntos borrosos A y B se escribe

como:
He (X) = iy (X), 45 (X)), VX e X (1.20)
Las funciones i(a,b) deben cumplir las siguientes propiedades:
1. 0<ab<ily i(a,b)<[0]]
2. iLy=1
3. i(0)=i.0)=i(0,0)=0
Definicion 1.17 (Unién Borrosa)
Sea D=AuUBes claro que, u5(X)=1si u;(x)=1 0 wz(x)=1 y u5(x)=0para
15 (X) = ugz (x) =0. La funcion de pertenencia para la union se define por:
p (%) = U(u (), 125 (X)), Wx € X . (1.21)
La funcidn de pertenencia u(a,b) para a,b €[0,1] debe cumplir las siguientes propiedades:
1. 0<ab<ly u(ab)e[0]]
2. u(0,0)=0
3. u(0)=u0)=iL) =1
Una descripcion de las propiedades béasicas de estas operaciones puede encontrarse en [13].

Las funciones usadas para la interseccion (i(a,b))y la unién (u(a,b)) de conjuntos borrosos son
Ilamadas normas triangulares o t-normas y t-conormas respectivamente. [13, 21].
El concepto de norma triangular se usa en estadistica para datos que pertenecen al intervalo [0,1].

Este es el motivo de que en el desarrollo de la matematica borrosa sea de interés, especialmente

en el campo de la l6gica borrosa y de los sistemas de expertos.



Definicion 1.18 (t-norma)

Unat-norma T es una funcion z=T(a,b),0<a,b,z <1, osea, z:[0,1] X[01] —[0]]

que verifique las cuatro siguientes propiedades:

=

T(a) = a; Va €[0,1] (Frontera)

2. sib, <b,,entoncesT(a,b,) <T(a,b,); Va,b,,b, €[01] (Monotonia)

3. T(a,b)=T(b,a); Va,b €[0,1] (Commutatia)

4. T(a,T(b,c))=T(T(a,b),c);vVa,b,c €[0]] (Asociativa)

16

Si Ay B son dos subconjuntos borrosos de X entonces la interseccion de dos conjuntos borrosos

(C =ANnB), puede definirse de la siguiente manera:

te (X) = pig 5 (X) =T (15 (X), 15 (X))

para alguna t-norma T.

La tabla 1.2 muestra algunas funciones que se ajustan a la anterior definicion.

Nombre Definicion
Minimo T_(a,b) = Min(a,b)
Producto T,(a,b)=a-b
Lukasiewics T, (a,b) = Max(0,a+b-1)
Interseccion drastica a, si b=1

T'(a,b)=1<b, si a=1
0, enotros casos

Tabla 1.2: Algunas t-normas habituales.

En ocasiones es necesario restringir la posible t-norma considerando tres requerimientos

adicionales:

1. Continuidad: T es una funcion continua

2. Subidempotencia: T(a,a) <a

3. Monotonia estricta:a, <a, yb, <b, =T (a;,b) <T(a,,b,).
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La propiedad de continuidad se introduce para evitar la situacion en la que un pequefio cambio

en el grado de pertenencia de los conjuntos A o B produzca un cambio grande (discontinuo) en

el grado de pertenencia de A~ B . La subidempotencia se tiene en cuenta cuando los grados de
pertenencia de A Bpara alguna a tienen el mismo valor. Esta propiedad expresa el

requerimiento de que el grado de pertenencia de A N B en este caso no exceda este valor. El

tercer requerimiento es una condicion mas fuerte de monotonia.

En la bibliografia es habitual encontrarse la interseccion de dos conjuntos borrosos expresada

como ;= (X) = u5; (X) A 15 (x) donde el operador A representa al operador minimo gque como

se ha visto es la interseccion borrosa estandar.
Definicion 1.19 (t-conorma)
Una t-Conorma U es una funcién z=U(a,b),0<a,b,z<1,0sea, z:[01] X[0,1] —>[0]]
Que verifique las siguientes propiedades:
1. U(a,0)=a; Vae[0]] (Frontera)
2. sib, <b,,entoncesU(a,b,) <U(a,b,); Va,b,,b, €[01] (Monotonia)
3. U(a,b)=U(b,a); va,b €[0,1] (Commutativa)
4. U(a,U(b,c))=UU(a,b),c); Va,b,c €[0,1] (Asociativa

Si Ay B son dos subconjuntos borrosos de X, la unidén de dos conjuntos borrosos OC=Au B_:
, puede definirse de manera analoga como: x5 (X) = u5 5 (X) =U (25 (X), 15 (X)) (1.23)
para alguna t-conorma U.

Al igual que los casos anteriores, existe un sinnumero de funciones que cumplen estas

propiedades en la tabla 1.3 se muestran algunas funciones que se ajustan a la anterior definicion.

Nombre Definicion
Maximo U, (a,b) = Max(a,b)
Lukasiewics U,(a,b) =Min(L,a+b)
Suma algebraica U,(ab)=a+b-ab
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Unidn drastica a, si b=0
U'(a,b)=13b, si a=0

1, enotros casos
Tabla 1.3: Algunas t-Conormas habituales.

Una descripcién mas detallada de otras t-normas y t-conormas asi como varios ejemplos se

pueden ver en [15].

En nuestro trabajo, se considerard como t-norma estandar (interseccion) al minimo y como t-

conorma estandar (unién) al méaximo.
Definicion 1.20 (Producto Cartesiano)

Sean los conjuntos borrosos A, A, ..., A, contenidos respectivamente en los conjuntos universos
X, X,y X,.  Se  define el producto cartesiano de n conjuntos borrosos

n

A x A, x..x A < X, xX,x.x X, COMo:
VX = Xy Xy ey X)) € Xy Xy X,
My m s, (X)= Min(,ugi (Xl)uuxz (Xz),---,,ug1 (X,))- (1.24)

Definicion 1.21 (Relaciones borrosas Binarias)

Sean X e Y dos conjuntos, una relacion borrosa en X xY es una relacion entre elementos de dos
conjuntos cuyo suceso lleva asociado un determinado nivel de verdad. Dicha relacion viene dada

de la siguiente manera:
R={(X,y), g (X, V)| (X,y) € X xY} donde te X xY —>[0]] por lo tanto

(X,y) € XxY = u-(x,y) €[0]].

1.1.4 Principio de extension

Uno de los principios mas esenciales de la teoria de conjuntos borrosos es el principio de
extension. Este principio basico fue propuesto por Zadeh [18] el cual proporciona un método
general en el que se sustentan aquellas aplicaciones de los subconjuntos borrosos basadas en la
extension de conceptos matematicos de conjuntos crisp (no borrosos) cuando los datos de partida
son borrosos. Es especialmente util para los propdsitos del céalculo borroso, por cuanto en

muchas ocasiones es oportuna su aplicacién al algebra real con nimeros borrosos.
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1.1.4.1 Principio de extension generalizado
Sea una aplicacion f: X, x X, x..x X, —Y . Si se define sobre los conjuntos universos
X,, X,,..., X, los conjuntos borrosos A, A,,.., A respectivamente, caracterizados por las
funciones de pertenencia /lg(xl)’ﬂg (xz),...,yz\q(xn),xi e X;,i=12,...n. La aplicacion f
permite definir un conjunto borroso B = f(A,A,,.. A)cY para el cual su funcion de
pertenencia z;(y),yeY es:

0 si fl(y)=¢ )
M) =1 sup [Min(ug (6), g (%) st (6] si T D #0 (1.25)

Y= (X4 Xp X))

Aqui f'(y) eslaimagen inversa dey.

La funcion de pertenencia x; (y) para el caso de un solo conjunto borroso es:

0 si (=4 |
#a () =1 sup[Min(u, (x))] si T N #¢ (1.26)
)

y="f(x

1.1.4.2 Aplicacion del principio de extension de Zadeh a través de conjuntos de nivel

Al evaluar una relacion funcional entre conjuntos borrosos en muchas ocasiones no sera posible
operar con funciones de pertenencia, sin embargo, si es posible hacerlo con los a-cortes o
conjuntos de nivel. Nguyen [22] demuestra que el principio de extension puede ser aplicado
usando los a-cortes de los subconjuntos borrosos que forman parte de la imagen inversa de .

Dicho autor demuestra que si se parte de la aplicacion f : X, x X, x..x X, =Y , y si se define

sobre el conjunto borroso la preimagen  de los subconjuntos borrosos A, A, ..., A

n

respectivamente, entonces la aplicacion f induce un subconjunto  borroso

B="f(A,A,..A)cCY,cuyos a-cortes, B, pueden ser hallados como:

B, =f(A.A,...A), =T(A A, ..A,) (1.27)
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1.2 Intervalos de confianza y numeros borrosos

En esta seccion se dara la definicion de numeros borrosos los cuales son un caso particular y de
gran interés de los subconjuntos borrosos. Para ello se muestra en primer lugar el concepto de

intervalo, que es fundamental dentro de los numeros borrosos.
1.2.1 Intervalos de confianza

Un numero ordinario a9, puede interpretarse utilizando el concepto de funcion de

pertenencia como.

1 si x=a

Ha (X) = { (1.28)

0 si x#a

De manera similar podemos definir un intervalo de confianza ® para un nimero ordinario. Tal
intervalo sera un conjunto binario clasico A, que representa cierto tipo de incertidumbre acerca
del valor auténtico de dicho numero. Por ejemplo, si el intervalo se denota por

A=[a,,a;], 8,8, €R, a, <a,, este se puede considerar como una clase de conjuntos. En la

figura 1.3 se expresa el intervalo como funcion de pertenencia:

0 si x<a
Upy(X)=41 si a <x<a, (1.29)
0 si x>a,

Si a, = a,este intervalo indica un punto que es [a,,a,] =&,

TN ES]

Figura 1.3 Namero ordinario A=[a;,a,] dado por un intervalo de confianza.

1.2.2 Numeros borrosos

Un ndmero borroso es expresado como un conjunto borroso definiendo un intervalo borroso en

los nimeros reales R . Como la frontera de este intervalo es ambigua, el intervalo es ademas un

conjunto borroso. Generalmente un intervalo borroso se representa por dos puntos extremos a, y
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a, Yy un punto central a, que es el punto en donde se alcanza el valor maximo como [a,,a,,a,].

(ver figura 1.4)

4 AR(X)

pd

- — > X

aj sz as

Figura 1.4. NGmero borroso A =[a,,a,,a,]

Un ndmero borroso es un subconjunto borroso N definido sobre la recta real R y que cumple

ademas las siguientes propiedades.

1. Esnormal, es decir, que el nticleo de N es no vacio o lo que es lo mismo, existe al menos

un elemento x de R tal que w3 (x)=1

2. Es convexo, geométricamente quiere decir que los a-cortes de N son intervalos cerrados

y acotados.

3. Elsoporte de N esta acotado.
4. La funcién de pertenencia es seccionalmente continua.

Los numeros borrosos constituyen una herramienta valiosa para representar cantidades estimadas
u observadas en el contexto de la l6gica borrosa. Varios autores diferencian dentro del concepto
de nimero borroso de acuerdo a si su nucleo es un valor real o si el nacleo es un intervalo de
confianza. En nuestro caso no distinguimos a los nimeros borrosos por la forma que se utilice

para representar su nucleo.

Son muchos los ejemplos practicos en los que el grado de pertenencia de un determinado

elemento del universo X < R se puede expresar como una funcidn de una caracteristica medible

del mismo. El valor que toma un elemento x < Ren la funcidn de pertenencia de I\_l,,uﬁ(x) , €s
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interpretado por muchos autores como una “medida” de la posibilidad de ocurrencia de x, asi el

ntmero borroso N es interpretado como una distribucion de posibilidad.
De forma general la funcion de pertenencia de un ndmero borroso N puede escribirse como:
f(x) a <x<a,
(1.30)

1 a, <x=<a,

—(X)=x =
Hia (%) g(x) a,<x<a,
0 en otro caso

El intervalo de confianza [a,,a,]es el soporte del nimero borroso y [a,,a,] es el nucleo del

namero borroso. Asimismo f(x) es creciente en el intervalo [a,,8,] y g(x) es decreciente en el

intervalo [a,,a,] (ver figura 1.5)

u- (x)

s

aj

Figura 1.5 Forma general de un nimero borroso.
Sin embargo, en muchas ocasiones serd mas practico operar con su representacion a través de sus
representar

conjuntos de nivel o a-cortes. Estos son intervalos de confianza que se pueden

como:
(1.31)

N, ={xe 9| 13 (x) 2 a}=[f (). 9™ (@)]=[n(e),n, ()]

donde n,(«) (n,(ex)) seran funciones crecientes (decrecientes de « ) con n, () <n, ()

1.2.3 Operaciones con numeros borrosos
Las operaciones aritméticas entre nimeros borrosos pueden establecerse a partir de la aritmética

entre intervalos de confianza.
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1.2.3.1 Aritmética de Intervalo

Supongamos que tenemos dos intervalos cerrados y acotados cualesquiera, tales como,
A=[a,,a,]y B=[b,b,],con a,a,,b,b, eR.

En general cuando se aplica una funcion a un conjunto de intervalos, el limite inferior (superior)
del intervalo resultante sera el valor minimo (maximo) calculado aplicando esa funcion a todas

las posibles combinaciones de valores pertenecientes a los intervalos considerados.
Si * denota suma, resta, multiplicacion, o division, entonces [a,,a,]*[b,,b,]=[c,d]donde:
[c,d]={a*b|a, <a<a,,b <b<b,} (1.32)

Si * es division se asumira que el cero no pertenece al intervalo [b;,b,]. La ecuacion anterior se

puede especializar en cada caso de acuerdo a:

Suma:
[a,,a,]+[b;,b,]=[a, +b;,a, +b,] (1.33)
Resta:

[a,,a,]-[b,,b,]1=[a, —b,,a, —b,] (1.34)

Multiplicacion:

[a;,8,]-[b;,b,]=[c,d] (1.35)

donde:

¢ =Min{ab,,a,b,,a,b,,a,b,}

d = Max{a,b,,a,b,,a,b,,a,b,}

Si el conjunto borroso estéa definido sobre ™, entonces [a,,a,]-[b;,b,] =[ab,,a,b,]

Se define ahora la operacion de inverso para una mejor comprension de la operacion de division.
Inverso:

[a,,8,]" =[c,d] (1.36)
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donde:

c=Min{

d=Ma>{

Si el conjunto borroso esta definido sobre R, seria[a,,a,]™ = [ii}

1
1a2

1
—} excepto para a, <0<a,
a‘2

B [

B [

a‘2 al
Division:
[a,.8,] _ . a4 111
[b,.,] =[a,,a,]-[b,,b,]" =[a;,8,] {bz ,bj (1.37)

Multiplicacion por un nimero real:

Un ndmero real puede interpretarse como a =[a,a], a € R, por tanto:
ab,,b,]=[c,d] (1.38)
donde c=Min[ab;,ab,] y d =Max[ab,,ab,]

1.2.3.2 Aritmética borrosa

A continuacion se estudiaran las operaciones mas usuales entre nimeros borrosos.

Si los « -cortes y la funcion de pertenencia de los nimeros borrosos sobre los que se realizan

estas operaciones A y B vienen dados por:
A={x| 1, (}={A, =[a,(@).8,()]|0<a <T}
B ={x|uz ()} ={B, =[b,(a),b, ()] |0<a <T}

Para hallar la funcién de pertenencia de C = A*B debemos utilizar el principio de extension

generalizado, enunciado en 1.1.4.1 y aplicarlo teniendo en cuenta que se estas evaluando una

aplicacion f : xR — N. De forma general, y si suponemos que: 0 ¢ Sop(A) y 0 ¢ Sop(B) :

415 (9 = Max[Min(u; (%), 15 (x,))) (139)
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siendo los « -cortesde C , C,,:

Min{a, (@) *b,(@),a, (2) *b, (@), a,(a) *b,(a),a, (a) *b, (06)}} (1.40)

Ca =lef@)c,(@]= {Max{al () *b, ()2, () *b, (@), 8, () *b, (), a, (@) *b, ()}

Suma de nimeros borrosos:

Sea C = A+ B, la funcion de pertenencia de C se halla como:

4 () = MaxIMin(u, (), 15 (x,))] (141)

=T
Y SuUs « -cortes:

C, =[ci(a).c, ()] =[a,(e) +by(a),a, (@) +b, ()] (1.42)

Propiedades:

1. (A+B)=(-A)+(-B)

+B = B + A (Conmutativa)

pd

2.
3. (A +B)+C =A +(B +C )(Asociativa)

1 six=0

4. Existe el elemento neutro, 0, cuya funcién de pertenencia es 15 (X) :{O . 0 tal
Si X #

que:A+0=A
5. No existe el elemento opuesto ya que A +(—A) = 0, por esta razén a — A se le denomina
pseudo-opuesto.

Resta de nUmeros borrosos:

Sea C = A—B, la funcion de pertenencia de C se halla como:

415 (00 = Max[Minu; (%), st ()] (143

y SUS « -cortes:

c_:a =[c, (@), ¢, ()] =[a,(«) —b, (), a,(a) + b, («)] ya que C=A+ (_E) (1.44)



Multiplicacion de nUmeros borrosos:

Sea C = A e B, lafuncion de pertenencia de C se halla como:
He (X) = MaxIMin(ug (%), 445 (X;))]

siendo sus « -cortes

C [c(@).c, ()] = Min{a, (o) -by (@),8,(2) - b, ()., (@) - by (@), (@) -b, ()},
oo Max{a, (@) - by (). &, () -b, (@),a, () -by(@).8, () -b, () }

Siel Sop(A)y el Sop(B) e R* respectivamente se obtiene entonces que:

C, =[ci(@). ¢, (@)] =[a,(@) b, (@), a, (@) -b, ()]
Propiedades:

1. (-A)eB=-(AeB)

2. AeB =B e A (Conmutativa)

3. (AeB)eC =A ¢(B «C) (Asociativa)

Ca

No existe elemento neutro 1: Ae 1= Acuya funcién de pertenencia es ;. (x) :{
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(1.45)

(1.46)

1 six=1
0 sixzl

5. No existe elemento inverso: Ae A =1. Poresarazéna A muchos autores le

denominan pseudo-inverso.

6. Ce(A+B)=(AeC)+ (B C)unicamente se cumple si Sop(A)y el Sop(B)son
positivos o negativos simultaneamente. (Distributiva del producto respecto a la suma).
Inverso:

Sea A un ndmero borroso tal que Sop(A) € R*. Suinverso C = A~ tiene como funcién de

pertenencia:

pe () = 1 (D)
X

(1.47)
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con « -cortes C,, =[c,(a),c, ()] = [ﬁﬁ} (1.48)
1) 4@

Divisién de niimeros borrosos:

Sea C =A-=B,en los cuales 0¢Sop(A) y 0¢Sop(B): La funcién de pertenencia de C se
halla como:

# (X) = MaxqMin(uz (%), 15 (%,))] (1.49)

Xy
siendo sus « -cortes

a(a) a(a) a,(a) az(a)}
by (@) "b, () "by(a) "-b,(a)”
(@) a(a) 8,(2) a,(a)
bl(a)'bz(a)’bl(a)"bz(a)}

Min{
611 =[c,(a),c,(a)]=
Max{

(1.50)

Si el Sop(A)y el Sop(B) € R* respectivamente se obtiene entonces que:

C, =[c.(a).c,()]= L‘? EZ; ' ZZ((Z))}

Multiplicacion por un escalar:

Sea A un nimero borroso y k e R un escalar. El producto C = kA tiene funcion de pertenencia:

,uA(E) si k =0
He () = {1 six=0 (1.51)

0 six=#0

Siendo los « -cortes

[ka, (@).ka,(@)] sik>0
C, =l (a).c,(a)]=1[ka, (@) ka («)] sik<O0 (1.52)
[0,0] sik=0

Para méas informacion sobre las operaciones de numeros borrosos aplicando tanto aritmética de

intervalo como aritmética borrosa podemos consultar [23].
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1.2.4 Algunos tipos especiales de nimeros borrosos

A continuacion introduciremos los nimeros borrosos: L-R de Dubois y Prade, los trapezoidales y

los triangulares.
1.2.4.1 Numeros borrosos L-R de Dubois y Prade

Para la construccion de un nimero borroso L-R de Dubois y Prade [24] se parte en primer lugar
de dos funciones L(x) y R(x), las cuales se denominan funciones de forma a la izquierda y a la
derecha respectivamente. Estas se asumen, generalmente, como dos funciones lineales. Por
ejemplo, la funcién de forma a la izquierda puede definirse como la funcién (no necesariamente
lineal) L — [0,1] que cumple las siguientes propiedades:

1. L(X)=L(-x) ¥x e R (Simétrica)

2. L(0)=1yL(1)=0

3. L(x) es monotona creciente en el intervalo (—,0]y monédtona decreciente en [0,+)
La funcién de forma a la derecha, denotada por R(x) debe satisfacer también las propiedades

antes enumeradas [14, 21]. En segundo lugar para construir un nimero borroso A debemos

establecer su ndcleo [a,,,a,,], que también llamaremos centro y a las desviaciones que
estimamos razonables sobre dicho nucleo a la izquierda (1,) y a la derecha (r,) le llamaremos

radio izquierdo y radio derecho respectivamente, de forma que:
SOD(K) = [aln - Ia’a2n + ra] (153)

De esta forma si A es un nmero borroso de Dubois y Prade su funcién de pertenencia viene

dada por:
a, — X, .
L( 1”| ) sioa, -l ,<x<a,
a
1 si a,<x<a
f5 (X) = s 3 (1.54)
X—8y,\ .
R( ) si a,, <x<a,, +rI,
a
0 en otro caso

y SUS « -cortes:
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A, =l[a, ~1,L7 (@) a,, + ,R ()] (1.55)

Este ndmero borroso se denota como A =(a,,,a,,,l,,r,) . Ahora bien si I =r,, Aes el

a a

intervalo crisp [a,,,a,,] y ademassi a,, =a,, =a, A es el nmero cierto a,

De la misma manera si L(X)=R(x) se dice que A es un nimero borroso L-L de Dubois y Prade y

se denotara como A =(a,,,a,,,l,,r,),, . Por otra parte si L(x)=R(x), |, =r, =a, y ademas su

a’
nicleo es un Gnico valor a, se dice que Aes un nimero borroso simétrico L-L de Dubois y

Prade y se denotard como A = (a,,a;),, donde su funcién de pertenencia viene dada por:

a, — X :
L(u) si a,—a; <x<a,+ay

(=1 a (1.56)
0 en otro caso

Y SUS « -Cortes:
A =[a, —a,L ' (@) a, +a,R ()] (1.57)
1.2.4.2 Numeros borrosos triangulares

Los nimeros borrosos triangulares son los méas usados en la practica por su relativa comodidad
de manipulacioén. Sin embargo muchos autores han cuestionado su utilizacién indiscriminada.
Como es evidente estos son la version mas sencilla del concepto general de numero borroso L-R
expuesto anteriormente. Un nimero borroso triangular (NBT) tiene, como su nombre lo indica,

la forma triangular mostrada en la figura 1.6.

- (x)
7 (X

a; d; as X
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Figura 1.6 NGmero borroso triangular A =[a,,a,,a,]

La funcidn de pertenencia para este niUmero borroso triangular viene dada por:

X—a,
a; — &
a; — X
az —a,

sia <X<a,

sia, <x<a, (1.58)

HE (x) =

0 en otro caso

donde el soporte viene dado por [a,,a,], su radio izquierdo es |, =a, —a,y su radio derecho es

r, = a, —a,.Por tanto sus « - cortes vienen dados por:

a
A, =[a +(a, —a)a,a, +(a, —a,)a] =[a, (), a,(a)] (1.59)
donde en este caso se sabe que A, es un intervalo cerrado y acotado para 0 < ¢ <1donde:

1. a,(«)serd una funcion monotona creciente de « en el intervalo [0,1]

2. a,(«) serd una funcion monédtona decreciente de o para 0<a <1

3. a®=a,)

La monotonia creciente (decreciente) se demuestra, como es usual, probando que se cumple

da,(a) _-da,(a)
i > 0( i <0)[25]

la relacion

Un ndmero borroso triangular se denota mediante su centro y sus radios en la forma
A=[a,,l,,r,], o alternativamente mediante una terna de confianza donde los valores que la

componen son el valor mas pequefio posible, el valor de mayor pertenencia o el valor central y el

valor mas elevado posible, es decir A =[a,,a,,a,].

Como se puede observar la funcion de pertenencia de un numero borroso triangular es lineal. La

extension izquierda es la recta que pasa por (a,,0)y (a,,1) y la extension derecha es la recta que

toma valores en (a,,1)y (a;,0).

En el anexo 1 se presentan algunas operaciones con numeros borrosos LR.
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1.2.4.3 NUmeros borrosos trapezoidales

Otra de las formas de numeros borrosos son los nimeros borrosos trapezoidales. Estas formas
trapezoidales surgen como consecuencia de que ellas tienen varios puntos con maximo grado de
pertenencia el valor 1. Para un namero borroso trapezoidal no se obtiene un solo punto cuando

« =1, sino una linea horizontal sobre un intervalo [a,,a,] tal como muestra la figura 1.7

Ha(x) 4

e b i ay

Figura 1.7. NGmero borroso trapezoidal A =[a,,a,,a,,a,]

La funcion de pertenencia para este nimero borroso trapezoidal viene dada por:

X—a
a, —q,

1 sia, <x<a
# (X) = ; 3 (1.60)
a, — X .
sia, <x<a,
a, —a,
0

sia, <x<a,

en otro caso

donde el soporte viene dado por [a,,a,], el ndcleo viene dado por el intervalo [a,,a;]como ya
se vio anteriormente, su radio izquierdo es |, =a, —a,y su radio derecho es r, =a, —a,. Por

tanto sus « - cortes vienen dados por:
A, =[a +(a, -a)a,a, +(a, —a,)x] (1.61)

Un namero borroso trapezoidal A se denota mediante su ndcleo y sus radios en la forma

A =[a,,a,,,l,,r], o alternativamente a mediante una cuarteta de confianza donde los valores
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que la componen son el valor mas pequefio posible, el valor inferior y el valor superior que

conforman el niicleo y el valor mas elevado posible, es decir A =[a,,a,,a,,a,].

Como se puede observar la funcidn de pertenencia de un nimero borroso trapezoidal también es

lineal. La funcion que delimita el nivel de pertenencia de los valores inferiores f(x), es la recta

que pasa por los puntos (a,,0)y (a,,1) y la que delimita el grado de pertenencia de valores

superiores al nucleo, g(x) es la recta que pasa por los puntos (a,,1)y (a,,0) .
1.2.5 Ordenamiento de nimeros borrosos

Dado un conjunto finito de ndmeros borrosos A, A, ..., A se quiere ordenar estos de menor a

mayor. Para un conjunto de nimeros reales no es un problema el ordenamiento. Sin embargo, en

el caso borroso no existe una manera universalmente aceptada para hacer esto. Probablemente
existen mas de 40 métodos propuestos en la literatura donde definen M < N, para dos nlimeros

borrosos My N. En nuestro trabajo el simbolo < significa “menor e igual que” y no “un

subconjunto borroso de”.

Aqui solo se presentara un procedimiento para ordenar nimeros borrosos, tenga en cuenta que

diferentes definiciones de < entre nimeros borrosos puede dar diferentes ordenamientos.
Primero se definira < entre dos nimeros borrosos M y N .

Una medida de cuanto M es menor e igual que N, puede ser definida como

V(M < N) = max{min(e; (X), 15 (X)) | X < y} (1.62)

Se escribira N <M si v(N <M) =1 pero v(M <N) <7, donde 5es una fraccion prefijada en
(0,1]. Se utilizara usualmente 7=0.8. Entonces N <M si v(N<M)=1y v(M <N)<0.8. Se
definira M ~ N cuando ambos N<M y M <N son falsos. M <N significa que M <N o

M=~N.

El problema de determinar v(N < M) puede ilustrarse de manera mucho méas simple desde el

punto de vista geométrico (ver la figura 1.8).
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Figura 1.8. Determinando v(N <M).

Para calcular v(N < M) observemos primero que:

V(M < N) = max{min(z; (x), 1, (X)) | X< y}=M(@) =N(3) =1

Esto implica que: v(M < N) =1.

Solo faltaria demostrar que v(M < N) <7 para una fraccion fija, 7, en (0,1].
Para comprobar que M < N basta probar que 37 € (01]: v(N < M) <7

N(X)<M(y) Vx<y<x,

Obsérvese que _
N(X)>M(y) Vx,<x<y

N(X)<M(y) VXx<y<x,

_ _ entonces
N(xX)>M(y) VX, <x<y

Por lo que min(z (X), 1 (¥)) = {

V(N < M) = max{min( sq (X), 1 () | X< ¥} =y, = M (%,) = N(X,),, luego, si ¥, es
menor que el 7 prefijado se cumple que M <N como se puede concluir de la figura 1.8.

1.3  Distribucion de Posibilidad y Teoria de posibilidad

Una distribucion de posibilidad 1T es una funcién que aplica el universo X en el intervalo real
[0,1], como ocurre, por ejemplo, con la funcidn de pertenencia de los conjuntos borrosos. Una
distribucion de posibilidad indica, para un elemento en el universo X, los posibles valores que le

corresponden en el intervalo [0,1]. Estos posibles valores forman un conjunto borroso

A:TI(x=a) = 5 (). En relacion con las distribuciones de posibilidad, se definen dos medidas
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Ilamadas Posibilidad (Pos) y Necesidad [26], las cuales juntas permiten definir el grado de
certeza 0 confianza de una afirmacion[27]. Esto es una manera mas flexible de representar la

incertidumbre que la que ofrece el célculo de probabilidades.
Estas medidas se definen axioméaticamente a partir del concepto de medida borrosa [28].
Definicion 1.21 (Medida borrosa)

Dado un conjunto Universal X y una familia no vacia de subconjuntos de X, que denotaremos

C, se define en {X,C } una medida borrosa g, a una aplicacion que satisface las siguientes

condiciones:
1.g(®)=0 y g(X)=1 (1.63)
2.si Ac B, entonces g(A) < g(B) (1.64)

3. para una sucesion creciente A, < A, ...enC | si Oﬂi < C , entonces
i=1
lim g(A)=g(UA) (1.65)
i=1

4. para una sucesion decreciente A > A, >..enC,si [|A eC , entonces
i=1
lim g(A)=g(A) (1.66)
i=1
Definicion 1.22. (Medida de Posibilidad)

Sea Pos una medida borrosa, ella es una medida de posibilidad si cumple:

Pos(gﬁ) =sup Pos(A,) (1.67)
Para toda familia de conjuntos {A, | k € K}en X, donde K es una coleccion de indices arbitrario
y si ademas,

VA € P(X) max( Pos(A), Pos(A°) =1) (1.68)

La teoria de la posibilidad ofrece ventajas sobre el pensamiento probabilistico clasico.

Observemos que en la formula 1.68 que para dos conjuntos complementarios (el conjunto A y
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su complemento), uno de los dos es completamente posible, y este hecho no prohibe que el otro
también sea completamente posible. En la situacion en que dos conjuntos complementarios sean
completamente posibles, es posible hablar de una medida de la ignorancia sobre el grado de

incertidumbre. Este Ultimo concepto no aparece en la teoria probabilistica clésica.

La definicion de medida de posibilidad da origen al nombre de Regresion posibilistica en la

mayoria de los modelos de Regresidn Borrosa.
Definicion 1.23. (Medida de Necesidad)

Sea Nec una medida borrosa, ella es una medida de necesidad si cumple:

Nec([)A) = inf Nec(A,) (1.69)

VA e P(X) (min( Nec(A), Nec(A®)) =0) (1.70)

También se puede representar ignorancia cuando la medida de necesidad es 0. Observe que en
calculo de probabilidades si un evento tiene una probabilidad 0 implica que el contrario tendra
una probabilidad 1, o sea, el complemento ocurre sin ninguna duda (en célculo de probabilidades
el grado de confianza del evento y de su complemento deben sumar 1).

Las medidas de necesidad y posibilidad son mas débiles porque no condicionan la probabilidad
del evento complementario ademas de que la suma de las medidas de posibilidad o necesidad no
tienen que sumar 1. Es por ello que se adecuan mejor a la modelacion de incertidumbre subjetiva

segun las apreciaciones de un disefiador o usuario.

Definicion 1.24. (Probabilidad Borrosa)
Sea A y B subconjuntos (crisp) de X ={x,,..., X,}. Tenemos una distribucion de probabilidad
borrosa discreta (finita) P{x}) =ai,0<ai <1, 1<i<n.Supdngase que

k
A={x,_,x} 1<k <nentonces se define P(A)[a]={D_a, | S} (1.71)

i=1

para 0< ¢ <1 donde S esta dado por el planteamiento “a, € ai[ar], 1<i<n, Z a; =1”que no
i=1

es mas que los o —cortes del ndmero borroso P(A).
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Propiedades:

1.Si A\B=4¢, entonces P(A)+P(B)>P(AJB)

».5i AcB yP(A)lal=[pa(a),pa,(@)] y P(B)[e]=[pb,(a) pb,(@)],
entonces pa, (o) < pb. (@) parai=12 0<a<1

3.0<P(A) <1ltodo Acon P(¢) =0,P(X) =1
4. P(A)+P(A)>1, donde A’ es el comlementode A

5. Cuando A(|B = ¢, P(A(_B) < P(A)+ P(B) - P(A(]B)

Las demostraciones se pueden ver en [25]
1.4 Calculando probabilidades borrosas

Cada vez que se quieran buscar los o —cortes de una probabilidad borrosa, se tiene que resolver
un problema de optimizacion en el que se busca el méximo y el minimo de una funcion

f(p,,- P,)sujeto a restricciones lineales. La estructura de este problema es la siguiente.

max /min - £(p; o Py ) (1.72)
Sujeto a:
a <p <bl<i<n
1 pl 1 (1.73)
Y p+...+p, =1 (1.74)
El conjunto {p, ..., p; }es un subconjunto de p,,..p,. Los p; pueden ser un intervalo

[a;,b,],1<i<ny susuma debe ser 1.

Definicion 1.25. (Probabilidad condicional borrosa)

Sea A={X,,%X,,.. X, }, B={X,.. X, }para 1<| <k <m<ntal que Ay B no son disjuntos. Se

definira ahora la probabilidad condicional borrosa de A dado B. Se denotara esta Probabilidad
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Condicional como P (A|B).Ahora se presentara dos definiciones para la probabilidad
condicional borrosa.

k

2.8
Nuestra primera definicion es: P(A|B)(«r) ={=—|S} (1.75)
ai
i=l

En esta definicion el numerador del cociente es la suma de los a,en la interseccion de Ay B,

mientras el denominador es la suma de los a; en B.

Nuestra segunda definicion es P(A|B) = {%} (1.76)

Esta segunda definicion parece muy natural, pero esta probabilidad condicional puede salirse del
intervalo [0,1] mientras que la primera definicion siempre produce una probabilidad borrosa en

[0,1], es por eso que nos quedaremos con ella para el desarrollo de nuestro proposito.

Propiedades bésicas

1-0<P(A|B) <1.

2-P(B|B) =1.

3-P(AUA, | B)<P(A |B)+P(A,|B),si A[)A, =4¢.
4-P(A|B)=1si Bc A

5-P(A|B)=0,si B[ |A=¢;

Las demostraciones se pueden ver en [25]
1.5.Regresion Probabilistica

El cambiante mundo moderno estd sustentado por un conjunto de ciencias empleadas por el
hombre que le ha permitido entre otras cosas, controlar y perfeccionar los procesos de
produccién; la estadistica es un ejemplo de ello. En los Gltimos afios se han desarrollado

diferentes herramientas que se ocupan de los modelos matematicos en general. Las mismas han
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sido automatizadas gracias al desarrollo de la informatica, por lo que resultan de gran utilidad
practica para solucionar problemas presentes en la sociedad, pues se encargan de encontrar las
relaciones subyacentes que hay entre los datos. Entre las principales herramientas estadisticas
que persiguen este objetivo se encuentran la regresion, el agrupamiento de objetos y la

clasificacion.

La tecnologia informatica disponible hoy en dia, casi inimaginable hace solo dos décadas, ha
hecho posibles avances extraordinarios en el andlisis de datos en el area de la medicina, la
bioinformatica y la produccion entre otras areas. Este impacto es mas evidente en la relativa
facilidad con la que los ordenadores pueden analizar enormes cantidades de datos complejos.
Casi cualquier problema se puede analizar facilmente hoy en dia por un namero ilimitado de
programas estadisticos, incluso en ordenadores personales. Ademas, los efectos del progreso
tecnolégico han extendido aun mas la capacidad de manipular datos, liberando a los
investigadores de las restricciones del pasado y permitiéndoles asi abordar investigaciones mas
sustantivas y ensayar sus modelos tedricos. Gran parte de esta creciente comprension y pericia en
el andlisis de datos ha venido a traves del estudio y desarrollo de la estadistica y de la inferencia

estadistica.

Desde el punto de vista mas general, el analisis de un proceso conduce en muchos casos a la
concepcién del mismo bajo el principio de la caja negra. Esto significa que dicho proceso se

representa en forma de esquema como:

—

X Y

donde:
X es el vector de variables de entrada (que incluye las variables controlables)

Y es el vector de variables de salida.

Y el rectdngulo o caja negra es el proceso cuya esencia interna se desconoce exactamente y se
desea investigar. En estos casos la investigacion se formula como el problema de encontrar la
funciéon que relaciona las variables de entrada y salida a partir de conjuntos de valores

experimentales de esas variables.
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El objetivo del andlisis de regresion y de los paquetes de programas que la realizan, con mayor o
menor grado de generalidad, es precisamente determinar la relacion de una variable dependiente
(respuesta, predicha o enddgena) con un conjunto de variables independientes (predictoras,

explicativas exdgenas). Formalmente dado un conjunto de datos(x;,Y;), para i =1,...,n, donde

x; e R"e y.es el valor correspondiente al vector x;, y dada una funcion f(x,A), se quiere

encontrar el vector de parametros A, tal que:
y, = f(x,,A) parai=1,..,n 2.77)

En general no suele haber una solucion exacta para la ecuacion anterior debido a la variabilidad
de los datos en el mundo real, a la infinidad de factores que se reflejan de cada dato y a la
incertidumbre de muchas mediciones. Por este motivo debe buscarse una manera de relajar el

cumplimiento estricto de la igualdad.
La regresion probabilistica, la mas conocida y utilizada de entre las técnicas de regresion,

flexibiliza la relacion (1.77) definiendo una funcién de pérdida, L, que mide como los errores de

prediccion entre vy, y f(x;,A) debieran penalizarse, con la idea de encontrar una solucion lo

mas aproximada posible al cumplimiento de la igualdad.

Una eleccion habitual de funcion de pérdida es lanorma L, :
Lp(y_ f(X, A)’X) :l y- f(X, A)|p (178)

Para algun numero positivo p. La funcion de pérdida mas utilizada es el ajuste de los minimos
cuadrados donde p=2, que presenta ventajas analiticas, ya que L, tiene el inconveniente de

presentar discontinuidades en sus derivadas.

Lo mas frecuente es que f sea una funcion lineal pero no siempre esta funcién es la mas adecuada
y por ello son importantes también los casos en que, por ejemplo, las funciones f son
cuadraticas, mas generalmente polinomios, o incluso, expresiones mas complejas en que
aparezcan funciones trascendentes. Sin embargo por lo general los modelos no lineales se pueden
linealizar mediante transformaciones de las variables. Cuando es posible dicha linealizacion, se

dice que se trata de un modelo intrinsecamente lineal.
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El modelo clésico de regresion lineal basado en la teoria de las probabilidades, asume que se

dispone de n observaciones independientes para las variables vy,x;,X,,.., X,,. Para cada

observacion se asume el modelo lineal siguiente:

Vi = Bo + BiXiyHe + B Xin + & (1.79)

Donde los valores fg.,i=1,m son parametros desconocidos, ¢;es el término de perturbacion

estocastica de la i-ésima observacion.

El modelo de regresion, conocido también como Modelo de Gauss, 0 modelo clasico, estandar o
lineal general, basado en el Método de Minimos Cuadrados Ordinarios, se desarrolla bajo

determinados supuestos que deben ser probados [29].

En el caso que m sea 1, hablamos de regresion lineal simple, y si m es mayor que 1, hablamos de

regresion lineal multiple.

El modelo (1.79) generalmente se expresa en forma matricial como:

V=XB+& (1.80)
Donde § es el vector de dimensién (n-1)con las observaciones de la variable dependiente, X es

la matriz n-(m+1) con las observaciones de las m variables independientes mas una variable de

unos, y 4 es un vector (m+1) con los pardmetros desconocidos que hay que estimar (ver figura

1.9), ges el vector de errores aleatorios independientes de dimensién (n-1) con valor esperado

nulo( E(£) = 0) y varianza constante (V (£) = 16%).

[y, ] 1 X - - - X, [ by ]
Vo 1 X21 - - - Xom b,
B 1 X, - .- . X, |[LBm]

Figura 1.9 Forma matricial de la Regresion Probabilistica Lineal.
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Es importante destacar que el analisis de regresion lineal multiple parte de las hipotesis de

independencia de las observaciones y,, normalidad de los residuos o errores y homogeneidad de

Sus varianzas.

El criterio de optimalidad para encontrar una solucion a este sistema descrito anteriormente es
minimizar la suma de los cuadrados de los errores ((y —X3)'(y —%£) ) aplicando el método de
estimacion de minimos cuadrados (p=2) que es el mas utilizado. Esto conduce a las ecuaciones
normales (X'X)S = X'y cuya solucién b que estimaa S esta dada por b = (X'’X) X'y en el caso

de que (X'X) sea inversible.
Este vector solucion tiene varias propiedades las cuales se pueden ver en [30].

Para efectos de estimacion, se puede utilizar el método de minimos cuadrados ordinarios (MCO)
como ya se ha mencionado anteriormente o el método de maxima verosimilitud, que segun
Guajarati, [31], estos dos métodos arrojan idénticos estimadores de los coeficientes de regresion.
Los estimadores de MCO son los mejores estimadores lineales insesgados, propiedad que es

extensiva a todo el vector b estimado; es decir cada uno de sus elementos es una funcion lineal
dey. E(b)=2 lo cual implica que el valor esperado de cada elemento de b es igual al
correspondiente elemento del g verdadero, y en la clase de todos los estimadores lineales

insesgados de 2, el estimador b de minimos cuadrados ordinarios es el de minima varianza. Este
altimo resultado se conoce como Teorema de Gauss-Markov [32]. Esta es una de las propiedades
tedricas que ha hecho que el método de los minimos cuadrados sea tan utilizado. Sin embargo
este resultado no garantiza que la varianza de los estimadores sea necesariamente pequefia, y se
podria dar el caso de estimadores sesgados que tuvieran menor varianza que los calculados por

minimos cuadrados.

Ademéas de acompaiiar la funcién con su formula, podria resultar atil disponer de alguna
indicacion precisa del grado en el que la funcidn se ajusta a la nube de puntos. De hecho la mejor
funcidn posible no tiene por qué ser buena. ;Como podemos cuantificar ese mejor o peor ajuste
de la funcion? Hay muchas formas de resumir el grado en el que una funcion se ajusta a una
nube de puntos. Se podria utilizar la media de los residuos, o la media de los residuos en valor
absoluto, o las medianas de alguna de esas medidas, o alguna funcion ponderada de esas

medidas, entre muchas otras. Sin embargo la regresion probabilistica tiene su principal medida
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de bondad de ajuste en el Coeficiente de Determinacion R?*: el cuadrado del coeficiente de
correlacion multiple. Se trata de una medida estandarizada que toma valores entre 0 y 1 (0
cuando las variables son independientes y 1 cuando entre ellas existe relacion perfecta). Este
coeficiente posee una interpretacion muy intuitiva: representa el grado de ganancia que podemos
obtener al predecir una variable basandonos en el conocimiento que tenemos de otra u otras

variables, en otras palabras se interpreta como la relacion de la varianza explicada por la

regresion en relacion a la varianza total de la variable de salida. Por ejemplo, si R? = 0.90 puede
afirmarse que el 90% de la varianza total es explicada por la suma de cuadrados de la regresion,
por lo tanto existe una fuerte relacion entre Xe'Y.

El valor del R? aumenta en la medida en que se incrementan las variables en el modelo. Por
tanto, no es correcto comparar el valor del R? de dos regresiones con un nimero de variables
explicativas diferentes. Para resolver este problema se formuld un Rzp ajustado donde p
representa la cantidad de variable independientes presentes en el modelo. En este caso es valido
comparar los valores de los R? cuando la cantidad de variables p es diferente en cada modelo.

. 2 . . . .
Puede ocurrir que el valor del R% disminuya si p es demasiado grande.

La regresion probabilistica requiere un ndmero minimo de observaciones y a medida que

aumentan los grados de libertad, también se hace mas preciso el intervalo de confianza.

Un tipo de variable instrumental que ha sido muy util dentro de los modelos probabilisticos lo
constituyen las llamadas variables independientes binarias. Estas solo pueden tomar dos valores

y pueden representar la presencia o la ausencia de una cualidad.

Generalmente se desean obtener modelos que se ajuste a los datos experimentales con un nimero
minimo de variables por lo cual se han desarrollado diversos métodos que tienden a lograr este

objetivo.

Método de los mejores subconjuntos

Algoritmos que buscan el mejor subconjunto de variables para formar parte de la ecuacion, de
acuerdo con un determinado criterio. Este criterio pudiera ser el del R? o mejor atn el del o mejor

aun el del R?, ajustado.
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Calculan una pequefia fraccion de todas las posibles regresiones. Es un método de calculo

intensivo que ha demostrado arrojar muy buenos resultados.Seleccién hacia delante (FORWARD

STEPWISE)

e Parte de una ecuacion sin ninguna variable

® Mientras existan variables significativas:

1.

2.

3.

4.

5.

Calcular el estadigrafo t-student para todas las variables candidatas.

Se selecciona el mas significativo.

Si su significacion es menor que a, entonces entra a formar parte de la ecuacion.
Se calcula el estadigrafo t para las variables que ya estan en el modelo.

Si alguna de deja de ser significativa, se elimina.

El algoritmo termina cuando no se pueden afiadir mas variables.

Eliminacién hacia atrds (BACKWARD STEPWISE)

e Parte de una ecuacion con todas las variables

* Mientras existan variables no significativas:

1.

2.

4.

5.

Calcular el estadigrafo t-student para todas las variables candidatas.
Se selecciona el menos significativo.

Si su significacion es mayor que un cierto valor prefijado, entonces la variable se

elimina de la ecuacion.
Se calcula el estadigrafo t para las variables que no estan en el modelo

Si alguna es significativa, se introduce.

e El algoritmo termina cuando no pueden ser eliminadas mas variables.
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1.5.1. Consideraciones sobre la Interpretacion de los Resultados del Analisis

de Regresion

Después de realizados los calculos de las estimaciones y docimas sobre los pardmetros del
modelo de regresion, estos deben interpretarse. Son muchos los aspectos a tener en cuenta para

que estas interpretaciones no se alejen de la realidad estudiada.

En el caso de los valores de las estimaciones de los coeficientes de regresion del modelo, debe
tenerse en cuenta el hecho de que el estimador S puede descomponerse en dos partes, una en
funcion de la covarianza de la variable x; con la variable respuesta y y la otra en funcion de la

suma de las covarianzas de las variables explicativas.

Si todas las variables explicativas no estan correlacionadas, la segunda parte del estimador se
anula y queda sélo en funcién de la covarianza de la variable explicativa x; con la variable
respuesta. En estos casos se pueden hacer interpretaciones basadas en la conexion entre el valor
del coeficiente estimado y la importancia de la variable considerada, siempre y cuando el modelo

sea adecuado para explicar el comportamiento de la variable respuesta.

Para una mejor comprension es recomendable hacer la estandarizacion de las variables que
intervienen en la regresion, esto permite eliminar la influencia de los sistemas de medidas

utilizados en las variables explicativas a la hora de interpretar los coeficientes de regresion.

En cuanto a la décima sobre los coeficientes f, hasta en el caso de que el modelo cumpla todos

los supuestos, sus resultados son de dificil interpretacion.

Es ademas muy importante, una vez obtenido el modelo, hacer el analisis de los residuos
(Ei =Y, —Yi), no solo porque permite comprobar la validez de los supuestos hechos en el

analisis de regresion, sino porque en caso de fallar alguna de ellas da indicaciones para lograr su
cumplimiento, ya sea combinando la forma del modelo, transformando variables o rechazando

observaciones.

El anlisis de los residuos presenta varias alternativas, examinar su relacion con las variables, la
relacion de los residuos en conjunto para rechazar observaciones o probar si su distribucion es
normal, ademas graficar los residuos contra los valores estimados para verificar la homogeneidad

de la varianza experimental y la adecuacion del modelo y también graficar los residuos segun el
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orden de ejecucion de los experimentos para detectar si es necesario incluir el tiempo como

variable independiente [29]

El objetivo principal del anélisis residual es detectar observaciones extremas (outliers) que tienen
residuos muy grandes en comparacion con otras y deben ser tratadas especialmente ya que las
pruebas numéricas para detectar la no-adecuacion del modelo y la varianza no constante a veces
reaccionan ante dichas observaciones, por lo que las mismas deben ser eliminadas. En la figura
1.10 Se puede apreciar el efecto de un punto extremo sobre la estimacion del modelo de
regresion. En (a) no existen puntos extremos y la estimacion se ajusta bien a los datos. Sin
embargo en (b) la curva de ajuste se distancia de la tendencia de la mayoria de los datos por la

existencia de un punto extremo.

(a) (0)

Figura 1.10 Ejemplo de Regresion no robusta.

Sin lugar a dudas la regresion probabilistica ha tenido un éxito notable en multiples aplicaciones
dentro de sistemas acotados y con estricto cumplimiento de sus supuestos. No ocurre o mismo
cuando los sistemas son mas complejos. Al referirnos a sistemas mas complejos nos estamos
refiriendo a sistemas que presentan diversos tipos de incertidumbre y no se consideran los

supuestos basicos.
Consideraciones finales del Capitulo

En este capitulo se han presentado, de manera resumida, los conceptos y definiciones
fundamentales de la teoria de conjuntos borrosos y regresion probabilistica. En cualquier caso no
se ha pretendido ser exhaustivos ya que nuestro interés se centra Unicamente en exponer las
herramientas matematicas para llevar a cabo el desarrollo de los proximos capitulos. Estas
fundamentaciones tedricas y recomendaciones practicas, pueden tener aplicaciones en muchos

otros campos, Yy por tanto, un alcance mucho mas alla del presente trabajo.
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2. REGRESION BORROSA

El uso de las técnicas de regresion sobre las observaciones experimentales ha permitido el
estudio de numerosos fendmenos en diversos campos de la ciencia como la Agricultura,
Quimica, Medicina, Medio Ambiente, Psicologia, Biologia, Economia lo que ha supuesto un
gran avance, no solo por los desarrollos matematicos alcanzados sino también por su aplicacion
en situaciones reales. Dichas técnicas requieren de un numero suficiente de observaciones
“precisas” y “fiables”. Sin embargo no siempre es posible obtener el conjunto de observaciones
requerido, o éstas contienen algun tipo de imperfeccion a consecuencia de la imprecision o
vaguedad de los datos. En cualquier caso, los modelos obtenidos a partir de datos reales
(suficientes o no, con imperfecciones o no) deberian proveer de capacidades predictivas y
descriptivas [33]. En los modelos en donde los datos sean insuficientes o imperfectos, originados
por la imprecision o vaguedad, se ha demostrado que es Util el uso de un tratamiento difuso o
borroso [26, 34-39].

El andlisis de regresion borrosa ha sido estudiado y aplicado en diferentes areas tal como la
modelacién de datos economicos o financieros [40], la ingenieria de software [41], el

reconocimiento de un patron de estimacion humana [42].
2.1. Justificacion de la Regresion Borrosa
En este epigrafe se justifica la necesidad de disponer de la técnica de regresion borrosa.

La regresion borrosa permite el manejo de cantidades afectadas por imprecision e incertidumbre
que no son manejables usando la regresion probabilistica. Existen muchas magnitudes
cuantitativas que pueden representarse adecuadamente mediante nimeros borrosos: mediciones
con margenes de error, valor de las monedas frente a otras monedas referenciales en los
mercados financieros, precio de las materias primas (oro, plata, cobre, etc.) y de los combustibles

fosiles (petroleo, gas, carbon, etc.).

Este tipo de datos fundamentalmente cuantificables, pero con una imprecision e incertidumbres
provenientes de diversos origenes, justifica la creacion de un campo analitico propio para la

regresion borrosa.

Los “ntimeros intervalares”, como se ha visto son una version simplificada de los ntimeros

borrosos, también han sido considerados como numeros de interés para poder explicar su
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comportamiento [43, 44]. Los numeros intervalares se manejan como un caso particular de la

regresion borrosa.

La presencia de la incertidumbre en la regresion probabilistica queda plasmada en los intervalos
de confianza, generalmente con un nivel del 95%, lo que es atribuido a factores aleatorios. Esta

es la unica forma de incertidumbre que maneja la teoria de probabilidades.

La aleatoriedad y la imprecision se consideran componentes de la vaguedad. Todas estas son
formas de incertidumbre. Otras formas de incertidumbre son la ambiguedad y la incongruencia.
Todas las formas de incertidumbre se pueden incorporar dentro de los modelos de regresion

borrosa de manera natural.

La informacion que se dispone a priori de los problemas, generalmente se traduce en
restricciones a los modelos, éstas ayudan a obtener estimaciones mas ajustadas a la realidad.
Estas restricciones también se pueden incorporar en algunos modelos de regresion probabilistica,
pero con consecuencias para los supuestos de la fundamentacion tedrica de tales modelos. Esto
no ocurre en la regresion borrosa, donde la presencia de restricciones es consustancial a su
formulacién por no estar limitada su formulacion a tantos supuestos como los de la regresion

probabilistica.

En el analisis de regresion borrosa, las desviaciones entre los valores de pertenencia observados
y los valores de pertenencia estimados se asume que dependen de la incertidumbre de la
estructura del modelo. En cambio en el analisis de regresién lineal clésica, las desviaciones se

suponen causadas por errores, de origen aleatorio, en las observaciones.

Como ha sido indicado en el capitulo anterior, la relacion (1.77) no se cumple, por lo general,
para los numeros reales. Sin embargo considerando numeros borrosos, siempre es posible
encontrar coeficientes, que con un cierto nivel de pertenencia, cumplan la relacion (ver figura
2.1).
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f(x,a-cl.) f(x,a) y fix,a+cR)

Figura 2.1: Estimacion posibilistica de Regresion Borrosa.

En la figura 2.1 se aprecia que, en un sentido mas tradicional, la igualdad entre el dato original y

el valor estimado, se cumple para su valor central, con un nivel de pertenencia « . Por otra parte,
Y® < f(x A)°, con lo que cualquier valor que esta incluido en el nimero borroso Y | también

estd incluido en el numero borroso estimado. Esta situacién se denominard estimacion
posibilistica, habida cuenta de la medida de posibilidad que se ha presentado dentro de la teoria

de conjuntos borrosos.

La medida de posibilidad representa un sentido amplio de todas las alternativas posibles, como
medida antagénica a la medida de necesidad que representa lo comdn a todas las alternativas
posibles. Para datos dados por intervalos , diversos autores han desarrollado también un enfoque

de regresion basado en la medida de necesidad [45].

Cuando se dispone de pocas observaciones para hacer una regresion probabilistica se afiade a
este problema la dificultad de poder comprobar la normalidad de los errores. En esta situacion
una alternativa de modelacion ventajosa es un modelo borroso que pueda incorporar un nivel de

confianza posibilistico [46].

Los datos precisos (que son un caso particular de dato borroso) pueden ser modelados mediante
la regresion borrosa. En estos casos puede considerarse las extensiones de los datos estimados

como la alternativa a los intervalos de confianza de la regresion probabilistica.
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2.2.Regresion Borrosa

En la regresion borrosa se asume que la relacion entre la variable explicada y las explicativas es
lineal, pero en este caso si se dispone de una muestra {(X;,Y;), (X;,Y5)ye (X, Y )y (X, Y1)}
, las posibles divergencias que pudieran surgir entre la j-ésima observacion de la variable

dependiente Y y su estimacion \fj , Se expresa mediante una relacion borrosa del tipo:

Y = A +AX +AX, +. A X (2.1)

En (2.1), los coeficientes A,, A, A, ..., A, son ndmeros borrosos, por lo que el i-ésimo queda

caracterizado por
A ={x, 1, 0}={A, =[A; (@), A;(@)]| 0<a <T} (2.2)

Es decir, las divergencias que se producen respecto a la tedrica relacion lineal no tiene naturaleza
aleatoria, sino borrosa. Asi mismo se puede comprobar que el término de error no queda

introducido como sumando en el hiperplano, sino que es incorporado en los coeficientes

A.,i=0.2,., m,al asumirse que son ndmeros borrosos.

De forma analoga a la técnica de minimos cuadrados, una vez que se disponga de la muestra,

nuestro objetivo debe ser ajustar los coeficientes A, .

Esta forma de modelacidn ofrece ciertas ventajas sobre la tradicional técnica de regresion:

e Las estimaciones que se obtienen después de ajustar los coeficientes borrosos, no seran
variables aleatorias de dificil tratamiento numérico, sino que son nimeros borrosos cuyo
tratamiento es mas sencillo.

e Si el fendmeno de estudio es de caracter econdmico o social, las observaciones que del
mismo se obtienen son consecuencia de la interaccién entre las creencias, expectativas,
etc., entre los agentes que participan en dicho fendmeno y por tanto no es del todo

adecuado modelar dicho fendmeno utilizando la teoria probabilistica.

En muchas circunstancias las observaciones de la variable dependiente, de la variable
independiente o de ambas no vienen dadas por un nimero cierto, sino por un intervalo. Por
ejemplo, el precio que se negocia en los mercados financieros durante una sesion para la venta de

barriles de petrdleo o de un determinado activo dificilmente es Unico, sino que este suele
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negociarse dentro de una banda delimitada por un precio maximo y por un precio minimo. Para
utilizar las técnicas de minimos cuadrados o la mas sofisticada de maximo verosimilitud deben
cuantificarse las observaciones de la variable explicada (y explicativa) a través de un Gnico
numero, utilizdndose por ejemplo el precio medio negociado, el mas asequible o el ultimo precio
en el modelo que se vaya a implementar. Es evidente que este proceder implica una importante
pérdida de informacion. Para efectuar los métodos de regresion borrosa no hace falta reducir el
valor de las variables observadas a un namero real, cuando son observados como intervalos, asi
podremos ajustar la relacion funcional que busquemos trabajando con todos los valores

observados siendo posible entonces utilizar toda la informacion disponible.
2.3.Regresion borrosa posibilistica

En este epigrafe se presentara la regresion borrosa posibilistica que dio origen de la regresion
borrosa. Nos ajustaremos a la formulacion de Hideo Tanaka [47, 48].

En la relacion (1.77) define el problema de regresion general. A partir de dicha formulacion se
puede introducir un modelo de regresion borrosa sustituyendo el nimero y; por el nimero

borroso:
Y, = f(x,A) para i =1,...,n (2.3)

Se supone que se tiene un conjunto inicial de n observaciones, donde los valores de entrada son
precisos y estan representados en la matriz de valores reales X;; (con i=1.ny j=1.m) y la
variable de salida Y; es imprecisa siendo sus valores sujetos a funciones de pertenencia

triangulares con parametros(y;, ;, 1;).

El objetivo principal de la regresion borrosa es encontrar el o los coeficientes representados por

A que tengan la menor incertidumbre posible.

Para obtener una solucion, se considera que ¥; tiene una funcion de pertenencia de tipo LR, y que

los coeficientes A]- = (aj, clj, cry) también tienen una funcion de pertenencia L;R;.

En términos mas generales, la relacion general de regresién (1.77) debe cumplirse en términos

borrosos, no sélo para el nimero borroso Y; sino para sus « -cortes Y;,.

En este estudio la funcion objetivo f sera una funcion lineal definida por:
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f(xA) = A+ D AX,. (2.4)

Y; tendra una funcion de pertenencia no simétrica (y;,1;, ;) g Las restricciones posibilisticas

[Bar90] en el caso general son:

>a X -l (@) el X, <y, —LY (@)l parai=1..,n (2.5)
j=0 =0
Ya X, +RY (@) er X <y, +RY(a)r; parai=1..,n (2.6)
j=0 j=0

cl; >0;cr; 20 para j=0,..,m (2.7)

Si se consideran funciones de pertenencia triangulares (no necesariamente simétricas), por

ejemplo, funciones LR, las restricciones posibilisticas (2.5)-(2.7) se reducen a:

Ya X, —(1-a)dcl,X; <y, —-(1-a)l, parai=1,..,n (2.8)
i=0 =0
da X +@-a)der X, <y +(@1-a); parai=1..,n (2.9)
j=0 =0

Esta dltima forma es la méas habitual de plantear las restricciones posibilisticas de la regresion

borrosa.
2.4.0tros modelos basados en teoria de la posibilidad

El planteamiento de la regresion borrosa de Tanaka estd orientado a minimizar la incertidumbre,
no se preocupa por el comportamiento de la estimacion de los valores centrales. Sin embargo en
la literatura se puede encontrar un modelo que incorpora una estimacion especifica de la

tendencia central desarrollado por Savic y Pedrycs [49, 50]. Este modelo consta de dos fases:
. En la primera fase se realiza un ajuste de minimos cuadrados entre los valores x; y los

valores y; los cuales son los valores centrales de Y; con los que se logran los valores modales a

que son utilizados en la segunda fase.

. En la segunda fase se utiliza el mismo criterio de vaguedad de la regresion borrosa
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> (el +cr))
e (2.10)

Sujeto a las condiciones posibilisticas:

daiX,; —@-h)>cl,X;, <y, -@-h)l, parai=1.,n (2.12)
i=0 =0
daiX; +@-h)>er X <y, +@-h)yr, parai=1..,n (2.12)
=0 j=0

El modelo anterior tiene la virtud de disponer de una estimacion que tiene una solucion estandar

para la tendencia central, pero conceptualmente no tiene la simplicidad de la solucién de Tanaka.

Por otra parte en diversos trabajos se han tomado en consideracion los indices de posibilidad y
necesidad de Dubois y Prade al comparar dos nimeros borrosos [51].

Sakawa y Yano [52] propusieron cuatro modelos de regresion posibilistica

n m
1. Considerando la minimizacion de la siguiente funcion objetivo Z(clj +crj) | X; [, se
i=1 j=0
definen las siguientes restricciones con el indice de posibilidad
Pos(y; = ax;) = hparai=1,..,n (2.13)

2. Considerando la minimizacién de la misma funcion objetivo se definen las restricciones

con el indice de necesidad

Nec(y; cax;) = hparai =1,..,n (2.14)

m
D (cl; +cr;) | x; |se definen las

n
3. Considerando la maximizacion de la funcion objetivo
i=1 j=0

restricciones:
Nec(y; oD ax;) = hparai=1,..,n (2.15)

4. Considerando la minimizacién de la misma funcion objetivo bajo los conjuntos de

restricciones:
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—y;+ > a,X;; <L (h)) cl; | x; | parai=1,..,n
=0 j=0 (216)

yi— Y a;X;; <L () el | x; | parai=1..,n
i=0 i=0 (2.17)

Los autores plantean un modelo multi-objetivo para abordar estos cuatro problemas, puesto que
junto a la funcidn objetivo indicada, plantean maximizar el valor de h. Sin embargo este modelo
ha sido muy criticado [53] por ser muy sensible a los puntos extremos y por producir en ciertas

condiciones todos los estimadores como numeros precisos [54].
2.5.Criticas a la regresion Posibilistica

Hemos visto los distintos modelos de regresion posibilistica que se pueden encontrar en la
literatura. Aunque se trata de trabajos muy significativos y de gran valor en el mundo de la
regresion borrosa, la regresion posibilistica no estd exenta de criticas, algunas de las principales

son las siguientes:

o El efecto de los puntos extremos (outliers) [55].
o Muchos de los coeficientes estimados A, resultan ser nimeros precisos [57].
. La regresion Borrosa Posibilistica no tiene una propuesta para interpretar el intervalo

estimado por la regresién [58].

o Cuantos mas datos se disponen sobre las variables, mayor sera la extension de los
coeficientes estimados, es decir, mayor sera la incertidumbre de la estimacion.

o Varios autores han sefialado que la regresion lineal borrosa tiende a ser multicolineal
cuando la cantidad de variables independientes aumenta [46].

Es por ello que se recomienda lo siguiente:

Referente a la primera critica se recomienda hacer un andlisis de los puntos extremos al
momento de hacer la estimacion para tener un diagndstico adecuado. En el grafico (a) de la
figura 2.2 se puede observar una estimacion sin puntos extremos; en cambio en el grafico (b) se
aprecia el efecto considerable que tiene en la ampliacion del intervalo de estimacién la aparicion

de un punto extremo.
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() (b)
Figura 2.2 Efecto de un punto extremo en una estimacion posibilistica

En [55] se propone un método basado en intervalos para afrontar el problema causado por los
puntos extremos, en el caso de que la variable y; sea precisa. Sin embargo, esta propuesta no ha
tenido mayor impacto en el desarrollo de alternativas de estimacion.

Otro enfoque para afrontar el problema de los puntos extremos fue desarrollado por Ozelkan y
Duckstein [56]. Este nuevo modelo incorpora una flexibilidad en los criterios posibilistico de tal
manera que la diferencia entre los extremos (estimados y observados) debe ser menor que cierta
cantidad, denominada variable de relajacion.

En cuanto a la tercera critica para ayudar a la interpretacion del intervalo estimado de la
regresion borrosa Wang y Tsaur [58] construyen un indice de confianza de la estimacién, en un
sentido analogo al del coeficiente de determinacion R? en la estadistica probabilistica,

concluyendo que en la medida que este indice es mas alto, mejor es la representacion de y, para
dar forma a y;. En este caso el valor central de la estimacion tiene mas peso para representar el
valor central de los datos de entrada, pero el problema de interpretacion de la funcion de
pertenencia estimada para cada observacion queda pendiente.

2.6.Indices de Bondad y Ajuste

En este epigrafe nos centraremos en otro aspecto fundamental dentro del campo de la regresién
borrosa: el estudio de la bondad del ajuste obtenido. Para ello, vamos analizar diferentes indices
de bondad que se pueden utilizar para determinar la calidad de la estimacion obtenida a través

del proceso de regresion.
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2.6.1 Revision de los indices mas usados

No son muchos los estudios de regresion borrosa que incorporan un estudio de bondad y ajuste
de los métodos propuestos. Incluso un extenso estudio comparativo [35], no utiliza ningin indice
de evaluacion.

Probablemente, la aportacion mas relevante es la medida de Kim y Bishu [59], empleada también
por Kao y Chyu [60] y Kao y Lin [61] . Esta medida tiene en cuenta la divergencia entre el valor
observado y el valor estimado:

D, = . L{ sopﬁ' Hi () = a1z () [ olx (2.18)
También se considera una medida de divergencia relativa para cada una de las observaciones
estimadas:

D.

E, = m (2.19)

op Y

En [62] se tiene como objetivo de la investigacion construir indices de bondad y ajuste. Estos

indices son aplicados en [63]. En esta propuesta se define un coeficiente de correlacion hibrido

como™:
> (- 9)°
(HR)? = —i (2.20)
(yi = ¥)?

Este indicador es idéntico al coeficiente de determinacién de la regresion probabilistica (R?), con
la diferencia que aqui se construye con la aritmética borrosa ponderada. Sin embargo el indice
puede tomar valores mayores que 1 [63, 64] lo que lo hace menos atractivo que otros indices que
fluctban entre O y 1.

También Chang define las siguientes medidas usando aritmética borrosa ponderada

' A partir de ahora se consideraran ¥ los datos estimados y Y los datos medios de todos los parametros

considerados.
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Definicion 2.1 (Media hibrida).

E (2.21)

S, = \/LZ(Yi -Y)? (2.22)
n-143
Definicion 2.3 (Error estandar de la estimaciéon hibrido).
HS, = ;i(\ﬂ -Y,)? (2.23)
n-m-143

Definicion 2.4 (coeficiente de Determinacion triangular).

R2 = (y- Y)’(y— Y) + (€l - cl:)’(él - cl:) + (6r — cﬁ)’(ér —ci) (2.24)
(y=-V)'(y-y)+(cl—cl)(cl —cl)+(cr —cr)'(cr —cr)

donde ¥, cl, cf son los promedios de v, cl y cr respectivamente.

El autor utiliza esta definicion de R? para un proceso iterativo de ajuste polinomial, de manera
que cuando R?> no aumenta significativamente, se termina el proceso de incorporar términos
polinomiales.

En [65] se pueden encontrar tres medidas de bondad y ajuste:

1. El porcentaje promedio de intervalos contenidos en los intervalos estimados

2. El porcentaje promedio de los intervalos estimados contenidos en los intervalos
observados.

3. Una medida de similitud definida gréficamente como la proporcion entre la interseccion
de la funcién de pertenencia del dato estimado y del dato observado y la unién de dichos
nameros.

En [28] se pueden encontrar seis medidas de bondad y ajuste normalizadas (varian entre 0 y 1)
que controlan diversos aspectos de la similitud entre dos nimeros borrosos y que evallan la
calidad de una estimacion de regresion borrosa. Ademaés se realiza una calificacion para saber

hasta qué punto cumplen con su objetivo:
e SIM; pondera las diferencias entre las distribuciones de posibilidad de Y, e \fi

incluyendo la totalidad de las funciones de pertenencia.
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e SIM; mide las diferencias en el soporte, tanto del punto central como sus dos
extensiones, entre los valores de salida y sus respectivas estimaciones.

e SIM3 mide las diferencias tanto de las extensiones como de la tendencia central.

e SIM,4 mide la diferencia maxima de las extensiones de los datos de entrada con sus
respectivas estimaciones.

e SIMs mide la proximidad de las funciones de pertenencia con un solo punto, el

supremo de la interseccion.

e R%umse Mide las diferencias cuadraticas del valor central observado con el valor

central estimado.
A continuacion se explicaran sélo tres de estos indices: el SIM; , SIMzy el Rsorroso .
Medida de ajuste de la tendencia central
Para medir la calidad del ajuste de la tendencia central, se conoce de la regresion probabilistica el
coeficiente de determinacion, llamado también R-cuadrado, que variaentre 0y 1.
Esta medida parte del concepto de que la varianza total de las observaciones de la variable
dependiente se puede descomponer en la suma de la varianza explicada mas la no explicada,
interpretandose el coeficiente de determinacién como la proporcion de la varianza total que es
explicada por la regresion. Formalmente se tiene que:

> (9 - 9

_ Varianza explicada 4=

RZ
Varianza total : _
Dy -9
=1

(2.25)

En el caso borroso se propone un indicador R? de tendencia central, cuya principal caracteristica
es que, a medida que las diferencias cuadraticas entre el valor observado y el valor central

estimado tiende a cero, el indicador tendera a uno:

> (-9
szorroso = ITHX( O,l— |=nl—) (226)
Z(Yi -y)?

donde y es el promedio de las observaciones ;.

Este indicador toma valores entre 0 y 1. Como el denominador que aparece en la expresion es el

mismo que el denominador del coeficiente de determinacion probabilistico, se puede mantener la
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interpretacion de éste, en el sentido de que R’morroso €5 Una medida de proporcion de la parte de la
variacion cuadratica de los y, que es explicada por la regresion. Por ejemplo, si R%orros0 resulta
0.8, lo interpretamos como que la regresion explica el 80% de la variacion de los datos centrales
Yi-

Indice de Bondad del ajuste SIM;

Si se considera el cardinal escalar de un conjunto borroso A al igual que en el capitulo anterior

como.

| Al= [p; (9)dx (2.27)

Se puede definir el indicador de similitud S; entre V, e \7, de la siguiente forma:

Y Y. N
@si Y, [ JYi1>0

Si: |Yi UYil (2.28)
0 si |V, Y 1=0

Este indicador varia entre 0 (cuando las funciones de pertenencia son disjuntas) y 1 (cuando las

funciones de pertenencia son idénticas) y se denomina de manera general S(A,B) para dos

nimeros borrosos Ay B .
Para el conjunto de los n datos de la regresion, se calcula la medida de similitud SIM; con el

siguiente promedio:

SIM, ==L — (2.29)
que tambien variaentre 0 y 1.
Iindice de Bondad del ajuste SIMj3

Este indice mide las diferencias tanto de las extensiones como de la tendencia central. Por lo

tanto de esta manera se define:

R, = R(Yu?z) _ Ifi—ﬁi—(yl'—m)l;-l()lziztizl—)(yl'—qz')l+|37i—%l (2.30)
donde B; = Min(9; — p;, ¥ — i) (2.31)

B, = Max(y; + Gy, vi + qi) (2.32)
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Con esta definicion de R;, se construye el indice de bondad y ajuste Simg que variaentre O y 1:

n

D (A-Ry)
SIM, :1T (2.33)

Consideraciones finales del Capitulo

En este capitulo se ha abordado y descrito matematicamente las diferentes técnicas de regresion
borrosa. Se dedica un epigrafe a comentar sus principales criticas. Se hace una revision de los

indices de bondad y ajuste mas usados, se muestran medidas de similitud asi como una medida

de ajuste de la tendencia central ( R?sorroso ).
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3. APLICACIONES

En este capitulo se muestran aplicaciones de la teoria anteriormente explicada. Se comienza
mostrando una aplicacion en la que se calcula la probabilidad borrosa de que una persona
seleccionada al azar sea hipertensa 0 no. Los datos que se utilizan son reales del municipio de
Santa Clara, Villa Clara, Cuba. Posteriormente se muestra un estudio amplio con datos simulados
en los que se calculan ecuaciones de regresion borrosa, asi como las medidas de bondad de ajuste
explicadas en el capitulo anterior. Este apartado termina con la presentacion y célculo de un

modelo de regresion borrosa a un problema de finanzas.

3.1. Aplicacion a la Hipertension Arterial (HTA)

La Hipertension arterial (HTA) es una de las enfermedades mas comunes que afectan la salud de
los individuos adultos en las poblaciones de todas las partes del mundo. Incluso desde hace unos
afios también se esta presentando en la poblacién infantil causando no menos dafios que en la

adulta.

Debido a su caracter asintomatico se le ha denominado la “epidemia silenciosa” pues por lo
regular no presenta claras manifestaciones que evidencien su presencia, sin embargo no deja de

provocar afectaciones al organismo humano [66]

Al mismo tiempo de representar por si misma una enfermedad, la hipertension arterial como ya
se ha dicho, constituye un factor de riesgo muy importante para otras enfermedades,
fundamentalmente cerebrales, cardiacas y renales, las cuales en caso de que no conlleven al
paciente a la muerte, provocan dafios irreversibles en O6rganos tan importantes como los
involucrados en las enfermedades sefialadas, ocasionando entonces incapacidad fisica e

intelectual.

Resulta necesario entonces dedicar personal y recursos en investigaciones sobre esta patologia
para indagar en sus factores predisponentes, descubrir personas que estén en riesgo de padecerla,
alertar a los que la padezcan, en fin, llevar a cabo todas las acciones que contribuyan a reducir la

prevalencia de esta enfermedad y las graves consecuencias que ella provoca.
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3.1.1 Célculo de la probabilidad borrosa de “hipertension” en Santa Clara

Por la importancia que esto reviste a todos los niveles principalmente en la salud de nuestra
poblacion, se calculara la probabilidad borrosa de que una persona seleccionada al azar, entre un
conjunto de personas supuestamente sanas del municipio de Santa clara, sea hipertensa en el
momento actual o desarrolle esta afeccion en un futuro cercano. Los datos que se utilizan fueron
suministrados por el proyecto PROCDEC [67]. A continuacion se presentan los resultados

obtenidos al aplicar dichas técnicas a la muestra utilizada en el estudio.
En nuestra aplicacion se tiene que:

(1) los p;se refieren a probabilidades;

(2) los intervalos [a,b]son «a—cortes de ndmeros borrosos usados para probabilidades

borrosas;

(3) lasuma de los p; iguales a 1 significa que la suma de las probabilidades es 1.

Este problema lo resolveremos por los ¢ —COItes de una probabilidad borrosa. [25]

A partir de una muestra aleatoria de 849 pacientes (supuestamente sanos del municipio de Santa
Clara), clasificados en hipertensos(pacientes con cifras de tension arterial por encima de 140 mm
Hg (Sistdlica) y de 90 mm Hg (Diastélica)), hiperrreactivos también llamados pre-hipertensos
(pacientes que en periodo corto de tiempo puede desarrollar la hipertension) y normotensos
(pacientes que mantienen las cifras de tension arterial alrededor de 120 mm Hg(Sistélica) y 80
mm Hg(Diast6lica)) por un comité de médicos expertos de reconocido prestigio, se pueden
determinar las siguientes estimaciones puntuales:

(1) el 26.1% son pacientes hipertensos (PH), luego PH=0.261;

(2) el 22.7% son pacientes hiperreactivos (PHIP), luego PHIP=0.227;

(3) el 51.1% son pacientes normotensos (PN), luego PN=0.511.

Teniendo en cuenta que se trata de estimaciones puntuales sobre la base de una muestra

aleatoria simple, vamos a sustituir nimeros difusos para estas probabilidades.

Sean PH =(0.258/0.261/0.264) , PHIP = (0.224/0.227/0.230)

PN =(0.508/0.511/0.514).
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Sea P(N") la probabilidad borrosa de que un paciente no sea normotenso, que es equivalente a la

probabilidad de que sea hiperreactivo (pacientes que tienden a ser hipertensos en un tiempo muy

corto) o hipertenso. Los « —COItesS de esta probabilidad borrosa se calculan como:

P(N)={PH+ PHIP |S} (3.1)
para todo « donde S denota el planteamiento.

PH ePH[a], PHIP € PHIP [¢], PN ePN[a], PH +PHIP +PN =1

Definamos de manera general Pw[a] = [ pw, (), pw, ()] para w= H,HIP, N

Sea P(N")[a] =[n,(«),n, ()] se quiere sustituir pH, (a) + pHIP,(«) por pH + PHIP en la
ecuacion (3.1) para obtener n,(«) . De la misma forma se quiere sustituir pH, (&) + pHIP, ()
por pH + PHIP en la ecuacion (3.1) para obtener n, (<) . Por lo tanto, es necesario utilizar algun

método numérico para calcular estos & —COItes. Para ello se usara Maple [68].

El comando Maple usado para resolver este problema se muestra a continuacion.

with (Optimization) ;

obj:=PHIP+PH;
cnsts:=[PH<=0.264-0.003*alpha,PH>=0.258+0.003*alpha, PHIP<=0.230-

0.003*alpha,PHIP>=0.224+0.003*alpha, PN<=0.514-
0.003*alpha,PN>=0.508+0.003*alpha, PH+PHIP+PN=1] ;

LPSolve (obj,cnsts,maximize) ; (busca el valor maximo del intervalo).
LPSolve (obj,cnsts) ; (busca el valor minimo del intervalo ).

Los resultados obtenidos para algunos valores de @ se muestran en la tabla 3.1.

“ P(N)[e]

0 [0.486, 0.492]
0.2 [0.4866, 0.4914]
0.4 [0.4872, 0.4908]
0.6 [0.4878, 0.4902]
0.8 [0.4884, 0.4896]
1.0 0.489

Tabla 3.1: o —cortes de P(N")

Para los datos de esta tabla se calcula P (N')[«] =[0.486 +0.03¢, 0.492 —0.003¢] o0 se trata de

un nimero borroso triangular P(N")[«] =[0.486/0.489/0.492] el cual se muestra graficamente
en la figura 3.1.
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Figura 3.1 Probabilidad borrosa para pacientes “hipertensos”.

Como comentario final, desde el punto de vista estadistico vale la debe recalcarse el hecho de

que la probabilidad borrosa hallada P(N")[«] =[0.486/0.489/0.492] “contiene” al valor de la

probabilidad clasica (PH+PHIP=0.261+0.227=0.488) calculada para el mismo problema.
Desde el punto de vista de la aplicaciéon, puede concluirse que una persona adulta de Santa
Clara, supuestamente sana, tendra una probabilidad borrosa elevada (0.486 / 0.489 / 0.492) de

padecer de hipertension en el momento actual o en un futuro cercano.

3.1.2 Calculo de la probabilidad borrosa de hipertension en Santa Clara

pOr SEX0

Inminentes personalidades dentro de la comunidad médica creen que el hombre tiene mas
probabilidades de desarrollar hipertension arterial que las mujeres. Esto es debido entre otros
factores a que hasta que éstas llegan a la edad de la menopausia la naturaleza las ha dotado con
unas hormonas protectoras mientras se encuentra en edad fértil, los estrogenos, y por ello tienen
menos riesgo de padecer enfermedades cardiovasculares. Para probar esta hipotesis se seguira
trabajando con la misma muestra aleatoria de 849 pacientes clasificados en hipertensos,
hiperrreactivos o pre-hipertensos y normotensos dentro del conjunto de personas del municipio
de Santa Clara.

Sea M el evento de que una persona sea masculino, F es el evento de que una persona sea
femenino, H es el evento de que una persona sea hipertensa y H' es el evento de que una

persona no sea hipertensa.
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Para estos datos se obtienen estimaciones puntuales de las siguientes probabilidades:

(1) py =P(M[]H)=0.153; (2) p, =P(M[H) =0.311;

(3) P, =P(F[|H)=0.108,(4) y (4)p, =P(F[H )=0428.
La incertidumbre en estas estimaciones puntuales se mostrara en sus valores difusos:

(1) p,, =(0.150/0.153/0.156); (2) p,, =(0.308/0.311/0.314);
(3) p,, =(0.105/0.108 /0.111);y (4)p,, =(0.425/0.428 /10.431) .
Ahora se calcularan las probabilidades condicionales borrosas: P(M |H)y P(F|H). Los

a—cortes de la primera probabilidad borrosa son:

P(M [H)(a) ={—"2 |5} (32)
pll + p21

Para a €[01]y S denota " pj; € pjj(@), 1<i, J<2 'y pyg+...pp =1"

L. Al calcular dc

pll 21 pll

Sea C( Py, Py )= veremos que ésta es positiva por lo tanto C es una

C , .
veremos que éesta es negativa
P21

funcidn creciente de p,,, de la misma manera si se calcula

por lo que podréa afirmar que C es una funcion decreciente de p,, Se obtiene entonces:

5(M | H)(@) =[C(Py1 (@), P21y (1)), C(Pyy2 (@), Py ()] (3.3)
paratodo « .
Para calcular esta probabilidad se usard nuevamente el Maple [68]. EI comando Maple usado

para resolver este problema se muestra a continuacion:

> with(plots):

> N11l:=y->0.150+0.003*y:

> N12:=y->0.111-0.003*y:

> D12:=y->0.156-0.003*y:

> D11:=y->0.105+0.003*y:

> eql:=x=(N11l(y)/ (N1l (y)+N12(y))):

> eq2:=x=(D12(y)/ (D12 (y)+D1l1l(y))):

> implicitplot({eql,eq2},x=0..1,y=0..1,color=blue,

thickness=1,labels=[x,alpha]l) ;
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Figura 3.2 Probabilidad borrosa de que un hombre sea hipertenso.

Haciendo el mismo razonamiento ahora se calcularan los « —cortes de la segunda probabilidad
borrosa los cuales son:

P(F|H)(a) ={—"2—|s} (3.4)

11 + p21

Para o €[01]y Sdenota "p; € p; (@)1<i,j<2 y py+...p, =1".

C -
L. Calculando veremos que esta es positiva por lo tanto C es una

11 21 p21

Sea C( Py, Pyy)=

C .
veremos que esta es negativa

funcion creciente de p,,, de la misma manera si se calcula
Pus

por lo que se puede decir que C es una funcion decreciente de p,; Se obtiene entonces:

IS(F | H)() = [C(pa1 (@), P12 (@), C(Poyz (@), Py (@))] (3.5)
Para todo o .
Para calcular esta probabilidad se usara el Maple[68]. EI comando Maple usado para resolver

este problema se muestra a continuacion:

> with(plots):

> N21:=y->0.105+0.003*y:

> N12:=y->0.111-0.003*y:

> D11:=y->0.156-0.003*y:

> D12:=y->0.150+0.003*y:

> eq3:=x=(N21(y)/ (N21(y)+D1ll(y))):

> eqd:=x=(N12(y)/ (N12(y)+D1l2(y))):

> implicitplot({eq3,eq4},x=0..1,y=0..1,color=blue,

thickness=1,labels=[x,alpha]l) ;
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Figura 3.3 Probabilidad borrosa de que una mujer sea hipertensa.

Como que el objetivo fundamental de este epigrafe es visualizar que P(F|H)<P(M |H)se

ilustraran en la figura 3.4 los valores P(F|H) y de P(M |H) respectivamente.

1 |
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Figura 3.4: Probabilidad borrosa de que una mujer y un hombre sea hipertensos

Demostremos ahora desde el punto de vista matematico que efectivamente:
P(F|H)<P(M|H)

Para ello se necesita calcular v(P(F|H)<P(M|H))=1y v(P(M|H)<P(F|H))<7,
donde 77 es alguna fraccion fija en (0,1].

Como se puede observar, el nucleo de P(M | H)esta hacia la derecha del ntcleo de (P(F|H)

como muestra la figura 3.4. Ademas se cumple que la interseccion es nula, por lo que
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V(P(M|H)<P(F|H))=0<0.8 De aqui se deduce que P(F|H)<P(M |H). Luego puede
concluirse matematicamente que la probabilidad borrosa de que una mujer sea hipertensa es

menor que la probabilidad borrosa de que un hombre desarrolle hipertension.

3.2. Estudios de simulacién

Con la llegada de las computadoras, la simulacion se convirtio en una de las herramientas mas

importantes para realizar el disefio y operacion de sistemas o procesos complejos.

Si bien la construccion de modelos aparece desde el Renacimiento, el uso moderno de la palabra
simulacion data de 1940, cuando los cientificos Von Neuman Y Ulam que trabajaban en el
proyecto Monte Carlo, durante la segunda Guerra Mundial, resolvieron problemas de reacciones
nucleares cuya solucion experimental seria muy cara y el analisis matematico demasiado

complicado.[69]

Con la utilizacién de la computadora en los experimentos de simulacion, surgieron incontables
aplicaciones y con ello, una cantidad mayor de problemas tedricos y practicos. Las aplicaciones
de la simulacién parecen no tener limites. Actualmente se simulan los comportamientos hasta las
partes mas pequefias de un mecanismo, el desarrollo de las epidemias, el sistema inmunoldgico
humano, las plantas productivas, sucursales bancarias, crecimiento de poblaciones de especies de
animales, movimiento de los planetas y la evolucién del universo, para mencionar unos pocos

ejemplos de las aplicaciones de esta herramienta.

Hasta aqui se ha utilizado la palabra simulacion sin haber dado una definicion de ella. Por
consiguiente, antes de proseguir con este tema, seria conveniente describir algunas de las
definiciones més aceptadas y difundidas de la palabra simulacién. Tomas H. Naylor [70], la

define asi:

Simulacion es una técnica numérica para conducir experimentos en una computadora digital,
los cuales requieren ciertos tipos de modelos logicos y matematicos que describen el
comportamiento de un negocio o un sistema econémico (o algun componente de ellos) en

periodos extensos de tiempo real.
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Otros estudiosos del tema como Robert E. Shannon [71], definen simulacion como:

Simulacion es el proceso de disefiar y desarrollar un modelo computarizado de un sistema o
proceso y conducir experimentos con este modelo con el propésito de entender el

comportamiento del sistema

El concepto de simulacion tiene varias acepciones. Su concepto mas practico es dado por
Moreno C.R [72] en donde define simulacién como:

“Modelacion y simulacion es el conjunto de actividades asociado a la construccion de modelos
del mundo real y su simulacién mediante computadoras con el objetivo de dar solucion a
determinados procesos”

En otras palabras, dado un proceso en un sistema real, el conjunto de actividades para convertirlo
en un modelo es conocido como modelacién, mientras que su representacién en un sistema
digital es conocida como simulacién.

A continuacién se describen cuatro situaciones particulares que se evalGan con datos simulados.

Los datos para las tres primeras se generaron utilizando el Microsoft Excel de la manera

siguiente:
Variables Nombres Forma de calculo
X1 Variable independiente 1 Un ndmero aleatorio entre 10 y 14
respectivamente.
X5 Variable independiente 2 Numero aleatorio entre 3 y 10 respectivamente.
Y Valores centrales del nimero | (1+ALEATORIO())*X,+(2+ALEATORIO())*X1
borroso observado +(3+ALEATORIO())

Como puede apreciarse, por la forma de generacion se tiene que entre las variables predictoras
X1y Xz y lavariable dependiente Y existe una relacion lineal. Se generaron 150 observaciones.
La resolucion de un problema arbitrario de regresion borrosa posibilistica requiere resolver un
problema de optimizacion con 2(n+m+1) restricciones lineales, donde n es la cantidad de datos
(150), m cantidad de variables independientes o explicativas, (2). Como la complejidad del
problema de optimizacion se incrementa con el numero de datos, se emplearan herramientas
computacionales. Para ello se uso el paquete profesional de calculo Mathematica, ver anexo 2.

Para simplificar los calculos, sélo se estudiara el comportamiento de los indices Simy, Sims y del

2
R borroso
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Las extensiones p y q de la variable dependiente Y se generaron de la siguiente forma:

Variables Nombres Forma de calculo
P Extensiones izquierdas del nimero NUmeros aleatorios entre 2y 3
borroso observado. respectivamente
q Extensiones derechas del nimero NuUmeros aleatorios entre 5y 6
borroso observado. respectivamente

El Modelo de regresion Borrosa obtenido es:

Y = (1.9865,8.5545,8.5545) + (—0.1867,0.1823,0.1823) X, + (5.1488,5.1488,5.8201)X,
El indice de similitud Sim;fue relativamente bajo Sim;= 0.38414.
En los graficos de la figura 3.1 se muestran las observaciones y las estimaciones que resultaron
tener el indice de similitud menor (a) y mayor (b) respectivamente. El indice de similitud global
fue de 0.38414, como ya se habia mencionado anteriormente.
En el indice menor se puede observar graficamente una diferencia notable entre el valor borroso
observado (rojo) y el estimado (azul). En la observacién que reporté una mayor coincidencia en
Sim; ocurre todo lo contrario. EI nimero borroso estimado (azul) practicamente contiene al

observado (rojo).

(@)

1.0

08
06

0.4

indice menor hallado (0.194018)

indice mayor hallado (0.549294)

Figura 3.1 indices de similitud (Sim) menor (a) y mayor (b) entre los valores observados

(rojos) y estimados (azules).
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’ . 2 P
Ademés se calcularon Sim;=0.679891 y el Romso que resultd tener un valor elevado:

0.791023, por lo que se puede interpretar como que la regresion explica casi el 80 % de la

variacion presente en los datos centrales Y. . Este valor puede ser considerado como muy bueno.
Situacion 2
Los 150 valores utilizados en esta situacion fueron exactamente los mismos que en la anterior,

solo se modificd un poco la forma de generar las extensiones p y q de la variable dependiente Y:

Variables Nombres Forma de calculo
P Extensiones izquierdas del nUmero 4 + ALEATORIO()
borroso observado.
q Extensiones derechas del numero 3+ ALEATORIO()
borroso observado.

Como puede apreciarse, la modificacion realizada no fue muy diferente de la anterior, pero los
resultados obtenidos si lo fueron.
El Modelo de regresion Borrosa obtenido es:

Y = (—5.8592,0,7.0010) + (1.9488,2.2969,2.2969)X; + (0.8325,0.8325,1.9335) X,

El indice de similitud Sim; fue inferior al encontrado en la situacion anterior:

Simp=0.273061, mientras que Sims=0.684933 se mantuvo aproximadamente igual. El

R%porress PO SU parte vario drasticamente. Ahora resultd ser 0.165453. Debe recordarse que

los datos se generaron de manera que si existiera una relacion lineal entre las variables

independientes X; y X, con respecto a Y, por lo que el R?mms resulta ser un indice
“cuestionable” para la bondad de ajuste de los modelos borrosos.
En este caso se observa que la medida de similitud Sim; resulté ser la més adecuada para poder

evaluar la bondad del ajuste entre los numeros borrosos observados y los nimeros borrosos
estimados por la regresion borrosa, mientras que el Rborroso resultd ser el indicador mas pobre.
Situacion 3

Los 150 valores utilizados en esta situacion fueron exactamente los mismos que en la anterior,

solo se modificd un poco la forma de generar las extensiones p y q de la variable dependiente Y
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Variables Nombres Forma de célculo
P Extensiones izquierdas del nimero 40 + ALEATORIO()
borroso observado.
q Extensiones derechas del numero 50 + ALEATORIO()
borroso observado.

Como puede apreciarse, la modificacion realizada en este caso fue muy diferente de la anterior,
pues la variabilidad de las extensiones es mucho mayor. Ambas extensiones se incrementaron
notablemente para constatar su posible influencia en los indices de bondad de ajuste que se
estudian.
El Modelo de regresion Borrosa obtenido es:

Y = (—46.2345,0,56.3316) + (2.1004,2.1004,2.1886)X; + (1.2714,1.2714,1.8028) X,
En este caso se tiene que Sim;=0.807073, Sim3=0.757856 y | R%borroso Fesulto ser 0.078173. La
medida de similitud Sim; que pondera las diferencias entre las distribuciones de posibilidad de
Y, e \fi incluyendo la totalidad de las funciones de pertenencia, resulto ser la mas adecuada para
poder representar estos datos. Le siguio6 el indicador Sims que mide las diferencias tanto de las
extensiones como de la tendencia central, mientras que, al igual que en la situacion 2, el R?borroso
es un indicador que no ofrecio buenos resultados. Se reitera que el R%bomoso no es siempre una
“buena medida” de la calidad del ajuste del modelo borroso hallado.

En el anexo 3 se muestran solamente parte de los resultados obtenidos. Se puede observar que la

medida de similitud Sim; es la mas adecuada para este caso.

Situacion 4
En este cuarto caso se considerara el siguiente juego de datos consultado en [73] el cual se

presenta en la siguiente tabla:

Y X1 X
3.54 0.84 0.46
4.05 0.65 0.52
4.51 0.76 0.57
2.63 0.7 0.3
1.9 0.73 0.2

Tabla 3.2 Observaciones consultadas en [73]
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Como se puede observar, es un problema que presenta una variable dependiente (Y) y dos
variables independientes (X; y X;) respectivamente. A diferencia de los demas casos presentados
anteriormente en donde se contaba con 150 observaciones aqui solo se cuenta con 5
observaciones, 0 sea es un nimero muy pequefio en el cual no es recomendable aplicar la teoria
clasica de la regresion lineal multiple. Por otro lado las extensiones izquierdas (p;) un numero
aleatorio entre 0 y 1 mientras que las extensiones derechas (g;) un nimero aleatorio entre 0 y 1.

A continuacion se presentan graficamente los resultados de las estimaciones realizadas:
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Figura 3.2. Resultados de la estimacion borrosa (Valores observados (rojos) y estimados
(azules)).
En este caso se tiene que Sim;=0.666222, Sim;=0.722515 mientras que el RZormoso resultd ser
0.929351, por lo que resulta acertado inferir que la regresion explica casi el 93 % de la
variacion presente en los datos centrales Y;. En este caso se puede observar que las medidas de
similitud estdn mas controladas y siguen un comportamiento muy similar aunque el indicador
R%hormoso presenta mejores resultados que los indicadores Sim; y Sims respectivamente
Estos ejemplos aqui presentados con datos simulados persiguen el propésito de mostrar algunos
modelos de regresidn borrosos y la diferencia entre los valores de algunos de los indices de

bondad de ajuste hallados. En el caso de las dos primeras situaciones no hay muchas diferencias

(las dos simulaciones cuentan con 150 datos y las extensiones son muy similares, sin embargo

para la primera situacion el mejor indicador resulto ser el R“borroso mientras que en la segunda
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situacion la medida de similitud Simj resulto ser la mas apropiada para evaluar la calidad del

ajuste entre los datos observados y los datos estimados por la regresion borrosa.

Cuando los valores de las extensiones son demasiado grandes (situacion 3), el RZborroso tampoco
resulto ser una buena medida.

La Gltima situacion es atipica y un poco diferente, pues tiene s6lo cinco observaciones. En ella,
los tres indices de bondad de ajuste estudiados arrojaron valores elevados.

3.3. Aplicacion a la tasa de cambio del Euro

La tasa o tipo de cambio, relaciona a dos monedas y expresa la magnitud en que se intercambian
entre si. Pero de las dos monedas que se relacionan, una es la moneda “base” y la otra es la
moneda “cotizada”. La cantidad de la moneda base siempre se mantiene inalterable, mientras
que la cantidad de la moneda cotizada cambia constantemente. La moneda base es la valorada en
términos de la otra; la cotizada expresa cuantas unidades de ella son equivalentes a la moneda
base.

Asi, diremos

1, 2945 EUR/USD

1,2945 USD por un EUR
1, 2002 USD/CAD

1,2002 CAD por un USD
1.11341 CUC/USD

1.1134 USD por un CUC
En este tipo de notacion, la moneda base es la primera, y la segunda es la cotizada, esto es, la

que aparece después del “slach”. Luego debe escribirse, e interpretarse:

EUR/USD significa USD por EUR
CUC/USD significa USD por CUC
USD/CAD significa CAD por USD

En nuestro caso, la moneda base es el CUC, y la cotizada el USD, es decir, el USD cotiza contra
el CUC.

Asi, cuc/usD significa USD por CUC

FACTORES DETERMINANTES DE LA TASA DE CAMBIO

Una gran variedad de factores determina el nivel de la tasa de cambio: el gobierno, fuerzas de

oferta y demanda por la moneda de un pais en particular, tasas de interés, inflacion, la balanza de
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comercio internacional del pais y las expectativas de los consumidores sobre lo que pasara en el

futuro.

Aungue una discusion sobre la relacion entre los factores mencionados estd mas alla del alcance
de este trabajo, (de hecho, de acuerdo a algunos economistas, algunas de estas relaciones todavia
no son conocidas), la discusion se puede simplificar si esta se enfoca en los dos factores
principales que afectan la tasa de cambio: el gobierno y las fuerzas de oferta y demanda del

mercado
Los gobiernos pueden influenciar la tasa de cambio directamente o indirectamente.

e Directamente lo hacen fijando la tasa de cambio. Esto quiere decir que la tasa se
mantiene al mismo nivel hasta que el gobierno la cambie.

¢ Indirectamente a través de las tasas de interés (la cantidad de dinero en circulacién) o
comprando moneda en la bolsa de divisas. Ademas, muchos paises, incluyendo los
Estados Unidos, Japon y Canada, fijan tasas de cambio "flexibles" o "flotantes" que
cambian cada dia e inclusive muchas veces al dia, dependiendo de la oferta y demanda

Un incremento en la demanda por la moneda de un pais en la bolsa de divisas generalmente
incrementa el valor de su moneda. Por ejemplo, un incremento en la demanda por las
exportaciones americanas se traduciria en un ddlar mas fuerte porque otros paises demandarian

mas ddlares americanos para poder pagar por este incremento en bienes y servicios.

Al igual que con el precio de cualquier producto, la tasa de cambio sube o baja dependiendo de
la oferta y la demanda, pues cuando la oferta es mayor que la demanda (hay abundancia de
dolares en el mercado y pocos compradores) la tasa de cambio baja; mientras que, por el
contrario, cuando hay menos oferta que demanda (hay escasez de doélares y muchos

compradores), la tasa de cambio sube.

La cotizacion o tipo de cambio se determina por la relacion entre la oferta y la demanda de
divisas; alternativamente, puede decirse que el tipo de cambio se determina por la relacion entre
oferta y demanda de moneda nacional para transacciones internacionales del pais: efectivamente,
la oferta de divisas tiene como contrapartida la demanda de moneda nacional y la demanda de

divisas tiene como contrapartida la oferta de moneda nacional
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A continuacion estudiaremos las fluctuaciones de la tasa de cambio del euro de acuerdo a las
variaciones de los precios de diferentes productos exportables e importables como metales
bésicos, metales preciosos, alimentos, azlcar, energia y las tasas de interés de euro en el primer
mes. Para ello los datos que se utilizan fueron adquiridos del Banco Central de Cuba a traveés del

sitio Web www.interbancario.co.cu durante el periodo mayo — junio del 2009. La informacién

recogida presenta como variable dependiente la tasa de cambio del Euro frente al CUC y como
variables independientes los diferentes productos exportables e importables mencionados (ver
anexo 4). Para poder obtener las variaciones en la variable dependiente se mide las
observaciones cada cinco dias y en cuanto a las variables independientes se calcula la media de
los valores en esos 5 dias. Debido a que el numero de variables a analizar es grande (39) se
decide utilizar, como criterio de seleccion de variables, una regresion tradicional utilizando el
método paso a paso. Las variables mas importante fueron: (precio del estafio (metal basico)
precio del oro y del paladio (metales preciosos), harina de trigo y leche en polvo entera
(Alimentos), jet-fuel del mediterraneo (energia), precio del petréleo crudo ligero en la bolsa de
Nueva York).

Posteriormente se realiza la regresion borrosa para cada mes, asi como para el bimestre
correspondiente, obteniendose para cada uno de ellos resultados satisfactorios que se muestran a

continuacion:
Solo se cuenta con 5 observaciones, por cada mes
e Mayo

El Modelo de regresion Borrosa obtenido es:

Y = (2.26259,2.26259,2.26259)Estaiio + (—15.5069,—15.5069, —15.5069)0ro
+ (0,0,0.363628)Paladio
+ (12.1043,12.1043,12.1043)Harina de Trigo
+ (—3.99448, —3.99448, —3.99448) LPolvo"
+ (6.37164,6.37164,6.37164) Jet — Fuel + (0,0,0)petrileo

Para este mes tenemos que Sim;=0.501925, Sim;=0.336002 mientras que

el RPhomoso resultd ser  0.963375, por lo que lo se puede interpretar como que el
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modelo de la regresion borrosa explica el 96 % de la variacion presente en los datos

centrales ;.

Junio

El Modelo de regresion Borrosa obtenido es:

Y =

(3.378.3.378,3.378) Estafio + (—25.0648, —25.0648, —25.0648)Oro +
(—0.396305,0,0)Paladio + (15.1725,15.1725,15.3656)Harina de Trigo +
(—5.19682,—5.19682, —5.19682) LPolvo+(0,0,0) Jet-Fuel+(0,0,0)petrdleo

Para este mes se obtuvo que sim;=0.383534, Sim;=0.335122 mientras que el

R%borroso reSUItG ser también muy alto: 0.999128. De la misma manera se puede hacer la

interpretacion de que el modelo hallado es capaz de explicar el 99 % de la variacion

presente en los datos centrales ;.

Bimestre (mayo-junio)

El Modelo de regresion Borrosa obtenido es:
Y = (1891.68,1891.68,1981.68) + (1.024.1.024,1.024) Estafo
+ (—5.4362,—5.0726,—5.0726)0ro + (11.531,11.531,11.531) Paladio
+ (2.824,2.824,2.824)Harina de Trigo
+ (—0.9983,—-0.9983, —0.9983) LPolvo+(7.2285,7.2285,7.2285) Jet-Fuel

+(-31.99,-31.99,-31.99)petroéleo

Para el bimestre tenemos que Sim;=0.433836, Sims=0.335256 mientras que el

R%borroso reSUIG ser de 0.999654, por lo que lo interpretamos como que la regresion

explica el 99 % de la variacion presente en los datos centrales Y, .

En estos tres modelos, el valor del R%wrmoso fye alto (superior en todos los casos al 95%).
El indice de similitud Sim; por su parte oscilé entre 0.38 y 0.5 mientras que Sims que
mide las diferencias tanto de las extensiones como de la tendencia central, se mantuvo

practicamente constante en 0.33.
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Consideraciones finales
En este capitulo se muestran algunas aplicaciones de la teoria de las probabilidades borrosas y de

la regresion borrosa anteriormente explicadas.

Se ilustra primeramente con detalles matematicos, el calculo de la probabilidad borrosa de que
una persona del municipio de Santa Clara sea “hipertensa”, mientras que mas adelante se
demuestra grafica y matematicamente que los hombres tienen una probabilidad borrosa superior

de padecer hipertension que las mujeres.

El estudio de simulacion presentado no pretender ser abarcador. Se realizd para ilustrar
diferentes situaciones y comentar los resultados enfatizando en los valores algunos de los indices

de bondad de ajuste explicados en el capitulo 2. El resultado més interesante a nuestro juicio, es
- 2 . .
que contrario a lo esperado, el R0 ng es siempre una medida adecuada de la bondad del

ajuste del modelo.

Finalmente se culmina con la obtencion de tres modelos de regresién borrosa que pronostican la

tasa de cambio del euro.
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CONCLUSIONES

El presente trabajo aborda un campo novedoso en nuestros dias: las probabilidades y la

estadistica borrosas. Particularmente ha quedado demostrada la utilidad de la teoria de las

probabilidades borrosas y de los métodos de regresion borrosa en la solucion de problemas

médicos y de finanzas. Como conclusiones se enuncia que:

1.

Se estudid la teoria de las probabilidades borrosas. Se implementaron procedimientos
sobre Maple para obtener los célculos y graficos correspondientes.

Se estudiaron y presentaron de manera organizada los diferentes métodos de regresion
borrosa. Se implementaron procedimientos complejos sobre el paquete Mathematica para
obtener los calculos correspondientes.

Se explicaron los diferentes indices de bondad de ajuste de los modelos reportados en la

literatura. Se realiz6 un estudio de simulacion para mostrar su validez, de donde se

deduce que el R?boroso g es siempre una medida adecuada de la bondad del ajuste de los
modelos borrosos.

Se determina matematica y graficamente, la probabilidad borrosa de que una persona del
municipio de Santa Clara sea “hipertensa”.

Con ayuda de las probabilidades borrosas, se demuestra que las mujeres son menos
propensas a padecer de hipertension que los hombres.

Se obtuvieron modelos de regresion borrosa mensuales (mayo y junio) y otro bimensual

para pronosticar la tasa de cambio del euro.
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RECOMENDACIONES

El presente trabajo abre una linea de investigacion dentro del Departamento de Matematica de la
Facultad de Matematica Fisica y Computacion de la Universidad Marta Abreu de Las Villas

especificamente dentro del seminario de estadistica por lo que se recomienda que:

1. Ampliar este estudio a otros métodos multivariantes, como analisis discriminante, arboles
de clasificacion, entre mucho otros.

2. Ampliar el estudio de simulacion realizado para determinar la validez de aplicacion de
los indices de bondad de ajuste.

3. Implementar sobre el Mathematica métodos paso a paso de seleccion de variables
asociados a las técnicas de regresion borrosa.

4. Disefar e implementar un paquete de software propio con estas opciones.
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ANEXOS

Anexo 1
Operaciones con funciones de pertenencia no simétricas

Estas funciones de pertenencia se utilizaran fundamentalmente en el analisis de Regresion
Borrosa.

Ahora bien para sumar dos ndmeros borrosos A =(a,,l,,r.)x YB=(0,1,,r)x . Sise

considera primero su extension izquierda para un cierto nivel de pertenencia w, se tiene la
relacion genérica (D. Dubois 1980

L(@J =w= L(Mj 1)

a Ib

De donde se puede deducir una relacion para la operacién suma, en que aparece la funcion L:

X+y=a+b—(l, +1,)L™"(w) 2)
Y resultara un nimero z que define la funcion de pertenencia tal que:
L (a+b-12) —w 3)
I, +1,

De la misma forma se puede proceder con la extension derecha y la funcion R.
Por lo tanto la suma de estos nimeros esta dada por la expresion:

K+§=(a’|a1ra)u2 +(, 1)k =@+bI, +1,,r, +1) 4 (4)

Esta relacion se puede generalizar para n nameros borrosos LR, mediante

Z%'nﬁﬁ=(Zai12'wzﬁj Q)
i=1 i=1 i=1 i=1 LR
Donde se supone que los n numeros borrosos tienen la misma funcién de pertenencia LR.
Para el producto de un escalar por un nimero borroso siguiendo la misma idea, se obtienen
valores dependiendo del signo del escalar:
Para el caso de gue el escalar sea positivo:
/1"K:Z(a’la’ra)LR(ﬂ’a1ﬂ’|a’ﬁ“ra)LR (6)
Para el caso de que el escalar sea negativo:

AR =2, (A=A, A1, ) g (7)

De las operaciones (4) y (7) queda definida la resta de dos nimeros borrosos.
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A-B=(@l,r)r -0l 1)k =@-bl, +rr+l)s (8)

En conclusion de la suma y la resta de nimeros borrosos con funcién de pertenencia LR, resultan
numeros borrosos también con funcidn de pertenencia LR.

No ocurre lo mismo con la multiplicacion. Para nimeros borrosos positivos, la expresion (2) que
se construyd para calcular la suma borrosa, para la multiplicacion borrosa es:
x-y=a-b—(al, +bl )L™ (w)+1II (L™ (w))? (9)

Esta expresion por lo general no produce como resultado un nimero borroso de tipo LR. Sin
embargo si se descarta el término Il (L™ (w))®, considerando que I, y |, son pequefios en
comparacion con a 'y b, la solucidon de la multiplicacién borrosa es:

A-B=(al,r),-0l,r)s ~(@-bal, +bl_ar, +br,), (10)

Si A esnegativoy B es positivo, la aproximacion para la multiplicacion borrosa es:

A-B=(al,,r

D (O1y,1) & ~(@-b—ar, +bl,,—al, +br,)g (11)
Si A oy B son negativos, la aproximacion para el calculo del producto es:

A-B=(al,r) .- -0l,1)s ~(@-b-ar, —br,-al, —bl ) (12)

Para calcular el inverso de A un nimero borroso LR, se tiene que tia (X) = 5 (E), para
X

vx =0 y en general la funcion de pertenencia A™ no es ni LR ni RL. Si se considera una

vecindad de ise tiene que:

a
! X

l-ax g
=8 (13)

Lx 1

aZ

Que sigue siendo una funcién de pertenencia RL por lo que se tiene la aproximacion

(al,r) wr~@*ra?la?), (14)

Si el nimero borroso A es negativo, se puede aplicar la relacion —(A™) = (=A)™
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Considerando la division de dos nimeros borrosos como la multiplicacion del primero por el
inverso del segundo, se tiene la aproximacion:

A:B=(al,r)e:0l.5) 0 z(%,arb +bl,,al, +bra]

LR

Todo este desarrollo esta basado en el Principio de extension que utiliza la t-norma triangular
estandar en que la interseccion entre A y B es el minimo.
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Anexo 2

El comando usado para resolver este problema se muestra a continuacion.

pA [x_]1:=\[Piecewise] {{ (x-A )/ (
{(A[[3]]—X)/(AH3]]—A[[2]]), [[ ]
numero difuso triangular:)

Formando los niUmeros borrosos triangulares observados

I/\D>

[[2]1-A[[1]]1), A[[1)]=x=<A[[2]1},
x<A[[3]]}} ( Calculo de la funcion de pertenencia de un

]

SetDirectory[NotebookDirectoryl[]];
data=Import ["SIMULACION.txt","Table"];
(*TableForm[data, TableHeadings—{None, {"x1","x2","yi", "pi", "gi", "cte"}}1%*)

newdata=data’;

n=Length[datal;
yi=newdatal[3]];

pi=newdatal[4]];

gi=newdatal[[5]];
yobs=Table[{yi[[i]]-pi[[i]],yi[[i]],yi[[i]]+qi[[i]]},{i,n}];
Formando los nimeros borrosos triangulares estimados

FuncionObj[var ,nvar ]:=
CompoundExpression |
SetDirectory[NotebookDirectoryl[]];
data=Import ["SIMULACION.txt","Table"];

newdata=data’;

n=Length[datal;
h=0;
x1l=newdatal[[1]
x2=newdatal[[2]
cte=newdatal[7
M={cte,x1,x2};
Clear [AuxM, Auxclj,Auxcrj,Auxaj,cmr,rest];
Auxclj=Map[Function[i,clj[[i]]],Range[nvar+l]];
Auxcrj=Map[Function[i,crj[[i]]],Range[nvar+l]];
Auxaj=Map[Function[i,aj[[i]]],Range[nvar+1l]];
AuxM=Map [Function[i,M[[i+1]]],var];

coef=Y1 Y+ Auxclj[[k]] + Auxcrj[[k]])AuxM|[k, i]];;

17
17
117

Listcoef=Join[Map|[Function[i,0],Range[nvar+1l]],Coefficient[coef,Auxclj],Coeff
icient[coef,Auxcrjl]l;
Da=Dot [Transpose [AuxM],Auxa]j]-(1-h) Dot[Transpose[AuxM],Auxclj]; (*miembro

izquierdo de las desigualdades Dﬁ)
Das=Dot [Transpose [AuxM],Auxaj]+ (1-h) Dot [Transpose[AuxM],Auxcrj]; (*miembro

izquierdo de las desigualdades Dﬁ)
a=Map [Function[j,Flatten[{Coefficient([Dal[[]j]],Auxaj,1l],Coefficient[Dal[[]j]],Au
xclj,1],Coefficient[Dal[[]J]],Auxcrj,1]1}]],Range[n]]; (*coeficientes de las

variables en las desigualdades menores e iguales¥)

b=Map [Function[],Flatten[{Coefficient[Das[[]]],Auxa]j,1l],Coefficient([Das[[]]],



Auxclj,1],Coefficient[Das([[]J]],Auxcrj,1l]1}]],Range[n]]; (*coeficientes de las
variables en las desigualdades > *)

cmr=Join[a,b]; (*Matriz de los coeficientes de las desigualdades =< y = [A]
*)

Obi=Transpose[{yi}]-(1-h) Transpose[{pi}]; (*miembro derecho de las
desigualdades =< *)

Obs=Transpose[{yi}]+(1-h) Transpose[{gi}]; (*miembro derecho de las
desigualdades > *)

Obil=Map[Function[]j,Flatten[{Obi[[]]1]1, -
1}]1]1,Range[n]];0bsl=Map[Function[j,Flatten[{Obs[[j]],1}]1],Range[n]];

rest=Join[0Obil,Obsl]; (*Matriz de las variables independientes [b] *)

Restrin=Join[Map[Function[i, {-
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Infinity,+Infinity}],Range[nvar+1]],Map[Function([i, {0,+Infinity}],Range[2*nva

r+2]1];Soluc=LinearProgramming[Listcoef, cmr,rest,Restrin];
Return[Soluc]
]
clj={cll,cl2,cl3,cld}; (*Extensiones izquierdas estimadas*)
crij={crl,cr2,cr3,crd}; (*Extensiones derechas estimadas*)
aj={al,a2,a3,a4}; (*Valores centrales estimados*)
NVar=2;
Soluc=FuncionObj[{0,1,2},NVar]
aj=Map[Function[i, Soluc[[i]]],Range[NVar+1l]];
clj=Map[Function[i, Soluc[[NVar+1+i]]],Range[NVar+l]];
crij Map[Functlon[l Soluc[[2*(NVar+1) illl,Range[NVar+1]];
vllxl ,x2 J:=(ajl[1]]1-clj[[1l]])+(ajlI2
y2[x1 ,x2 ]: —aj[[ [3]] %2
[ 111 +(ajll
x1 x1

111+aj[2]] X1+aj[
y3[x1l_,x2 J:=(ajl[1]]+crjll 2]]+er[[2]] X1+( [[3]]+er[[3]]) x2;
yest=Table[{y1l[x1[[i]],x2[[i]]], y2[ ([i]],x2[[1]]], [Xl[[ 11,x2[[1]111}, {1,

1

Calculo del R? borroso

Rcuadradodifuso=Max [0, 1—2;;:1(Yi[[k]] —-Y2 [xl[[k]], x2[[k]]])2/2;(1:1((Yi[[k]] —
Mean|Yi])?1]

Calculo del indice de similitud Sim;
Imin=Table[Min[uyobs[[i]][x],uyest[[1]][x]],{i,n}]1;

Imax=Table [Max[uyobs[[1]] [x],uyest[[1i]][x]],{i,n}];
Sim=Mean[Integrate[lmin, {x,-Infinity,Infinity}]/Integrate[lmax, {x, -
Infinity,Infinity}]1]1;

Célculo del indice de similitud Sim;

11-c13l02]]) x1+(ajl[3]1]1-cljl[[3]]) =2;

n

Bl=Table| ({yil[(i]1-pil(4i]],y2[x1[[41]1],x2[[1]1]]-
ylI[x1[[i]],x2[[1]1]11}1,{i,n}];

B2=Table[Max [{yi[[1]1]+qi[[1]1],y2([x1[[1i]],x2[[1i]]11+y3[x2[[1]1],x2[[11]11}]1,{i,n}
17

Ri=Table[1/(3 (B2[[1]]-B1[[1]]))*(Abs[y2[x1[[i]],x2[[1i]]]-
yl[x1[[1i]],x2[[1]]])-(yil[[i]]-
pil[i]1])1+Abs[(y2[x1[[1]],x2[[1]]1]1+y3[x1[[i]],x2[[i]]])~-
(yil[ill+gil[i]1]1) 1+ (Abs[y2([x1[[i]],x2[[1]]1]-yil[[1111)),{i,n}]

n

Sj_m3=z 1l 1 Ri[[ if[] /n
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Anexo 3




Anexo 4

Banco Central de Cuba. INFORMACION ECONOMICA

Moneda

Euro*

Libra esterlina*
Ddlar canadiense
Yen japonés
Franco suizo

Peso mexicano
Ddlar australiano*
Peso argentino
Corona sueca
Yuan

Dolar de Hong Kong
Real brasilefio
Rand sudafricano

Rublo ruso
Las cotizaciones

por unidad monetaria.

Incluye costo, seguro y flete hasta Cuba

Fuel

Diesel

Jet fuel/Costa Golfo U.S.A.

Jet fuel/Mediterraneo
Gasolina

Gas licuado (GLP)

expresan
monetarias por un dolar.
seflalados con asteriscos (*) indican délares

Hoy
1.3595
1.4490
1.2159
93.3500
1.1073
13.6800
0.7078
3.4618
7.8746
6.8387
7.7539
2.2910
9.4703
24.6490

unidades
Los casos

Délar/TM
Niquel 12,405.00
Cobre 3,101.50
Estafio 11,400.00
Plomo 1,079.50
Zinc 1,236.00
Aluminio  1,515.50

Dolar/onza troy

Oro 860.00
Plata 11.07
Platino 935.00
Paladio 186.00
Alcohol 0.43 DIs/It
Crudo 11.82 Cts/lb
Refino 327.80 DIs/TM

Délar/TM
214.08
472.66
533.59
571.16
440.38

498.87

Incluye costo, seguro y flete hasta
Cuba

Maiz amarillo

Trigo panificable

Frijol de soya

Harina de soya

Aceite de soya (USA)

Harina de trigo (Fra., Méx. y Arg.)
Leche en polvo entera

Leche en polvo descremada

Paleta de cerdo (con hueso)

Pierna de cerdo con hueso

Pierna de cerdo sin hueso

Pollo entero

Pollo en cuartos (USA)

Arroz molinado (Vietnam)
Frijoles (negros/colorados) (China)
Chicharos (Canadd)

Café robusta

Café arabica

Cacao

Precio del petroleo crudo ligero (WTI)
en la Bolsa de Nueva York:

47.39 délar/barril
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Délar/TM

225.00
306.00
455.00
389.00
790.50
493.33
2,427.00
2,075.00
2,402.00
1,659.00
2,971.00
2,007.00

839.00
430.00

928.50
399.00
2,210.00
2,337.00
2,638.00



