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A jorgito: tú me diste las fuerzas para seguir adelante.
A mi familia y a mis segundos padres Jorge y Lisy por ayudarme en los momentos más dif́ıciles
de mi vida.
A todas las personas que me apoyaron cuando más lo necesitaba.
Yunelsy

A nuestros tutores.
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Resumen

En esta tesis se investiga un modelo cosmológico de quintaesencia con acoplamiento no mı́nimo
a la materia oscura. Se caracteriza el comportamiento asintótico del modelo hacia el pasado y
hacia el futuro utilizando variables adecuadas en cada caso.

Se demuestra que bajo determinadas condiciones sobre la función de acoplamiento y del po-
tencial la densidad de enerǵıa del fluido de fondo y la enerǵıa cinética del campo escalar son
despreciables en el futuro, dominando la enerǵıa potencial del campo escalar. De esta manera
el universo evoluciona hacia una solución de vaćıo de tipo de de Sitter.

Se demuestra que el campo escalar es casi siempre no acotado hacia el pasado (aunque no se
excluye la posibilidad de que el campo escalar también diverja hacia el futuro). Asumiendo
entonces algunas hipótesis de regularidad sobre el potencial y la función de acoplamiento,
se construye e investiga un sistema dinámico apropiado para estudiar el comportamiento del
modelo cerca de la singularidad inicial.

Demostramos que para una clase muy general de modelos, la estructura asintótica de las solu-
ciones en el pasado es simple y regular y que esta estructura es independiente de los detalles e–
xactos del potencial, el acoplamiento y la materia de fondo presente. Adicionalmente se obtienen
puntos cŕıticos que corresponden a soluciones escalantes de gran importancia en cosmoloǵıa.
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Abstract

In this thesis we investigate a quintessential cosmological model with non minimal coupling
to dark matter. By considering appropriate variables we analyze qualitatively and characterize
both past and future attractors.

By considering well suited hypothesis on the potential and coupling functions we prove that
the future attractor corresponds to the vacuum de Sitter´s solution. Those solutions are char-
acterized by negligible contributions of the kinetic and background energy densities to the total
energy density. So, potential energy dominates.

By using Hubble-normalized variables we find that the scalar field diverges into the past. This
fact does not preclude the divergence of the scalar field towards the future. It is well-kown that
in the initial singularity the scalar field diverges. So, in order to study the dynamics close to
the initial singularity we must study that limit. With this purpose we assume some regularity
conditions on the potential and coupling function.

We prove, for a general class of models, that the asymptotic structure of solutions towards the
past is simple and regular. Also, it is independent on the features of the potential, the coupling
function and the background matter. Additionally, we find the existence of scaling solutions in
this limit. These solutions are of great importance in cosmology.
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Introducción

La cosmoloǵıa es la ciencia que estudia el origen, la evolución y el destino del Universo. Según

los datos observacionales los astrof́ısicos de la actualidad han llegado a la conclusión de que este

se encuentra en una fase de expansión acelerada. Para tratar de explicarlo algunos plantean

que existe un tipo de enerǵıa con presión negativa que constituye alrededor del 70 porciento

del Universo, aunque no se ha podido detectar por mediciones dinámicas. Este tipo de materia

es no luminosa por lo que se le llama Enerǵıa Oscura.

Se han propuestos varios modelos cosmológicos en donde está presente la enerǵıa oscura. Los más

interesantes debido a su basamento firme en la f́ısica fundamental son los campos escalares de

quintaesencia. Estos modelos son descritos mediante un campo escalar ordinario mı́nimamente

acoplado a la gravedad.

Muchos modelos de quintaesencia asumen que el fluido de fondo y la enerǵıa oscura evolucionan

independientemente, su generalización más natural son modelos que muestran acoplamiento

no mı́nimo entre ambas componentes. Aunque las observaciones en el sistema solar imponen

severas restricciones sobre la posibilidad de acoplamiento no mı́nimo entre la enerǵıa oscura y

la materia ordinaria es posible suponer (al menos fenomenológicamente) que la materia oscura

no tenga esta suerte y que pueda tener interacciones adicionales (no gravitacionales) entre la

materia oscura y la enerǵıa oscura sin conflicto con las observaciones.

Para estudiar este tipo de modelos existen diferentes alternativas: Soluciones Exactas, Numéri-
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Introducción 2

cas, Topológicas, Perturbativas y Cualitativas. Dentro de las cualitativas está La Teoŕıa de los

Sistemas Dinámicos muy conveniente para la determinación del comportamiento asintótico en

el pasado y en el futuro de modelos cosmológicos, particularmente cuando las ecuaciones que

lo definen son un sistema finito y autónomo de ecuaciones diferenciales.

Por todo lo anterior la hipótesis de investigación de la cual se parte presupone que es posible

realizar un análisis cualitativo del modelo si se tiene que la forma funcional del potencial y la

función de acoplamiento son arbitrarias.

Entonces se toma como objetivo principal analizar y caracterizar el espacio de fase correspon-

diente a un modelo cosmológico inspirado en teoŕıas escalares-tensoriales con acoplamiento no

mı́nimo, donde no se especifica la forma funcional del potencial y de la función de acoplamiento.

Los siguientes objetivos espećıficos tributan al objetivo principal de la presente tesis:

Investigar un modelo cosmológico que pueda tener soluciones escalantes (aquellas donde

la densidad de enerǵıa oscura y la densidad de la materia de fondo son proporcionales).

Analizar bajo qué condiciones generales puede escogerse arbitrariamente la forma fun-

cional del potencial y de la función de acoplamiento para soluciones cosmológicas en una

vecindad de la singularidad inicial.

La novedad de los resultados presentados en esta tesis radica en la posibilidad de extraer

información útil sobre la dinámica de la expansión cósmica, de la vecindad de la singularidad

inicial, y la existencia de soluciones escalantes en modelos escalar-tensoriales de quintaesencia

con acoplamiento no-mı́nimo y potenciales de autointeracción arbitrarios, a través del estudio

de las propiedades asintóticas de estos modelos.

La tesis está formada por tres caṕıtulos, el primero de los cuales contiene una fundamentación
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teórica de la Cosmoloǵıa Estándar y de la Teoŕıa de los Sistemas Dinámicos. En el segundo

caṕıtulo se hace un análisis completo del modelo que se propone, y en el tercero se exponen los

resultados más importantes a partir del estudio realizado, aśı como su interpretación f́ısica.



Caṕıtulo 1

Los Modelos Cosmológicos desde la
Perspectiva de los Sistemas Dinámicos

En 1998 dos grupos de investigadores, uno dirigido por Saul Perlmutter (Supernova Cosmology

Project Collaboration) y el otro por Brian Schmidt (Supernova Search Team Collaboration),

de forma independiente descubrieron que nuestro Universo se encuentra en una fase de ex-

pansión acelerada. Estas y otras observaciones han permitido establecer un nuevo paradigma

cosmológico. En este nuevo paradigma se ha establecido el contenido material del Universo que

observamos hoy.

Existen muchos modelos los cuales permiten describir la fase actual de expansión acelerada del

Universo. Algunos de estos modelos incluyen la enerǵıa oscura [1] como causante de la expansión

acelerada, y otros modelos no incluyen a la enerǵıa oscura.

Para describir la enerǵıa oscura algunos autores proponen un campo de naturaleza escalar. A

estos modelos con campos escalares, que representan una constante cosmológica dinámica, se

les denomina Modelos de Quintaesencia.

1.1. Los modelos cosmológicos

Los modelos cosmológicos representan el universo en una escala particular [2].
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Los Modelos Cosmológicos desde la Perspectiva de los Sistemas Dinámicos 5

Cada modelo cosmológico queda definido especificando ([3, 4, 5, 6, 7, 8]):

(1) la geometŕıa del espacio-tiempo1, que se determina por la métrica gαβ(xγ).

(2) la materia presente, que se determina por el tensor de enerǵıa-momento Tα β.

(3) la interacción entre la geometŕıa y la materia (ver [9]) que está representada por las

ecuaciones de Einstein del campo gravitatorio (EEC) dadas por

Gα β ≡ 8πGTα β
2 (1.1.1)

donde Gα β es el tensor de Einstein, G es la constante de gravitación y Tα β es el tensor

de enerǵıa momento. A través de las identidades de Bianchi (contráıdas dos veces), se

garantiza la conservación del tensor de enerǵıa-momento total

∇βG
α β = 0 ⇒ ∇βT

α β = 0 , (1.1.2)

Usualmente se toma como hipótesis una idealización de la materia. En esta tesis se tomarán

fuentes materiales del tipo fluido perfecto no inclinado y campo escalar.

Las fuentes del tipo fluido perfecto y campo escalar se describen de la siguiente manera:

1. Un fluido perfecto no inclinado es descrito por su 4-velocidad ~u (la cual es la 4-velocidad

fundamental), su densidad de enerǵıa ρ y su presión p, con ecuación de estado barotrópica

p = p(ρ). El tensor de enerǵıa–momento es

Tα β = ρuαuβ + p(gα β + uαuβ), uαu
α = −1, (1.1.3)

Se trabajará con una ecuación de estado de la forma p = (γ − 1)ρ, donde γ es una

constante que puede tener los valores: γ = 1 (polvo), y γ = 4/3 (radiación), especialmente

1La geometŕıa del espacio-tiempo generalmente está descrita por la Relatividad General(este tipo de descrip-
ción es el que será usado en la presente investigación)[10, 11, 12, 13]

2Se emplearán unidades geométricas donde c = 1 = 8πG/c2 para un fácil manejo del modelo.



Los Modelos Cosmológicos desde la Perspectiva de los Sistemas Dinámicos 6

para etapas tempranas del Universo, γ = 0 que corresponde a la Constante Cosmológica

(CC) y el valor γ = 2 es en ocasiones considerado, correspondiendo a un fluido “ŕıgido”,

y γ > 2 corresponde a fluidos con propagación supralumı́nica, estos últimos no tienen

mucho sentido f́ısico porque las velocidades en él son mayores a la velocidad de la luz. Se

tomarán de acuerdo a los supuestos de la investigación que 0 ≤ γ ≤ 2, y γ 6= 4/3.

2. Un campo escalar es descrito por un tensor de enerǵıa–momento de la forma

Tα β = ∇αφ∇βφ−
[

1

2
∇γφ∇γφ+ V (φ)

]

gα β, (1.1.4)

Si ∇αφ es temporal, podemos definir un vector temporal ~u normal a las superficies φ =

const. :

uα =
∇αφ

(−∇γφ∇γφ)
1
2

.

Entonces, Tα β tiene la forma algebráica de un fluido perfecto, con,

ρ = −1

2
∇αφ∇αφ+ V (φ), p = −1

2
∇αφ∇αφ− V (φ).

La ecuación del movimiento del campo escalar es descrita por la ecuación de Klein-Gordon

∇α∇αφ− V ′(φ) = 0.

1.1.1. La estructura de las ecuaciones de campo

Antes de analizar las posibilidad de resolver las ecuaciones de campo (1.1.1) consideraremos

algunas de las propiedades f́ısicas y matemáticas mas importante.

La ecuaciones de campo (en unidades geometrizadas) se pueden escribir como

Gα β = Tα β.

Ellas pueden ser interpretadas de tres formas diferentes [10]:
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1. Las ecuaciones de campo son ecuaciones diferenciales para determinar el tensor métrico

gα β para un tensor de enerǵıa-momento dado. O sea, primero se especifica la distribución

de materia y luego se resuelven las ecuaciones para establecer la geometŕıa resultante.

El caso más importante es cuando Tα β = 0, en este caso nos concentraŕıamos en las

soluciones de vaćıo.

2. Las ecuaciones del campo son ecuaciones las cuales pueden resolverse para obtener el ten-

sor de enerǵıa-momento una vez dado el tensor métrico. Se pensó originalmente que esta

podŕıa ser una forma productiva de determinar ternsores de enerǵıa-momento. Simple-

mente se selecionan diez funciones arbitrarias de las coordenadas, o sea, el tensor simétrico

gα β, luego se calcula Gα β y se obtiene Tα β mediante las ecuaciones de campo. Rara vez

esto funciona en la práctica por que el tensor Tα β resultante usualmente no tiene sentido

f́ısico y puede violar las condiciones de enerǵıa. En particular, frecuentemente la densidad

de enerǵıa se hace negativa en alguna región, la cuál se rechaza como f́ısica debido a que

el carácter positivo de la densidad de enerǵıa domina las teoŕıas de la gravitación.

3. Las ecuaciones de campo consisten de diez ecuaciones conectando veinte cantidades, las

diez componentes del tnesor métrico gα β y las diez componentes de de Tα β. Luego, des-

de este punto de vista, las ecuaciones del campo pueden verse como ligaduras sobre la

selección simultánea de gα β y Tα β. Este acercamiento se utiliza cuando especificamos

parcialmente la geometŕıa y la distribución de materia del universo a partir de considera-

ciones f́ısicas. Aśı, las ecuaciones se utlizan para ensayar y completar ambas cantidades

simultáneamente.
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Determinación y no linealidad.

En el caso más simple en el que consideramos resolver Gα β = 0 para gα β. A primera vista el

problema parece bien planteado: existen diez ecuaciones y diez incógnitas gα β. Sin embargo,

las ecuaciones no son todas independientes, sino que están conectadas por cuatro restricciones

diferenciables, a saber, las identidades de Bianchi (1.1.2). De esta manera nos enfrentamos a

un problema indeterminado, por que hay menos ecuaciones que incógnitas. No se puede, sin

embargo, esperar que el sistema sea determinado para cualquier conjunto gα β, dado que ellas

pueden transformarse de acuerdo a cuatro transformaciones coordenadas

xα → x′α = x′α(x), (α = 0, 1, 2, 3).

Podemos de hecho usar estos cuatro grados de libertad para imponer cuatro condiciones a gα β,

llamadas condiciones coordenadas o de calibración. Por ejemplo podemos introducir coorde-

nadas normales o Gaussianas en las cuales g00 = −1, g0α = 0. Las restantes seis incógnitas

pueden ser determinadas por las seis ecuaciones independientes.

Las ecuaciones de campo son muy dif́ıciles de tratar debido a que son no lineales. Por tanto,

no existe un Principio de Superposición; o sea, que dadas dos soluciones, no podemos sumarlas

para obtener una tercera solución. Visto de esta manera esto significa que no es posible analizar

el complicado problema f́ısico separándolo en partes más simples. La no linealidad se revela

f́ısicamente a śı misma: si bien las fuentes materiales crean un campo gravitatorio, que es una

deformación de la geometŕıa subyacente, la propia materia se tiene que mover según dicta esa

geometŕıa, y aśı sucesivamente. Visto de otra manera, el campo gravitatorio se acopla a si

mismo. Esta no linealidad implica que las ecuaciones del campo, en general, son muy dif́ıciles

de resolver.
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La mayoŕıa de las soluciones exactas obtenidas hasta la fecha, se obtuvieron imponiendo condi-

ciones de simetŕıa, siendo la la simetŕıa esférica la más simple de ellas.

Es conocido que las ecuaciones en derivadas parciales no lineales admiten una amplia clase de

soluciones, muchas de las cuales son no f́ısicas. Puede ser que un gran número de soluciones

exactas sean no f́ısicas también, dadas las hipótesis de simetŕıa impuestas para obtenerlas.

Idealmente se quiere conocer que dice la teoŕıa en situaciones f́ısicas importantes. En los casos

en que las simetŕıas están ausentes, o donde las hipótesis de simetŕıa no son suficientemente

fuertes para determinar una solución, entonces debemos recurrir a métodos aproximados. Es-

tos métodos se basan en que la mayoŕıa de los campos gravitacionales que se encuentran en

la naturaleza son débiles. También podemos valernos de la debilidad de los campos gravita-

ciones lejos de las fuentes para aplicar los métodos aproximados. También podemos aplicar

métodos asintóticos aplicados a fuentes aisladas. La debilidad significa, desde el punto de vista

matemático, que unas ecuaciones son más importantes que otras.

1.2. Fundamentos de la Cosmoloǵıa Estándar

1.2.1. Homogeneidad e Isotroṕıa: La métrica de Robertson-Walker

El Principio Cosmológico describe al universo como homogéneo e isótropo (ver [14]) en la macro–

escala. Esto significa que el universo es uniforme, el mismo en todas partes (homogeneidad), y en

cualquier dirección (isotroṕıa). A partir de las observaciones en galaxias y cúmulos de galaxias

se evidencia que en la pequeña escala, el universo ni es homogéneo ni es isótropo, luego, para

invocar el principio cosmológico, debemos presumir una escala suficientemente grande donde

pueda afirmarse como válido.
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El espacio-tiempo más general consistente con la homogeneidad y la isotroṕıa es:

ds2 = −dt2 + a2(t)dx2 + a2(t)f 2(x)(dϑ2 + sin2 ϑ dϕ2), (1.2.5)

donde f(x) puede ser f(x) = sinhx, f(x) = x o f(x) = sinx. Este es un hecho puramente

geométrico, independiente de los detalles de la Teoŕıa General de la Relatividad. Se utilizaron

las coordenadas polares esféricas (x, ϑ, ϕ) dado que la isotroṕıa espacial implica simetŕıa esférica

en cada punto. El tiempo t, es el tiempo comóvil3. El factor de escala del universo es a(t) y

representa la diferencia entre dos puntos del espacio en un tiempo determinado. A partir de

este se mide el ritmo de expansión del universo dado por el parámetro de Hubble H = ȧ(t)
a(t)

.

Haciendo un simple cambio a la coordenada radial se tiene un nuevo elemento de ĺınea de la

forma:

ds2 = −dt2 + a(t)2

(

dr2

1 − kr2
+ r2dΩ2

)

, dΩ2 =
(

dθ2 + sin2 θdϕ2
)

, (1.2.6)

donde

1. k = −1 si f(x) = sinhx

2. k = 0 si f(x) = x

3. k = 1 si f(x) = sinx

Geométricamente k describe la curvatura de las secciones espaciales, describiendo al universo

abierto si k = −1, plano si k = 0 y cerrado si k = 1.

1.2.2. Dinámica: Las ecuaciones de Friedmann

Como se mencionó la métrica Robertson Walker (RW) es consecuencia de la homogeneidad e

isotroṕıa de las secciones espaciales.

3el tiempo comóvil es el tiempo medido por un observador localizado en coordenadas espaciales constantes.
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La dinámica del universo está descrita mediante ecuaciones diferenciales que gobiernan al factor

de escala. Estas se obtienen al aplicarle las ecuaciones de Einstein a la métrica RW.

El tensor de enerǵıa momento con presión isotrópica es compatible con esta métrica. Este tensor

toma la forma:

Tuv =

(

ρ 0
0 pgij

)

donde gij representa la métrica espacial.

A partir de aqúı se obtienen dos ecuaciones independientes:

1. La primera es conocida como ecuación de Friedmann:

H2 ≡ ȧ

a

2

=
1

3

∑

i

ρi −
k

a2
(1.2.7)

donde el punto denota la derivada con respecto al tiempo cósmico y el ı́ndice i denota

los posibles tipos de enerǵıa del universo. Esta ecuación es una restricción puesto que no

podemos especificar libremente a ȧ, porque está determinada en términos de la densidad

de enerǵıa y de la curvatura.

2. La segunda ecuación corresponde a una ecuación de evolución dada por:

ä

a
+

1

2

ȧ

a

2

= −1

2

∑

i

ρi −
k

2a2
(1.2.8)

Combinando las ecuaciones 1.2.7 y 1.2.8 se obtiene la ecuación de aceleración

ä

a
= −1

6

∑

i

(ρi + 3pi) (1.2.9)

La ecuación de Friedmann relaciona el ritmo de crecimiento del factor de escala llamado

parámetro de Hubble al contenido total de la densidad de materia del universo. Podemos usar

esta ecuación para definir en un tiempo dado la densidad cŕıtica ρc = 3H2
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Podemos entonces definir un parámetro de densidad Ωtot ≡ ρ
ρc

que relaciona la densidad de

enerǵıa total del universo con su geometŕıa local según:

Ωtot > 1 ⇔ k = +1

Ωtot = 1 ⇔ k = 0

Ωtot < 1 ⇔ k = −1

La conservación de la enerǵıa es expresada en TGR por la nulidad de la divergencia covariante

del tensor de enerǵıa momento

∇µT
µη = 0

Aplicando esto a la métrica de Robertson-Walker y el tensor de enerǵıa-momento de un fluido

perfecto conduce a una sola ecuación de conservación:

ρ̇+ 3H(ρ+ p) = 0

Esta ecuación no es independiente de la ecuación de Friedmann y de la de aceleración, pero se

necesita por consistencia. Ella implica que la expansión del universo puede conducir a cambios

locales de la densidad de enerǵıa.

Resolviendo la ecuación de conservación obtenemos cómo evoluciona la densidad de enerǵıa en

función del factor de escala:

ρ(a) ∝ 1

a(t)3(1+ω)

Polvo y radiación son los tipos de enerǵıa relevantes en los inicios de la evolución. En años

recientes se ha hecho claro que la densidad de enerǵıa dominante en el universo actual, sino

enerǵıa oscura. Esta componente se caracteriza por tener un parámetro de ecuación de estado

ω < −1
3
.



Los Modelos Cosmológicos desde la Perspectiva de los Sistemas Dinámicos 13

1.2.3. Enerǵıa Oscura

Si la Relatividad General es correcta, la aceleración cósmica implica que debe existir una den-

sidad de enerǵıa oscura la cual disminuye lentamente con la expansión del universo. Esto puede

verse directamente a partir de la ecuación 1.2.7, la que implica que:

ȧ2 ∝ a2ρ+ cte

De esta relación se puede deducir que la única forma de que exista aceleración en un universo

en expansión es si ρ decrece más lentamente que a−2. Ni la materia (ρm ∝ a−3) ni la radiación

(ρr ∝ a−4) satisfacen esta condición. La densidad de vaćıo es estrictamente constante, pero los

datos son consistentes con fuentes de enerǵıa oscura distribuidos uniformemente y que vaŕıan

lentamente con el tiempo. La posibilidad más simple en este sentido involucra el mismo tipo

de fuente t́ıpicamente invocada en los modelos de inflación en el inicio del universo, un campo

escalar φ con un rodamiento suave sobre su potencial, conocido como quintaesencia [15, 16].

La densidad de enerǵıa del campo escalar es la suma de las enerǵıas cinéticas, gradiente y

potencial del mismo,

ρφ =
1

2
φ̇2 + V (φ). (1.2.10)

Para un campo homogéneo (∇φ ≈ 0,) la ecuación del movimiento del universo en expansión es:

φ̈+ 3Hφ̇+ V ′(φ) = 0 (1.2.11)

Si la pendiente del potencial es bastante plana, tendŕıamos soluciones para las cuales es casi

constante a lo largo del espacio y evolucionando gradualmente con el tiempo, la densidad de

enerǵıa es:

ρφ ≈ cte. (1.2.12)
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Por tanto, un campo escalar con rodar lento es un candidato apropiado para la enerǵıa oscura.

Hasta la fecha se han considerado campos escalares que tienden gradualmente a cero. Estos

pueden tener propiedades cosmológicas interesantes, incluyendo comportamiento escalante que

hacen que la densidad de enerǵıa actual sea independiente en gran medida de las condiciones

iniciales.

Ellos no proveen, sin embargo, una solución al problema de la coincidencia porque la era en la

cual el campo escalar comienza a dominar sigue estando determinada por parámetros ajustados

finamente en la teoŕıa.

1.2.4. Acoplamiento entre la Enerǵıa Oscura y la Materia Oscura

Muchos modelos de quintaesencia asumen que la materia de fondo y la enerǵıa oscura evolu-

cionan independientemente, de modo que su generalización son modelos con acoplamiento no

mı́nimo entre ambas componentes. Aunque los resultados experimentales del sistem solar impo-

nen restricciones sobre la posibilidad entre la enerǵıa oscura y la materia ordinaria [17] , dada la

naturaleza desconocidad de la materia oscura es posible tener interacciones no gravitacionales

entre las componentes de enerǵıa oscura y materia oscura sin conflicto con las observaciones.

Como los modelos con acoplamiento no mı́nimo implican interacción (intercambio de enerǵıa)

entre la materia oscura y la enerǵıa oscura estos modelos pueden aportan nuevos rasgos cualita-

tivos al problema de la coincidencia [18, 19]. Se ha mostrado que, en particular, un acoplamiento

adecuado puede generar soluciones escalantes que sean libres del problema de la coincidencia.
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1.3. Sistemas dinámicos en cosmoloǵıa

Un sistema dinámico es un sistema complejo que cambia o evoluciona en el tiempo. En cos-

moloǵıa muchos modelos, que describen al Universo en el pasado y el futuro, se expresan

mediante sistemas dinámicos. Estos sistemas son casi siempre no lineales, por lo que es muy

dif́ıcil obtener una solución exacta de ellos, es entonces cuando se emplean v́ıas alternativas

dentro de las cuales están los métodos cualitativos que posibilitan caracterizar el modelo sin

tener que resolverlo expĺıcitamente.

1.3.1. Linealización de una ED no lineal

Una ecuación diferencial que representa la evolución de un modelo del universo en un espacio

de estados X se define por:

x′ = f(x), f : X ⊂ R
n → R

n (1.3.13)

donde se asume que f es al menos de clase C1 y generalmente es una función no lineal. Se dice

que es una ecuación diferencial autónoma porque la función f no depende expĺıcitamente de t.

El vector x ∈ Rn es llamado vector de estado del sistema y Rn es llamado espacio de estado o

espacio de fase.

Una solución de la ecuación diferencial (1.3.13) es una función ψ : R → Rn la cual satisface

que ψ′(t) = f(ψ(t)), para todo t ∈ R en el dominio de ψ. La imagen de la curva solución ψ en

Rn es llamada órbita de la ED. Esto implica que el campo vector f es tangente a la órbita que

pasa por x. La evolución del sistema en el tiempo es descrito por el movimiento de un punto

x ∈ Rn representando el estado del sistema f́ısico a través de una órbita de la ED en Rn.

Para obtener una información cualitativa sobre las soluciones de un sistema de ecuaciones

diferenciales no lineal como (1.3.13) hay que realizar su linealización en cada punto cŕıtico a.



Los Modelos Cosmológicos desde la Perspectiva de los Sistemas Dinámicos 16

Esto nos permite, en caso que sea posible, caracterizar la estabilidad local del sistema en la

vecindad del punto cŕıtico mediante el análisis del flujo de su linealización [20, 21, 22, 23, 24, 25].

Definición 1.3.1 Un punto a ∈ Rn se dice que es un punto cŕıtico de la ED (1.3.13) si

satisface que f(a) = 0.

Para definir el flujo asociado a la ecuación diferencial (1.3.13) se debe hacer notar que siempre

es posible modificar (1.3.13) con f ∈ C1(Rn) de manera tal que las órbitas no se modifiquen,

pero tal que todas las soluciones estén definidas para todo t ∈ R (ver la def 4.1, [25], pp 88).

Definición 1.3.2 Dada la ED (1.3.13) donde f : X ⊂ R
n → R

n es de clase C1(Rn), tal que

sus órbitas están definidas para todo t ∈ R. Sea ψa(t) : (c, d) ⊂ R → R
n la única solución

maximal que satisface ψa(0) = a ∈ R
n, donde (c, d) denota el intervalo máximo de definición.

El flujo de la ED se define como un grupo monoparamétrico de aplicaciones {Φt}t∈R tales que

Φt : X ⊂ R
n → R

n y Φt(a) = ψa(t) para todo a ∈ X ⊂ R
n.

La aproximación lineal de f se escribe a partir de la matriz de derivadas

A = Df(a) =

(

∂fi

∂xj

)

|x=a, i, j = 1, . . . , n, (1.3.14)

(donde fi son las funciones componentes de f) según:

f(x) = f(a) + A(x− a) +R(x, a), (1.3.15)

donde A(x − a) denota la matriz n × n de derivadas evaluada en a actuando sobre el vector

x− a, y R(x, a) es el término residual4.

4Del Análisis Matemático real en varias variables se tiene que si f es de clase C1(Rn), entonces la magnitud
del error ‖R(x, a)‖ tiende a cero más rápido que la magnitud del desplazamiento ‖x − a‖.
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Si a ∈ R
n es un punto cŕıtico de (1.3.13), podemos usar (1.3.15) suponiendo que f es de clase

C1(Rn) para escribir (1.3.13) en la forma

(NL) : ẋ = A(x− a) +R(x, a) (1.3.16)

Haciendo u = x− a podemos asociar a la ED no lineal la ED lineal

(L) : u̇ = Au (1.3.17)

la cual es llamada la linealización de (NL) en el punto cŕıtico a ∈ R
n.

En general, para un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales (1.3.13), es sumamente dif́ıcil

determinar expĺıcitamente el flujo asociado dado que no existen métodos de solución generales.

El propósito de aplicar técnicas de la teoŕıa cualitativa de los sistemas dinámicos es precisamente

describir propiedades del flujo no lineal sin conocerlo expĺıcitamente.

1.3.2. Conjuntos α y ω ĺımites

Sea la la ED x′ = f(x), con x ∈ R
n, la evolución de un sistema f́ısico cuyo flujo asociado es

{φt}t∈R. En este caso el comportamiento del sistema cuando t→ ∞, comenzando en un estado

inicial a. Para analizar este tipo de comportamiento se introduce la siguiente definición:

Definición 1.3.3 (Conjunto ω-ĺımite [21, 20]) Consideremos la ED x′ = f(x) en R
n, y el

flujo asociado {Φt}t∈R. Dado un punto inicial a ∈ R
n, se dice que un punto p ∈ R

n es un punto

ω-ĺımite de a si existe una sucesión {tn}, con ĺımn→∞ tn = ∞, tal que ĺımn→∞ Φtn(a) = p. El

conjunto de todos los puntos ω-ĺımites de a es llamado conjunto ω-ĺımite de a, y se denota

ω(a)5.

De forma análoga se define el conjunto α-ĺımite tomando tn → −∞
5Es importante notar que los conjuntos ω-ĺımite son no vaćıos [20, 21]
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Proposición 1.3.1 ( [21, 20]) Un conjunto w-ĺımite, w(a), de un flujo {Φt} es una órbita

completa del flujo, o es la unión de una o varias órbitas completas.

El conjunto ω(a) describe el comportamiento asintótico del futuro del sistema f́ısico cuando

comienza en el estado inicial a y el conjunto α(a) describe el comportamiento asintótico del

sistema f́ısico hacia el estado inicial a. Esto motiva que se defina el concepto de atractor6.

Cuando el espacio de estados es compacto cada órbita tendrá asociado un conjunto α y ω ĺımites

no vaćıos, aśı existirán atractores, tanto del pasado como del futuro.

Definición 1.3.4 (Atractor [26]) Dado un flujo Φt en Rn el atractor del futuro (pasado) A+

(A−) es el conjunto invariante cerrado más pequeño tal que ω(a) ⊂ A+ (α(a) ⊂ A−) para todo

a ∈ Rn excepto por un conjunto de medida cero.

Conjuntos invariantes

En la teoŕıa de sistemas dinámicos un concepto de mucha importancia es el de conjunto inva-

riante.

Definición 1.3.5 ( [23]) Un conjunto Λ ⊂ M se dice que es invariante bajo el flujo Φt si

Φt(x) ∈ Λ para todo x ∈ Λ y para todo t ∈ R. Los conjuntos invariantes se dicen que son

positivamente (negativamente) invariantes si las órbitas de sus elementos permanecen dentro

del conjunto invariante para t ≥ 0 (t ≤ 0).

Existen distintos tipos de conjuntos invariantes entre ellos: los puntos cŕıticos, ciclos, órbitas

cerradas y órbitas correspondientes a cada punto regular. En particular los puntos cŕıticos y las

órbitas cerradas atraen o repelen órbitas del espacio de fase que no están contenidos en ellos.

Se caracterizarán las órbitas más importantes.

6El atractor de un flujo es el conjunto invariante más pequeño que atrae a la mayoŕıa de las órbitas
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Definición 1.3.6 Sea x0 un punto ordinario, la órbita γ(x0) se dice que es periódica si existe

un T > 0 tal que ΦT (x0) = x0.

Definición 1.3.7 Sea x0 un punto ordinario, tal que γ(x0) es no periódica, se dice que es

recurrente si para toda vecindad ϑ(x0) y para todo T ∈ R existe un t > T tal que Φt(x0) ∈ ϑ(x0).

Definición 1.3.8 Una órbita se llama órbita homocĺınica si ella conecta a un punto cŕıtico

consigo mismo.

Proposición 1.3.2 (Proposición 4.1 de [25], pp 92) Consideremos la EDO x′ = f(x), x ∈

R
n con flujo Φt. Sea Z : R

n → R una función de clase C1 (Rn) la cual satisface Z ′ = αZ, donde

α : R
n → R es una función continua. Entonces los subconjuntos de R

n definidos por Z > 0,

Z = 0, Z < 0 son conjuntos invariantes del flujo Φt.

Las funciones monótonas hacen posible la simplificación de la dinámica de un modelo y pueden

utilizarse para determinar los atractores del pasado y del futuro. El concepto de monotońıa se

relaciona con el de conjunto invariante como sigue:

Definición 1.3.9 Dado el flujo Φt sobre R
n, si S un conjunto invariante de Φt, y Z : S → R

es una función continua entonces Z es una función monótona decreciente (creciente) para el

flujo sobre S (ver definición en la referencia [25], pp 93) si para todo x ∈ S, Z (Φt(x)) es una

función monótona decreciente (creciente) de t.

Se pude además formular la siguiente proposición:

Proposición 1.3.3 (Ref. [25], pp 93) Sea S ⊂ R un conjunto invariante del flujo Φt. Si

existe una función monótona Z : S → R sobre S, entonces S no contiene puntos cŕıticos,

órbitas periódicas, órbitas recurrentes u órbitas homocĺınicas.
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En particular, es posible obtener información acerca de los conjuntos α y ω-ĺımite y los atrac-

tores del pasado y el futuro utilizando de manera combinada el Principio de Invariacia de

LaSalle (teorema (1.3.4)) y el Principio de Monotońıa (teorema (1.3.5)).

Teorema 1.3.4 (Principio de Invariacia de LaSalle [25], pp 103) Consideremos la ED:

x′ = f(x) definida sobre R
n, con flujo Φt. Sea S un conjunto cerrado, acotado y positivamente

invariante (conjunto atrapante) de Φt y sea Z una función monótona C1. Entonces, para todo

x0 ∈ S, se cumple que ω(x0) ⊂ {x ∈ S| Z ′ = 0} , donde Z ′ = ∇Z · f.

El siguiente teorema puede ser considerado como una generalización del teorema (1.3.4).

Teorema 1.3.5 (Principio de Monotońıa [25], pp 103) Sea Φt un flujo sobre R
n y S un

conjunto invariante. Sea Z : S → R una función de clase C1 (Rn) cuyo rango es el intervalo

(a, b) donde a ∈ R ∪ {−∞}, b ∈ R ∪ {+∞}, a < b. Si Z es decreciente sobre órbitas en

S, entonces para todo x ∈ S, ω(x) ⊂ {s ∈ S̄ − S|limy→sZ(y) 6= b} y α(x) ⊂ {s ∈ S̄ −

S|limy→sZ(y) 6= a}, siendo ω(x) (α(x)) el conjunto de los atractores del pasado (atractores del

futuro) correspondientes al punto x.

1.3.3. Caracterización de los subespacios y variedades invariantes

Sea la ecuación diferencial x′ = Ax definida en R
n podemos determinar los valores propios de

la matriz A y los vectores propios asociados los cuales generan tres subespacios de R
n : Es, Eu

y Ec. De esta forma el espacio de estados es particionado como se muestra a continuación:

Es ⊗ Eu ⊗ Ec = R
n. (1.3.18)

El subespacio Es se denomina subespacio estable y contiene todos los vectores propios asociados

a los valores propios que tienen parte real negativa, Eu se denomina subespacio inestable y
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está formado por todos los vectores propios asociados a los valores propios con parte real

positiva, Ec que es el subespacio centro generados por los vectores propios cuyos valores propios

tienen parte real nula. Los subespacios estable e inestable se caracterizan por las propiedades

siguientes:

x ∈ Es ⇒ ĺım
t→∞

eAtx = 0 (1.3.19)

x ∈ Eu ⇒ ĺım
t→−∞

eAtx = 0. (1.3.20)

Esto describe el comportamiento asintótico: todos los estados iniciales en el subespacio estable

son atráıdos por el punto cŕıtico x = 0 y todos los estados iniciales en el subespacio inestable

son repelidos por x = 0.

Si el sistema no es lineal se pueden definir las variedades E (s,u,c) (variedad estable, inestable

y centro, respectivamente) en el punto cŕıtico, estas variedades son tangentes a los corres-

pondientes subespacios E(s,u,c) de la linealización en el punto cŕıtico (subespacio estable, in-

estable y centro, respectivamente). Todos los puntos en Es convergen asintóticamente al punto

cŕıtico cuando el tiempo transcurre (t → ∞), mientras que todas las órbitas en Eu convergen

asintóticamente al punto fijo cuando t → −∞. La variedad Ec contiene todas las órbitas cuyo

comportamiento asintótico no puede deducirse mediante el análisis lineal.

Equivalencia Topológica

Definición 1.3.10 Se dice que un punto cŕıtico es hiperbólico si cada valor propio λ de la

matriz A tiene parte real no nula.

Un sistema de ecuaciones diferenciales lineal tiene asociado el flujo
{

Φ̄t

}

t∈R
definido por

Φ̄t : ā ∈ Ū = V (0) ⊂ R
n → R

n; ā→ ā etA (1.3.21)
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el cual es (localmente) topológicamente equivalente al flujo del sistema no lineal si a es un

punto cŕıtico hiperbólico. Este resultado es conocido como teorema de Hartman-Grobman y se

formula de la manera siguiente:

Teorema 1.3.6 (Hartman-Grobman [27]) Sea a un punto cŕıtico de la ED x′ = f(x) en

R
n, donde f : X ⊂ R

n → R
n es una aplicación de clase C1(R). Si todos los valores propios

λi, i ∈ {1, . . . , n}, de la matriz A = Df(a) satisfacen Re(λi) 6= 0, ∀i ∈ {1, . . . , n} entonces

existe un homeomorfismo h : Ū → U de una vecindad Ū de 0 sobre una vecindad U de a que

mapea órbitas del flujo lineal {etA}t∈R sobre órbitas del flujo no lineal Φt de la ED (1.3.13),

preservando la dirección del parámetro t.

Cuando la matriz A tiene valores propios puramente imaginarios y, en particular, cuando tiene

un valor propio cero el análisis es más complicado que en el caso de los puntos estacionarios

hiperbólicos. En este caso no se puede aplicar el teorema de Hartman-Grobman. No obstante

existe una generalización de este teorema a puntos estacionarios no hiperbólicos el cual reduce el

estudio del comportamiento cualitativo de un sistema en las cercańıas de un punto estacionario

al estudio de las soluciones en la variedad central.

Teorema 1.3.7 (Variedad Central) Sea Φt el flujo de la ED (1.3.13) entonces existe local-

mente una variedad centro, Es conteniendo el origen y siendo invariante bajo Φt tal que Ec tiene

un espacio tangente Ec en x = 0. Esta variedad puede ser cerrada y de clase Ck para k ∈ N.

Además existen dos variedades localmente suaves Es y Eu estables e inestables respectivamentes,

las cuales contienen a x = 0, y son invariantes bajo Φ, tienen los espacios tangentes Es y Eu

respectivamente y son tales que Φt|Es es una contracción y Φt|Eu es una expansión.

Este teorema es usado para la realización de los cálculos que aportarán una información concreta
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de la naturaleza de las soluciones.



Caṕıtulo 2

Quintaesencia con acoplamiento no
mı́nimo a la materia oscura

La TGR tiene muchas teoŕıas alternativas. Una de estas es la Teoŕıa Escalar-Tensorial(TET)

[28, 29]. En esta teoŕıa no solo se combinan dos tipos de campo, el campo escalar y el tensor

métrico, sino que se construye a partir de fundamentos sólidos de la TGR en donde el campo

escalar juega un papel importante, debido a que está acoplado de forma no mı́nima.

Los ĺımites observacionales a las TETs incluyen pruebas en el sistema solar [30] y pruebas

cosmológicas tales como las restricciones de la nucleośıntesis primordial [31]. La acción para

una clase general de TETs, escrita en el llamado marco de Einstein (ME) está dada por [32]:

SME =

∫

M4

d4x
√

|g|
{

1

2
R− 1

2
(∇φ)2 − V (φ) + χ(φ)−2Lm

}

(2.0.1)

En esta ecuación R es el escalar de curvatura, φ es el campo escalar, relacionado mediante trans-

formaciones conformes [33] con el campo de Brans-Dicke, χ. El potencial de autointeracción del

campo escalar es V (φ), χ(φ)−2 es el acoplamiento materia-enerǵıa oscura, Lm(µ,∇µ, χ(φ)−1gαβ)

es la densidad Lagrangiana de materia y µ denota los grados de libertad de la materia.

La más simple TET de la gravedad es la Teoŕıa de Brans-Dicke (TBD) [28], en la cual el campo

escalar (redefinido), χ, actúa como la fuente del acoplamiento gravitacional con ’constante’

24
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de Newton G ∼ χ−1 variable y fue esencialmente motivada por discrepancias aparentes entre

las observaciones y las predicciones de campo débil de la Teoŕıa de la Relatividad de Einstein

(TGR) [34]. TETs más generales con parámetro de BD no constante, ω(χ), y con potencial

no nulo, V (χ), han sido formuladas, y las restricciones del Sistema Solar y las restricciones

astrof́ısicas sobre estas teoŕıas, y particularme de la TBD, han sido ampliamente estudiadas

[35]. Los ĺımites observacionales sobre el valor actual de ω0 no necesariamente restringe el valor

de ω en TETs más generales (que TBD) [20].

En los últimos años se han utilizado las TETs de la gravedad para predecir el universo en el

pasado, con énfasis en la existencia de modelos cosmológicos que tienen una singularidad inicial

o en los que el campo escalar actúa como fuente para la inflación [36].

La dinámica del universo homogéneo e isótropo desde las TETs, expone que nuestro universo

pudo comenzar a partir de un estado singular, con una densidad infinita y curvatura del espacio-

tiempo también infinita si se toma el marco de Einstein.

2.1. Modelo

Se considera la acción 2.0.1, la cual está inspirada en una TET, donde la materia y el campo

escalar de quintasencia están acopladas mediante la métrica escalar-tensorial χ(φ)−1gαβ [32].

En el ME se tiene que

∇αTαβ = −1

2
T
χ′(φ)

χ(φ)
∇βφ, T = Tα

α

donde

Tαβ = − 2
√

|g|
δ

δgαβ

{

√

|g|χ−2L(µ,∇µ, χ−1gαβ)
}

.
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La presente investigación concentra su estudio en universos FRW con elemento de ĺınea:

ds2 = −dt2 + a(t)2

(

dr2

1 − kr2
+ r2dΩ2

)

, dΩ2 =
(

dθ2 + sin2 θdϕ2
)

, (2.1.2)

donde r, θ y ϕ son las coordenadas angular, polar y azimutal respectivamente, t es el tiem-

po comóvil, a(t) es el factor de escala del universo, k es la curvatura del espacio-tiempo (se

considerarán secciones espaciales planas, o sea, k = 0).

Las ecuaciones cosmológicas derivadas de las ecuaciones de Einstein del campo son1:

la ecuación de Friedmann

3H2 =
1

2
φ̇2 + V (φ) + ρ (2.1.3)

la ecuación de Raychaihury

Ḣ = −1

2

(

γρ+ φ̇2
)

(2.1.4)

la ecuación del movimiento del campo escalar

φ̈+ 3Hφ̇+ V ′(φ) =
1

2
(4 − 3γ) ρ

χ′(φ)

χ(φ)
(2.1.5)

y la ecuación de conservación

ρ̇+ 3γHρ = −1

2
(4 − 3γ) ρφ̇

χ′(φ)

χ(φ)
(2.1.6)

La densidad de enerǵıa de la materia oscura es ρ, H es el escalar de Hubble, V (φ) es el potencial

de quintaesencia y χ(φ) la función de acoplamiento.

Este es un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales de orden dos acopladas en a(t) y φ

Aunque se toman arbitrarios la forma funcional del potencial y de la función de acoplamiento,

se utilizarán las siguientes hipótesis generales: V (φ) ∈ C3 y V (φ) ≥ 0, χ(φ) ∈ C3 con χ(φ) > 0.

Además ρ ≥ 0, 0 < γ < 2, γ 6= 4/3.

1En estas ecuaciones el punto denotará derivada con respecto a t y la coma la derivada con respecto al campo
escalar φ.
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De las ecuaciones (2.1.4-2.1.6) tenemos que (H, ρ, φ, φ̇) ∈ R
4 permanece en la hipersuperficie

definida por la restricción (2.1.3) y las restantes ecuaciones de evolución pueden ser escritas

como un sistema dinámico cuatro dimensional. Se ha considerado a φ̇ como una función inde-

pendiente. Aśı la ecuación de evolución para φ̇ es obtenida de la ecuación (2.1.5) la cual puede

ser escrita como:

dφ̇

dt
= −3Hφ̇− V ′(φ) +

1

2
(4 − 3γ) ρ

χ′(φ)

χ(φ)
(2.1.7)

Luego, el sistema (2.1.4,2.1.6,2.1.7) se complementa por:

dφ

dt
= φ̇ (2.1.8)

Las variables H, ρ, φ y φ̇ están sujetas a la restricción (2.1.3), definiendo un sistema dinámico

en el espacio de fase

Ω =

{

(H, ρ, φ, φ̇) ∈ R
4 : 3H2 =

1

2
φ̇2 + V (φ) + ρ

}

(2.1.9)

2.2. Análisis cualitativo

2.2.1. Comportamiento asintótico en el espacio de estados f́ısico

Primeramente se considera que la función potencial tiene un mı́nimo local V (0) = 0. Con esta

hipótesis el punto (0, 0, 0, 0) es un punto de equilibrio de (2.1.4, 2.1.6-2.1.8). Esto puede ser

usado para mostrar que un universo que inicialmente se expande, continúa expandiéndose en

el futuro. De hecho, el conjunto
{

(H, ρ, φ, φ̇) ∈ R
4 ∈ Ω : H = 0

}

es invariante bajo el flujo de

(2.1.4, 2.1.6-2.1.8) con restricción(2.1.3). Además, el signo de H es invariante. 2

Sin hipótesis restrictivas para χ(φ) la Proposición 2 de [37] puede ser generalizada a este

contexto:
2Si el signo de H cambia, una curva solución que comienza con H positivo, puede pasar a través del punto

(0, 0, 0, 0) violando aśı el teorema fundamental de existencia y unicidad de las ecuaciones diferenciales
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Proposición 2.2.1 Supongamos que V ≥ 0 y V (φ) = 0 ⇔ φ = 0. Sea A tal que V es acotado

en A, entonces, V ′(φ) es acotado en A. Si existe alguna constante K, K 6= 0 tal que

χ′(φ)/χ(φ) ≤ 2K/(2 − γ)(4 − 3γ).

Entonces,

ĺım
t→∞

ρ = 0 = ĺım
t→∞

φ̇.

Demostración. Considere la trayectoria que pasa a través de un punto arbitrario (H, ρ, φ, φ̇) ∈

R
4 ∈ Ω con H > 0 en t = t0. Como H es decreciente y positiva se tiene que ĺımt→∞H(t) existe

y es un número no negativo η; además, H(t) ≤ H(t0) para todo t ≥ t0. Entonces se deduce

de la ecuación (2.1.3) que cada término ρ, 1/2φ̇2, y V (φ) está acotado por 3H(t0)
2 para todo

t ≥ t0.

Sea A = {φ : V (φ) ≤ 3H(t0)
2} . Entonces, la trayectoria es tal que φ permanece en el interior

de A.

De la ecuación (2.1.4) se tiene que

−
∫ t

t0

(

1

2
φ̇2 +

γ

2
ρ

)

dt = H(t) −H(t0)

y tomando el ĺımite cuando t→ ∞, se obtiene

1

2

∫ ∞

t0

(

φ̇2 + γρ
)

dt = H(t0) − η

además,
∫ ∞

t0

(

φ̇2 + γρ
)

dt <∞. (2.2.10)

Si se toma la derivada de f(t) = φ̇2 + γρ y haciendo uso de lo supuesto sobre χ(φ) se tiene que

d

dt

(

φ̇2 + γρ
)

≤ φ̇ (−2V ′(φ) +Kρ) .
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Como ya se ha visto, φ̇ y ρ son acotados, y por lo supuesto para V (φ), V ′(φ) es acotada. De

aqúı resulta que la derivada de f es acotada. Como f es una función no negativa, la convergencia

de
∫∞

t0
f(t)dt implica que ĺımt→∞ f(t) = 0. Luego, se tiene que

ĺım
t→∞

ρ = 0 = ĺım
t→∞

φ̇.

Las condiciones en la proposición 2.2.1 se satisfacen para una amplia clase de potenciales

como se ve en [37] (este resultado es extendible al caso de acoplamiento no mı́nimo), y por

una clase amplia de funciones de acoplamiento incluyendo aquellas dominadas por funciones

exponenciales como las polinomiales.

Bajo los mismos supuestos que en la proposición 2.2.1, se puede realizar una generalización a

la Proposición 3 de [37].

Proposición 2.2.2 Supongamos que V ′(φ) > 0 para φ > 0 y V ′(φ) < 0 para φ < 0. Entonces,

según las hipótesis de la proposición 2.2.1, ĺımt→∞ φ existe y es igual a +∞, 0 o −∞.

Demostración. Por el mismo argumento que en la proposición 2.2.1, ∃ ĺımt→∞H(t) = η. Si

η = 0, entonces por la ecuación (2.1.3) se obtiene ĺımt→∞ V (φ(t)) = 0. Como V es continua y

V (φ) = 0 ⇔ φ = 0 esto implica que ĺımt→∞ φ(t) = 0.

Supongamos que η > 0. De (2.1.3) se obtiene que ĺımt→∞ V (φ(t)) = 3η2. Aśı, existe t′ tal que

V (φ) > 3η2/2 para todo t > t′. De aqúı se tiene que φ no puede ser cero para algún t > t′

porque φ = 0 ⇔ V (φ) = 0. Entonces, φ tiene el mismo signo para todo t > t′.

Supongamos que φ es positivo para todo t > t′. Como V es creciente como función de φ en

(0,+∞), se tiene que ĺımt→∞ V (φ(t)) = 3η2 ≤ ĺımφ→∞ V (φ). Por la continuidad y monotońıa

de V es obvio que la igualdad se cumple si y solo si ĺımt→∞ φ(t) = +∞.
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Si ĺımt→∞ V (φ(t)) < ĺımφ→∞ V (φ), entonces existe φ̄ ≥ 0 tal que

ĺım
t→∞

V (φ(t)) = V (φ̄).

Como V es continua y estrictamente creciente se tiene que

ĺım
t→∞

φ = φ̄.

Por la proposición 2.2.1, ĺımt→∞ ρ(t) = 0 = ĺımt→∞ φ̇(t). Además, H y χ′(φ)/χ(φ) son acotadas.

Aśı, tomando el ĺımite cuando t→ ∞ en (2.1.7) encontramos que

ĺım
t→∞

d

dt
φ̇ = −V ′(φ̄) < 0.

Luego, existe t′′ > t′ tal que d
dt
φ̇ < −V ′(φ̄)/2 para todo t ≥ t′′. Esto implica que

φ̇(t) − φ̇(t′′) =

∫ t

t′′

(

d

dt
φ̇

)

dt < −V
′(φ̄)

2
(t− t′′),

es decir, φ̇(t) toma valores negativos arbitrariamente grandes a medida que t crece, lo que no

es posible porque ĺımt→∞ φ̇(t) = 0.

Entonces, si φ > 0 para todo t > t′, se tiene que ĺımt→∞ φ = +∞. Similarmente, cuando φ < 0

para todo t > t′, se tiene que ĺımt→∞ φ = +∞.

De aqúı se concluye que, si inicialmente 3H(t0)
2 < mı́n {ĺımφ→∞ V (φ), ĺımφ→−∞ V (φ)} , en-

tonces, ĺımt→∞H(t) = 0. De hecho, es conocido que ĺımt→∞ φ es igual a +∞, 0 o −∞. Si

ĺımt→∞ φ = +∞, entonces por la ecuación (2.1.3),

3η2 = ĺım
t→∞

V (φ(t)) = ĺım
φ→∞

V (φ) > 3H(t0)
2.

Esto es imposible puesto que H(t) es una función decreciente y H(t0) ≥ η. Del mismo modo,

ĺımt→∞ φ = −∞ conduce a una contradicción. Entonces, ĺımt→∞ φ = 0 y esto implica que

ĺımt→∞ V (φ(t)) = 0, y nuevamente por (2.1.3), ĺımt→∞H(t) = 0.
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Proposición 2.2.3 Supongamos que existe alguna constante K, (positiva o negativa) tal que

χ′(φ)/χ(φ) ≤ 2K/(2− γ)(4− 3γ). Sea V una función potencial con las siguientes propiedades:

1. V ≥ 0 y ĺımt→∞ V (φ) = +∞.

2. V ′ es continua y V ′(φ) < 0.

3. Si A ⊂ R es tal que V es acotado en A, entonces, V ′(φ) es acotado en A.

Entonces, ĺımt→∞ ρ = 0 = ĺımt→∞ φ̇, y ĺımt→∞ φ = +∞.

Demostración. De la ecuación (2.1.6) se observa que el conjunto ρ > 0 es invariante bajo

el flujo del sistema (2.1.4, 2.1.6-2.1.8) con restricción (2.1.3); además ρ es distinto de cero si

inicialmente ρ(t0) era distinto de cero. De aqúı se tiene que H nunca es cero (no cambia de

signo) porque por (2.1.3), 3H(t)2 ≥ ρ(t) > 0 para todo t > t0, luego, H es siempre no negativo

si inicialmente lo fue. Además, por la ecuación (2.1.4), se observa que H es decreciente, entonces

∃ ĺımt→∞H(t) = η ≥ 0 y que

1

2

∫ ∞

t0

(

φ̇2 + γρ
)

dt = H(t0) − η < +∞.

Como en la proposición 2.2.1, la derivada total con respecto a t de φ̇2 + γρ es acotada. De

aqúı se deduce que ĺımt→∞ ρ = 0 = ĺımt→∞ φ̇.

Se puede demostrar que ĺımt→∞ φ = +∞ análogamente a la proposición 2.2.2.

Se tiene de la ecuación (2.1.3) que ĺımt→∞ V (φ) = 3η2. Como V es estrictamente decre-

ciente como función de φ; entonces V (φ) > ĺımφ→∞ V (φ) para todo φ, aśı ĺımt→∞ V (φ(t)) ≥

ĺımφ→∞ V (φ). Se considerarán dos casos:

1. si ĺımt→∞ V (φ(t)) = ĺımφ→∞ V (φ), por la continuidad de V es obvio que ĺımt→∞ φ = +∞;
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2. si ĺımt→∞ V (φ(t)) > ĺımφ→∞ V (φ), entonces, existe un único φ̄ tal que

ĺım
t→∞

V (φ(t)) = V (φ̄).

Como V es continua y estrictamente decreciente

ĺım
t→∞

φ = φ̄.

De la ecuación (2.1.7) se deduce que

ĺım
t→∞

d

dt
φ̇ = −V ′(φ̄) > 0,

aśı, existe un t′ tal que d
dt
φ̇ > −V ′(φ̄)/2 para todo t ≥ t′. De aqúı que

φ̇(t) − φ̇(t′) > −V
′(φ̄)

2
(t− t′),

que no es posible porque ĺımt→∞ φ̇(t) = 0. Finalmente ĺımt→∞ φ = +∞.

Si adicionalmente, el potencial es tal que ĺımφ→∞ V (φ) = 0, entonces se concluye que H → 0

cuando t→ ∞.

En esta sección se demuestra que si en el futuro son despreciable la densidad de enerǵıa del

fluido de fondo y la enerǵıa cinética del campo escalar, entonces no hay materia oscura, por

lo que domina la enerǵıa potencial del campo escalar. Esto significa que el campo escalar no

evoluciona en el tiempo por lo que micmetiza la constante cosmológica, es decir, el universo

evoluciona hacia una solución de tipo de de Sitter.

2.2.2. Comportamiento asintótico en el espacio de estados Hubble-
normalizado

Con el objetivo de analizar la singularidad inicial y el comportamiento de tiempo reciente de

un modelo cosmológico es conveniente normalizar las variables f́ısicas, porque en la vecindad
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de una singularidad inicial hipotética las variables f́ısicas pueden diverger mientras que en

tiempos recientes ellas t́ıpicamente convergen a cero [38]. Por motivo de consideraciones f́ısicas

la normalización con el factor de Hubble es una seleción apropiada en cosmoloǵıa, las variables

Hubble-normalizadas son acotadas hacia el pasado (próximos a la singularidad inicial). Los

datos numéricos muestran que, aún en el caso en que el espacio de estado Hubble-normalizado

no sea acotado, las ecuaciones de evolución pueden admitir atractores tanto del pasado como

del futuro.

Según lo anterior se definen las variables de la siguiente forma:

x =
1

H
, y =

φ̇√
6H

, z =

√
ρ√

3H
(2.2.11)

y la coordenada temporal

dτ = 3Hdt. (2.2.12)

Usando las ecuaciones (2.1.4, 2.1.5, 2.1.6) obtenemos (2.2.11) y el campo escalar φ evoluciona

con respecto a τ como sigue3:

x′ =
1

2
x
(

2y2 + z2γ
)

, (2.2.13)

y′ = y3 +
1

2

(

z2γ − 2
)

y − x2V ′(φ)

3
√

6
+

(4 − 3γ)

2
√

6

z2χ′(φ)

χ(φ)
, (2.2.14)

z′ =
1

2
z
(

2y2 +
(

z2 − 1
)

γ
)

− (4 − 3γ)

2
√

6

yzχ′(φ)

χ(φ)
, (2.2.15)

φ′ =

√

2

3
y (2.2.16)

Este es un sistema autónomo donde las variables están sujetas a la restricción

y2 + z2 + 1/3x2V (φ) = 1. (2.2.17)

De aqúı se tiene que y2 + z2 ≤ 1, porque V (φ) es no negativo.

3La prima denotará derivada con respecto a τ (con la excepción de las expresiones V ′(φ) y χ′(φ) que denota
derivada con respecto a φ).
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Por la Proposición (1.3.2) se puede probar que cualquier combinación de los conjuntos

x < 0, x = 0, x > 0, z < 0, z = 0, z > 0

es un conjunto invariante del flujo del sistema dinámico que se estudia si χ es al menos de clase

C2. Al hacerse uso de este resultado se puede limitar la atención al flujo restringido al espacio

de fase:

Σ =
{

(φ, x, y, z) ∈ R
4 : x ≥ 0, z ≥ 0, y2 + z2 + 1/3x2V (φ) = 1

}

. (2.2.18)

Observar que si x 6= 0 y V (φ) > 0 se puede usar la restricción (2.2.17) como definición de x. De

esta forma las ecuaciones de evolución para el resto de las variables no dependen expĺıcitamente

de la variable x. Por ejemplo, la ecuación (2.2.14) quedaŕıa como

y′ = −(1 − y2 − z2)V ′(φ)√
6V (φ)

+
(4 − 3γ)

2
√

6

z2χ′(φ)

χ(φ)
+ y3 +

1

2

(

z2γ − 2
)

y. (2.2.19)

Luego, se puede estudiar el sistema reducido a R
3 dado por las ecuaciones (2.2.13), (2.2.19) y

(2.2.15) con restricción y2 + z2 < 1.

Lema 2.2.4 Sea Z+ = {(x, y, z, φ) ∈ Σ : z > 0} y sea X0 = {(x, y, z, φ) ∈ Σ : x = 0}.

Entonces para todo p ∈ Z+ − X0 los conjuntos α- ω-ĺımites de p son tales que α(p) ⊂ X0 y

ω(p) ⊂ ∂Z+, donde ∂Z+ denota la frontera de Z+.

Es decir, el atractor del pasado es un punto que pertenece al espacio de fases tal que x = 0, o

sea, modelos que tienen en el pasado una singularidad inicial (H → ∞), y el atractor del futuro

es un punto que pertenece al espacio de fases tal que z = 0 lo que implica que no hay materia,

por tanto domina la enerǵıa oscura.

Demostración. Se tiene que S = Z+ − X0 = {(x, y, z, φ) ∈ Σ : z > 0, x > 0} (por la

Proposición 1.3.2) es un conjunto invariante del flujo asociado a (2.2.13-2.2.16). Definamos
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sobre S la función

Z(x, y, z, φ) =
(z

x

)2

χ(φ)−2+3/2γ

con χ(φ) > 0. Esta es monótona decreciente a lo largo de las órbitas del flujo en S, dado que

su derivada direccional en la dirección del flujo es Z ′ = −γZ que es negativa. El rango de

valores de Z es (0,∞). Sea s ∈ S̄ − S = ∂Z+ ∪X0. Se verifica que Z(s) → 0 cuando s→ ∂Z+

y Z(s) → ∞ cuando s → X0. Luego, aplicando Principio de Monotońıa (teorema (1.3.5)),

tenemos para todo p ∈ Z+ −X0, que α(p) ⊂ X0 y ω(p) ⊂ ∂Z+ como se requeŕıa.

El flujo en el conjunto X0

Si p ∈ X0 y φ son tales que V (φ) < ∞ entonces y2 + z2 = 1, que implica que |y| ≤ 1. La

igualdad se cumple si y solo si z = 0. Es sencillo probar que el conjunto

X0 ∩ Z0 := {p = (φ, x, y, z) ∈ Σ : x = 0, z = 0}

es un conjunto invariante del flujo asociado a (2.2.13-2.2.16) con restricción (2.2.17). Observar

que φ es no acotado en X0 ∩ Z0 por que si p ∈ X0 ∩ Z0 entonces |y| = 1 y por (2.2.16)

φ′ = ±
√

2

3
=⇒ φ = φ0 ±

√

2

3
τ

la cual es una función no acotada de τ.

En el conjunto X0 existe el punto cŕıtico Q (el cual es un subconjunto invariante aislado) con

coordenadas (y, φ) = (0, φ1) con χ′(φ1) = 0 y χ(φ1) 6= 0.

Supongamos que |y| < 1, es decir, z > 0. Se puede probar que el conjunto

X0 ∩ Z+ := {p = (φ, x, y, z) ∈ Σ, p 6= Q : x = 0, z > 0}

es un conjunto invariante del flujo asociado a (2.2.13-2.2.16) con restricción (2.2.17). El flujo
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en X0 ∩ Z+ se genera por las ecuaciones diferenciales:

y′ =
1

2

(

1 − y2
)

(

y(γ − 2) +
(4 − 3γ)√

6

χ′ (φ)

χ (φ)

)

, (2.2.20)

φ′ =

√

2

3
y, (2.2.21)

más la ecuación algebráica:

y2 + z2 = 1. (2.2.22)

Lema 2.2.5 Asumamos que χ(φ) es positiva y de clase C3. Sea p un punto de X0 ∩Z+, y sea

O−(p) el pasado de la órbita de p bajo el flujo de (2.2.20-2.2.22). Entonces, φ es casi siempre

no acotada en O−(p).

Demostración. Sea p ∈ X0∩Z+ tal que φ es acotada en O−(p). Como φ es acotada en O−(p),

entonces O−(p) está contenido en un subconjunto compacto de la clausura de X0∩Z+. En este

caso el conjunto α(p) es no vaćıo. Sea la función definida por

Z(y, z, φ) = (1 − y2)χ(φ)2−3γ/2

sobre X0 ∩ Z+. La función Z es monótona dado que su derivada a lo largo del flujo es

Z ′ = (2 − γ)y2Z = (2 − γ)y2(1 − y2)χ(φ)2−3γ/2

la cuál es negativa en X0 ∩ Z+. Luego Z debe ser constante en α(p); o sea, Z ′ = 0 sobre α(p).

Por tanto, el conjunto α-ĺımite de p está sobre la hipersuperficie y = 0 o en las hipersuperficie

|y| = 1 (dado que 0 < γ < 2 y χ(φ) > 0). En el último caso, de la ecuación (2.2.21) tenemos que

φ es no acotada en α(p), en contradicción con lo supuesto. De esta manera se demuestra que

α(p) (si existe) está en y = 0. Del sistema (2.2.20-2.2.22) se puede decir que el único conjunto

invariante con y = 0 es el punto cŕıtico Q.
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Para completar la demostración queda probar que Q no puede ser el pasado asintótico de un

conjunto abierto de trayectorias en X0 ∩ Z+.

Para reducir la dimensionalidad del sistema podemos restringir nuestro análisis a la proyección

del espacio de fase en el plano (y, φ) con |y| ≤ 1 y φ tal que χ(φ) > 0. La variedad estable de

Q es a lo sumo 2-dimensional (si se analiza el carácter dinámico de Q en el espacio de fases 4-

dimensional veŕıamos que la variedad inestable de Q es al menos 2-dimensional y está generado

por ex y ez} subconjunto de Eu). A partir del Teorema de la Variedad Central, se puede concluir

que existe una variedad local estable, Es, localizada en el plano (y, φ) la cual intersecta a Q.

Esta variedad invariante es 1 o 2-dimensional y en ella todas las órbitas cercanas a Q se

acercan exponencialmente a este cuando τ → +∞. La existencia de una variedad local estable

de dimensión s > 0 (igual a 1 o 2) implica que todas las soluciones asintóticas en el pasado

a Q deben estar en una variedad inestable o central de dimensión 2 − s < 2, (o sea, 1 o

0-dimensional).

El flujo en el conjunto Z0

En el conjunto Z0 existen dos subconjuntos invariantes: el punto cŕıtico P con coordenadas

x =
√

3
V (φ2)

, y = 0 y φ = φ2 con χ(φ2) 6= 0, V ′(φ2) = 0 4 y el conjunto

Z0 ∩X+ := {p = (φ, x, y, z) ∈ Σ, p 6= P : z = 0, x > 0} .

Si p ∈ Z0 ∩ X+ entonces se cumple la igualdad y2 + 1/3x2V (φ) = 1, por lo que |y| < 1 dado

que V (φ) es positivo. De modo que, x =
√

3(1 − y2)/V (φ) 6= 0. La evolución en Z0 ∩ X+

está gobernada por las ecuaciones diferenciales:

y′ =
(

y2 − 1
)

(

y +

√
6

6

V ′(φ)

V (φ)

)

, (2.2.23)

4Este punto cŕıtico es una silla si V ′′(φ2) < 0, un nodo estable si 0 < V ′′(φ2) ≤ 3
4V (φ2), y un foco estable si

V ′′(φ2) > 3
4V (φ2).
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y (2.2.21), además de la restricción

y2 + 1/3x2V (φ) = 1, (2.2.24)

donde V (φ) se da como entrada.

Lema 2.2.6 Asumamos que V (φ) es un potencial positivo de clase C3. Sea p un punto en

Z0 ∩X+, y sea O−(p) el pasado de la órbita pasando por p bajo la acción del flujo de (2.2.21,

2.2.23, 2.2.24). Entonces φ es casi siempre no acotado en O−(p).

Demostración. Sea p ∈ Z0 ∩ X+ tal que φ es acotada en O−(p). A esto sigue que O−(p)

está contenida en un subconjunto compacto de (la frontera de) Z0∩X+. Como antes la trayecto-

ria debe tender asintóticamente en el pasado a un α-ĺımite α(p). Sea Z(y, z, φ) = (1−y2)V (φ)−1

definida en Z0 ∩ X+, con V (φ) > 0 (y por tanto |y| < 1). Z tiene derivada direccional a lo

largo del flujo dada por Z ′ = 2y2Z = 2y2(1 − y2)V (φ)−1 la cuál es positiva. Por tanto Z es

monótona creciente a lo largo del flujo, luego, debe ser constante en α(p). Observar que bajo

nuestras hipótesis Z ′ = 0 en α(p) solo si el α-ĺımite de p está contenido en el plano y = 0 o en

los planos |y| = 1. Como en el teorema (2.2.5), de (2.2.21), vemos que si y = ±1, entonces φ es

no acotada. Una contradicción con lo supuesto. Luego, tenemos que α(p), está contenido en el

plano y = 0.

El único conjunto invariante con y = 0 es el punto cŕıtico P. Para probar que tal punto de

equilibrio no es el pasado asintótico de un conjunto abierto de órbitas en Z0 ∩X+ es suficiente

analizar el flujo en la proyección del espacio de estados en (y, φ) con |y| ≤ 1 y φ tal que V (φ) > 0.

En otras palabra, es suficiente analizar el sistema sin restricicones usando la condición (2.2.24)

como la definición de x sobre Z0∩X+. Luego, se debe probar que la variedad inestable de P no

puede ser 2-dimensional. A partir de lo anterior, se encuentra que al menos uno de los valores
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propios de la linealización en la cercańıa de P (proyectado en (y, φ)) tiene parte real siempre

negativa. Luego, por el Teorema de la Variedad Central, podemos concluir que existe una

variedad estable de P : Es, la cuál está contenida en el plano (y, φ) tangente a P. Esta variedad

invariante tiene dimensión 1 o 2 y es tal que todas las órbitas cercanas a P contenidas en ella

convergen exponencialmente a P cuando τ → +∞. De manera análoga a como se procedió en

la demostración del teorema 2.2.5 tenemos que todas las órbitas tiendiendo asintóticamente a P

en el pasado (i.e., aquellas que tienden a P cuando τ → −∞) están en una variedad invariante

inestable o central a lo sumo 1-dimensional.

Finalmente, queremos presentar un teorema que establece que φ es casi simepre no acotado

hacia el pasado para el flujo asociado a (2.2.13-2.2.16) con restricción (2.2.17).

Teorema 2.2.7 Asumamos que χ(φ) y V (φ) son funciones positivas de clase C3. Sea p un

punto en Σ, y sea O−(p) el pasado de la órbita de p bajo el flujo de (2.2.13-2.2.16) con restricción

(2.2.17). Entonces, φ es casi siempre no acotado en O−(p) para casi todo p.

Demostración. Sea p ∈ Σ tal que φ es acotado en O−(p). A esto sigue que O−(p) está con-

tenida en un subconjunto compacto de la clausura de Σ. Luego, esta trayectoria debe tender

asintóticamente a un conjunto ĺımite α(p).

Observar que si p ∈ Σ, entonces uno y solo uno de los siguientes casos se verifica:

1. p ∈ Z0 ∩X0 := {q ∈ Σ : z = 0, x = 0} ;

2. p ∈ X0 ∩ Z+ := {q ∈ Σ, q 6= Q : x = 0, z > 0} ;

3. p ∈ Z0 ∩X+ := {q ∈ Σ, q 6= P : z = 0, x > 0}

4. p ∈ Z+ −X0 := {q ∈ Σ : z > 0, x > 0} ,
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5. p = Q o p = P.

Los conjuntos anteriores son invariantes del flujo asociado a (2.2.13-2.2.16) con restricción

(2.2.17).

Como antes, φ es no acotada en X0 ∩ Z0 por que si p ∈ X0 ∩ Z0 entonces |y| = 1 y por la

ecuación (2.2.16)

φ′ = ±
√

2

3
=⇒ φ = φ0 ±

√

2

3
τ

contrario a lo supuesto. Si se realiza un análisis similar al del caso 1 se encuentra también una

contradicción en 2 y 3. En efecto, si p ∈ X0 ∩Z+ o p ∈ Z0 ∩X+, entonces, aplicando los lemas

2.2.5 y 2.2.6, respectivamente, obtenemos que φ es casi siempre no acotado en O−(p) como se

requiere.

Ahora, si p ∈ Z+ − X0, entonces, por el lema 2.2.4 se tiene que α(p) ⊂ X0, o sea, x = 0 en

α(p). Por el análisis previo del flujo en X0 encontramos que φ es casi siempre no acotado en el

pasado, contrario a lo supuesto.

Finalmente, los puntos cŕıticos Q y P considerados como órbitas aisladas constituyen un con-

junto de medida cero en Σ. De este modo el comportamiento dinámico en las cercańıas de estos

puntos cŕıticos no afecta la tesis del teorema.

2.3. Comportamiento Genérico

Por lo visto en las dos últimas secciones para investigar el comportamiento asintótico genérico

del sistema (2.2.13-2.2.16) con restricción (2.2.17) es necesario investigar la región donde φ =

±∞.

Si embargo, como ha sido investigado como ha sido mostrado la región φ = ±∞ no está exclu-
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sivamente asociada al comportameinto asintótico del modelo hacia el pasado.

En vistas de los discutido anteriormente para investigar el ĺımite |φ| → +∞, para esto es

necesario imponer a V y a χ algunas condiciones de regularidad cuando φ diverge.

2.3.1. Condiciones sobre el potencial y la función de acoplamiento

Definición 2.3.1 (Ver la referencia [39]) Sea V : R → R una función no negativa C2.

Supongamos que existen un número φ0 > 0 para el cual V (φ) > 0 para todo φ > φ0 y algún

número N tal que la función WV : [φ0,∞) → R,

WV (φ) =
V ′(φ)

V (φ)
−N

satisface

ĺım
φ→∞

WV (φ) = 0. (2.3.25)

Entonces decimos que V es bien comportada en el infinito (BCI) de orden exponencial N .

Es importante señalar que N puede ser 0, o incluso negativa. Como ha sido señalado en [39] la

clase de funciones BCI de orden exponencial tales como las funciones polinomiales son de gran

interés.

Definición 2.3.2 Se dice que una función BCI es de clase k si existe una transformación de

coordenadas suficientemente diferenciable ϕ = f(φ), la cual lleve el infinito al origen de forma

que WV sea mapeada a una función Ck en una vecindad del origen.

Las transformaciones de coordenas admisibles son aquellas tales que f induzca una aplicación

suficientemente diferenciable sobre el espacio tangente (o sea, que campos vectoriales difer-

enciables sean mapeados en campos escalares diferenciables). De esta forma, por ejemplo, la
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primera derivada de f con respecto a φ, o sea f ′, pueda ser expresable como una función Ck

de ϕ.

Como en [39] si tenemos una transformación de coordenadas ϕ = f(φ) la cual mapea una

vecindad del infinito en una vecindad del origen, entonces si g es una función de φ, g es una

función de ϕ cuyo dominio es el rango de f más el origen, la cual toma los valores;

g(ϕ) =

{

g(f−1(ϕ)) , ϕ > 0
ĺımφ→∞ g(φ) , ϕ = 0

Definición 2.3.3 (Ver referencia [39]) Un función Ck, V es BCI de clase k si es BCI y si

existe φ0 > 0 y una transformación de coordenadas ϕ = f(φ) la cual mapea el intervalo [φ0,∞)

en (0, ǫ], donde ǫ = f(φ0) y ĺımφ→∞ f = 0, con las propiedades adicionales siguientes:

1. f es Ck+1 y estrictamente decreciente.

2. las funciones W V (ϕ) y f ′(ϕ) son Ck sobre el intervalo cerrado [0, ǫ].

3. dW V

dϕ
(0) = df ′

dϕ
(0) = 0.

Denotamos al conjunto de todas las funciones BCI de clase k por Ek
+. La condición

df ′

dϕ
(0) = 0

en la definición 2.3.3 puede expresarse equivalentemente como

ĺım
φ→∞

f ′′

f ′ = 0.

2.4. El flujo en la vecindad de φ = +∞

En esta sección se estudia el comportamiento cualitativo del flujo cerca de φ = +∞. Resultados

similares se tienen cerca de φ = −∞. Se asume que V, χ ∈ E2
+, con órdenes exponenciales N y

M respectivamente. Sea Σǫ ⊂ Σ el conjunto de puntos en Σ para los cuales φ > ǫ−1, donde ǫ es
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cualquier constante positiva la cual se elige suficientemente pequeña para evitar puntos donde

V o χ = 0, de esta manera asegurando que W V (ϕ) y W χ(ϕ) están bien definidas.

Realizando la transformación de coordenadas

(x, y, z, φ)
ϕ=f(φ)−→ (x, y, z, ϕ) (2.4.26)

sobre Σǫ, donde f(φ) → 0 cuando φ → +∞ y se satisfagan las condiciones 1,2 y 3 de la

definición 2.3.3 con k = 2 las ecuaciones (2.2.13), (2.2.19) y (2.2.15) se transforman en el

sistema dinámico 3-dimensional:

y′ = y3 +
1

2

(

z2γ − 2
)

y − (1 − y2 − z2)√
6

(

W V +N
)

+
z2(4 − 3γ)

2
√

6

(

W χ +M
)

, (2.4.27)

z′ =
1

2
z
(

2y2 +
(

z2 − 1
)

γ
)

+
yz(−4 + 3γ)

2
√

6

(

W χ +M
)

, (2.4.28)

ϕ′ =

√

2

3
f ′y. (2.4.29)

Donde Σǫ = {0 < ϕ < f(ǫ−1), 0 ≤ y2 + z2 < 1} . La variable x puede tratarse como una función

en Σǫ definida por la restricción

y2 + z2 + 1/3x2V (ϕ) = 1 (2.4.30)

y cuya derivada direccional a lo largo del flujo generado por (2.4.27-2.4.29) puede obtenerse

directamente de la ecuación (2.2.13).

Como f ′, W V y W χ son C2 en ϕ = 0 podemos extender (2.4.27-2.4.29) a la frontera de Σǫ para

obtener un sistema C2 en la clausura de Σǫ, Σǫ. De la definición 2.3.3 sigue que f ′, W V y W χ

se anulan en el origen y son de orden 2 o superior en ϕ y f ′ es negativa en Σǫ.
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2.4.1. Localización, existencia y condiciones de estabilidad de los
puntos cŕıticos. Parámetros cosmológicos

El sistema (2.4.27-2.4.29) admite un conjunto de seis puntos cŕıticos los cuáles hemos denotado

por pi, i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}. En lo que resta discutiremos las condiciones de existencia y de

estabilidad de los puntos cŕıticos, es decir, para cada caso se decribirán las variedades estable,

inestable y centro que tengan más sentido f́ısico.

1. El punto cŕıtico p1 con coordenadas y = −1, z = 0 y ϕ = 0 existe para todos los valores

de los parámetros libres del modelo. Los valores propios del sistema linealizado alrededor

de p1 son λ1,1 = 2−
√

2/3N, λ1,2 = 2−γ
2

− M(−4+3γ)

2
√

6
y λ1,3 = 05. Utilizando el Teorema de

la Variedad Central garantizamos que existe:

a) un subespacio invariante estable 2-dimensional tangente al plano y-z si:

1) si se verifica que el ı́ndice barotrópico es tal que 0 < γ < 4
3
, el potencial es una

función BCI de orden exponencial N >
√

6 y la función de acoplamiento es una

función BCI de orden exponenencial M < −
√

6(γ−2)
3γ−4

.

2) 4
3
< γ < 2, N >

√
6 y M > −

√
6(γ−2)
3γ−4

;

b) un subespacio invariante inestable 2-dimensional tangente al plano y-z, si:

1) 0 < γ < 4
3
, N <

√
6 y M > −

√
6(γ−2)
3γ−4

2) 4
3
< γ < 2, N <

√
6 y M < −

√
6(γ−2)
3γ−4

)

c) una variedad central 1-dimensional tangente a p1 en la dirección de ϕ.

2. El punto p2 con coordenadas y = 1, z = 0 y ϕ = 0 existe para todos los valores de los

5Cuando un punto cŕıtico tiene un valor propio cero, como este y los restantes, se dice que es no hiperbólico,
y por tanto el el teorema de Hartman-Grobman no se puede aplicar, sin embargo se puede utilizar el Teorema
de la Variedad Central para caracterizarlo.
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parámetros libres del modelo. Los valores propios son λ2,1 = 2 +
√

2/3N, y λ2,2 = λ1,2 y

λ2,3 = 0 (ver punto 1). Para este punto existe:

a) un subespacio estable 2-dimensional tangente al plano y-z si

1) 0 < γ < 4
3
, N < −

√
6, y M >

√
6(γ−2)
3γ−4

, 0 < γ < 4
3

2) 4
3
< γ < 2, N < −

√
6 y M <

√
6(γ−2)
3γ−4

b) un subespacio inestable 2-dimensional tangente al plano y-z si:

1) 0 < γ < 4
3
, N > −

√
6 y M <

√
6(γ−2)
3γ−4

2) 4
3
< γ < 2, N > −

√
6 y M >

√
6(γ−2)
3γ−4

)

c) una variedad central 1-dimensional tangente a p2 en la dirección de ϕ.

3. El punto p3 con coordenadas y = M(−4+3γ)√
6(−2+γ)

, z =
√

1 − M2(4−3γ)2

6(−2+γ)2
y ϕ = 0 existe si 0 < γ <

4
3

y −
√

6(−2+γ)
−4+3γ

≤ M ≤
√

6(−2+γ)
−4+3γ

. Los valores propios son λ3,1 = 6(γ−2)2−M2(4−3γ)2

12(γ−2)
, λ3,2 =

−3γM2

2
+(M+N)M+ 2(N−M)M

3(γ−2)
+γ, y λ3,3 = 0. Bajo las anteriores condiciones de existencia

encontramos que existe:

a) una variedad estable de dimensión dos para los valores de los parámetros:

1) N > M2(4−3γ)2−6(γ−2)γ
2M(3γ−4)

y M < 0.

2) N < M2(4−3γ)2−6(γ−2)γ
2M(3γ−4)

y M > 0.

b) Una variedad inestable de dimensión 1 en cuyo caso la variedad estable es 1-dimensional.

c) Una variedad central que es 1-dimensional6.

6Si M = ∓
√

6(−2+γ)
−4+3γ

este punto cŕıtico se reduce a p1,2. En este caso el subespacio centro no es ya 1-
dimensional sino que es 2-dimensional y queda generado por los vectores propios ez y eϕ. Dicha variedad
central es tangente al subespacio centro en el punto cŕıtico. Si adicionalmente |N | =

√
6, la variedad central es

3-dimensional.
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4. El punto cŕıtico p4 con coordenadas y = − N√
6
, z = 0 y ϕ = 0 existe si |N | ≤

√
6 7. Los

valores propios son λ4,1 = 1
6
(N2 − 6) ≤ 0, λ4,2 = 1

6
N(2M +N)− 1

4
(MN + 2)γ y λ4,3 = 0.

Para este punto se tiene que:

a) el comportamiento t́ıpico es la existencia de una variedad central 1-dimensional CN

tocando p4, la cuál es tangente al eje z si λ4,1 < 0 y λ4,2 6= 0 (o sea, si N2 < 6) y

está generado por eϕ. De acuerdo con las propiedades de las variedades centrales es

claro que CN es un atractor exponencial en una vecindad suficientemente pequeña

de p4 y es intuitivamente obvio por la geometŕıa que cada solución asintótica en el

pasado a p4 debe estar en la variedad central.

b) el subespacio estable es 2-dimensional en los siguientes casos:

1) si N = 0, entonces, el punto cŕıtico tiene coordenadas (0, 0, 0). Los valores

propios de la linealización son entonces
(

−1, 0,−γ
2

)

y en este caso, el subespacio

estable queda generado por los vectores propios ey, ez;

2) si 0 < γ < 4
3
, −

√
6 < N < 0, y M >

2(N2−3γ)
N(3γ−4)

;

3) si 4
3
< γ < 2, −

√
6 < N < 0, y M <

2(N2−3γ)
N(3γ−4)

;

4) si 0 < γ < 4
3
, 0 < N < 4

3
, and M <

2(N2−3γ)
N(3γ−4)

;

5) si 4
3
< γ < 2, 0 < N <

√
6, y M >

2(N2−3γ)
N(3γ−4)

el subespacio estable es generado

por los vectores propios ey, ez.

c) intercambiando > y < en las desigualdades para M en los últimos cuatro casos

hallamos que el subespacio inestable está generado por ez y, consecuentemente la

variedad estable es 1-dimensional y es tangente al punto en la dirección de ey.

5. Los puntos cŕıticos p5,6 con coordenadas y =
√

6γ
M(3γ−4)−2N

y z = ∓
√

4N(2M+N)−6(MN+2)γ

2N+M(4−3γ)

7Observar que este punto se reduce a p1,2 si N2 = 6.
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(respectivamente) existen si las siguientes condiciones se verifican simultáneamente:

4N(2M +N) − 6(MN + 2)γ ≥ 0

∓ (2N +M(4 − 3γ)) > 0

4N2 +M(8 − 6γ)N + 6(γ − 2)γ

(2N +M(4 − 3γ))2
≤ 1

(o sea, si son reales, y están dentro del cilindro Σǫ). Los valores propios asociados son

λ±5,6 =
α

β
±

√

8 (β2 + 27γ2)α2 − 2β(γ − 4) (β2 − 216γ2)α− (γ − 2) (β2 − 216γ2)2

6
√

6βγ

y λ5,6 = 0, donde α = 3 (N(γ − 2) +M(3γ − 4)) y β = 2 (2N −M(3γ − 4)) . Determi-

namos que los valores propios no nulos pueden ser complejos conjugados con parte real

negativa o reales de diferente signo, luego:

a) la variedad inestable de p5,6 es el conjunto vaćıo.

b) el subespacio estable es 2-dimensional si existe un único valor propio nulo. Cuando

las órbitas se restringen a estos conjuntos invariantes, p5,6 actúan como focos estables

(en el caso complejo conjugado) o como nodos (en el caso real). Las condiciones sobre

los parámetros en cada caso son muy complicadas para presentarlas aqúı.

c) la variedad central es 1-dimensional8.

En la siguiente tabla se presentan los valores de algunas magnitudes cosmológicas de interés de

cada punto cŕıtico como son:

1. q0 parámetro de desaceleración que cuantifica la expansión del universo y el ritmo al que

se está expandiendo.

8si M =
2(N2−3γ)
N(3γ−4) , este punto se reduce a p4 y por tanto la variedad central es 2-dimensional y está generada

por los vectores propios ez, eϕ.
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2. ωtot parámetro de ecuación de estado (PEE) efectivo para la materia total.

3. Ωde parámetro adimensional de densidad de enerǵıa de la enerǵıa oscura que es la razón

entre la densidad de enerǵıa oscura y la densidad cŕıtica del universo.

Punto y z Ωde wtot Aceleración

p1 -1 0 1 1 no

p2 1 0 1 1 no

p3 δ
√

1 − δ2 δ2 γ + (γ − 1)δ 0 < γ <
2

3
and

|M | < Γ

p4 − N√
6

0 1 −1 + N2

3
N2 < 2

p5,6 −6
√

6γ
β

∓
√

2β(2α+β)
γ

−432γ

β
−2(2α+β)

βγ
+ 432γ

β2 + 1 (γ+2)β2+4α(γ+1)β−432γ2

β2γ
α
β
< −1

3

Cuadro 2.1: Propiedades de los puntos cŕıticos del sistema (2.4.27-2.4.29). Usamos la no-

tación α = 3 (N(γ − 2) +M(3γ − 4)) , β = 2 (2N −M(3γ − 4)) , δ =
M(3γ − 4)√

6(γ − 2)
, y Γ =

√
2(γ−2)(3γ−2)

4−3γ
.

2.5. En flujo en la vecindad φ = −∞

Con el objetivo de complementar el análisis global del sistema es necesario investigar el com-

portamiento cerca de φ = −∞. Esto se puede hacer fácilmente observando que el sistema de

ecuaciones (2.1.4, 2.1.6-2.1.8) es invariante bajo la transformación de coordenadas

(φ, φ̇) → −(φ, φ̇), V → U, χ→ Ξ,

donde U(φ) = V (−φ) y Ξ(φ) = χ(−φ). Luego, para un potencial V y una función de acoplamien-

to χ particular, el comportamiento de las soluciones de las ecuaciones (2.1.4, 2.1.6-2.1.8) cerca
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de φ = −∞ es equivalente (excepto por el signo de φ) al comportamiento del sistema cerca de

φ = ∞ con el potencial y la función de acoplamiento dados respectivamente por U y Ξ.

Si U y Ξ son de E2
+, el análisis precedente en Σ̄ǫ puede ser aplicado (para una selección apropiada

de ǫ).

En lo siguiente denotaremos por Ek al conjunto de funciones de clase Ck bien comportadas

tanto en +∞ como en −∞. Usaremos letras latinas mayúsculas con sub́ındices +∞ y −∞,

respectivamente para denotar el orden exponencial de funciones de Ek en +∞ y en −∞.

2.6. Estructura global del espacio de fases

Notemos que si definimos el conjunto Ω(x0) como la región del espacio de fases dado por (2.2.18)

para la cual x < x0, entonces, dado el hecho de que x es monótona decreciente, este conjunto

es igual a la unión de sus órbitas del pasado.

El procedimiento antes esbozado para definir un sistema de coordenadas en −∞ nos permite

empotrar Ω(x0) en una variedad diferenciable compacta 4-dimensional Σ(x0) tal que el campo

vectorial definido por (2.2.13-2.2.16) pueda ser extendido suavemente sobre Σ(x0). Con este

objetivo simplemente definimos un atlas como sigue.

Primero, se define el interior de Σ(x0) como el conjunto

{

(φ, x, y, z) ∈ R
4 : 0 < x < x0, y

2 + z2 < 1
}

donde se usa la carta (sistema de coordenadas) local definida según (2.2.11). Es obvio que este

conjunto es acotado en las variables x, y, z. En el subconjunto abierto de este conjunto para

el cual x > ǫ−1 para un valor de ǫ suficientemente pequeño se define una segunda carta local

(ϕ, x, y, z) de acuerdo a (2.4.26). Un carta local (ϕ, x, y, z) análoga puede ser definida cerca de
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φ = −∞ de acuerdo al procedimiento esbozado en la sección anterior.

La construcción se completa adjuntando una frontera la cual es definida tomando la unión de

los planos x = 0, x = x0, ϕ = 0 y la circunferencia y2 + z2 = 1 a las respectivas cartas locales.

Por construción, Σ(x0) es compacto y está empotrado en R
4.

El campo vectorial definido por (2.2.13-2.2.16) puede ser suavemente extendido sobre la frontera

de Σ(x0) tal que Σ(x0) es la unión de sus órbitas del pasado. Ω(x0) es una hipersuperficie 3-

dimensional empotrada en Σ(x0). Es importante notar que Ω(x0) se acarca a la frontera no

f́ısica a lo largo de la intersección del plano x = 0 con el plano ϕ = 0 y la circunferencia

y2 + z2 = 1. Este conjunto se llama frontera no f́ısica de Ω o ∂Ω.



Caṕıtulo 3

Análisis de los resultados

3.1. La singularidad inicial del espacio-tiempo

En la presente sección estudiaremos la singularidad inicial (Big-Bang) del espacio-tiempo. Los

puntos cŕıticos p1,2 pueden representar dicha singularidad. Ellos pueden convivir en el mismo

espacio de fases para valores de M y N y γ en los respectivos intervalos −
√

6 < N <
√

6,

−
√

6(γ−2)
3γ−4

< M <
√

6(γ−2)
3γ−4

y 0 < γ < 4
3

(en cuyo caso ambos tienen una variedad inestable 2-

dimensional y una variedad centro 1-dimensional). Es fácil mostrar que el parámetro de Hubble

y la densidad de materia de las soluciones cosmológicas asociadas a ellos divergen en el pasado.

El campo escalar también diverge, es igual a +∞ y a −∞ para p1 y p2 respectivamente. No

obstante, aún en este caso, el posible atractor del pasado corresponde a p1 porque f ′ < 0

mientras que para y > 0 las órbitas entran en el espacio de fase y p2 actúa como una silla. El

punto p2 puede actuar como atractor del pasado solo en un conjunto de medida cero (cuando

ϕ = 0).

3.1.1. Análisis en la vecindad de p1

A consecuencia del análisis de la sección anterior parace razonable pensar que la singularidad

inicial podŕıa estas asociada al punto cŕıtico p1 el cual puede ser la fuente local en la región

51
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donde el campo escalar diverge. La variedad inestable de p1 es 2-dimensional si N <
√

6 de

modo que el comportamiento asintótico de las soluciones cercanas a p1 podŕıa tomarse, en una

primera aproximación (aún cuando el teorema de Hartman-Grobman no sea aplicable), como

la solución exacta correspondiente a la variedad central del punto cŕıtico salvo un término

exponencial de error.

Para τ suficientemente grande y negativo podemos escribir:

y(τ) = −1 +O(eλ1,1τ ), z(τ) = O(eλ1,2τ ) (3.1.1)

la cual se obtiene de aproximar la solución general de (2.4.27,2.4.28) por el flujo linealizado.

Sustituyendo (3.1.1) en (2.2.16), e integrando la ecuación resultante obtenemos

φ(τ) =

√

2

3

(

−τ + φ̃
)

+O(eλ1,1τ ) (3.1.2)

y, usando el mismo argumento que en [39] obtenemos ϕ = f
(√

2
3

(

−τ + φ̃
))

+ O(eβτ ) para

algún β > 0. De esta forma disponemos de soluciones a primer orden de (2.4.27-2.4.29). Susti-

tuyendo (3.1.1) en (2.2.13) encontramos la ecuación diferencial:

x′ =
(

x+O
(

e2λ1,2τ
))

+O
(

eλ1,1τ
)

la cual admite la solución general (válida a primer orden):

x = x0e
τ . (3.1.3)

Para deducir una expresión para t dado x podemos usar la identidad ∆t ≡ t− ti = 1
3

∫

x(τ)dτ

la cual se deduce de las definiciones de x y t. Integrando (3.1.3) y dividiendo por 3 obtenemos

la expansión deseada para ∆t dada por ∆t = x0e
τ .

Escribiendo las variables de campo originales en términos de las variables Hubble-normalizadas

y usando las aproximaciones a primer orden deducidas anteriormente obtenemos las ecuaciones
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(válidas a primer orden):

3H = (∆t)−1, φ = −
√

2

3
ln

∆t

c
, φ̇ = −

√

2

3
∆t−1, ρ = 0. (3.1.4)

Esta solución asintótica corresponde a la solución exacta de (2.1.4, 2.1.6-2.1.8) cuando V es

identicamente cero y χ constante. Luego, existe una clase genérica de cosmoloǵıas las cuáles,

en una vecindad suficientemente pequeña de la singularidad, se comportan, aproximadamente,

como si el contenido materia fuera solamente un campo escalar sin masa mı́nimamente acoplado

a la gravedad.

Con el propósito de precisar esta última idea es necesario ofrecer un estimado del error de (3.1.4)

en una vecindad suficientemente pequeña de t = ti. Asumiremos sin perder generalidad que

ti = 0. Con este objetivo es suficiente determinar términos de segundo orden para x, y, z, φ,

en una vecindad de τ−∞ y luego usar estos estimados para obtener términos de segundo orden

para (H,φ, φ̇, ρ) en una vecindad de ti = 0.

La idea anterior se puede formular en términos precisos como un teorema:

Teorema 3.1.1 Sea V ∈ E2
+ tal que N <

√
6 y χ ∈ E2

+ tal que

i) 0 < γ < 4
3

y M > −
√

6(γ−2)
3γ−4

o

ii) 4
3
< γ < 2 y M < −

√
6(γ−2)
3γ−4

Entonces, existe una vecindad N (p1) de p1 tal que para todo p ∈ N (p1) la trayectoria ψp tiende
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a p1 en el pasado y la solución puede escribirse como:

H =
1

3t
+O (ǫV (t)) , (3.1.5)

φ = −
√

2

3
ln
t

c̃
+O (tǫV (t)) , (3.1.6)

φ̇ = −
√

2

3
t−1 +O (ǫV (t)) , (3.1.7)

ρ ∝ t−γχ

(

−
√

2

3
ln
t

c̃

)
3γ
2
−2

(1 +O (tǫV (t))) (3.1.8)

donde ǫV (t) = tV
(

−
√

2
3
ln t

c̃

)

Observemos que como V ∈ E2
+ con order exponencialN entonces,

aplicando el Teorema 2 de [39] tenemos

ĺım
t→0

tαV (−
√

2

3
ln
t

c
) = ĺım

φ→∞
e−

√
3
2
αφV (φ) = 0, ∀α >

√

2

3
N.

Luego, paraN <
√

6 los términos de error O (ǫV (t)) y O (tǫV (t)) son dominados por los términos

de orden lineal. Si N <
√

3
2

ambos términos de error tienden uniformemente a cero.

Por otra parte, si χ ∈ E2
+ es de orden exponencial M entonces, la función definida por

Z(φ) = χ (φ)
3γ
2
−2

es de orden exponencial M̃ =
(

3γ
2
− 2
)

M. Luego,

ĺım
t→0

tβZ(−
√

2

3
ln
t

c
) = 0, ∀β >

√

2

3
M̃

Haciendo β = −γ entonces resulta que

t−γχ(−
√

2

3
ln
t

c
)

3γ
2
−2

tiende uniformemente a cero cuando t→ 0 en el caso que 0 < γ < 4
3

y M > −
√

6γ
3γ−4

o en el caso

que 4
3
< γ < 2 y M < −

√
6γ

3γ−4
.

Con el objetivo de ganar en claridad en esta demostración (la cual es extensa) haremos primero

algunas estimaciones las cuales emplearemos posteriormente en la demostración.
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1. Estimación de
∫

V (ϕ)e3τdτ

Consideremos la integral indefinida:

I(τ) =

∫ τ

τ0

V (ϕ)e3τdτ.

Usando integración por por partes deducimos la ecuación siguiente:

I(τ) =
1

3

(

V (ϕ)e3τ
∣

∣

τ

τ0
−
∫ τ

τ0

e3τdV (ϕ)

)

.

Usando la definición de V (ϕ), el teorema de la derivada de la función inversa y la

ecuación diferencial dϕ = f ′(ϕ)y(τ)dτ obtenemos (al menos simbólicameete) dV (ϕ) =

√

2
3
V ′(ϕ)ydτ. Por la definición de W V y por la hipótesis V ∈ E2

+ con orden exponencial

N2 < 6, expresamos dV (ϕ) como

dV (ϕ) =

√

2

3
V (ϕ)

(

W V (ϕ) +N
)

ydτ.

Por tanto,

I(τ) = I1(τ) + I2(τ) + I3(τ)

donde

I1(τ) =
1

3
V (ϕ)e3τ

∣

∣

τ

τ0

es tal que ĺımτ0→−∞ I(t) = V (ϕ)e3τ porque V es BCI de orden exponencial |N | <
√

6 < 3

y entonces ĺımτ0→−∞ V (ϕ)e3τ = 0. Las integrales I2 y I3 se definen por:

I2(τ) = −1

3

√

2

3

∫ τ

τ0

V (ϕ)W V (ϕ)e3τydτ

y

I3(τ) = −1

3

√

2

3
N

∫ τ

τ0

V (ϕ)e3τydτ.
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Con el objetivo de disponer de un estimado de I2 y I3 procederemos como sigue. Sea

definida la función δ(τ) = supτ ′<τ
1
3

√

2
3

∣

∣W V (ϕ(τ ′))
∣

∣ . Como y2 < 1 es esto sigue que

|I2(τ)| < δ(τ) |I1(τ)|

≤ δ(τ) (|I1(τ)| + |I2(τ)| + |I3(τ)|)

≤ δ(τ)

1 − δ(τ)
(|I1(τ)| + |I3(τ)|) . (3.1.9)

Esta última desigualdad sera usada en la obtención de un estimado para I3.

|I3(τ)| <
1

3

√

2

3
|N | |I(τ)|

≤ 1

3

√

2

3
|N | (|I1(τ)| + |I2(τ)| + |I3(τ)|)

<
1

3

√

2

3
|N |

(

1

1 − δ(τ)

)

(|I1(τ)| + |I3(τ)|)

<
1

3

√

2

3
|N |





1

1 − δ(τ) − 1
3

√

2
3
|N |



 |I1(τ)| . (3.1.10)

Sustituyendo la estimación de I3 dada por la última desigualdad de (3.1.10), en la última

desigualdad en (3.1.9) obtenemos

|I2(τ)| <
δ(τ)

1 − δ(τ) − 1
3

√

2
3
|N |

|I1(τ)| . (3.1.11)

Notemos que las deducciones anteriores son posibles si y solo si δ(τ) < 1 y |N | <

3
√

3
2
(1 − δ(τ)) para un valor fijo de τ. Por tanto, para τ suficientemente grande, las

anteriores expresiones pueden hacerse suficientemente pequeñas. Haciendo tender τ0 a

−∞ se demuestra que
∫

V (ϕ)e3τdτ =
1

3
V (ϕ)e3τ + h (3.1.12)

donde h denota términos de orden superior (los cuales serán descartados).
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2. Estimación de
∫

W χ(ϕ)dτ Con el objetivo de estimar
∫

W χ(ϕ)dτ nos valdremos de la

aproximación de primer orden

ϕ = f

(

√

2

3
(−τ + φ0)

)

+O(eβτ )

para algún β > 0.

Por definción

W χ(ϕ) =
χ′(f−1(ϕ))

χ(f−1(ϕ))
−M

Usando la expresión a primer orden

φ = f−1(ϕ) =

√

2

3
(−τ + φ0) +O(eλ1,1τ )

(como ha sido obtenido con anterioridad) e integrando la expresión resultante con respecto

a τ obtenemos el estimado

∫

W χ(ϕ)dτ = −
√

3

2
lnχ(ϕ)dτ −Mτ + h. (3.1.13)

Demostración. Resolviendo la ecuación (2.4.30) para y y sustituyendo en (2.2.13) obtenemos

d lnx

dτ
=
(γ

2
− 1
)

z2 + 1 − 1

3
x2V (ϕ).

Sustituyendo en el miembro derecho de esta ecuación las expansiones a primer orden z =

O(eλ1,2τ ) y x = x0e
τ (las cuales son válidas cuando τ tiende a −∞) se obtiene la ecuación

diferencial:

d lnx

dτ
= 1 − 1

3
x2

0V (ϕ)e2τ +O(e2λ1,2τ ) + h. (3.1.14)

Donde h denota cualquier colección de términos de orden superior a ser descartados.

Como V ∈ E2
+ con orden exponencial N <

√
6 podemos usar el resultado auxiliar probado en

[39]:
∫

V (ϕ)e2τdτ =
V (ϕ)e2τ

λ1,1

+ h, (3.1.15)
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con el objetivo de resolver la ecuación (3.1.14) en cuadraturas. Integrando las correspondientes

cuadraturas obtenemos la solución (válida a segundo orden):

x = x0e
τ exp

(

− x2
0

3λ1,1

V (ϕ)e2τ

)

+ h.

Como la expresión entre paréntesis tiende rápidamente a cero cuando τ tiende a −∞, podemos

usar la aproximación eu ≈ 1 + u, para deducir la expresión:

x = x0e
τ

(

1 − x2
0

3λ1,1

V (ϕ)e2τ

)

+ h. (3.1.16)

Para decucir una expresión válida a segundo orden para t integramos (3.1.16) y dividimos 3,

aśı de deduce la expresión deseada t.

Siguiendo los anteriores pasos y usando la estimación 1 deducida para
∫

V (ϕ)e3τdτ tenemos:

t =
1

3
x0e

τ

(

1 − x2
0

9λ1,1

V (ϕ)e2τ

)

+ h. (3.1.17)

La ecuación (3.1.17) se invierte, a segundo orden, resultando

x0e
τ = 3

(

t+
V (ϕ)

λ1,1

t3
)

+ h.

Sustituyendo este resultado en (3.1.16) tenemos:

x(t) = 3t− 6V (φ)t3

λ1,1

+ h. (3.1.18)

Dado x podmeos obtener la expresión válida a segundo orden para el escalar de Hubble:

H(t) =
1

x(t)
=

1

3t
+

2V (φ)t

3λ1,1

+ h. (3.1.19)

Para obtener un desarrollo analogo para y procedemos como sigue. Primero, reescribimos

(2.4.27) como

d ln y

dτ
=
(

−1 +
γ

2

)

z2 − 1

3
x2V (ϕ) − (1 − y2 − z2)√

6y

(

W V +N
)

+
z2(4 − 3γ)

2
√

6y

(

W χ +M
)

.
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Segundo, sustituimos en esta ecuación las expresiones a primer orden x = x0e
τ , y = −1 +

O(eλ1,1τ ), y z = O(eλ1,2τ ) integrando la resultante ecuación, teniendo en cuenta que y es negativa

cerca de la singularidad inicial deducimos:

y = −1 +
x2

0

3λ1,1

e2τV (ϕ) + h. (3.1.20)

O en términos de t,

y = −1 +
3V (φ)t2

λ1,1

+ h. (3.1.21)

Combinando las expansiones (3.1.21) y (3.1.18) en φ̇(t) =
√

6y
x
, obtenemos

φ̇(t) = −
√

2

3

(

1

t
− tV (φ)

λ1,1

)

+ h. (3.1.22)

Esta ecuación puede integrarse a segundo orden y se deduce que

φ(t) = −
√

2

3

(

ln
t

c̃
− V (φ)t2

2λ1,1

)

+ h. (3.1.23)

Con el objetivo de obtener una expresión para z válida a segundo orden procedemos como

antes: primero, reescribimos la ecuación (2.4.28) como

d ln z

dτ
= −1

3
x2V (ϕ) + (1 − γ

2
)(1 − z2) +

y(−4 + 3γ)

2
√

6
W V (ϕ),

donde hemos usado la restricción (2.4.30) como definición de y2. Segundo, sustituimos las

soluciones a primer orden x = x0e
τ , y = −1 + O(eλ1,1τ ), y z = O(eλ1,2τ ) e integrando la

ecuación resultante deducimos que

z = z0 exp

(

λ1,2τ +
4 − 3γ

2
√

6

∫

W χ(ϕ)dτ

)(

1 − x2
0

3λ1,1

V (ϕ)e2τ

)

+ h. (3.1.24)

Usando la estimación 2 puede obtenerse:

z = z0e
(1− γ

2
)τχ(ϕ)−1+ 3γ

4

(

1 − x2
0

3λ1,1

V (ϕ)e2τ

)

+ h, (3.1.25)
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o, en términos de t,

z = χ0t
1− γ

2χ(φ)
3γ
4
−1 + h (3.1.26)

donde χ0 = z0

(

x0

3

)−1+ γ
2 .

Combinando los desarrollos de z y x en ρ = 3z2

x
deducimos

ρ =
1

3

(

1 +
4

λ1,1

V (φ)t2
)

χ(φ)
3γ
2
−2χ0

2t−γ + h. (3.1.27)

Observar que el segundo término, h, en el miembro derecho de (3.1.23) tiende a cero cuando

t → 0. Esto permite expandir V y χ en series de Taylor en una vecindad de φ⋆ = −
√

2
3
ln t

c̃

obteniéndose

V (φ(t)) = V (φ⋆)(1 + αWV (φ⋆)V (φ)t2) + h (3.1.28)

y

χ(φ(t)) = χ(φ⋆)(1 + αWχ(φ⋆)V (φ)t2) + h (3.1.29)

donde α es una constante. Sustituyendo las ecuaciones (3.1.28) y (3.1.29) en las ecuaciones

(3.1.19, 3.1.22, 3.1.23, 3.1.27) se obtiene el resultado deseado. Esto prueba el teorema.

3.2. Singularidad Global

De acuerdo a lo discutido en la sección 2.6 es posible obtener información global sobre las

soluciones del sistema (2.1.4, 2.1.6-2.1.8). Para finalizar, enunciaremos un teorema global de

singularidad, el cual se puede ver como una extensión del Teorema 6 en [39] (página 25) aunque

no totalmente, dado que en nuestro escenario es dif́ıcil probar nuestra conjetura de que la

correspondencia con las cosmoloǵıas con campos escalares si masa sea inyectiva.

El teorema establece lo siguiente:

Teorema 3.2.1 Sea V ∈ E2 tal que N2
±∞ < 6 y χ ∈ E2 tal que
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i) 0 < γ < 4
3

y M±∞ > −
√

6(γ−2)
3γ−4

o

ii) 4
3
< γ < 2 y M±∞ < −

√
6(γ−2)
3γ−4

Entonces, existe una clase de cosmoloǵıas FRW, conteniendo casi todas las soluciones de

(3.1.19, 3.1.22, 3.1.23, 3.1.27) las cuales poseen una singularidad inicial del espacio-tiempo.

Esto se verifica asintóticamente mediante la aproximación

H =
1

3t
+O

(

ǫ±V (t)
)

, (3.2.30)

φ = ±
√

2

3
ln
t

c̃
+O

(

tǫ±V (t)
)

, (3.2.31)

φ̇ = ±
√

2

3
t−1 +O

(

ǫ±V (t)
)

, (3.2.32)

ρ ∝ t−γχ

(

±
√

2

3
ln
t

c̃

)
3γ
2
−2
(

1 +O
(

tǫ±V (t)
))

(3.2.33)

, donde ǫ±V (t) = tV
(

±
√

2
3
ln t

c̃

)

.

Esquema de la demostración

Siguiendo el mismo esquema de razonamiento que en [39], es suficiente demostrar que casi todas

las soluciones son asintóticas en el pasado al punto cŕıtico p1 (en ∞ o −∞). También, como x

es monótona, es suficiente considerar soluciones en Ω(x0) ⊂ Σ(x0)donde x0 es arbitrario. Como

Σ(x0) es compacto y contiene las órbitas del pasado, cada uno de sus puntos p debe contener

un conjunto α-ĺımite, α(p). En particular, para puntos en el espacio f́ısico Ω(x0), el teorema

2.2.7 implica que α(p) debe contener casi siempre al menos un punto en el conjunto ϕ = 0

(φ = ±∞). Por la discusión en la sección 2.6, cada punto con ϕ = 0 que es un punto ĺımite

de la trayectoria f́ısica debe ser parte de la frontera no f́ısica ∂Ω(x0) y debe por tanto tener

x = 0. Como x es monótona creciente, el conjunto α(p) debe estar contenido completamente

en el plano x = 0, o precisamente en ∂Ω(x0). Se puede probar que el único conjunto genérico
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concebible son los puntos cŕıticos correspondientes a p1 en ±∞. Este teorema muestra que las

cosmoloǵıas con campo escalar no mı́nimamente acoplado a la materia oscura pueden poseer

una estructura simple y regular la cuál es independiente de los detalles exactos del potencial y

de la función de acoplamiento aśı como de la densidad de materia. Esta sin embargo no deja de

ser una conjetura bien fundada tanto teórica como numéricamente (ver proxima sección). De

ser verificada nos permitiŕıa (al menos en este escenario) determinar condiciones iniciales y de

contorno f́ısicamente motivadas de una manera inambigüa sin necesidad de hacer una selección

arbitraria de la hipersuperficie espacial inicial. En su lugar podŕıa tomarse la frontera como si

fuera la singularidad inicial en śı misma y asignar condiciones de frontera de acuerdo al estado

asintótico único de la solución. Esto correspondeŕıa a seleccionar una solución de campo escalar

sin masa la cuál en el caso de lo modelos simples FRW es equivalente a seleccionar un valor c̃

(junto con una selección de signo). Para probar la conjetura seŕıa suficiente probar que bajo

los supuestos del teorema 3.1.1 y para las vecindades ℵ(p1) suficientemente pequeñas de p1,

el conjunto de órbitas intersectando a ℵ(p1) es homeomorfa al conjunto de cosmoloǵıas con

campo escalar sin masa, o sea, que para todo c̃ > 0 existe una única cosmoloǵıa que satisface

(2.1.4, 2.1.6-2.1.8) y que esta correspondencia es continua. De esta manera se extendeŕıan los

resultados del Teorema 5 en [39] (página 22).

3.3. Soluciones Escalantes

Algunos modelos de enerǵıa oscura tienen comportamiento escalante. La conveniencia de las

soluciones escalantes reside en que ellas determinan un ĺımite entre aceleración y desaceleración,

en el sentido de que estas soluciones pueden garantizar que en algún momento de la evolución

la enerǵıa oscura domine sobre la materia oscura, explicando aśı la expansión acelerada del
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universo. En particular, si el campo escalar φ (enerǵıa oscura) está acoplado al fluido de fondo

(materia oscura), estas soluciones pueden suavizar el problema de la coincidencia.

Los puntos cŕıticos p3 y p5,6 pueden representar soluciones escalantes, puesto que la razón entre

la densidad de enerǵıa de la enerǵıa oscura y la densidad de enerǵıa de la materia oscura es

constante en cada caso. Estos tipos de soluciones son de gran importancia en cosmoloǵıa.

A modo de ilustración, si consideramos un potencial de Albrech-Schordis (vea el segundo ejemp-

lo numérico de esta tesis) con un acoplamiento con ley de potencias, entonces, bajo determinadas

hipótesis sobre los parámetros libres se garantiza la existencia de los puntos cŕıticos p5,6.

3.4. Ejemplos Ilustrativos

3.4.1. Acoplamiento con ley de potencia y potencial de Coleman-
Weinberg

Consideremos el potencial de autointeracción de Coleman-Weinberg dado por la ecuación

V (φ) =
Bσ4

2
+Bφ4

(

ln

(

φ2

v2

)

− 1

2

)

(3.4.34)

donde B y σ son constantes positivas.

Esta forma para el potencial está relacionada cercanamente a los también llamados modelos de

Shafi-Vilenkin (ver [40] y las referencias alĺı citadas). Estos modelos aparecieron en la década de

1980 en el marco de las Teoŕıas de Gran Unificación (TGU) no Supersimétrica la cual emplea

singletas de campos escalares φ [41]. Los modelos Shafi-Vilenkin se basan en el potencial original

de Coleman-Weinberg el cual es equivalente a la parametrización V (φ) con ley (3.4.34) con la

selección especial de parámetros v = M, B = A/2, donde M denota el valor esperado de vaćıo

(VEV) mı́nimo de φ, B ≈ 10−3 y σ = v ≈ 2 × 1015GeV. Este potencial es t́ıpico del escenario

de la nueva cosmoloǵıa inflacionaria [42, 43], donde la inflación tiene lugar cerca del máximo
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del potencial. No obstante, si el inflatón tiene masa más grande en comparación con la escala

de Planck durante la inflación observable, la inflación tiene lugar cerca del mı́nimo y el modelo

mimetiza la inflación caótica [44]. A altas temperaturas, el punto de mı́nima enerǵıa ocurre

en φ = 0. Cuando la temperatura decrece, φ entra en un estado metaestable de falso vaćıo y

alcanza el verdadero vaćıo mediante un proceso de tunelaje. En el vaćıo verdadero el inflatón

sufre oscilaciones amortiguadas debido a la creación de part́ıculas y se recalienta.

A pesar de su habilidad para reproducir la inflación, utilizaremos este potencial con el solo

propósito de ilustrar los resultados anaĺıticos obtenidos.

Observar que el potencial (3.4.34) tiene un mı́nimo V (±v) = 1
2
B(σ4 − v4) porque

V ′(±v) = 0, V ′′(±v) = 8B|v|2 > 0.

Observar también que V (±v) > 0 si v2 6= σ2. Luego, en el conjunto invariante Z0 ∩X+ existe

el punto cŕıtico P con coordenadas

(x, y, z, φ) =

(√

6

B(σ4 − v4)
, 0, 0,±v

)

el cual puede ser un foco estable o un nodo estable si se cumplen respectivamente las condiciones

√

−32

3
+

1

3

√
1024 + 9σ4 < |v| < σ

o

|v| ≤
√

−32

3
+

1

3

√
1024 + 9σ4.

Consideremos además la función de acoplamiento dada por la expresión

χ(φ) =
λ

n
(φn + χ0) , χ0 > 0, λ > 0, n > 1 (3.4.35)

donde n es un número entero.
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Para este potencial encontramos que

WV (φ) = ∂φV (φ)/V (φ) =
8φ3 ln

(

φ2

v2

)

σ4 + φ4
(

2 ln
(

φ2

v2

)

− 1
) . (3.4.36)

Es fácil probar que la transformación de coordenadas

ϕ =

[

ln

(

φ2

v2

)]−1

= f(φ) (3.4.37)

es una transformación de coordenadas admisibles en el sentido de esta sección. Bajo la men-

cionada transformación, es fácil probar que el potencial de Coleman-Weinberg es al menos

E2
+.

Usando esta transformación de coordenadas tenemos que

W V (ϕ) =







8|v|3e
3
2ϕ

σ2ϕ+v2(2−ϕ)e
2
ϕ

, ϕ > 0

0 , ϕ = 0
(3.4.38)

f ′(ϕ) =

{

− 2ϕ2

|v|e
1
2ϕ

, ϕ > 0

0 , ϕ = 0
(3.4.39)

W χ(ϕ) =







n|v|n−1e
−

1
2ϕ

|v|n+χ0e
−

n
2ϕ

, ϕ > 0

0 , ϕ = 0
(3.4.40)

En este ejemplo, las ecuaciones de evolución para y, z, y ϕ están dadas por la ecuación (2.4.27-

2.4.29) con M = N = 0 y W V , f ′, W χ dadas respectivamente por (3.4.38), (3.4.39) y (3.4.40).

El espacio de estado está definido por

Σǫ =

{

(y, z, ϕ) : 0 ≤ y2 + z2 ≤ 1, 0 ≤ ϕ ≤ − 1

2 ln(vǫ)

}

.

Los puntos cŕıticos del sistema (2.4.27-2.4.29) en este ejemplo son p1,2 = (∓1, 0, 0), p3 = (0, 1, 0)

y p4 = (0, 0, 0). El comportamiento dinámico es como sigue (ver figura 3.4.1): la variedad central

de p1,2 es tangente al eje ϕ en el punto cŕıtico. La variedad inestable es 2-dimensional y es

tangente al plano y − z en el punto cŕıtico. La variedad central de p3 es tangente al eje ϕ en
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Figura 3.1: Órbitas en el subespacio (y, ϕ) del espacio de fase 3-dimensional Σǫ con ǫ = 1,21.
para un modelo con el potencial (3.4.34) y función de acoplamiento (3.4.35). Asumimos que
para las constantes libres los valores γ = 1,35, n = 2, v = 0,5, σ = 1, χ0 = 0,3. B y λ son
arbitrarios.

el punto cŕıtico. La variedad inestable es 1-dimensional y es tangente al plano z en el punto

cŕıtico, mientras que la variedad estable es tangente al eje y en el punto cŕıtico. La variedad

central de p4 es tangente al eje ϕ en el punto cŕıtico. La variedad estable es tangente al plano

y − z en el punto cŕıtico. Observe que las órbitas en una frontera no f́ısica ϕ = −1/(2 ln vǫ)

para y > 0 puesto que f ′ ≤ 0 y abandona la región f́ısica para y < 0.

3.4.2. Acoplamiento con ley de potencia y potencial de Albrecht-
Skordis

Albrecht and Skordis [45] propusieron un modelo de quintaesencia muy atractivo. Este modelo

se caracteriza por que en el potencial exponencial se introduce un mı́nimo pequeño:

V (φ) = e−µφ
(

A+ (φ−B)2
)

. (3.4.41)

A diferencia de otros modelos de quintaesencia previos, en este caso (al igual que en el caso

exponenencial) la aceleración se logra sin ajuste fino en las condiciones iniciales. Los creadores

plantean que tales potenciales surgen naturalmente en el ĺımite de bajas enerǵıas de la teoŕıa

M ; los parametros constantes, A y B, en el potencial toman valores de orden 1 en unidades de

Planck, aśı no hay ajuste fino en el potencial (suponemos también que µ 6= 0). Ellos mostraron
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que, independientemente d elas condiocnes iniciales, ρφ escala como ρ ∝ ρφ ∝ t−2 durante las

eras de radiación y materia, pero conduce a un dominio permanente por el vaćıo (universo de

Sitter). La expansión acelerada comienza una vez que el cmapo esclar queda atrapado en el

mı́nimo local del potencial el cual es creado por el factor cuadrático en la ecuación (3.4.41)

cuando 1 ≥ µ2A. Una vez que el cmapo escalar queda atrapado en el falso vaćıo su término

cinético desaparece (φ ≈ constant), y al estar ρ + ρφ dominado por el valor casi constante del

potencial en el mı́nimo local conduce a un peŕıodo de expansión acelerada que nunca termina.

La probablilidad de tunelaje cuántico a través de la barrera del potencial es despreciable [?].

Los extremos del potencial (3.4.41) están localizados en φ± =
1+Bµ−

√
1−Aµ2

µ
. Ellos son reales si

1 ≥ µ2A. El mı́nimo local (respectivamente, el máximo local) está localizado en φ− (respectively

φ+) porque

±V ′′(φ±) = −2V0

√

1 − Aµ2e
−
(

1+Bµ±
√

1−Aµ2
)

< 0.

Usando el formalismo desarrollado aqúı encontramos que el punto cŕıtico asociado a φ+ es

siempre una silla en el espacio de fase correspondiente. El punto cŕıtico asociado a φ− puede

ser o un nodo estable o un foco estable si

8(3 + 2µ2)

(3 + 4µ2)2 < A ≤ 1

µ2

o

A <
8(3 + 2µ2)

(3 + 4µ2)2 .

Observe que, para casi todos los puntos iniciales en el espacio de fase, las órbitas pasando

por ellos son asintóticas en el pasado a los puntos p1,2 con coordenadas (y, ϕ) = (∓1,±1)

(ellos están asociados al ĺımite donde φ = ±∞). En el caso (a) existen algunas órbitas que

son asintóticas en el pasado a p1,2 tienden en el futuro al punto p4 con coordenadas (y, ϕ) =
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(µ/
√

6,+1) el cual e sun punto critico localizado en la region φ = ∞ el cual será investigado

en más detalle en próximas secciones. In este ejemplo, la variedad central de p4 actúa como un

atractor exponencial (para más detalles vea la próxima sección) mientras que el punto cŕıtico

con coordenadas (y, ϕ) = (µ/
√

6,−1) actúa como una silla. En el caso (b) tenemos una situación

similar. Con más exactitud, existen dos puntos cŕıticos con ordenada y = µ/
√

6 cad auno de

ellos conetenido en los conjuntos invariantes ϕ = ±1 (o sea, φ = ±∞) respectivamente. Cada

uno de ellos tiene una variedad central que actúa como atractor para órbitas cercanas.

Se considera la función de acoplamiento dada por la expresión (3.4.35).

Para este potencial encontramos que

WV (φ) = ∂φV (φ)/V (φ) + µ =
2(φ−B)

A+ (B − φ)2
. (3.4.42)

Este potencial es una función BCI de orden exponencial N = −µ. De esta forma es una

generalización del tipo exponencial.

Con la transformación de coordenadas

ϕ = φ−1 = f(φ) (3.4.43)

es una transformación admisible de coordenadas. A partir de esta transformación se puede

probar que el potencial de Albrecht-Skordis es al menos E2
+. y se tiene que

W V (ϕ) =

{

− 2ϕ(Bϕ−1)
Aϕ2+(Bϕ−1)2

, ϕ > 0

0 , ϕ = 0
(3.4.44)

f ′(ϕ) =

{

−ϕ2 , ϕ > 0
0 , ϕ = 0

(3.4.45)

W χ(ϕ) =

{

nϕ
(

1 − χ0ϕn

1+χ0ϕn

)

, ϕ > 0

0 , ϕ = 0
(3.4.46)

En este ejemplo, las ecuaciones de evolución para y, z, y ϕ están dadas por las ecuaciones

(2.4.27-2.4.29) con M = 0, N = −µ y W V , f ′, W χ originadas repectivamente por (3.4.44),
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(3.4.45) y (3.4.46). El espacio de fase está definido por

Σǫ =
{

(y, z, ϕ) : 0 ≤ y2 + z2 ≤ 1, 0 ≤ ϕ ≤ ǫ−1
}

.

Los puntos cŕıticos del sistema son p1,2 = (∓1, 0, 0), p3 = (0, 1, 0) , p4 =
(

µ√
6
, 0, 0

)

, y p5,6 =
(

√

3
2

γ
µ
,∓

√
−12γ+4µ2

2µ
, 0

)

. Los puntos p1,2,3 existen para todos los valores de los parámetros

libres. El punto cŕıtico p4 existe para µ2 ≤ 6. El punto p5 existe si µ ≤ −√
3γ mientras que

p6 existe si µ ≥ √
3γ. Estos dos últimos puntos pueden caracterizarse en más detalles(para

el análisis de los otros puntos cŕıticos ver tabla 2.1). Los puntos cŕıticos p5,6 corresponden a

los estudiados en el libro [20] (ver ecuaciones 4.23 p 49) con Ψ = y y Φ2 = V (φ)
3H2 = 3γ(2−γ)

2µ2 y

k = −µ. Como queda establecido en esa referencia el campo escalar adquiere la ecuación del

fluido, es decir, γφ = γ. Entonces estas soluciones representan kinetic-matter scaling solutions.

Debido a que el campo escalar micmetiza al fluido perfecto con la misma ecuación de estado,

en estos puntos es razonable pensar que si se combinan los fluidos ptot = pφ +ρ y ρtot por lo que

corresponden a modelos exactos de fluido perfecto con parámetro de ecuación de estado total

γ−1 (ver [20] p 54). Este es el caso pero parámetro de ecuación de estado efectivo de la materia

total será ωtot = γ
(

1 − 3
µ2

)

aśı γ− 1. Lo anterior se debe a la existencia del acoplamiento. Los

puntos cŕıticos representan cosmoloǵıas aceleradas para 0 < γ < 2
3
. Los valores propios de la

matriz de las derivadas evaluadas en p5,6 son
(

0,−2−γ
4µ

± 1
4µ

√

(2 − γ) (24γ2 + µ2(2 − 9γ))
)

. Las

órbitas están inicialmente en el subespacio estable del punto si µ2 > 24γ2/(−2+9γ) implica que

2
9
< γ < 2, γ 6= 4

3
. En otro caso p5,6, parece ser un nodo estable para las órbitas que permanecen

en el subespacio estable. El subespacio centro es tangente a los puntos cŕıticos en la dirección

del eje ϕ.

Los puntos p5,6 corresponden a los estudiados en el libro [20] (ver ecuaciones 4.23 página 49)

con Ψ = y y Φ2 = V (φ)
3H2 = 3γ(2−γ)

2µ2 y k = −µ. Como queda establecido en esa referencia el campo
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Figura 3.2: Órbitas en el subespacio (y, ϕ) del espacio de fase 3-dimensional Σǫ con ǫ = 1,00.
para un modelo con el potencial (3.4.41) y función de acoplamiento (3.4.35). Asumimos que
para las constantes libres los valores γ = 1,00, n = 2, µ = 2, A = 0,5, χ0 = 0,3, B = 0,5 y λ
arbitrario.

escalar adquiere la ecuación del fluido, es decir, γφ = γ. Entonces estas soluciones representan

soluciones escalantes materia-enerǵıa cinética. Debido a que el campo escalar mimetiza al fluido

perfecto con la misma ecuación de estado, es razonable pensar que si se combinan los dos fluidos

en ptot = pφ+(γ−1)ρ y ρtot = ρφ+ρ el fluido resultante corresponde a un modelo exacto de fluido

perfecto con parámetro de ecuación de estado total γ− 1 (ver [20] página 54). Sin embargo, en

este caso, el parámetro de ecuación de estado efectivo de la materia total será ωtot = γ
(

1 − 3
µ2

)

en lugar de γ − 1. Lo anterior se debe a la existencia del acoplamiento.



Conclusiones

En esta tesis hemos investigado un modelo con interacción adicional (no gravitacional) entre

la MO y la EO. Este tipo de interacción está justificada porque las componenentes interac-

tuantes son de naturaleza desconocida. Hemos investigado estos modelos desde el punto de

vista dinámico tomando la ley del potencial de autointeracción y del acoplamiento generales

obteniéndose los resultados que se presentan a continuación. Particularmente, se han general-

izado algunos resultados conocidos (demostrados en las referencias [37, 39]) a nuestro contexto

que son válidos también en el contexto de las teoŕıas escalares-tensoriales con acoplamiento no

mı́nimo.

Se demostró que para determinadas condiciones sobre el potencial y la función de acoplamiento,

la densidad de enerǵıa de la materia oscura y la enerǵıa cinética del campo escalar tienden a

cero en el futuro, dominando aśı la enerǵıa potencial de la enerǵıa oscura, por lo que el Universo

se expandirá por siempre en una fase de de Sitter.

Tomando potencial y función de acoplamiento arbitrarios se obtuvo que el campo escalar puede

ser cero o diverger en el futuro. Este resultado nos indica que si el campo escalar diverge,

entonces el modelo cosmológico entra en una fase de expansión tipo de de Sitter hacia el futuro.

Si adicionalmente el potencial, como función de φ, se anula asintóticamente, el escalar de Hubble

se anula también. De esta forma se generaliza un resultado de [37](ver Proposición 3).

Se dedujo que el campo escalar diverge en el pasado si se añade este como una variable dinámica

71
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al conjunto de variables Hubble-normalizadas. Este hecho ha sido probado en [39] solo para

potenciales arbitrarios. Se generalizó el teorema 1 en [39] estableciendo que para casi todos los

puntos en un espacio de estados 4-dimensional, Σ, el campo escalar diverge si seguimos la órbita

pasando por p hacia el pasado. La demostración de este teorema descansa en tres resultados

(lemas) con interés independiente.

En el lema 2.2.4 se probó que la órbita pasando por un punto arbitrario p ∈ Σ que representa

una solución cosmológica con densidad adimensional de MO no despreciable y parámetro de

Hubble finito positivo, es asintótica en el pasado a un régimen donde el parámetro de Hubble

diverge, conteniendo en el pasado la singularidad inicial y es asintótica en el futuro a un régimen

donde la densidad de enerǵıa de la EO domina.

Se confirmó la existencia de tres puntos cŕıticos p3, p5 y p6 los cuales pueden representar

soluciones escalantes. Ajustando los parámetros libres estas pueden ser aceleleradas en contraste

con los resultados en [39] donde existe solo un punto cŕıtico (en nuestra notación, p4) que

puede representar soluciones cosmológicas aceleradas. La soluciones asociadas a p1,2 (p∓) en

la notación de [39]) representan soluciones de fluido ŕıgido y son desaceleradas (exactamente,

soluciones asociadas a campos esclares sin masa).

Probamos dos teoremas (ver Teoremas 3.1.1 y 3.2.1) que entienden parcialmente los resultados

en [39]. Deducimos una expresión válida a segundo orden:

ρ ∝ t−γχ

(

−
√

2

3
ln
t

c̃

)
3γ
2
−2

(1 +O (tǫV (t)))

la cual aparece en nuestro contexto dado a que introducimos materia de fondo y a la existencia

del acoplamiento. Si seleccionamos adecuadamente los parámetros libres del modelo el primer

término en la expansión para ρ tiende uniformemente a cero. El segundo término es dominado

por el segundo siempre que N <
√

6. Para potenciales BCI con orden exponencial menor
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que
√

6 el término del error en las expansiones para H, φ y φ̇ en el Teorema 3.1.1 (tambien

en el Teorema 3.2.1) son dominados por los términos lineales si N =
√

3/2. El error tiende

uniformemente a cero cuando t tiende a cero (o sea, cuando nos acercamos a la singularidad

inicial). Esto nos permite conjeturar que es posible imponer condiciones iniciales y condiciones

de contorno f́ısicamente bien motivadas de manera precisa sin tener que hacer una selecciones

arbitraria de la hipersuperficie espacial inicial, bastaŕıa tomar la frontera como la singularidad

en si misma y asignar condiciones de fontera de acuerdo a la única expansión asintótica de la

solución. Esto corresponde a seleccionar un campo escalar sin masa particular seleccionando el

valor del parámetro c̃.



Recomendaciones

Elaborar la demostración rigurosa del teorema 3.2.1 para verificar que existe una clase de

cosmoloǵıas FRW, conteniendo casi todas las soluciones de (3.1.19, 3.1.22, 3.1.23, 3.1.27) las

cuales poseen una singularidad inicial del espacio-tiempo.
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grado cient́ıfico de Doctor, 2.1 páginas 22-23.
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