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RESUMEN

La interrogante principal que da lugar a la presente investigacién esta relacionada con
el origen y la naturaleza de la aceleracion de la expansion cosmica durante la presente
y futuras etapas de la evolucion del universo. La investigacién realizada comprende el
estudio de modelos basados en teorias extra-dimensionales (modelos de mundos brana)
enfocandose el estudio exclusivamente a los mundos branas de Randall-Sundrum tipo II.
Este es uno de los modelos extra-dimensionales de mas interés en la actualidad. En este
modelo nuestro universo 4D se empotra de forma no-factorizable en un espacio-tiempo
5D de tipo Anti de Sitter, AdSs, (bulk) donde los campos de norma se confinan a una
sub-variedad de dimension menor, 3-brana, empotrada en el bulk 5D. Mediante el empleo
de la técnica de los sistemas dinamicos se estudia la cosmologia en branas homogéneas
de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) y branas de Bianchi tipo I, en este dltimo caso
se tendra en cuenta los efectos del tensor de Weyl 5D en la dindmica de la brana. Como
contenido material se considera un campo escalar y un fluido perfecto atrapados en la

brana.
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INTRODUCCION

El descubrimiento sorpresivo en 1998 sobre el caracter acelerado de la expansion cosmica
durante la presente etapa de la evolucion, indica que si la teoria de Einstein es correcta,
entonces nuestro universo debe estar lleno, basicamente, de un tipo de materia desconocida
cuya presién, p, es negativa para contrarrestar los efectos de la gravedad y proveer de la
aceleracion de la expansion. Este tipo de materia satisface que la densidad, p, es del orden
del médulo de la presién, p ~ |p|, por lo que se trata de materia no relativista. Los fluidos
con esta propiedad se llaman fluido tipo energia. A este tipo de materia se le ha bautizado,
1

entonces, como “Energia Oscura” (EO) pues tiene ademés la proedad de no interactuar

con la radiacion electromagnética, por lo que no se puede “ver”.

La naturaleza de la EO hasta el momento, sigue siendo un misterio, esto permite justificar

la pertinencia de la presente investigacion.

.Es la EO o modificaciones a la teoria de la gravedad la responsable de la aceleracion de

la expansion del universo?

Otra via para estudiar este problema es plantear alternativas a la Relatividad General
(RG), por ejemplo la generalizacién mas simple de la teorfa de la gravitacién de Einstein

son las Teorias Escalares-Tensoriales (TET) de las cuales la teorfa de (Jordan) Brans-

! Alrededor del 74 % del universo est4 formado por esta forma exética de energia.
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Dicke [I] es el prototipo. Segun ésta, a los 10 grados de libertad relacionados con el tensor
métrico del espacio-tiempo cuadri-dimensional (4D), se le adiciona un grado de libertad
relacionado con el campo escalar de Brans-Dicke. De esta manera, adicionalmente a las 4
polarizaciones posibles del graviténH en relatividad general (RG), se le agrega una polar-
izacion relacionada con el grado de libertad escalar.

Otra alternativa a los modelos basados en la teoria de Einstein son los modelos extra-
dimensionales inspirados en Teorias de Cuerdas o Supergravedad conocido como mun-
dos branas. Seguin estos modelos, las particulas del modelo estandar de unificacion de
las interacciones fundamentales (quarks, leptones, bosones W* y Z° fotones, etc.), se
pueden propagar uinicamente en una hipersuperficie tri-dimensional (nuestro universo),
que estd insertada en un espacio de dimensiéon mayor (Bulk), donde solamente el grav-
iton es libre de propagarse. Un ejemplo de estos modelos son los mundos brana penta-
dimensionales de Randall-Sundrum (RS) [2, 3] y de Dvali-Gabadadze-Porrati (DGP) [4]
estos modelos constituyen una reduccién de la Supergravedad 11D. En estos modelos,
las ecuaciones cosmolégicas de Einstein son modificadas por la presencia de la dimension
adicional, ya sea durante la inflacién primordial en el pasado (brana RS), o durante el
periodo actual de expansién acelerada (brana DGP). De esta manera, tanto la inflacién
primordial como la presente, son una manifestacion de la curvatura del espacio-tiempo
extra-dimensional

Otra motivacién fisica de los modelos de brana es que a energias suficientemente altas la
RG deja de funcionar y debe de ser remplazada por la teoria cuantica de la gravedad. Esta
teoria, aun en desarrollo, debe ser capaz de borrar las singularidades clasicas predichas
por la RG durante el colapso gravitacional o el Big Bang. Incluso por debajo de la escala

fundamental que marca la transiciéon a la gravedad cuantica, deben aparecer correcciones

2Particula tensorial que corresponde al campo de la métrica en la teoria cudntica.

3De las cinco dimensiones en los modelos RS y DGP, una es la dimensién temporal y las cuatro restantes
son dimensiones espaciales. En esta tesis no serdn objeto de estudio los modelos con dimensiones extras
de caracter temporal.
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apreciables a la TGR. Estas correcciones deben tener un impacto importante sobre el co-
lapso gravitatorio, los agujeros negros y el universo temprano. Es en este sentido que los
modelos fenomenolégicos de branas inspirados en la Teoria de Cuerdas, pueden ayudarnos
a entender y apreciar la magnitud de estas correcciones a la TGR. En la actualidad la
teorfa M (Supergravedad) se muestra como un serio candidato a teoria cudntica de la
gravedad.

Ademas este tipo de modelos tienen el atractivo de poder dar solucién a problemas acu-
ciantes de la fisica de particulas elementales como la jerarquia de las escalas electro-débil
Mpgp y de Planck Mp; el problema de la constante cosmolégica, que podria ser resuelto
mediante mecanismos de ajuste de la constante fundamental de Planck y de la tension
de la brana; el problema en cosmologia de la Materia Oscura (MO), podria ser resuelto
mediante branas plegadas. A modo de conclusion, los modelos basados en branas tienen
la capacidad de establecer un vinculo entre la cosmologia y teorias fundamentales como

la teoria de Supergrevedad.

Problema

Determinar condiciones suficientes para la existencia de atractores del futuro corres-
pondientes a soluciones isétropas en expansion acelerada para diferentes modelos cos-

mologicos basados en generalizaciones de los modelos de Randall-Sundrum tipo II para:

1. brana homogénea e isétropa Friedmann-Robertson-Walker plana (FRW)

2. brana homogénea con anisotropia del tipo Bianchi I,
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considerando como contenido material una mezcla de fluido perfecto y un campo escalar

atrapados en la brana, para una clase general de potenciales de auto-interaccion.

Objetivo general

e Profundizar en el conocimiento del origen y la naturaleza de la expansion acelerada

del universo, en el contexto de los mundos branas.

e Estudiar la viabilidad de los modelos basados en branas de Randall-Sundrum FRW
y Bianchi I, para la descripcion de la aceleracion de la expansién del Universo de

acuerdo al paradigma observacional moderno.

Sobre esta base nos hemos trazado los siguientes objetivos especificos:

Analizar del espacio de fase asociado a un modelo cosmolégico de branas Randall-
Sundrum FRW con fluido perfecto y con un campo escalar atrapado en la brana

para una clase general de potenciales de auto-interaccion.

e Analizar del espacio de fase asociado a un modelo cosmolégico de branas Randall-
Sundrum con anisotropia del tipo Bianchi I con fluido perfecto y con un campo es-

calar atrapado en la brana para una clase general de potenciales de auto-interaccion.

e Formular condiciones suficientes para la existencia de atractores del futuro corres-
pondientes a soluciones isétropas en expansién acelerada, independientemente del
grado inicial de anisotropia, a partir de la caracterizacion de la estructura asintotica

del futuro para el flujo en los espacios de fases de los modelos 1-2.

e Disenar de un método para la reconstruccion del potencial de auto-interaccién.
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Preguntas de investigacion

. Puede determinarse la estructura asintética del flujo en el espacio de fase correspondiente
a un modelo del universo basado en modelos de branas de Randall-Sundrum que incluya
fluido perfecto y un campo escalar atrapado en la brana, considerando métricas FRW y
Bianchi I en la brana, usando de modo combinado métodos analiticos y numéricos?

. Puede disenarse un algoritmo para la reconstruccion del potencial de auto-interaccién

en forma exacta o al menos en cuadraturas para esta clase de modelos?

Justificacion

Los problemas de la homogeneidad y la isotropia del universo y del problema de la EO no
han tenido, hasta el momento, una resolucion definitiva. Especialmente, los estudios de
EO permanecen siendo una de las prioridades identificadas a nivel mundial [5]. La resolu-
cion de estos problemas se reduce a determinar condiciones suficientes para la existencia
de atractores del futuro correspondientes a soluciones isétropas en expansion acelerada.
Particularmente si nos concentramos en modelos de branas podemos dar una respuesta
a otros problemas por ejemplo al problema de la jerarquia de masas. La viabilidad de la
investigacion se sustenta en que los andlisis desde la perspectiva de los sistemas dinami-
cos proporcionan uno de las mejores maneras de estudiar la estabilidad de los modelos
cosmoldgicos. Ademds, estos métodos generales de investigacién permiten el ajuste fi-
no de las condiciones iniciales requeridas para conciliar con las observaciones. Por otra
parte la viabilidad de la investigacién se sustenta también en la disponibilidad de recursos

computacionales para el tratamiento analitico y numérico de las soluciones.
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Hipodtesis de investigacion

Se formulan como hipétesis de investigacion la posibilidad de caracterizar las propiedades
del flujo asociado a un sistema auténomo de ecuaciones diferenciales ordinarias, correspon-
diente a un modelo cosmolégico, mediante el uso de técnicas cualitativas, asi como también
es posible la elaboracion y validacion de un método para la reconstruccion del potencial
en forma exacta (o en cuadraturas) considerando una normalizacién y parametrizacién
apropiada y exigiendo propiedades buenas de diferenciabilidad e integrabilidad para las

funciones de entrada en todos los casos de interés en esta tesis.

Tipo de investigacion

La investigacion es de tipo explicativo.

Estructura de la tesis

La tesis se divide en una secciéon introductoria donde se ofrece una breve revision del
estado del arte del tema de investigacién y se formula el problema de investigacion.

Un primer capitulo, en el cual se agrupan un conjunto de tépicos sobre los mundos branas
que son importantes para mejorar la comprension de los temas tratados en el segundo
capitulo. La adicién de este capitulo hace que la tesis sea autocontenida y que pue-
da ser de ayuda como material de consulta para estudiantes de las carreras de fisica y
matematica que han decidido enfocar su interés en investigaciones en temas de gravitacion
y cosmologia. Al final de este capitulo se expone algunas consideraciones del autor sobre
los modelos alternativos de Randall-Sundrum.

En el segundo capitulo se expone el grueso de la investigacion realizada y contiene los
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detalles del estudio de los modelos cosmoldgicos propuestos desde la perspectiva de los
sistemas dinamicos. Al final de este capitulo se dan las conclusiones parciales que, a juicio
del autor, se pueden extraer de la investigaciéon aqui contenida.

En las secciones siguientes al capitulo 2 se extraen las conclusiones generales de la tesis
y se hacen algunas recomendaciones sobre como dar continuidad a la investigacion real-
izada. Luego, se incorporan dos anexos que complementan la tesis y finalmente se anotan

las referencias bibiograficas.

Convenciones utilizadas en la tesis

A lo largo de esta tesis se emplean las siguientes abreviaturas:

Teoria general de la relatividad — TGR, o Relatividad general — RG.
Friedmann-Robertson-Walker — FRW.

Energia oscura — EO, Materia Oscura — MO, Radiaciéon Oscura — RO.
Cuadri-dimensional — 4D, 6 penta-dimensional — 5D, 6, en general, n-dimensional — nD.
Branas de Randall-Sundrum — RS, branas Dvali-Gabadadze-Porrati — DGP.

Anti de Sitter — AdS.

Modelo Estandar — ME.

Los subindices y superindices griegos o, 3, ..., u, v = 0, 1,2, 3 designan los indices espacio-
temporales 4D, el indice 0 representa la componente temporal, mientras que los indices
1,2, 3 representan la componente espacial. A menos que se aclare lo contrario los subindices
y superindices latinos en mayusculas como A, B,...,N,M = 0,1,2,3,5, ... designan los

indices de un espacio-tiempo de dimensién superior arbitraria, por ejemplo el indice 5
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representa una dimension extra. Los indices latinos en mintsculas representan los indices
espaciales tri-dimensionales ordinarios: ¢, 7,...,n,m = 1,2,3. En la presente tesis, como
en cualquier trabajo sobre la tematica aqui abordada, se utiliza la regla de suma de
Einstein (por indices mudos repetidos se entiende sumatoria), que mateméticamente se

puede resumir de la siguiente manera:

4 4
X Yl =Y N X Yk (0.1)

v=0 pu=0

en este caso, p1 y v son los indices mudos repetidos. Esta regla es védlida independientemente
de la dimensionalidad del espacio-tiempo, o sea, independiente del tipo de indice (griego o

latino) utilizado. Otras convenciones utilizadas estdn dadas por las siguientes definiciones:

(Vo)* = g"'VudVuo, (Vs0)* = g"VViodVno (0.2)

Donde V representa a la derivada covarianteH Y gap representa al tensor métrico del
espacio 4D, mientras que gap representa al tensor métrico del espacio de dimensiones
superiores (en la mayor parte de esta tesis se consideran espacio-tiempos 5D). De la

misma manera se define el producto
VX VY =¢"V,XV,Y (0.3)
asi como el operador D "Lambertiano:
O0=V?=¢"V,V,, O05=V:=¢""V,Vy (0.4)

La derivada parcial ordinaria se denota por una coma, asi, por ejemplo, X , = 0X/0z".

4A veces se usa el punto y coma para denotar derivada covariante. Asi, por ejemplo: V, X w =X
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También resulta 1til definir el tensor de Einstein:
1
Guw =R — §gWR (0.5)
Se define el tensor de energia-momento por:
T—25(\/£ a) (0.6)
ny \/—_959’““’ 9L materia .
Para la métrica de espacio-tiempos 4D se utiliza la signatura:
Gap = diag(— + ++) (0.7)
mientras que para espacio-tiempos 5D
gap = diag(— + + + %) (0.8)

A menos que se especifique lo contrario, a lo largo de la tesis utilizaremos el sistema

natural de unidades donde h = ¢ = 1.



1. GRAVEDAD
EXTRA-DIMENSIONAL Y
MUNDQOS BRANAS

1.1. Gravitacidon con dimensiones extras

La teoria de Supercuerdas logra unificar la gravedad con las interacciones fundamentales
en una teoria cudntica consistente basada en cuerdas (objetos extendidos uni-dimensionales)
que son el principal constituyente de la materia en lugar de particulas puntuales, elimi-
nando el caracter puntual de las interacciones del Modelo Estandar. La teoria esta libre
de singularidades y anomalias en un espacio-tiempo de 10-dimensiones. Esta prediccion
de la dimensionalidad del espacio-tiempo es un aspecto fundamental de la teoria de Su-
percuerdas, reviviendo asi las ideas originales de Kaluza-Klein de un espacio-tiempo con

dimensiones extras.

Unos anos después que Einstein propusiera la idea de un espacio-tiempo 4D dinamico,
Kaluza comenzé a considerar las ecuaciones dindmicas en un espacio-tiempo con una
dimensién adicional para unificar las interacciones gravitatoria y electromagnética (ver

[6]). Los grados de libertad de la métrica asociados con la dimensién extra describen un

10
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vector de campo en un espacio 4D. En otras palabras Kaluza se percaté que al considerar
una dimension adicional los simbolos de Christoffel son proporcionales al tensor del campo
electromagnético si se consideran las componentes de la métrica g,5 = A,. En el escenario
de Kaluza-Klein la dimension extra se encuentra compactada en un circulo de radio muy
pequeiio del orden de 10~*m y un campo escalar determina el tamano de la dimension
extra o sea en este modelo el campo escalar juega un papel de campo de modulo. La
existencia de dimensiones extras del espacio-tiempo tiene un profundo impacto en las
leyes de la gravitacion. ! La accién de la gravedad en un espacio-tiempo con 143+d-

dimensiones es la acciéon de Einstein-Hilbert generalizada en este espacio.

1

2“a+@

Sgravedad = /d4l’ ddy —9(4+d) [(4+d)R — 2A4+d} (]_]_)

Por tanto la ecuacion del campo de Einstein también puede ser generalizada a dicho

espacio

G, =@t 1 (4ta) (4+d)

T 1.2
i ap - (1.2)

948 TR = —Nipa T gap + Kl

donde “t)G 5 , “tIR,p5 son los tensores de Einstein y de Ricci del espacio-tiempo
(4 + d)-dimensional respectivamente, (“+d R es el escalar de curvatura o de Ricei, 1% g, p

y A4iq son la métrica y la constante cosmoldgica de dicho espacio.

Una consecuencia de las dimensiones extras es que la escala de Planck 4D (Mp = M,)
no es la escala fundamental, sino la escala de Planck M4y correspondiente al espacio

de 4 + d dimensiones y esta relacionada con la constante de acoplamiento gravitacional

IEstos campos aparecen constantemente en toda teorfa cudntica que pretenda describir de manera
unificada las interacciones fundamentales de la naturaleza. Por ejemplo, tenemos los campos de Higgs
y los bosones de Nambu-Goldstone en el modelo estandar de las interacciones electro-débiles, el dilatén
en teoria de Supercuerdas.

2Los modelos de gravedad con dimensiones extras se pueden reducir a teorfas escalares-tensoriales efec-
tivas de la gravedad 4D como la teoria de Brans-Dicke.
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extra-dimensional mediante:

8
2
K 1.3)
(4+d) 2+d (
M (4+d)

De forma anéloga al caso de la gravedad estandar 4D, en el limite de campo débil estéatico
se debe de recuperar la ecuacién de Poisson 4 + d-dimensional (ver 7, [§]), el potencial
gravitatorio a distancias menores que la escala de longitud de las dimensiones extras L

viene dado:

2
Kata
V(r) o« it para 1 < L (1.4)

a distancias mucho mayores que la escala de longitud de las dimensiones extras.

2
V(r) o« Fita para 1> L (1.5)

Ly
La ecuacién anterior a escalas ordinarias debe de coincidir con el potencial Newtoniano,
obteniéndose la siguiente relacién entre las escalas de Planck My y M 4q).

Mp = Mo, L (1.6)

De la ecuacién ([4]) se deduce que a escalas menores que L se debe observar una desviacién
de la ley usual de la gravedad 4D % — 7%“. Segun esta idea nuestro espacio-tiempo es
R* x M, donde M, es una variedad compacta n-dimensional de volumen L?. A partir
de esta idea Arkani-Hamed, Dimopoulos y Dvali (ADD) en [7] propusieron una posible
solucién para el problema de la jerarquia entre las escalas de Planck Mp ~ 10¥GeV y la
escala electro-débil Mgp ~ 100GeV . Tal discrepancia MM—? ~ 107! puede ser eliminada
si la escala de Planck fundamental es comparable a la escala electro-débil en el volumen

extra-dimensional. Si M4 ~ Mgp de la ecuacién (LG) se obtiene que la escala de

longitud de las dimensiones extras necesaria para resolver el problema de la jerarquia de
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masas es

m (1.7)

1+ 2
L~ 10719 (ﬂ) ta
Mgw

En la ecuacién anterior se puede ver que para una sola dimension adicional d = 1 se
tiene una escala de longitud de la dimensién extra L ~ 10 m. Este resultado implicaria
desviaciones de la gravedad Newtoniana a escala del Sistema Solar. En el caso d = 2 se
tiene L ~ 10~*m, la teorfa de la gravedad no ha sido comprobada atin a esta escala. En la
actualidad la teoria de la gravedad no ha sido probada a distancias mucho mas pequenas
que el milimetro, puede que los experimentos futuros encuentren estas desviaciones en
estos rangos de distancia (ver [9]). De los resultados anteriores se puede concluir que los
modelos con una sola dimensién extra compacta no son viables pues presentan desviaciones

apreciable a escalas ordinarias de la ley de la gravitacion de Newton.

En el escenario propuesto en [7] la particulas del ME no pueden propagarse libremente
en las d dimensiones extras quedando localizadas en una sub-variedad 4D. Se asume que
Mpgp es la escala caracteristica de la teorfa a distancias cortas del orden de M}, en el
mundo 4D con d dimensiones adicionales. El tinico campo que puede propagarse en el bulk
4 + d-dimensional es el gravitén con un acoplamiento suprimido por la escala de Planck
fundamental Mp ~ Mgp. Ademas se considera que no son inducidos los operadores de
dimensién superior tipicos de cualquier extension del ME que solamente son suprimidos

por Mgp y pueden provocar el decaimiento del protén [J.

Este es un escenario interesante y simple de un espacio-tiempo con d dimensiones extras
compactas en un radio L con una topologia toroidal, donde las particulas del ME son
confinadas a espacios 4D y solo el gravitén puede propagarse con libertad en todas las

dimensiones.

3El ME predice que el protén es una particula inestable, aunque su periodo de semi-desintegracién
excede a la edad actual del universo por esta razén no se ha observado el decaimiento del protén.
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1.2. La Teoria M y los mundos branas

Los espacio-tiempos de dimension superior D > 5 son cada vez mas recurridos en la actual-
idad. La habilidad de los escenarios propuestos para responder a la interrogante: jporqué el
espacio extra no es observable? descansa en la idea de las branas [7, [10]. La existencia de
estos objetos extendidos denominados branas juega un papel importante en la Teoria de
Supercuerdas 1 + 9-dimensional. Por ejemplo, una 0-brana representa un punto, 1-brana

es una cuerda y d-brana es una hipersuperficie d-dimensional. Las branas abren la posi-

é gravity

N

c oy D
f

O
open closed

strings strings

Figura 1.1.: Los extremos de las cuerdas abiertas se encuentran unidos a la hipersuperficie,
solo las cuerdas cerradas se propagan en el bulk.

bilidad de relacionar las aparentemente distintas teorias de supercuerdas conocidas como
Tipo I, ITA, IIB y las supercuerdas heteréticas SO(32) y Fs x Eg mediante las trans-
formaciones de dualidad en una teoria fundamental de supergravedad 1+ 10-dimensional,
donde cada una de las teorias de cuerdas supersimétricas perturbativas corresponden a
diferentes limites de la teoria de la supergravedad 11D, que hoy conocemos como Teoria
M (ver [11]). La supersimetria implica que la cuantizacién de la cuerda solo es consistente
en 10 dimensiones espacio-temporales. Por su parte la Teoria M definida originalmente
en términos del limite fuertemente acoplado de la supercuerda tipo IIA es una teoria

11-dimensional. Las cuerdas cerradas representan el sector gravitacional de la teoria. En



1.2. LA TEORIA M Y LOS MUNDOS BRANAS 15

otras palabras las perturbaciones de la geometria del bulk se describe en términos de las
excitaciones de las cuerdas cerradas (asociadas al gravitén) (ver Figll.2l). Mientras que las

cuerdas abiertas describen el sector no gravitacional confinando la materia y la radiacion

a la brana (ver Fig[2).

Figura 1.2.: Las particulas del ME se encuentran atrapadas en la hipersuperficie. Sélo el
graviton se puede propagar en el bulk.

Segin demostraron Horava y Witten [10] el limite fuertemente acoplado de la teoria de
la cuerda heterética Eg X Fg es la Teorfa M en un orbifold R'° x S;/Z,, donde la oncena
dimensién esta compactificada en el orbifoldH S1/Zs y en los limites del espacio-tiempo en
puntos fijos del orbifold se encuentran las dos hipersperficies R'° que son 14-9-branas en las
cuales se confinan los grupos de calibracién (gauge) Es. Luego Witten [12] demostré que
considerando una compactificacion a 4D, o sea 6 de las 11 dimensiones son compactadas
en una variedad de Calabi-Yau deformada, el tamano de esta variedad es mucho menor
que el espacio entre las dos 1 + 9-branas. En otras palabras el radio del orbifold S es
mucho mayor que el radio del espacio de Calabi-Yau. Este modelo se puede visualizar
como un espacio-tiempo 5D en el cual los campos materiales solo pueden propagarse
en las hipersuperficies 3D ubicadas en los bordes de la variedad y perpendiculares a la

dimension extra.

4La simetria orbifold Z, representa la simetria ante la inversién de la dimensién extra y — —y, también
se le conoce como simetria espejo.
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Es a partir de este resultado de la teoria de cuerda, que se comienzan a estudiar modelos
fenomenolégicos no relacionados directamente con la teoria de cuerda. Estos modelos han
sido investigados inicialmente en el contexto del problema de la jerarquia de escalas en
[2], alternativas a la compactificacién de Kaluza-Klein [3]. Mdas recientemente han sido
estudiados en el contexto cosmoldgico como alternativas a los modelos de inflacion y
de EO. La cosmologia correspondiente a la reduccién 5D de la teoria de Horava-Witten
ha sido estudiada en [13, [I4]. Generalmente los modelos donde las particulas del ME son
confinadas a hipersuperficies n-dimensional empotradas en un espacio de dimensién mayor
(bulk) donde solamente puede propagarse la gravedad u otra forma exdtica de materia

como campos escalares H, se les conoce como mundos branas.

1.3. Principio de minima accién en mundos branas

Consideremos de forma general un bulk con 4 + d dimensiones en el cual son empotradas

las 4 + d — 1-branas que son sub-variedades de una dimensién menor que el bulk.

Veamos cémo son modificadas las leyes de la gravitacion en este tipo de escenario donde
solo la gravedad es libre de propagarse en todas las dimensiones. La ecuacién del campo
se obtiene a partir de la accién Einstein-Hilbert (ILT]) que puede ser generaliza al sistema
de los mundos branas agregando la accién de la 4 4+ d-brana en la accién (1), incluso
se puede considerar que en el bulk se propaga alguna forma exdtica de materia como

campos escalares o campos de forma, la inclusién de los campos escalares juega un papel

5Por ejemplo el dilatén, hay que sefialar que los campos escalares han venido a jugar un papel fun-
damental en los modelos recientes del universo temprano. La densidad de energia del potencial de
auto-interaccién del campo escalar, no se diluye con la expansién del universo y por tanto, puede
actuar como una constante cosmolégica efectiva que puede manejar el periodo de inflacién.
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importante en este tipo de modelo. La accién (I.1]) se puede escribir como:

1 1
Sira) = / d'z A%y \/=g(ra) §R(4+d) — Nara — = (Viagra)9)

2

9 - V(¢> + Sbrana(l'g)

Donde la acciéon de la brana Sp..,, no es mas que la accion de gravedad en la brana

(escalar de curvatura extrinseca) més la accién de la materia atrapada en la brana 4D.

El papel de los campos escalares en los mundos branas ha sido ampliamente discutidos en
[15], [16), 17]. Usualmente los campos escalares juegan el papel de campos de médulo que
permiten fijar la evolucion del volumen extra-dimensional, o sea estos campos se propagan
en el bulk [16]. Sin embargo en [17, 18] estos campos pueden modelar branas gruesas [, en
este caso no son campos de modulo, sino que proporcionan el material que constituye a la
branas. Los modelos de branas gruesas, basados en gravedad acoplada a campos escalares,
tienen el atractivo de obtener la brana de forma natural sin tener que introducirla en la
acciéon del modelo funciones deta de Dirac (ver [17]). En otras palabras estas se pueden
introducir sencillamente si se elimina el término Sp,qn, en la accién (L) y se estudia la
gravedad 4 + d-dimensional acoplada al dilatén. De forma general la accion de n branas

en el bulk se puede plantear como:

Sbrana = - Z /d4l‘ dd_ly V _hl(Kz:t + )\Z(Qb) + ‘Cmateria) (]-9)

donde h;, K v \i(¢) son el determinante de la métrica inducida en la i-ésima brana, el
término Gibbons-Hawking que estd relacionado con la curvatura intrinsica de la brana
[19] y la tensién de la brana respectivamente, esta iltima es funcién del campo escalar
V Loateria €8 la funcion de Lagrange de los grados de libertad atrapados en la brana.

A continuacién se obtiene la ecuacién del campo correspondiente a la accién (L8], por

6Las branas estudiadas en esta tesis son branas delgadas (grosor nulo). Este tipo de brana representa
una dificultad pues la teoria de cuerda impone un limite minimo de longitud elemental.
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cuestiones de simplicidad se considera un bulk 5D y una sola brana en éste. Aunque los
resultados obtenidos se pueden generalizar a espacios de dimensién mayor que 5 y mas
de una brana. Se considera el juego de coordenadas (z*,y), donde las coordenadas x*
representan las coordenadas ordinarias (las 3 dimensiones espaciales y el tiempo) y y

representa la coordenada extra. La accién (L) y (L9) se pueden escribir en este caso

S0 = [ d4a;dy\/—( VRN~ (Vi) - <¢>)+sm (1.10)

Strana = — / d*z V=h (K= + XN) + Linateria) (1.11)

De acuerdo al principio de minima accién se tiene que las primeras variaciones de las
variables de campo (gap, ¢) y sus primeras derivadas se anulan en la frontera de la variedad
5D

8gap = 00cgap = 0¢ = 000 =0 (1.12)

Variando en ([LI0 y [LTT) respecto a la métrica g% y se toma en cuenta que

_ 1 _
0\/—95) = —5\/ —g(s)gAB5gAB (1.13)

0 (V) = VapVppdg?t (1.14)
0O R = O R, 5og"P (1.15)
Se obtiene la siguiente ecuacion del campo 5D:

1
G R4p — 5948 O)R = —A) gap + PTup (1.16)

La delta con barra § significa variacién para diferenciarla de la delta de Dirac §. El tensor
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de energia-momento 5D de la ecuacién anterior se define:
OTap = Tip + Tap™ 8y = ) (1.17)

El tensor de energia-momento del campo escalar TXQ es:
T = V46 V06 — 0an(5(°V 6 +V(9)) (1.18)

El tensor de la brana se define por:

rana 2 5 —h L Tana
pirana) _ 2 OV Lorana) gt 5 (1.19)

AB - \/__g 5gAB

Donde Syp es el tensor de energia-momento de los grados materiales atrapados en la
brana. Variando las acciones (ILI0) y (LII) con respecto a la variable de campo ¢ se
obtiene la ecuacién de Klein-Gordon del campo escalar.

vV—nh

O¢—V'(¢) = = (—)\/(@ +

5£matem‘a

— |0y — 1.20
5o (y — vo) ( )

La prima en la ecuacion anterior denota la derivada respecto al campo escalar, la funcion

delta d(y — yo) que aparece en (I8 y [[L20) significa que la brana se encuentra en la

posicién gy de la dimensiéon extra y expresa la idea clasica de la teoria de supercuerdas

del confinamiento de la materia a la brana.

1.4. Mundos branas de Randall-Sundrum

El esplendor de los modelos de branas llegd con los trabajos de L. Randall y M. Sundrum

[2, B]. Su objetivo original era dar solucién al problema de la jerarquia de masas.
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En los modelos de Randall-Sundrum (RS) se considera un bulk vacio tipo Anti de SitterH
con una sola dimensién extra (AdSs). Estos modelos constituyen una reduccién 5D de la
supergravedad de Horava-Witten [10], donde la curvatura del bulk atrapa la gravedad a
la brana en el limite de baja energia y la constante cosmoldgica del bulk estda determinada

por el radio de curvatura R del espacio AdSs.

6
Al utilizar un sistema de coordenadas gaussianas X4 = (z%,y) se asume una métrica no

factorizable en el espacio AdSs5, donde la métrica 4D es multiplicada por un factor de

torcedura que es una funcién que cambia rapidamente con la dimensién adicional:

®)ds? = e%ylnﬂydm“dm” + dy? (1.22)
El término exponencial es el factor de torsién y es mas pequeno mientras mayor sea la
jerarquia entre las escalas de Planck y electro-débil, ademas refleja el papel que juega la
constante cosmoldgica del bulk en el confinamiento de las interacciones a la brana. 7,,
es la métrica de Minkowski. La métrica (L22]) es solucién del sector gravitacional de la
ecuacién del campo de Einstein (L2)), o sea ®)T45 = 0. En la brana ubicada en y = 0
el espacio-tiempo es plano de Minkowski, en otras palabras la métrica en la brana es
gap(2®,0) = 1,,040%. Al utilizar la coordenada de Poincaré z = Re® el elemento de

linea (L22) se puede escribir como

R2
G)ds? = = (Nuwdz"dz” + d2?) (1.23)

Existen dos tipos de modelos de branas RS distintos, que se especificaran en las subsec-

"El espacio-tiempo AdS es una solucién méximamente simétrica de la ecuacién de Einstein con constante
cosmoldgica negativa.
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ciones siguientes.

1.4.1. Branas de Randall-Sundrum tipo |

En un primer modelo [2] se consideran dos branas ubicadas en puntos fijosy =0y y = L
de la dimension extra del bulk AdSs como se muestra en la Figll.4.1l En este escenario
la dimensién extra se encuentra compactificada en un orbifol S* /Z5. De la simetria Z; se
deduce:

Y — —y y+L—— L—y (1.24)

Donde L es la longitud de la dimensién extra. Las branas tienen tensiones iguales pero
opuestas £ (ver [2]) y viene dada por:

\_ 3Mp

= 3 (1.25)

La brana de tension positiva “oculta” se encuentra en y = 0 y la escala fundamental en
ésta es M5. En la posicion y = L se ubica la brana de tension negativa “visible” en la
cual se confinan las particulas e interacciones del ME. El factor de torcedura induce una

escala efectiva Mp en la brana visible que estd determinada por:

M2 = MER [1 - e’%] (1.26)
Este modelo proporciona una nueva perspectiva al problema de la jerarquia y la sepa-
racion finita de las branas proporciona un espectro discreto de modos de Kaluza-Klein.
El mecanismo para estabilizar la distancia entre las branas requiere de un campo escalar
conocido como radién, que ha sido estudiado en [20]. Ademads a bajas energias la gravedad
en la brana es similar a una teoria de Brans-Dicke, donde el signo del parametro de Brans-

Dicke es igual al signo de la tensién de la brana ver [I6] y en este orden se recupera a
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5-D space

1

(p:O (p:T[

Figura 1.3.: Escenario inicialmente propuesto por Randall-Sundrum.

bajas energias la TGR.

1.4.2. Branas de Randall-Sundrum tipo Il

Este modelo serd estudiado con mayor profundidad pues proporciona el escenario fisico que
constituye el objeto de estudio en la presente tesis. En este segundo modelo de Randall-
Sundrum [3] (RS2) subsiste solamente la brana de tensién positiva ubicada en y = 0 pues
la brana de tension negativa se aleja hasta el infinito al hacer L — oo. De la ecuacion
(C20) se deduce que la escala de energia en la brana de tensién positiva es:

Mp

M = = (1.27)

La dimension extra infinita contribuye de manera finita al volumen 5D debido al factor

de torcedura.
/d5X\/—9(5) = 2/d4x/0 dyew" = %/d% (1.28)

Un ajuste fino en (L25)) proporciona una constante cosmolégica efectiva nula en la brana
e induce en la brana la geometria de un espacio-tiempo de Minkowski. Este modelo tiene

la ventaja respecto al primero de estar libre de la complicacién asociada a la estabilizacion
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mediante el radién. Para el estudio de la gravedad débil el método usual es considerar
una métrica perturbada linealmente gap — gap + hap, entonces se considera al graviton

5D como una perturbacién de la métrica de fondo [16], 21] de la siguiente forma:
O gap — Pgap + e ® OV se cumple P4, = (5)hz = (5)h’f: =0 (1.29)

La ecuacién de Einstein 5D linealizada es

4 4
(oW + 92 — =+ 0 | =0 (1.30)

_ 20| . . . .
y ¢ = e~ = . La ecuacién ([L30) es de variable separable si la solucién general es de la

forma:

hl“/<x)\a y) = um(y)eikkl)\euu (131)

Donde kyk» = —m? y m es interpretado como la masa del gravitén 4D. Reemplazando el
operador de dAlembert por m? en (L30)) se tiene que u,,(y) satisface la siguiente ecuacién

diferencial ordinaria.

" 1 1
u,, +4 (@5(34) - ﬁ) Uy = M Cpy (1.32)

Si se introduce una nueva variable z = sgn(y)R((—1) y ¢, = (~1u,, la ecuacién anterior

se puede escribir de forma similar a la ecuaciéon de Schrodinger.

P

=, T V(z) = m*Yp, (1.33)

Donde el potencial V(z) estd dado por la expresién:

15 3
V(z) = W - ﬁé(z) (1.34)
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La funcion delta en el potencial admite la existencia de un estado base normalizado. Este
modo cero del gravitén posee una dependencia funcional u,, o ( y se encuentra localizado
en la vencidad de la brana. Este modo reproduce el graviton 4D usual del acoplamiento

gravitacional 4-dimensional.
2

S 13

Ademas del modo cero, se tiene un continuo de modos masivos del graviton que se escriben
en términos de una combinacién lineal de las funciones de Bessel (|z|+R)Y2Y, (m (|z]| +R))
v (|z| + R)Y2J5 (m (2| + R)). De las condiciones de contorno que implica funcién ¢ en el
potencial de la brana en z = 0, se obtienen las autofunciones de los modos continuos de

KK [3].
U~ N2l + R)V? Y (1 (2] + R)) + — gz o (m (1] + ) (136)

donde N,, es una constante de normalizacién.

La existencia de los modos masivos inducen correcciones a la ley usual de la gravitacion,
esta correcion solo es significativa a escalas del orden del radio de curvatura del espacio
AdSs.

Vir)= % (1 + 0477?—22) dondea = 2/3 (1.37)

A escalas mayores que el radio de curvatura del AdSs, la presencia de los modos masivos
hacen que este escenario sea no realista debido a las desviaciones de la ley de Newton
que los modos masivos de baja energia inducen. Pero la funciones de ondas de los modos
masivos son fuertemente suprimidas en la vecindad de la brana y por tanto su contribucion
al potencial Newtoniano es también fuertemente suprimida. Entonces se puede construir

un escenario realista con una dimension extra no compacta.

Este tipo de escenario es uno de los modelos mas recurridos en la actualidad pues propor-
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ciona un escenario geométrico simple, ademés de su conexion con el limite de baja energia
y pequena curvatura de la teoria de Supercuerdas. Ademas el modelo RS2 proporciona la
base para explorar las ideas hologréaficas que emergen de la teoria M. La holografia sugiere
que la dindmica gravitacional de dimensién superior puede determinar el conocimiento de
los campos en el limite de baja dimensionalidad. La correspondencia AdS/CFT es un
ejemplo en el cual la dinamica clasica del campo gravitacional con dimensiones extras es
equivalente en el limite a la dindmica cuantica de una Teorfa de Campo Conforme (CFT).
El modelo RS2 con su métrica del AdS5 satisface dicha correspondencia, para mas detalles

de la correspondencia AdS/CFT en el contexto cosmoldgico ver [22].

1.5. Formalismo covariante de Gauss-Codacci

El formalismo de Gauss-Codacci proporciona una potente herramienta para el estudio de
la geometria y la dinamica de los mundos branas. En este formalismo se hace uso de las
conocidas ecuaciones de Gauss y Codacci de geometria diferencial, para determinar el ten-
sor de curvatura de Riemann-Christoffel asi como las contracciones de éste en variedades
diferenciales. En nuestro caso el bulk representa la variedad de dimensién n y se repre-
senta por M, v gap es la métrica definida en la variedad. Nuestro interés es determinar
el tensor de curvatura de Riemann-Christoffel en una subvariedad de dimensién menor
M,,—1 o ((n — 1)-brana) inmersa en la variedad M,,. Como los modelos estudiados en esta
tesis son modelos 5D, ademas por cuestiones de simplicidad, de aqui en lo adelante solo
se consideran variedades M5, aunque las ecuaciones planteadas son igualmente aplicables
al caso n-dimensional. La presente seccion no pretende ser una introduccién pedagogica y
profunda del tema, existen varios articulos de revisién que cumplen este objetivo [23] 24],
solo se trata de dotar al lector del formalismo necesario para resolver algunos problemas

que aparecen en los modelos de branas.



1.5. FORMALISMO COVARIANTE DE GAUSS-CODACCI 26

1.5.1. Modelo geométrico

Consideremos una subvariedad 4D 0 3-brana que denotaremos (My, hap) inmersa en una
variedad 5D (M5, gap) donde hup es métrica inducida en M, por la métrica de ambiente
gap y se determina por:

hap = gap — nang (1.38)

Donde n 4 es el vector unitario normal a la brana y es un vector de caracter espacial, por

tanto cumple la condicion:

gapnn® =1 (1.39)

Si se toma el siguiente juego de coordenada X4 = (2, y) donde y es la coordenada extra,

se puede ver que:

nAhAB = nNp —Npg (140)

o sea la métrica inducida en M, es perpendicular al vector normal n? y actia como un

proyector de la métrica de fondo, asi por ejemplo:
O Ryn hA Y xnt =0 (1.41)

donde ®Ry;n es el tensor de Ricci definido en My y @Ry ny WA AN = WR,p es su

proyeccion en My.

1.5.2. Ecuacion de Gauss

El formalismo covariante de Gauss-Codacci se basa en dos ecuaciones fundamentales, una

de ellas es la ecuacion de Gauss y se escribe como:

D Rapep = @ Ryarshy B hERT) + 2K a0 Kpjs (1.42)
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donde
2K aicKp)p = KacKpp — KapKces (1.43)

La ecuacién (L42) relaciona la curvatura intrinseca de la brana, dada por el tensor de
curvatura 4D de Riemann-Christoffel (4)RABCD, con la curvatura del bulk, dada por el
tensor de Riemann-Christoffel ® R4zcp y la curvatura extrinseca de la brana dada por
Kap. El tensor de curvatura extrinseca de una hipersuperficie (o brana) ortogonal al

campo vectorial unitario n? se define como:
1
Kag = h{hY Ovyn? = 5 Lihas (1.44)

Donde L es la derivada de Lie en la direccion del vector normal 7 y se define como

L = [nM®)V ] y cumple la siguiente relacién elemental
Kiap = Kapn® =0 (1.45)

Para un estudio més detallado del desarrollo de las ecuaciones ([L42))([L45) se remite el

lector a [25].

1.5.3. Ecuacion de Codacci

La ecuacion que determina el cambio de la curvatura extrinseca K45 en la hipersuperficie

y = const se conoce como ecuacion de Codacci y se escribe como:
VnEKY — VK = ®ORynhXnN (1.46)

Resulta conveniente introducir la siguiente relaciéon que es de gran utilidad y es una

descomposicién del tensor de curvatura de Riemann-Christoffel ®) R4 pcp que lo relaciona
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con el tensor de Ricci ® R4 el escalar de curvatura ® R vy el tensor de Weyl ®Cupen

(que es la parte invariante conforme del tensor de curvatura):

1

2
® Rapep = ®Cupep + 3 (9ac¢” Rpis — gp1c® Rpja) — GAlc 9B OIR (1.47)

Como el tensor de Weyl es invariante conforme, o sea es invariante ante transformaciones
ConformesH de la métrica de la forma gap = Q% gap donde Q(QZA)2 es una funcién de las

coordenadas espacio-temporales y se tiene:
®)Cupep = P Cupen (1.48)

Como la radiaciéon no es afectada por este tipo de transformacién, el tensor de Weyl
se puede relacionar con aquella parte de la curvatura asociada a la radiacién de ondas
gravitacionales. Una vez conocido el formalismo de Gauss-Codacci el proximo paso es

obtener las ecuaciones de Einstein en la brana.

1.6. Ecuacion de Einstein en la brana

El objetivo de esta seccidn es obtener la expresion del tensor de Einstein en la brana.

Una vez mas consideremos el escenario simplificado de los campos materiales confinados
en una 3-brana empotrada en un bulk 5D. En el proceso de derivacién de dicha ecuacion

seguiremos las mismas ideas y notaciones utilizadas en [23, 26].

Esta ecuacion es de gran importancia pues a partir de ella se obtienen la ecuaciones

cosmoldgicas en la brana que son de nuestro interés.

Denotemos por n? el vector unitario normal a la brana y que induce la métrica hup

8En este tipo de transformaciones se preserva la estructura causal del espacio-tiempo.
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en la brana definida por (IL38). Al contraer en la ecuacién de Gauss ([L42)) el tensor de

curvatura por su primer y tercer indice se obtiene:
DRap = O Rynh WY + KKap — K§ Kya — Eagp (1.49)
donde
EAB = (B)RMNanMh%nPhg (150)

Empleando la descomposicién ([L47) del tensor de Riemann-Christoffel en la ecuacién

(L50) se tiene:

~ 1 1 1 1
EAB = gAB+§ <(5)RMN - EgMN(S)R> h%hg—i—EhMN(E))R—i— ghAB(B)RMNTLMnN (1.51)

Donde £4p es la proyeccion del tensor de Weyl en la brana:
5AB = (5)CMNanMh]XnPhg (1.52)

y es un tensor de traza nula £4 = 0. A partir de estos resultados la ecuacién (L49) se

puede escribir en la forma:

1 1 1
(4)RAB = —Eap — g ((5)RMN - §QMN(5)R) hi\;/[hg - EhMN(S)R

1
—ghAB(E’)RMNnMnN + (5)RMNh%hg + KKAB — KgKNA (153)

El tensor de Einstein definido en (.5 se modifica en la brana al tener en cuenta las
contribuciones de la curvatura intrinseca y extrinseca de la hipersuperficie. Al contraer

dos veces la expresién anterior se obtiene el escalar de curvatura efectivo en la brana
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@R = ¢g"P DR, p. El tensor de Einstein se escribe de la forma:

2 1 2
WG g = 3 <(5)RMN ~ 59mN (5)3) R R + 3 ((5)RMNTLM7ZN) hap
1
+ R Kap — Ky Kna+ ghas (KM Ky — K?) = Eap (1.54)

Suponiendo que es valida la ecuacién de Einstein (I.2]) para el caso 5-dimensional, ademés
se sabe que ®R = —%T, de la ecuacién anterior se obtiene la siguiente expresion 4-

dimensional del tensor de Einstein:

1 2 1
DG up = _§A59AB + 5/@? [TMNh%hg + (TMNTLM”N — ZT) hAB]
1
+KKap — KgKNA§hAB (KMYKyn — K?) — Ean (1.55)

donde Ty es el tensor de energia-momento 5D.

Eligiendo un sistema de coordenada gaussiano X4 = (2#,y) donde la coordenada extra y

es ortogonal a la brana, el elemento de linea viene dado:

ds® = hy, (2%, y)datdz” + dy? (1.56)

En este sistema de coordenada es conveniente elegir del vector unitario normal a la brana

nt =(0,0,0,0,1), n® =ns =1 (1.57)

Como la métrica inducida en la brana es ortogonal a n”¥ esto implica que hayn’ =0 =
hos = hss = 0. Lo mismo es valido para las demas magnitudes definidas en la brana, por
ejemplo:

WRun? =0= DRy = WRs5 =0 (1.58)
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La derivada de Lie en este sistema de coordenada se reduce a:
Lo=— (1.59)
El tensor de Einstein (([L50) se puede escribir en coordenadas normales gaussiana como:

1 2 1
(4)G,uu = _§A5huu + —I{g [TMNhl]yhljjv + (TMNTLMnN _ —T) huy]

3 4
1
+K Ky = KKy = Shyy (K = K Kop) = £, (1.60)
La ecuacién de Codacci (L48]) se reduce:
VKB — Vo K = TynhMn (1.61)

Las ecuaciones (L60) y (L61]) conforman el conjunto basico de ecuaciones del formalismo

de Gauss-Codacci en la brana.

Por el momento no se asume ningun tipo particular de simetria, ademas resulta conve-
niente considerar que la brana se encuentra en la posicion y = 0 en la dimension extra y es
perpendicular a ésta. Ademds se considera que el tensor de energia-momento 5-dimensional
en la ecuacién (L53]) es de la forma definida en (ILI7). El tensor de energia-momento de la
brana satisface la condicién T5"*n® = 0. Por el momento no vamos a considerar campos
escalares o campos de forma en el bulk, asi que prescindimos del tensor del campo escalar
en la ecuacién ([LI7)). La ecuacién (L60) es independiente del contenido material de la
brana, éste afecta las ecuaciones del campo mediante la curvatura extrinseca. Para ver
como la materia atrapada en la brana influye en su curvatura extrinseca se utilizan las

condiciones de juntura de Israel [27]. Estas condiciones se obtienen al integrar la ecuacién

del campo (ILI6) a lo largo de la dimensién extra desde y = —e a y = € luego se hace
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e — 0 y se obtiene:

[hapl =0 = hlz=hyp (1.62)
1
[Kap] = —K2 (Tj_;g"“ — ghABTbmm> (1.63)

que relacionan la curvatura extrinseca de la brana con su contenido material, donde:
[KAB] = HIEOKAB - limOKAB = KXB _KZB (164)
y— y——

De forma general la notacién anterior indica [A] = AT — A~. Imponiendo la simetria Z,
al espacio-tiempo y asumiendo que la brana se encuentra fija en el punto y = 0, se tiene
9aB(Yy) = gap(—y). Esto implica que Kap(y) = —Kap(—y). De la simetria Zs en un

sistema de coordenada gaussiano se tiene que

_ 1 1
K:l/ = K,ul/ = _5’%% (S;U/ - 5 (A - S) huu) (165)

Donde S = 5. Omitiendo los indices & en la ecuacién anterior y sustituyendo en la

ecuacién (L60) se obtiene la siguiente ecuacién gravitacional en la 3-brana .

6
DG, = —Ashyy + K2S, + X#ww — & (1.66)
donde
1
A4 = 5 (A5 —+ /12)\) (167)
1
K2 = 6)\5‘51 (1.68)
1 3 1 1 o 1 9
7T',W = _ZSMﬁSV + ESS,W + ghw/sags — ﬂhWS (169)

De la ecuacién (L68]) se deduce que para obtener un escenario realista con acoplamiento

9Para simplificar las expresiones asumiremos de aqui en adelante x = r4.
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gravitacional positivo, es necesario que la tension de la brana A > 0. El primer término de
correccion en la brana a la ecuacién de Einstein es 7, que es una funcién cuadratica de
S, ¥ juega un papel importante en el universo temprano (p > \) e introduce la correcién

|7T/W/)" N |SW| N
|Syuv | A

>

(1.70)

El segundo término de correccién &, corresponde a la proyeccién del tensor de Weyl en
la brana y proporciona informacién sobre el campo gravitacional fuera de la brana. A la
ecuaciéon del campo (LG0) se le agrega un tltimo término de correcién si se generaliza al
caso de un campo escalar en el bulk (ver [23]). En este caso hay que sumar a la ecuacién

del campo (LG6) el término $x%F,, donde:

1
Fow = Tophithl + (Tj’BnAnB - ZT¢’) (1.71)

1.7. Conclusiones parciales

Aunque el estudio de cosmologia en branas a bajas energias para obtener un compor-
tamiento efectivo 4D puede verse como una simplificacion no realista de la fisica, este
tipo de acercamiento fenomenolédgico, sin embargo, es muy util. Por esta razén el camino
camino mas correcto, seria estudiar los escenario extra-dimensionales desde un punto de
vista méas fundamental, o sea partiendo de una teoria fundamental, por ejemplo la Super-
gravedad y entonces extraer la fisica de baja energia y finalmente estudiar la cosmologia.
Siguiendo esta linea de pensamiento en el presente capitulo se expuso a un nivel elemental
los marcos tedricos mejor establecidos en los que se basan las teorias extra-dimensionales
antes de estudiar la cosmologia correspondiente a cada tipo de escenario.

Aunque los mecanismos propuestos por Arkani-Hamed, Dimopoulos y Dvali (ADD) [7] o
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por L. Randall and R. Sundrum (RS) [2] no dan una solucién definitiva al problema de
la jerarquia, nos muestran una nueva perspectiva simple de cémo enfocar este problema
fuera del contexto del ME y sus extensiones.

Hay que senalar que los efectos asociados a las dimensiones espaciales extras no solo puede
llevar a consecuencias de interés fisico a altas energias: como son el problema de jerarquia
del ME o la produccion de microagujeros negros, entre otros efectos. También es posible
considerar las consecuencias a bajas energias de estos escenario que pueden propor-
cionar informacién sobre la viabilidad de estos escenarios.

En este capitulo se mostré que se pueden construir escenarios realistas con una configu-
racion donde no se restringe el espacio-tiempo 5D a tener una dimensién extra compacta
como en el modelo RS1: la caracteristica que distingue al modelo RS2 de otros mode-
los extra dimensionales previos es que la dimension extra es extendida y no compacta.
A bajas energias la dimensién extra no es percibida debido a la curvatura del bulk, en
vez de una compactificacién. En el escenario RS2 aunque se tiene un continuo de modos
excitados de Kaluza-Klein (lo cual harfa que el escenario fuera poco realista debido a las
desviaciones de la ley de Newton que inducen los modos excitados), la fuerte supresién
de las funciones de ondas de los modos excitados en la vecindad de la brana, hacen que
las contribuciones de las daninas excitaciones de KK a la ley usual de la gravitacién sean
también fuertemente suprimidas. Por tanto se puede construir un escenario a partir del
modelo RS2, donde se recupere la ley de la gravitaciéon de Newton a bajas energias.
Tanto los mundos branas de RS como sus generalizaciones, que incluyen materia en la
brana y campos escalares en el bulk [29] 30], proporcionan modelos fenomenolégicos que
reflejan algunas de las caracteristicas principales de Teoria M que proporciona un nue-
vo y excitante escenario geométrico ademas de nuevas ideas en la fisica de particulas

elementales.

0Estos escenarios tienen implicaciones fenomenoldgicas en el efecto Casimir, potenciales electro-
magnéticos y el corrimiento Lamb del dtomo de Hidrégeno [2§].



2. COSMOLOGIA EN BRANAS DE
RANDALL-SUNDRUM

La idea de dimensiones extras del espacio-tiempo donde la materia ordinaria es confina-
da a una subvariedad (brana) empotrada en un espacio de dimensionalidad superior, ha
recibido una enorme atencién en los tltimos anos. Esta idea ha sido explorada particu-
larmente en el contexto cosmolégico en [31], [32] [33] [34]. La evolucién césmica del universo
temprano cambia drasticamente si se consideran modelos de inflacién inspirados en Teoria
de la Gran Unificacién (TGU), Teorfa de Supercuerdas o Teoria-M [35, [36]. En el pre-
sente capitulo se pretende estudiar la dindmica cosmoldgica en la brana (nuestro universo)
en un escenario de Randall-Sundrum tipo II (RS2), que resultan viables desde el punto
de vista fenomenoldgico. En el modelo propuesto originalmente por Randall-Sundrum la
brana es plana de Minkowski en un espacio-tiempo AdSs y tienen un apreciable impacto
en la cosmologia del universo temprano particularmente en el periodo inflacionario. En
los modelos inflacionarios mas sencillos la densidad de energia del universo es dominada
por la energia potencial de un campo escalar (inflatén) que rueda lentamente hacia abajo
por la cuesta de su potencial de auto-interaccién [37, 38]. I El resultado es que sélo los

potenciales suficientemente planos pueden alimentar la inflacion.

'En cosmologfa estdndar la condicién de rodadura lenta (o slow roll) impone restricciones sobre el tipo
de potencial que pueden producir escenarios inflacionarios realistas.

35
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Si se confina un campo escalar a la brana RS2 la expansién del universo difiere a altas
energias de lo predicho por la RG, pues el pardmetro de expansion de Hubble es pro-
porcional a la densidad de energia (en contraste con lo predicho por la TGR donde este
parametro es proporcional a la raiz cuadrada de la densidad de energia) a esto se debe a
que el término cuadratico en la densidad de energia del campo escalar proporciona una
mejor friccién al campo escalar . Esto significa que en branas RS la inflacién es posible
para una clase mas amplia de potenciales que en cosmologia normal [39]. Incluso para
potenciales que no son lo suficientemente planos desde el punto de vista convencional,

pueden producir inflacién exitosamente (para mds detalles se remite al lector al anexo [Al).

A energias suficientemente bajas (mucho menores que la tensién de la brana) se recupera
el comportamiento césmico estandar a escalas menores que la escala de nucleosintesis
primordial (A ~ 1MeV), con lo cual se asegura una salida natural de la inflacién ya que
el campo escalar acelera su rodamiento hacia abajo por la cuesta del potencial de auto-
interaccion [40]. En este escenario el recalentamiento se produce de manera natural incluso
para potenciales con un minimo global y la radiacién es generada a través de produccién
gravitatoria de particulas [41], 6 por medio del curvatén [42]. Aunque los modelos de
branas RS tienen un mayor impacto en el universo temprano, otra propiedad interesante
del modelo de inflacién en brana RS2, es que el inflatén no decae necesariamente, sino que
puede sobrevivir hasta la presente época de la evolucion cosmica. Por tanto este mismo
campo escalar podria jugar el papel de la quintaesencia, que es el ingrediente necesario
para poder explicar el presente periodo de expansion acelerada. Este nuevo escenario de
quintaesencia en cosmologia de brana ha sido estudiado en [33]. El mecanismo unificado de
inflatén y quintaesencia ha sido objeto de numerosos estudios [40, 43] 44]. Resulta natural

estudiar la cosmologia correspondiente a una generalizaciéon escalar del escenario RS2, en

2En branas RS se cumple mucho mejor la condicién de rodadura lenta tipica de los escenarios infla-
cionarios.
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este modelo se atrapa un campo escalar a la brana y se reemplaza la brana de Minkowski
en un primer caso por una brana homogénea e isétropa de Friedmann-Roberson-Walker
|QFRVV) la cual se ajusta a las simetrias que se observan actualmente en el universo [45]

. En un segundo caso se considera una brana de Bianchi I la cual es homogénea pero

anisotropa. Esta propiedad del espacio es mucho maés realista en el universo temprano.

2.1. Cosmologia en una brana homogénea de FRW

En el escenario RS2 el bulk AdS5 admite una brana de Minkowski, pero si consideramos un
bulk con 4-isotropia espacial, este espacio-tiempo admite hipersuperficies con 3-isotropia
y 3-homogenidad. Una generalizacion simple del AdSs; que preserva la 4-isotropia del
espacio-tiempo y es solucion de vacio de la ecuacién de Einstein 5D, es el Schwarzschild-

AdS5. Este tipo de bulk admite una foliacion de FRW H

Los mundos branas de FRW son una generalizacion cosmoldgica de las branas de RS y
son parte de Schwarzschild-AdSs (ver [23]). De forma general la métrica 5D compatible

con este tipo de simetria en el bulk se puede escribir de siguiente forma.
O ds? = gap(2°)dzd2® + 9% (2°)y da’ da? (2.1)

Donde 7;; es la métrica tri-dimensional maximamente simétrica con curvatura negativa,
nula o positiva que designaremos por (k = —1,k = 0,k = 1) respectivamente. En nuestro
caso asumiremos que la brana es espacialmente plana. Los subindices toman los siguientes
valores 7,7 = 1,2, 3. La métrica bi-dimensional g,, depende tinicamente del tiempo y de la

coordenada extra g.(t,y) donde a,b = 0,4 y ¥ es en general una funcién de t y y, ¥(¢,y).

3El universo actual se ajusta al principio cosmoldgico, segiin el cual el universo es homogéneo e isétropo
a grandes escalas cosmoldgicas.

4Las branas de FRW también pueden ser empotradas en generalizaciones no vacias como Reissner-
Nordstrom-AdSs o Vaidya-AdSs
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Eligiendo un sistema de coordenada gaussiano se tiene:
Gap(29)d2"d2" = —n’(t,y)dt* + dy? (2.2)

La eleccion de este sistema es muy conveniente pues de la métrica inducida en la brana se
obtiene inmediatamente la métrica FRW. Si suponemos que la brana se encuentra en la
posicién y = 0, en esta hipersuperficie (y = const.), que representa el volumen de nuestro

universo, el elemento de linea (Z1]) se reduce a:
ds® = —n?(t,0)dt* + ¥*(t,0)v,;dz' dx’ (2.3)

Donde ¢ es el tiempo propio en la brana. En y = 0 se tiene n(t,0) = 1y 92(¢,0) = a*(t)

es el factor de escala en la brana.

2.1.1. El modelo
Consideremos un bulk AdS5 vacio, donde el tensor de energia-momento 5D de la ecuacién
del campo ([I8) es OTy5 = T8 (y).

La brana esta llena de un fluido de fondo perfecto, constituido de materia ordinaria y de
materia escalar. La densidad de energia de los grados de libertad atrapados en la brana

es pr = pm + pe- Luego, el tensor de la brana es de la forma:

Tjgb]gana) = Sap = diag(—pr, pr, P, P1,0) (2.4)

donde pr = p,,, + py es la presion total en la brana. La densidad de energia y la presién
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del campo escalar se definen respectivamente por:
1.,
po= 53 +V(9) (25)

po= 38~ V() 2.

Donde V(¢) es el potencial de auto-interaccién del campo escalar y el punto representa la
derivada temporal. Ambos fluidos satisfacen la ecuacién de estado p; = (7 — 1)p; donde =y
es el indice barotrépico del i-esimo fluido y toma valores entre 1 <~ < 2. Una vez definido
el contenido material en la brana y la métrica FRW espacialmente plana (k = 0) en ésta,

las ecuaciones cosmoldgicas se obtienen a partir de la ecuacion de Einstein efectiva en la
brana (L66]).

La componente temporal (YGyg de la ecuacién (L66) proporciona la primera de las ecua-

ciones cosmologica, que es la ecuacién de Friedmann en la brana:

C

1 Pr 1
H2 = —Ii2pT (1 + —> + §A4 + E (27)

3 2\
Donde H es el parametro de Hubble que representa el ritmo de expansién del universo,
Kk es la constante de acoplamiento gravitacional 4D definida por (L68]) y A es la tensién
en la brana. Esta ecuacién presenta diferencias considerables con la ecuacion clasica de
Friedmann. El dltimo término en ecuacién anterior, que se conoce como Radiacién Oscura,
se obtiene de la proyeccion del tensor de Weyl 5D en la brana. El pardametro C' es una
constante de integracion relacionada con la masa del agujero negro en el bulk. En este
primer estudio no se tendra en cuenta esta correccion, pues existe una versién extendida
del teorema de Birkhoft’s que demuestra que si el bulk es AdS entonces la constante C'
es nula [46]. Ademds consideraremos un ajuste fino entre la constante cosmolégica del

AdSs y la tensién de la brana en la ecuacién (L67)) de modo que la constante cosmoldgica
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efectiva en la brana A, sea nulaH Asf la ecuacion (Z7]) es mds simple y ademés es posible

hallar soluciones estaticas del modelo.

La caracteristica principal que distinge a la ecuacién (271) de la ecuacién original de
Friedmann de la TGR es la dependencia cuadratica en el miembro derecho de esta de
la densidad de energia de la materia atrapada. Este término predomina en el universo
temprano donde A < pr = 55 > 1. En este caso se tiene una correcion apreciable a la
ley de expasion predicha por la TGR pues H o< pr y no H o< y/pr como es de esperarse
segin la RG. A tiempos tardios la densidad de la materia atrapada en la brana se diluye
con la expansion pr < A = 58 < 1. En este caso la ecuacién modificada de Friedmann

coincide con la relacién estandar que se obtiene en RG.

Otra de las ecuaciones cosmoldgicas es la ecuacion de Raychaudhuri:

H= —%/ﬁ (1 + p%) (d)2 - ’y,om> (2.8)

donde el punto indica la derivada respecto al tiempo cosmologico.

La ecuacién de Klein-Gordon para el campo escalar es:
b+3H+V'(¢) =0 (2.9)

donde la prima indica la derivada del potencial respecto al campo.

Por 1ltimo la ecuacién de continuidad para el fluido de materia ordinaria en la brana
esta dada por

P+ 3vHpp =0 (2.10)

La ecuaciones cosmolégicas (2.7)(2.10) constituyen un sistema de ecuaciones diferenciales

5De este modo los escenarios de brana dan una solucién muy simple al conocido problema de la Constante
Cosmoldgica (ver [41]).
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ordinarias de segundo orden no lineales. En la actualidad no existen métodos generales
de solucién para este tipo de ecuaciones. Por tanto, encontrar soluciones al sistema de
ecuaciones anterior es una tarea extremadamente dificil ain usando métodos numéricos
de solucion. No obstante, existe un método alternativo que permite extraer informacion
de sistemas fisicos que evolucionan en el tiempo y que son descritos por ecuaciones dife-
renciales reducibles a ecuaciones de primer orden, sin necesidad de resolver las ecuaciones,

conocido como teoria de los sistemas dindmicos (ver anexo [BJ).

2.1.2. Estudio de sistema dinamico en brana FRW

La teoria de los sistemas dinamicos proporciona una herramienta particularmente 1util en
el estudio de los modelos cosmologicos, donde nos permite obtener una vision global de la
dindmica de la expansion del universo [48]. Para un estudio mas profundo se recomienda

consultar el texto [49].

El objetivo de esta seccién es precisamente estudiar la dindmica del campo escalar auto-
interactuante atrapado en una brana FRW usando técnicas de la teoria de los sistemas
dindmicos. Estas han probado ser muy tutiles para obtener informacion significativa sobre
la evolucion de una amplia clase de modelos cosmoldgicos. En esta tesis se introduce una
metodologia general para el estudio de la dindmica de un campo escalar atrapado en la
brana (con un potencial de auto-interaccién no especificado a priori) en presencia de un
fluido perfecto. Este estudio contiene como casos particulares, por ejemplo, al potencial

constante V(¢) = Vj, al potencial exponencial V(¢) = Ve ¢, por mencionar algunos.
En lo siguiente usamos el sistema natural de unidades donde Kk = h=c = 1.

Normalizando la ecuacién de Friedmann (2.7) respecto H? se logra identificar las nuevas
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variables dindmicas.

¢ 4 Pt

Introduciendo una nueva variable temporal T = [ Hdt, derivando las nuevas variables
dindmicas (2.I1]) respecto al pardmetro temporal 7 e introduciendo una variable dindmica

adicional relacionada con la pendiente del potencial de auto-interaccién del campo escalar

s =—0sIn V(9) (2.12)

se obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales ordinaria (EDO) auténomo en las varia-

bles z,y, 2\ v s.

/ Q — Q 0, —
r = \/gsy — 3z + 3( ;(—g:j)_(fyl) 2):703 + 37, ;—(;))/\(y_—i_l) A 1)90 (2.13)
y = —V6xys + —3z(/§(2(,\2/\—+1)1> (v =2)2* +7 (W +y—1)] (2.14)
D =30 [(v—2)2* +7 (U +y—1)] (2.15)
s = —V6xs’f(s) (2.16)
Donde la funcién f(s) se define por:
f(s)=T—-1 donde ['= ‘;/‘2/ (2.17)

En dicho sistema de ecuaciones la prima indica la derivada con respecto al parametro

temporal 7.

A partir de la dependencia de V' y de sus derivadas de ¢ y de las definiciones de I" y

s sigue que estas ultimas son funciones del campo I'(¢) y s = S(¢). Luego si existe la
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Tabla 2.1.: Forma explicita de la funcién I'(s) para algunos potenciales de auto-
interaccién, estudiados en las referencias que aparecen en la tabla como can-
didato a quintaesencia.

Potencial [(s) Referencia
V = VpSinh= 3¢ 14 Lo 50] [51][52]
V =Voe X + A —X [53]
ex¢? (1+2m)s2+8mxEsy/s2+8m
V=V% i s L ¥ 5%
V=1 [eafﬂi) + eﬁmﬂ _’i[ﬂaﬂ':(QOé-Fﬁ)S] [56]

funcién inversa ¢ = S7!(s) entonces se obtiene I'(S™!(s)). En la tabla 2.1 se muestran
las funciones I'(s) para algunos de los potenciales de quintaesencia méas recurridos en la

actualidad.

2.1.3. Espacio de fase

La ecuacion de Friedmann se puede escribir en término de las nuevas variables de la
siguiente manera.

Qp=1—2>—y—Q, (2.18)

A partir de la restriccion 0 < €2, < 1 se logra identificar la regién del espacio de fase:

0<z’+y+U <1 (2.19)

A partir de la definicién de la variable u y de la ecuacién de Friedmann se obtiene la

relacion:
pr 20,

A 1—-Q,

(2.20)



2.1. COSMOLOGIA EN UNA BRANA HOMOGENEA DE FRW 44

Tabla 2.2.: En la tabla se muestran los puntos criticos del sistema de ecuaciones
(Z13)(216)) y su existencia a partir de la restriccién de Friedmann.

P, x Yy Qx s Existencia
P 0 1-Q, Q,€]0,1] 0 siempre

Py 0 0 0 seR siempre

Ps 0 0 1 seR siempre

P +1 0 0 0 siempre

Ps 0 1 0 0 siempre

P +1 0 0 5™ siempre

P % —% 0 s* s*2 > 3y

Py = 1- 2 0 s* V6 <5 <V6
Py xel-1,1] -+ 1 0 ¢ v

Hay que senalar que los puntos criticos con 2, = 1 corresponden a soluciones donde
tension de la brana A — 0. Por tanto estdn asociadas a regiones de altas energias muy
préximas a la singularidad inicial. El modelo que discutiremos en esta tesis es clasico,
por lo que no es capaz de describir adecuadamente una solucién dominada por los efectos
cuanticos que aparecen cerca de la singularidad inicial. Por este motivo no debe de incluirse

el valor 2, =1 en la regién (Z21]). 1 En este caso seran excluidos los puntos P, y Py. Este

6Sin embargo, desde el punto de vista matematico, los estados con €2 = 1 se alcanzan asintéticamente.
De hecho, como algunas integraciones numéricas corroboran, existe un conjunto abierto de orbitas
en el interior del espacio de estado que alcanzan la frotera 2, = 1 del espacio de estados cuando
T — —oo. Usualmente al espacio de fases se le adjunta su frontera aunque algunas regiones en la
frontera (por ejemplo 2, = 1) pueden descartarse de acuerdo a motivaciones fisicas.
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ultimo punto tampoco cumple la restriccion ([ZI9). Los puntos con 2, # 0 representan
soluciones con contribuciones 5D a la dinamica del universo. En cambio los puntos con
2\ = 0 estan asociados a un comportamiento estandar 4D cuando A — oo y corresponde

al limite de bajas energias de las ecuaciones cosmologicas de RS.

De la definicién de las variables dindamicas (2.11), ([2.12)) y la restricciéon ([2Z.19) se obtiene
la siguiente region del espacio de fase en la cual las nuevas ecuaciones dindmicas tienen

sentido fisico.

U={(z,y,2):0<2”+y+ 2 <1,-1<2<1,0<y<1,0<Q, <1} x {s € R}
(2.21)
Los puntos criticos del sistema de ecuaciones (ZI3))(2I6]) se muestran en la tabla 22
En dicha tabla s* denota los valores de la variable s que anulan la funcién f(s) o sea
f(s*) = 0.
Los puntos criticos P; a ch existen siempre y lo puntos Py, Pi y P; son puntos donde s se
anula. O sea, ellos existen para potenciales con primera derivada nula. Estos potenciales
han sido estudiados en [57]. Los puntos P, Ps, Pi-, Py, Ps existen para potenciales de auto-
interaccién del campo escalar en los cuales f se anula para algtin valor, en general no nulo,

de s. Las condiciones de existencia de P; y Ps se presentan en la tabla [2.2]

Resulta de interés escribir algunos parametros cosmolégicos como el pardmetro de estado

de la materia escalar wy, = i—z y el pardmetro adimensional €2, en funcién de las variables

dindmicas (Z.I1):

2
r =Y 2
Wy = Oy =2+ . 2.22
] 2 + y @ Yy ( )
Ademas el parametro de desaceleracion ¢ = — (1 + %) se puede escribir

o 1+Q>\ 2 3’7 2 _
q= (1_9/\) [Bx + 5 (1-2—y—)| -1 (2.23)
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Tabla 2.3.: Valor de los pardmetros cosmolégicos wy, 24 v ¢ para cada uno de los puntos
criticos que del sistema de ecuaciones (2.13) (2.10) .

B We Q¢ q
P, ~1 1-Q, -1
P indefine 0 377 -1
by indefine 0 indefine
PE 1 1 2
Ps ~1 1 ~1
Pi 1 1 2
Proy-1 0 31
B L(s?-3) 1 £-1
Py v—1 —% indefine

En la tabla 2.3 se muestra el valor de cada uno de estos parametros correspondiente a los

puntos criticos del sistema de ecuaciones (2.13])(2.16]) que aparecen en la tabla 221

2.1.4. Estabilidad de los puntos criticos

En esta seccion se realiza el analisis de la estabilidad de las perturbaciones de primer
orden del sistema de ecuaciones ([2.13)),(2I6). En el anexo [Bl se ofrecen algunas de las

técnicas clasicas para dicho estudio de estabilidad.

El conjunto de puntos P; que representa una recta en el plano (y, €2)) dada por y = 1—Q,
que describe una posible soluciéon con contribuciones 5D a la dinamica del universo pues
de forma general 2, # 0. De la relaciéon entre y y €2y se deduce que esta solucion es

dominada por la energia potencial del campo escalar pr = V' (¢). En este caso la ecuacién
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de Friedmann se puede reescribir como:

2 _
3H> =V (1 + QA) (2.24)

En el universo temprano donde A < V se tiene Hrs = \/%7 a altas energias el ritmo de

expansion del universo en el modelo RS difiere de la expansion predicha por la RG:

ZI—Z = % (2.25)
Estos puntos tienen una variedad estable, M, de dimension dos. Dado que dicha solucion
es tipo de de Sitter (wy = —1) y por la importancia de este tipo de soluciones en el
contexto cosmologico es necesario hacer un andlisis de su estabilidad méas alld del tipico
analisis de estabilidad lineal. Con este propdsito en la seccion hacemos el calculo

explicito de su variedad central probandose que dicha posicién de equilibrio es localmente

asintoticamente inestable.

El punto P, corresponde a una solucién dominada por la materia €2,, = 1. Esta solucion,
aunque corresponde a un punto de equilibrio no hiperbélico, se comporta como un punto
de ensilladura |l en el espacio de fase del modelo RS, pues tiene una variedad estable y

una variedad inestable ambas no vacias (ver la tabla 2.4]).

El punto P; sera excluido de este analisis pues se encuentra en la frontera 2, = 1 de la
region del espacio de fase (Z2I]). Desde el punto de vista fisico esta solucién representa
un universo vacio de Misner-Randall-Sundrum (MRS). Como veremos mas adelante todas
las integraciones numéricas realizadas durante esta investigacion sugieren que dicha solu-
cién representa un atractor del pasado. Para comprobar dicha conjetura puede hacerse el

calculo explicito de su variedad central y el andlisis de su estabilidad siguiendo el mismo

"El concepto de punto silla no se aplica en general a puntos de equilibrio no hiperbélicos
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Tabla 2.4.: En la tabla se muestran los autovalores de la matriz de linealizacién del sistema

de ecuaciones (2.13))(2.16).

_Jen(s22-am)+2492)

il =

P, A\ Ao A3 A4

P, 0 0 -3 =3

P, 0 —3 3y 3(7 —2)

P 0 3(v-1) 3y Gy

P 0 —6 6 63y

P, 0 0 -3 —37

P —6 6 — 37 6F V6s*  FV6(s7)2f (%)
P =3y f(v-2-1) f(y—2+410)  =3ys7f(s7)
P 5(s?—6) s — 3y —5*? —s"f'(s%)

procedimiento que en las secciones 2.1.5]y 2.1.6] Dado que en esta tesis nos concentramos
en la dinamica de tiempo tardio y debido a la complejidad computacional que supone el

calculo de su variedad central decidimos no hacer dicho analisis.

Los puntos P;° son soluciones dominadas por la energia cinética del campo escalar y
representan soluciones con un comportamiento estdndar (2, = 0). Dichos puntos criticos,
a pesar de ser no hiperbdlicos se comportan como puntos de ensilladura en el espacio de
fase a causa de la inestabilidad de una direccién asociada a un autovalor real positivo y

la estabilidad de una direccién asociada a un autovalor real negativo.

El punto critico P5 es un caso particular de P; cuando €2, = 0 y representa una solucion
dominada por la energia potencial del campo escalar y representa un atractor tardio de

de Sitter (.

8A esta conclusién puede arribarse luego de hacer el anilisis de la estabilidad de su variedad central

(ver 21.6))
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El analisis de la estabilidad de los puntos de equilibrio PGi, P:; y Pg es una tarea un poco
méas complicada, pues los autovalores de la matriz de linealizacion del sistema en este
punto dependen explicitamente de la derivada de la funcién f(s) y por tanto su cardcter
dindmico depende de la eleccién del potencial de auto-interaccién del campo escalar (Z.17).
Los puntos Pgt son soluciones dominadas por la energia cinética campo escalar, que se
comportan como estados transcientes (punto de ensilladura en el espacio de fase) en la
evolucién del universo siempre que v < 2. Para v = 2 el punto P;~ es no hiperbdlico. La

variedad estable es 3D si

s* > V6 (2.26)

y f'(s*) > 0, en otro caso la variedad estable es de dimensién menor que 3. Del mismo

modo, para v = 2 el punto F; es no hiperbodlico y su variedad estable es 3D si

s* < —V6 (2.27)

y f'(s*) < 0, en otro caso la variedad estable es de dimensién menor que 3.

Todos los valores propios de la matriz Jacobiana evaluada en P; de la tabla (ver 2.4]) son

reales para valores de s* en el conjunto

24~ 24~
— < st < —4/3 U 37 <s* < 2.28
{ 9 2% S 7} {\/7_8_ - (2.28)

para 1 <+ < 2. P; es no hiperbdlico si s* € {—\/3 ,\/37} 6s*f'(s*) =06y = 2. En otro
caso el punto de equilibrio es hiperbdlico y podemos caracterizar el punto de equilibrio
como sigue. Este punto se comporta como un nodo estable, y por tanto un atractor tardio,

para valores de s* satisfaciendo

24’72 * 1( %
— 97_2§s < —4/3y con f'(s*) <0 (2.29)
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6 cuando
2

24
V3y<st< 5 j 5 con f'(s*) >0 (2.30)

Ademas este punto se comporta como un punto de ensilladura para

24~

A9y 3 < s < —4/3y con f'(s*) >0 (2.31)
fy J—
6 para
24~2
/5 i 5 < s* < —4/3v con f'(s*) <0. (2.32)
fy J—

En cambio, si s*3(2 —97) 4+ 2442 < 0,7 < 2, la matriz Jacobiana evaluada en P; tiene dos
valores propios complejos conjugados con parte real negativa y dos valores propios reales.

Si ademés s* f'(s*) > 0, este es un atractor tardio, en otro caso es un punto de ensilladura.

El punto Ps representa una solucién dominada por el campo escalar (4 = 1). Ps es
no hiperbélico si s*? € {0,37,6} 6 f/(s*) = 0. Dicha solucién es un nodo estable si

s*2 #£{0,6}, s < 3y y s*f(s*) < 0, en otro caso es un punto de ensilladura.

Mas adelante se estudia el comportamiento asintético de estas soluciones, para varios
potenciales de auto-interaccién del campo escalar, que han sido estudiados previamente

como modelo de quintaesencia.

2.1.5. Dinamica de la variedad central de la solucion de de Sitter P,

Como mencionabamos en la seccion anterior, dada la importancia en cosmologia de las
soluciones de de Sitter, resulta de interés realizar un estudio mas detallado de la dinamica
del conjunto de puntos criticos P, (para €2y # 0) para poder determinar si dicha solucién
es un atractor de Sitter tardio con modificaciones 5D o no. De acuerdo al modelo RS dicha

solucién no deberia comportarse como un atractor tardio debido que las modificaciones
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5D son tipicas de las altas energfas (universo temprano) y no de bajas energias (universo
tardio). Para verificar esta conjetura recurrimos a la teorfa de la variedad central la cual

permite dar un criterio consistente acerca del comportamiento asintético de dicha solucion.

Con el objetivo de trasladar un punto de equilibrio arbitrario de coordenadas (z = 0,y =
1 — u., 2\ = ue s = 0) localizado en P; al origen de coordenadas y luego llevar la parte

lineal del sistema a la forma real de Jordan se introduce el cambio de variables

UV 6u
T = U+ Uy y:u2—uc—|—vl—|—1, Q)\:—Uz—i‘uc——l, S:—\/_ ! (233)
U, + 1 U, — 1

El sistema de ecuaciones (Z.I3)) (2.16) puede reescribirse en funcién de la nuevas variables

como
/ 6f( \fu1>u§’ 61}2f< {fi)ul 234
= -1 * U, — 1 (2:34)
UV
uy = —3ue(ue — uy — I ;C)<_2<u1 +v)? + ’Y(l +1Uc + (u1 +12)%)) (2.35)
Ue(—1 —ue. +v
+3(uy + ( T 1))<_2<U1 +02)” +7(5 o Tl v2)*))
= =3z e+ T ) (201w + ea)? e+ (1) ) (230
B(1 4+ ue)*(1 +ug — ue +v1)(1 — ug 4+ ue — 5 ((ug + v2)*(y — 2) + L)
Fuc +

1+ ug(1 + ue) + ue(vy — ue)
+6u1(1 +ue)(uy + v2)(1 + ug — ue + vy)
uz —1

/ 3(uy + va) (ug — te — 1+ 225 )(=2(ug + v2)? +Y(v11 + e + (u1 + v2)?)) (2.37)
Uy = — uc(v] —ue :
2(ug + P
6u? (uy + v) V6u, ur (1 + ug — ue + v1)

ue — 1 /(= —1) u2 —1

+3(U1 + UQ) —
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Realizando en el sistema anterior una expansién de Taylor en un entorno del origen de

coordenadas, hasta términos de segundo orden, se obtiene el sistema:

o = Qe (2.38)

U, — 1

1
—4) + 6uqus (fy—l— -3
U, — 1

C

uy = 6vouy U, + 6uiu, + Sutug (’y — .
Ue —
6uiusu.(y — 2)
(=1 + ue)?(1 + u,)

u, —1)3(1+uc) u?z —1
12uyuduc(y — 2) 12uyugu(y — 2)
—UV1U3g +
(ue — 13 (1 4+uc)  (uc—1)2(1 + uc) 2
2

2 24u1u2ug 12wy u

( Guiujuc(y —2)  Gufuc(uc+7—1)
+'U1 —< —

(= 2 36uq uau? n
271 (ue — D414+ uc)?  (ue — 131 4uc)®  (u2—1)2
(22 Guiu? N 18u2uiu? N
! (u2—1)2  (ue—1)*14uc)®  (ue—1)3(1 4 uc)?
1 1 6V Uty
—6uyv3u’ —
HeTv1tl (u%(uc —1)(1 + uc)? + (ue — 1)3(1 + uc)2)
6ulu 6usu 6u
2 9 We 2UWe c
- 9
vity(7=2) ((uC — 1)3(1 + uc) * (ue — 1)2(1 + uc) * uc? )
18u3u? N 12uyu? Gu?
(e = D1 +ue)®  ((we — 131 +u)?)  (u2 — 1)
3YUs
1w + (7 = 2)3ugv3

—vP?

+
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/2 6uiu.(y — 2) .2 18u2u.(y — 2) 6y
aon ((uc — (0t ue) ((uc T ) | (w— P( T uc))) (2.40)
2,2 18u3u, 12uzu, 6u.
(7= 2ol <(U/c — 1)1 + uc) * (ue — 1)3(1 + uc) * (ue — 1)2(1 + uc))

—2)(1 ¢ 6 1
3(y u)(_ Jlr Ui 6vstts (1 + 1) (7 — 1) + Unly (v2u+itll)( + uc)

o [ 36uuduc(y —2)  24ujuguc(y — 2) 12uqu.(y — 2)
e <<uc "1t we) | (- )P+ ae) (w1211 uc))

2ujuz(y —2)  12uqug(y —2) | 6ug(L+u.)(y —1)
+v1v2 +

(u. — 1)3 (ue — 1)? e — 1
Guius(y —2) | Gufus(y—2)  3yui(l+u)
m((%—D3 (e — 1)? w1 _”)
6(y — 2)vius  6(y — 2)vyud 6yugv?
(ue — 1) (ue — 1) (ue — 1)*(1 + uc)
3yv? 12(y — 2)udugviu,

+ 3ui(1 +ue)y +

e — 1 (ue — 1)3(1 + ue)
Yutu.(y — 2) 27uluc(y — 2)
I 1%c 2 1%c 2 41
=4 ((uc— 1)2(1 + uc) Tz (ue — VA1 + u) * (e 1+uc
3 4 v1202 54(y — 2)uyudu? 27(v — 2)uyugu? 9( 7 2)ugu?
: 2\ (e = 1P+ ) (e = DU +ue)?  (u 51+ ue)?
2Tuuiu 18uqusu 9u1u
-9 2 27c c c
Ty =2y <(uc DLt w0) | (e — 1Pt an) | (ue — 12(1+ a)
Juguiud(y — 2) 9 uyu3 Ququg 9u1 1+ u.)
-2
B A\ s R s T Oy
Yuguiug(y — 2) 3ui(y — 2) Suju3y 3u1u27
(ue — 1)2 "\ 2w —1) " (ue— 1314 uc)  (ue — 1)2(1 + uc)
 Buyuy 2 9u1u§ucv N 611Uty 3u1uc
e —1  F ( 1+uc) ( 131 +u.)?  (u2—1)2
2 Quiu?(y — 54u —2) N uey
A\ (u, — 1)3 (1+uc (ue — 1+uc) (ue — DAL + uc)?
o 18u2u.(y — 2) 3y u?(9(1 + u.)(y — 2) — 12£(0))
N e = P14 w0) | (g — 12(1 + ) 2(u, — 1)
3yv; Suyv?

+

20uc = 1) (uZ = 1)?

La descomposicion de Jordan de la matriz Jacobiana del sistema de ecuaciones anterior
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evaluada en el origen de coordenada es:

0010
0100
A:
0001
1000
300 0
0000
B:
0000
000 —3y

Donde A es una matriz de similitud asociada a una transformacién de coordenadas y B es
la matriz real de Jordan. Si denotamos por M a la matriz Jacobiana del sistema, entonces
M = BAB™!. De acuerdo al Teorema de la Variedad Central las coordenadas v; y v,
asociadas a la variedad central de Ps se pueden definir localmente como funciones de las

variables u; y us. Su dependencia funcional la denotaremos por:

V1 = F(Ul,UQ) Vo = G(Ul, U,Q) (242)

Derivando cada una de las funciones (2.60) respecto a 7 se obtiene el sistema de ecuaciones
en derivadas parciales [:

v — FOOy — POy, — (2.43)
vy, — GOy — GONy, =0 (2.44)

Empleando los desarrollos (2Z38])(241]) en el sistema anterior se obtiene un sistema de

9La notacién (0,1) que aparece en las siguientes ecuaciones indica el orden de derivacién respecto a
las variables independientes, por ejemplo (1,0) indica la derivada de primer orden respecto a u; y la
derivada de orden cero respecto a us.
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ecuaciones en derivadas parciales cuasilineal, el cual no mostraremos aca por limitaciones

de espacio.

Buscar soluciones analiticas del sistema (2.43))(2.44) representa una gran dificultad. Pero

podemos suponer que las soluciones son de la forma

F(Ul, UQ) = anu% + ajouiUus + &qug + O(U1)3 + O(u2)3 (245)

G(Ul, 'LLQ) = blllL% + leUlUQ -+ bzgug -+ O('qu)g —+ O<UQ)3 (246)

para u; — 0 (ver [58]). Sustituyendo las soluciones (2.45)(246) en (243)(244) y com-

parando potencias de igual orden se encuentra que los coeficientes no nulos son

1
ajl = —(1 + 'LLC) b12 = — b22 =1 (247)
U — 1
Entonces podemos escribir la dependencia funcional
v = —(1+u)ud vy = R g2 (2.48)

U, — 1

Una vez encontrada las soluciones (Z48)) se sustituyen en las ecuaciones (Z38))(2Z39) y se

obtiene el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinaria

, _ 6utu3f(0)  6udusf(0)

2.4
METL T (we—1)? (249)
u2(6 — 18u,.) 6ui(y — 2 — u.(y — 3))
U/z = 6U1U§Uc + U% <T + buc + 2 (uc — 1)2> , (250)

el cual representa las ecuaciones de gobierno sobre la variedad central. Estudiando la
dindmica del sistema anterior se logra determinar la dindamica de la variedad central de

la solucién P;.
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Figura 2.1.: Campo de velocidades del sistema de ecuaciones (2:49])([2.50), el cual determina la
dindmica de la variedad central, para valores de los pardmetros libres (a) Figura
de la izquierda f(0) =1, v =1y u. = 0,5 (b) Figura de la derecha f(0) = —1,
v =1y u. = 0,5. Observar que el eje 1 es una la linea de puntos de equilibrio
asintoticamente estable en ambos casos para condiciones iniciales en una vecindad
del origen.

La dindmica del sistema de ecuaciones (2.49]) (2.50)) depende del valor de f(0), por tanto es
necesario que s = 0 no sea un punto singular o un cero que las funciones f(s) empleadas.
En el caso que f(0) = 0 o f sea singular en s = 0, el sistema (2:49)(250) no describe
apropiadamente la dindmica en la variedad central sino que hay que incorporar términos
de orden superior a dos en el esquema de calculo de la variedad central lo cual incrementa

la complejidad de calculo del problema.

De acuerdo al teorema de Estabilidad de la Variedad Central (ver [B]), si la solucién cero
del sistema de ecuaciones (Z49)-(250) es estable (asintéticamente estable o inestable)
entonces la solucién P, del sistema de ecuaciones (2.13) (2.16]) es estable (asintéticamente

estable o inestable) .

10Para més detalles ver [58].
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Para analizar la estabilidad de la solucién cero del sistema de ecuaciones (2.49)-(2.50) in-
tegramos numéricamente dicho sistema para valores de f(0) negativos y positivos. Como
se puede ver en la figura 2.1 (en la que se representa el campo de direcciones asociado
al sistema (2.49)-(2.50)) el origen de coordenadas es localmente asintéticamente inestable
para condiciones iniciales en una vecindad del origen de coordenadas independientemente
del signo de f(0). Por tanto puede con concluirse que P; es localmente asintéticamente
inestable para f(0) # 0. Este resultado era de esperar pues no deben de obtenerse atrac-
tores del futuro con correcciones 5D, pues este tipo de correcciones es caracteristica de
soluciones asociadas al universo temprano. En este sentido la solucién de equilibrio P;
estd asociada a la inflacién primordial y representa un estado transciente en la evolucion

del sistema.

2.1.6. Dinamica de la variedad central de la solucion de de Sitter P;

Un caso particular de P; es la solucion Ps que representa un posible atractor tardio de
Sitter sin modificaciones 5D (€2, = 0). Por este motivo resulta de interés realizar un
estudio mas detallado de la dinamica de este punto critico no hiperbélico usando la teoria

de la variedad central.

Con el objetivo de trasladar el punto de equilibrio al origen de coordenadas y reducir la
parte lineal del sistema a la forma candnica real de Jordan se introduce la transformacion

lineal de coordenadas

X

V6

t=—72+y y=l-xm+ys Q=122 s=u. (2.51)

Luego el sistema de ecuaciones (2.13)-(2.16)) se reescribe en funcién de la nuevas variables
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como
v = —aif(x)) (:cl + \/6y1> (2.52)
. 2
1
xh = 3wa(y — 2) (% + yl) + 3vxays (2.53)

AL (2 + y1)2(+$ :a(_ac1 )+ D -2) (% +u) .

- <% + y1> (3 — 22f (1)) + \/gxl(yQ — 2+ 1)

3(y2 — w2 + 1) (w2 + 1) ((7 —2) (\m/—lg + ?Jl>2 + ?Jﬂ)

r_ 2.595
Y2 Ty — 1 ( )

X1

2
-1 (xl + \/6y1> + (v — 2)3xe <\/€ + yl) + 3yxays

Realizando una expansién de Taylor en una vecindad del origen de coordenadas hasta

términos de segundo orden, se obtiene
wy = =627y, £(0) (2.56)

Th = (5 - 1) ﬁxz + \/6(’7 — 2)z120y1 + (37 — 6)51723/% + 37222 (2.57)

Yy = —\/g ($1£B2 + (v = 2) auyi (; + 22 (1+ 3$2)) + L 23/2$1) (2.58)
s (3= ) awst a0t (3- 5+ 10)) - 3)

_\/ng <fyx1:c2 (14 22) + V6yi, (% + (14 xz)))
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2
+4o [(2 =) (14 2) aw — 3yya (14222 (1 4+ 22))] = VO + (v — 1) 1

.TQ
vy = maxt + V6y1my (T2 + 1 —7) + (6 — 39) y; — %w? —7 (3 + —1) y2  (2.59)

—2\/6(7 —2)(1+ ) 129+ 6 (2 — ) <(1 + x3) T3 — %) Y2y

En este caso la descomposicion de Jordan de la matriz Jacobiana del sistema de ecuaciones
(2.56)-([2.59) evaluada en el origen de coordenadas, proporciona la siguiente matriz de

similitud asociada a la transformacion de coordenada:

y se obtiene la misma matriz real B que en el estudio de la solucién P;.
De acuerdo al Teorema de la Variedad central las coordenadas y; y yo de cualquier punto
sobre la variedad central se pueden expresar localmente como funciones de las variables

1y Ta

Y1 = F(x1,73) Y2 = G(11, 1) (2.60)

Derivando las funciones (2.60) y utilizando las ecuaciones del sistema (2.56)(2.59) se

obtiene el sistema de ecuaciones en derivadas parciales cuasilineal:

—3(y—-2)F (1 + % (1 + x9) T023 + G - %) + \/g (é + (1 + x2) xlxg) F>(2.61)

+ [(% - 1> Toxt + (7 — 2) (\/6371 + 3F> xoF + 37x2G} FOY 4 /622 £(0) 10

3 -2 1 3
2 (('V )x1+7(1—|—$2)x1z2+37 (—+(1+$2)x2) F)G—\/;xlanZO

2 2

\)



2.1. COSMOLOGIA EN UNA BRANA HOMOGENEA DE FRW 60

(3= 1) waad + (7= 2) (Vo1 + 3F) 02 + 3y2:G] GO = VGad f(0) PG (2.62)

V6 (y—1—xy) a1 F + (%—:{;2) o+ 3(y — 2)F% + 6y ((1—}—3:2)91:2—1—%) G?
+6G {((7—2)(1+x2)x2+1—1> F2+(’y—2)(1+x2)x2xf+”y(3—I—x—%)}

2 2
(v—1) _
)xl) FG=0

+2\/6(’y — 2) <(1 + SL’Q) T1x9 + 2(7—_2

Una vez mds buscamos soluciones en la forma de las series ([2.45)-(2.46]). Sustituyendo
estas expresiones en las ecuaciones (2.61])([2.62)) y igualando a cero los coeficientes de los
monomios de igual potencia se encuentra que los coeficientes no nulos en la expansién en
series son:

1 1

= by=-—= 2.63
a12 \/6 11 6 ( )

Una vez conocida la dependencia funcional de y; v y»

T1X2

y1 = F(z1,22) = — 5 »= Gz, m0) = — 1. (2.64)

Para determinar el comportamiento dindmico de la variedad central, sustituimos las solu-
ciones (2.64]) en (2.50) ([2.57) y estudiamos la dindmica del sistema de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias

r) = 2327 f(0) (2.65)

Ty = %zgx% (v = 2) (x2 — 2) 29 — 2] (2.66)

Como se puede ver la dindmica de la variedad central depende del valor de la funcién f(s)
evaluada en s = 0, por tanto es necesario que el punto s = 0 no sea un punto singular o un
cero de la funcién f(s) empleada. En el caso que f(0) = 0 o f sea singular en el origen, el
sistema (2.63]),(2.66]) no describe apropiadamente la dindmica en la variedad central sino

que hay que incorporar términos de orden superior a tres en el esquema de céalculo de la
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Figura 2.2.: Campo de velocidades del sistema de ecuaciones (2.65])([2.66)), el cual determina la

dindmica de la variedad central para valores de los pardmetros libres (a) Figura de

la izquierda f(0) = —0,1 y v = 1, (b) Figura de la derecha f(0) = —0,1y v = 1.

La region de interés fisico es el semiplano superior zo > 0.

variedad central lo cual incrementa la complejidad de calculo del problema. De acuerdo al

Teorema de la Variedad Central, el analisis de la estabilidad de Pj se reduce al analisis de

la estabilidad del origen del sistema (2.65])-(2.60]). Para hacer este andlisis recurrimos a la

De acuerdo a las integraciones numéricas que se ofrecen en la figura

7

’

6n numérica.

integraci

2.2 (donde se representa el campo de direcciones del sistema bajo estudio para diferentes

1mea

0) es una li

elecciones del signo de f(0) (f(0) # 0)) se observa que el eje z1 (x9

de puntos de equilibrio localmente asintoticamente estable para condiciones iniciales en

una vecindad del origen independientemente del signo de f(0) (f(0) # 0). Luego, existe

una vecindad del origen en la cual el segmento del eje x; contenido en dicha vecindad es

localmente asintéticamente estable. Este tipo de comportamiento de las trayectorias del

sistema de ecuaciones (2.63)-(2.66]) implica que la variedad central de P es localmente

asintoticamente estable. A partir de este resultado podemos decir que la solucién Ps del

sistema de ecuaciones (2.13])-(2.16]) es localmente asintéticamente estable. Por tanto, desde
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el punto de vista cosmoldgico el punto de equilibrio P5 esta asociado a una solucién de de

Sitter en expansion acelerada (atractor tardio de de Sitter).

2.1.7. Potencial V = VSinh= %3¢

Este potencial de auto-interaccién fue estudiado por primera vez como candidato a quin-
taesencia en [50] [51], 52]. El comportamiento asintético de este campo atrapado en una
brana RS ha sido investigado en [59] para valores de los parametros libres a > 0y § > 0.
En esta seccion utilizamos dicho potencial para validar los resultados teéricos obtenidos
en las secciones previas y adicionalmente comparar nuestros resultados con los resultados
previos en [59]. Especialmente pretendemos comprobar que, utilizando nuevas variables
de normalizacién, puede obtenerse un sistema dindmico topolégicamente equivalente al
investigado en [59]. 4 En el siguiente andlisis consideraremos un fluido de fondo en la
brana con indice barotrépico v = 1 que corresponde a la materia ordinaria (polvo con
presién nula, p = 0). La funcién f(s) correspondiente a este potencial se construye a partir

de la funcién I'(s) que aparece en la tabla 2] para este potencial.

_ap” (2.67)

Resulta de interés conocer los puntos donde se anula esta funcién, asi como el valor de la
primera derivada de f(s) evaluada en este punto. En este caso
’ . 20462 . 2

" =+ap f(s") e iozTﬁ (2.68)

La estabilidad de los puntos criticos P, — Ps es independiente de potencial de auto-

1 Para valores de los pardmetros libres a >0y 3 > 0
12Por topolégicamente equivalente entendemos que, salvo transformaciones diferenciables de coordenadas,
es posible recuperar los puntos criticos y la misma dindmica que en [59].
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Figura 2.3.: Trayectorias en el espacio de fase (z,y,(2)) del sistema de ecuaciones (2.13)) (216
correspondiente al potencial V' = V() Sinh™“ 3¢, para diferentes conjuntos de condi-
ciones iniciales del modelo y distintos valores de los pardmetros libres. (a) Figura
de la izquierda corresponde a los valores (v, a, ) = (1;2;0,8) para esta eleccién
de los parametros libres el sistema tiende a la solucién dominada por el campo
escalar Pg, (b) Figura de la derecha corresponde al conjunto de valores los valores
(1;3,4;0,55), en este caso el sistema tiende al atractor tardio P; que corresponde
a una solucién escalante (espiral estable).

interaccién del campo escalar. Dichas posiciones de equilibrio fueron estudiadas exausti-
vamente en la seccién anterior, asi que solo analizaremos la estabilidad de los puntos P6jE

aPS.

Para v = 1 resulta evidente que el punto Pgt, que representa una soluciéon dominada por
el campo escalar {23 = 1, es un punto de ensilladura siempre que 6 F V6s* # 0, 5% #
0, f'(s*) # 0. Por tanto corresponde a un estado transciente en la evolucién del sistema.

La clase de puntos criticos P; de la tabla contiene, para este potencial especifico, dos

31 3
Pr = :I:\/i— — = 0, +a) 2.
7 ( 2a\’ 2(0[)\)27 0, £a ) (2.69)

puntos:
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En la regién del espacio de parametros libres V3 B < 4/%2 ambos se comportan como
o' 7o

\/75 estos puntos representan una solucion tipo

nodos estables. Para los valores 0 < § <
silla. La clase Py corresponde a soluciones dominadas por la densidad del campo escalar
2, = 1. Al igual que P; dicha clase contiene dos puntos para la eleccién de potencial de

esta seccién

PE= (if‘/—% 1 (O‘?Q, 0, iaﬁ). (2.70)
V3

Este punto se comporta es un atractor tardio para a < 73, y como un punto de ensilladura

V2

5 esta solucion es compatible con un estado de expansién

para o > ‘/73 Para a <

acelerada.

En la Figs. 23] se presentan algunas trayectorias en el espacio de fase (x,y, Q2)) del sistema
de ecuaciones (213])([2I6) para la funcién f(s) (Z6T) correspondiente al potencial V' =
VoSinh~*3¢. En ambas figuras se puede ver que todas las trayectorias en el espacio de fase
siempre emergen del punto de equilibrio (z,y, Q) = (0,0,1). Este punto es equivalente
al punto (0,0,0) obtenido en [59]. Ambos puntos (el mismo, salvo una transformacién
diferenciable de coordenadas) corresponden a un universo vacio de MRS que representa
un atractor del pasado. Este resultado se debe a que nuestra eleccién de la variable €2y
depende de la tensiéon de la brana. Ademas se recupera el mismo comportamiento dindmico
para tiempos tardios indepedientemente de eleccion de las variables de normalizacion.
Especificamente, en la figura 2.3 de la izquierda el atractor tardio es PgIE y en la figura

de la derecha el atractor tardio es P

2.1.8. Potencial exponencial V = Vje X% 4+ A

Otra forma del potencial que ha sido ampliamente estudiada es el potencial exponencial

V(¢) = Voe ™ + A, (2.71)
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Figura 2.4.: Trayectorias en el espacio de fase (z,y,(2)) del sistema de ecuaciones (2.13)) (216
correspondiente al potencial V = Ve X? + A, para diferentes conjuntos de condi-
ciones iniciales del modelo y distintos valores de los pardmetros libres. (a)Figura
de la izquierda (v, x) = (1;0,5), (b)Figura de la derecha corresponde a los valores

(7, x) = (1;100).

Este potencial fue estudiado como modelo de quintaesencia en [53]. Las propiedades
asintéticas de los modelos cosmoldgicos con un campo escalar con potencial de auto-
interaccion del tipo exponencial han sido investigadas en el marco de la TGR por los
autores de [60, 61] y en el contexto de los mundos branas RS en [62] [63]. En ambos ca-
sos se estudié el caso del exponencial puro (A = 0). De forma andloga al caso analizado

anteriormente comenzamos por hallar la funcién f(s) correspondiente a este potencial:

f(s)=-1-2, (2.72)

(2.73)
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El punto critico P; de la tabla 24 se reduce a

31 3
P, = e - — 2.74
7 (\/;X’ 2X2a07 X> ( 7 )

y representa un punto de ensilladura en el espacio de fase. El punto critico Py de la tabla

2.4] se puede escribir en este caso:

2
X X
Po=(-2 1-2 0 - 2.75

Este punto representa una solucién dominada por el campo escalar 25 = 1y es un punto de
ensilladura en el espacio de fase. En la Fig[2.4l se puede ver como, para distintos valores de
los parametros libres del potencial no cambia la dinamica del sistema y siempre tienden al
punto Ps que corresponde a un atractor tardio de Sitter con un comportamiento estandar
4D () = 0). Ademas todas las trayectorias en el espacio de fase siempre emergen del

punto (l‘, Y Q)\) = (07 0, 1)

2.1.9. Reconstruccion del potencial de auto-interaccion

En la seccion anterior se realizé el estudio del comportamiento asintotico de un campo
escalar atrapado en la brana, para algunos de los potenciales que aparecen en la Tabla
2.1] obteniéndose condiciones suficientes para la existencia de atractores del pasado y
del futuro del modelo cosmoldgico. La presente seccion tiene como objetivo presentar un
procedimiento para la reconstruccién del potencial. La idea esencial es consider de inicio

una funcién f(s) conveniente y luego determinar el potencial al cual esta corresponde.

Partiendo de la definicién de la variable s (2.12)) se obtiene

V" =04(—sV) = (s* = &)V, (2.76)
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y de la definicién de la funcién f(s) ([ZI7) se obtiene que
V"=V 1+ f(s)s% (2.77)

donde la coma indica la derivada respecto a ¢. Comparando ambos miembros de las

ecuaciones (2.70) y (Z77) se obtiene la ecuacién diferencial
s’ = —f(s)s? (2.78)

que junto a la ecuacion

V= —sV (2.79)

seran las ecuaciones claves en el procedimiento que presentaremos.

Integrando la ecuacién (Z78) se tiene

1
¢ = —/st (2.80)

Suponiendo que la funcién F(s) = W es integrable, puede obtenerse la dependencia
funcional ¢ = ((s). Siempre que la funcién F'(s) sea integrable y exista la funcién inversa

¢!, se puede reconstruir el potencial de auto-interaccién a partir de la expresién

V() = eS¢ 0)ds, (2.81)

Consideremos una funcién f(s) ya conocida, por ejemplo (2.67). Comprobaremos que
dicha funcién que corresponde al potencial V = VSinh™*B¢ aplicando el procedimiento

antes descrito.
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Para esta funcién se tiene

S

o =C((s)= \/gATcTanh(a\/B). (2.82)

Invirtiendo la ecuacién (2.82)) se obtiene

(@) = ay/BTanh(\/B¢). (2.83)

Sustituyendo la (2.83]) en (2.81]) e integrando esta expresion se obtiene el potencial V =
VoSinh=2 6.

Hasta el momento el estudio de sistemas dindmico de los modelos cosmolégicos que in-
cluyen campos escalares para modelar ya sea Energia o Materia Oscura parten de un
potencial de auto-interacién del campo conocido. Dichos campos surgen ya sea en la
teoria de Supercuerdas o en otra teoria fundamental. Muchas veces la construcciéon de la
funcién f(s) no es posible para algunos de estos potenciales. El método propuesto para
la reconstruccién del potencial abre la posibilidad de realizar el estudio dinamico a partir
de funciones f(s) cualquieras con propiedades especificas y luego obtener el potencial de

auto-interaccion del campo escalar asociado a dicha funcion.

2.1.10. Discusion de los resultados de la seccidon

A modo de resumen veamos algunos de los resultados més importantes obtenidos en la

presente seccion.

1. El punto critico Py = (0,0, 1) corresponde a un universo vacio de Misner-Randall-
Sundrum. De acuerdo a las integraciones numéricas presentadas en las Figs. y
2.4l podemos conjeturar que todas las trayectorias en el espacio de fase emergen de

la vecindad de este punto. Este resultado concuerda con el resultado obtenido en [59)
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donde todas las trayectoria emergen del origen de coordenadas el cual corresponde

en nuestro sistema coordenado a Ps [!

2. Para ilustrar el estudio realizado en esta tesis para clases arbitrarias de potenciales
se retomo el estudio del potencial V' = VySinh~*(3¢ estudiado en [59]. En este caso
especifico se comprobé que se recuperan los puntos criticos estudiados previamente
(en otro sistema coordenado) y se obtuvo esencialmente el mismo comportamiento

cualitativo que en [59].

3. En el caso particular de un campo escalar con potencial V = Vye ¢ + A atrapado
en la brana, se demostré que este potencial conduce a un estado tardio de expansién
acelerada en la brana (atractor tardio de de Sitter Ps) ver figura 24l Esta clase de
potenciales contiene el potencial estudiado previamente en [62] para A = 0. Entonces

los resultados obtenidos en este estudio generalizan los resultados en dicha referencia.

4. Debido al interés que desde el punto de vista cosmoldgico tiene el andlisis de la
estabilidad de los puntos de equilibrio P; y Ps (solucién de de Sitter) se procedié al

calculo explicito de la variedad central y su dindamica para ambos puntos.

e En el caso de P; el origen de coordenadas de la variedad central (y por tan-
to la solucién de equilibrio P;) es localmente asintéticamente inestable, este

comportamiento se corrobora en la figura 2.11

e En el caso de Ps5 se obtuvo que el origen de coordenada de su variedad cen-
tral (y por tanto la solucién de equilibrio Ps) es asintGticamente estable, este

comportamiento se puede ver en la figura 2.2l

La condicién suficiente para la inestabilidad local asintética del punto de equilibrio

Py (o estabilidad local asintética de Ps) es que las funciones f(0) # 0y f(s) no pre-

13En [59] se utiliza otro sistema coordenado, que es equivalente, salvo un difeomorfismos, al sistema
coordenado empleado en esta tesis.
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sente ninguna singularidad en s = 0.. Cuando f(s) es singular en s =06 f(0) =0,
el método desarrollado deja de ser 1til, y tendriamos que recurrir al uso de términos
de orden superior en el desarrollo de Taylor lo que supone mayor complejidad desde

el punto de vista de calculo.

5. Las soluciones dominadas por la energfa cinética de campo escalar Py y PﬁjE se

comportan como soluciones tipo silla en el espacio de fase del sistema.

6. Los posibles atractores de tiempo tardio son

(a) Ps corresponde a una fase de de Sitter (wy, = —1) con un comportamiento
estandar 4D. Esta solucién dominada por la energia potencial del campo escalar
es consistente con un estado tardio de expansion acelerada ¢ = —1 lo cual se

puede verificar haciendo el analisis de la estabilidad de la variedad central.

(b) Pr es una solucion escalante campo escalar-materia (€, ~ €,,,). Las condiciones

suficientes para que dicha posicion de equilibrio sea un atractor tardio son
s* < =37, f(s*) <06 s* >3y, f (s*) > 0.
(c) Ps representa una solucién dominada por el campo escalar (£, = 1). Las

condiciones suficientes para que dicha posicién de equilibrio sea un atractor

tardio son —y/37 < s* <0, f' (s*) <06 0 < s* < /37, f' (s*) > 0.

2.2. Cosmologia en mundos branas de Bianchi tipo |

De acuerdo a la evidencia observacional, el universo, era altamente inhomogéneo y anisétropo
en épocas tempranas, ha evolucionado al estado homogéneo e isétropo que se observa hoy
dia con gran exactitud (de una parte en cien mil). El enfoque més riguroso a ser usado
para explicar dicho rasgo del universo es comenzar con universo inicialmente anisétropo

y analizar si se alcanza la isotropia en el futuro.
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La cosmologia homogénea pero anisétropa es conocida desde hace mucho tiempo [64. [65].
Las geometrias homogéneas pero anisétropas mas estudiadas han sido las de Bianchi y las
métricas de Kantowski-Sachs (ver [66]), tanto en contextos convencionales como en con-
textos con dimensiones extras. Para geometrias Bianchi I, Bianchi ITI, y Kantowski-Sachs
puede obtenerse una muy buena representacion de la cosmologia homogénea y anisétropa
usando tanto herramientas numéricas como analiticas incorporando también el contenido
material (ver [67] y las referencias alli citadas).

En esta seccién investigaremos el problema de la isotropizacion del universo partiendo de
un modelo de brana homogénea pero anisétropa de Bianchi I con un fluido de fondo de
materia ordinaria (con pardmetro de estado w = y—1 donde 1 < v < 2) y otro de materia
escalar. Las métricas Bianchi I son la extension mas simple de los modelos FRW planos
que son anisétropas.

La dindmica en una brana de Bianchi tipo I ha sido investigada en [68] donde se de-
mostré que a energias lo suficientemente altas los efectos de la dimensién extra remueve
el comportamiento de la anisotropia en el borde de la singularidad que aparece en la RG.
En este estudio tendremos en cuenta los efectos de la geometria del bulk en la dindmica
de la brana mediante la proyeccién del tensor de Weyl en la hipersuperficie. Este término

es independiente de las ecuaciones en la brana y depende tinicamente de la geometria del

bulk.

2.2.1. Cosmologia en brana con anisotropia de Bianchi |

Consideremos un bulk AdS5 con simetria orbifolf Z5 para el caso de una brana de Bianchi
I. Para la construccién de la cosmologia correspondiente emplearemos la métrica usada

en [69]. En este caso el elemento de linea ([2.1]) se puede escribir de la manera:

®ds® = —n?(t,y)dt* + hps(t, y)w'w’ + U (¢, y)dy (2.84)
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donde w! = w!dx® es una forma invariante del grupo de Bianchi y h;; es la métrica tri-
dimensional diagonal. En el caso de un modelo Bianchi tipo I se tiene w! = §!. Luego, la

métrica (2.84) se transforma en
Ods® = —ag(t,y)dt* + Y ai(t,y)(da’)® + b*(t, y)dy?. (2.85)

La brana es una hipersuperficie y = C'onst que representa el volumen de nuestro universo
3D. Por simplicidad vamos a suponer que se encuentra en la posiciéon y = 0 de la dimension
extra. Bajo estas condiciones para el elemento de linea (2.85)), se obtiene la métrica en la

brana

ds® = —ad(t)dt’ + > a;(t)(da’)? (2.86)

Utilizando la métrica (2.80]) en la ecuacién efectiva de Einstein (LGO), se obtienen las

ecuaciones cosmolégicas en la brana:

1 or 1 1 1 U
H? = —K? (1 —)—— 0%+ A+ 2.
kpr |1+ 6R+30 +34+A (2.87)

Donde R es la escalar de curvatura de la hipersuperficie y o es el término de deformacion.
Al igual que el caso de la brana de FRW, se considera un ajuste fino entre la constante
cosmoldgica del bulk y la tensién de la brana de modo que A4 = 0 en la ecuacion anterior.
El nuevo término U se obtiene de la proyeccién del tensor de Weyl (L52) en la brana.
Este término depende explicitamente del tiempo como U(t) = #, donde el parametro
C' esta relacionado con la masa del agujero negro en el bulk. Las fuerzas de marea de este

agujero negro se siente en la brana como la densidad de energia de una radiacién, la cual

se conoce como Radiacion Oscura.

El recalentamiento y la radiaciéon temprana ocurren en una época de altas energias. A

energias suficientemente altas p > X la interaccién de particulas produce gravitones 5D
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que son emitidos al bulk. Este proceso contribuye al aumento de la Radiacién Oscura.
El parametro C' no es constante en el universo temprano y va a aumentar hasta que la
escala de energia caiga por debajo del umbral de produccion de gravitén 5D. A bajas
energias, C' tiende asintéticamente a un valor constante que es restringido por los limites

de la nucleosintesis [70].

La segunda de las ecuaciones cosmoldgicas es la ecuacién de Raychaudhuri:

H:—é(b+%)@&+w%)+§—é¥—02 (2.88)

La ecuacién de evolucién del campo escalar estd dada por (Z.9]).

2.2.2. Sistemas dinamicos en branas de Bianchi |

Como se dijo anteriormente las ecuaciones cosmoldgicas obtenidas son no lineales y de has-
ta segundo orden, por tanto se vuelve practicamente imposible hallar soluciones analiticas
de estos sistemas de ecuaciones diferenciales. Una vez mas recurriremos al método de los

sistemas dinamicos para estudiar la dinamica cosmoldgica de nuestro modelo.

Normalizando la ecuacién de Friedmann (2.87) respecto a H? se identifican las siguientes

variables dindamicas.

9 1% pr 2U
V6H
Pm_ o i

Q= y = Q= ———. 2.89
3H?2 V3H T 6H? (289)

T

Se puede ver que las tres primeras variables en (289) coinciden con la variables de nor-
malizacion empleadas en el estudio de branas homogéneas. Ademas a este conjunto de

variables hay que adicionar la variable s definida en (2.12)). Derivando cada una de estas
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variables respecto al pardametro temporal 7, se obtiene el siguiente sistema auténomo de

ecuaciones diferenciales:

: 3 3 T 682 ((v — 2), — 2y)
= /Ssy+ 208 — = (-2 ~2)Q,,
x \/;ser =3 y+ 3y —2)Q, + 2yt

+x (QU + 59)\ + 2Q(27 — 2)

=y (_GQA ((v = 2)2* +yy)

= 3y —2)Q,, — V6 20 + 422
0. 21y + (37 —2) Vs + 20 + :v)

—29% + y(67 — 2)Q + 4yQ2 + 2y

Quy (29, + 222 + 2y) + Q3 (67Q, — 29, + 1022) + 40,Q2Q,,

/
= Qn +22+y
+QA (Qn (37 — 29, + 322y + 222 + 3yy — 4y — 67 + 2) + 4a?)
Q +22+y
Q2 (422 + dy) — 2y (y + QU — 1) 4+ 22Q, (2y — 10)
* Qn+22+y
O — Qua (67 — 2)Q, + 1022) + QuQ2 (4Q,, + 422 + 4y) + 2970,
v Q +22+y
+QU (Qn (39 — 29, + 2%(37 + 2) + 3yy — 4y — 2) + 4a?)
Qn+22 4y
+2Q%] (22 +y) — 2yQu(y + QU + 1) + 222°Qp(y — 1)
Qn +22+y
o _ Qo (3702, + (22 + y) (42% — 2y — 37 + 2) + 20y (52% — y — Qm))
" Qe+ 22+ y
02 2% + 3y (2> +y—1)+2(2* — 2y + 1) + 67Oy + 402)
* Qm +22+y

+2§2m (22 +y) (202 + Qu) — 292,

Q + 224y

(2.90)

(2.91)

(2.92)

(2.93)

(2.94)



2.2. COSMOLOGIA EN MUNDOS BRANAS DE BIANCHI TIPO I 75

o Qo (n (2Q + 37y (22 +y) + 222 — 4(y + 1) + (67 — 2)Q2 +4Q2)) (2.95)
7 2(Qn + 22 +y) '
Qy (W (2 +y) + (527 —y) U+ (2 +y) (227 — y + 207 — 2))

Q, +22+y

_|_

(37 — 2)2,97,
Qn +22+y

Este sistema de ecuaciones se cierra al incorporar la ecuacion correspondiente la variable

s definida en (2.16]).

2.2.3. Espacio de fase

Como ya se conoce resulta necesario escribir algunas relaciones importantes en funcién
de las nuevas variables de normalizacion, por ejemplo, la restriccién de Friedmann (2.87])

se puede escribir como:
Y+ QL+ D+ U+ L+ Q=1 (2.96)

Usando la ecuacién (2.96]) se eliminé la variable 2, en el sistema de ecuaciones (2.90) (2.95),
lograndose reducir la dimensionalidad del sistema.
Los puntos criticos del sistema de ecuaciones reducido (2.90) (2.95]) se muestran en la tabla

2.5l A partir de la condicién 0 < ,,, < 1 se obtiene la desigualdad:
0<2®+y+ U+ U+ Q%+ +Qy <1, (2.97)

A partir de la ecuacién de Friedmann (2.87) se obtiene la relacién ttil

pr Q)
0’ " 2.
A Qnt+ari+y (2.98)
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Tabla 2.5.: En la tabla se muestran los puntos criticos del sistema de ecuaciones

(290) (298) y su existencia.

P z Yy Q. Qy Q, Qp S FEzxistencia
Py 0 0 1 0 0 0 seR  siempre
Py +1 0 0 0 0 0 0 siempre
P 0 1 0 0 0 0 0 siempre
Pi +1 0 0 0 0 0 s* siempre
P %Si 3;%2 0 0 0 0 s* §2 > 2
Ps e L N SR 0 0 s* s >3y
Py = 1-5 0 0 0 0 st s7?<6
25 v 0 0 0 £ /1-5% 0 s* s2>6
Py ﬁz 57 0 0 0 -5 s §*2 > 2
Ps re[-1,1] 0 0 0  +v1-— 22 0 0 x#0
PE re[-1,1] 0 0 0 +1-— 22 0 s* x#0
Py 0 yel0,1] 0 1-y 0 0 0 y#0

De la relacién anterior se deduce que los puntos criticos con €, + 2> +y = 0 deben
de ser excluidos de nuestro estudio pues describen una regién de muy altas energias,
préxima a la singularidad inicial. Esta época no puede ser descrita adecuadamente por
nuestro modelo pues estd asociada a una tension de la brana A — 0. En cambio los puntos
criticos con 2, = 0 describen soluciones correspondientes a A — 00, que representan un

comportamiento estandar 4D (bajas energias).

Partiendo de la restriccién (2.97) y la definicién de las variables de normalizacién (2.89)

se encuentra la siguiente region del espacio de fase de las variables de normalizacién de
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Tabla 2.6.: Valor de los pardmetros cosmolégicos wy, 24 v ¢ para cada uno de los puntos
criticos que aparecen en la tabla 2.5l

B wy q

P, indefine 0 3%
P 1 1 2
P -1 1 ~1
P 1 1 2
PSR & B
P v-1 5”2 377 - 5372
P11 1
I 2
L A
P 1 2 2
P 1 2’ 2
Py -1y -1

interés fisico.

U = {(z,9, Y, D0, Qs U0, W) 0 < 22+ y + QU+ QU+ Q2 +Qp <1, (2.99)

OSQUS]_}X{SER}

Se puede ver en la tabla que todos los puntos criticos del sistema de ecuaciones
(Z290) (2.95)) pertenecen a la regién (Z.99) y siempre cumplen la condicién €2, +x2 +y # 0,
salvo Pfg,Pﬁ en el caso x =0y Pjs en el caso y = 0. Luego, los dos tltimos casos antes
mencionados seran excluidos del presente andlisis, pues, para estos valores de las variables

de normalizacion, ellos describen la dinamica en un periodo de tiempo de la evolucion
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coésmica muy préximo a la singularidad inicial y nuestro modelo deja de ser aplicable
en esta region de altas energias. Con el objetivo de identificar qué tipo de soluciones
cosmoldgicas representan cada uno de los puntos criticos que aparecen en la tabla [2.5]
resulta importante redefinir algunos parametros cosmoldgicos en funciéon de las nuevas
variables dindmicas. El pardmetro de estado wy y el parametro adimensional de energia
2 del campo escalar no sufren cambios y coinciden con la ecuacion ([2.22). A partir de
la ecuacién ([Z.98)) se puede escribir el pardmetro de desaceleracién ¢ en funcién de las

variables de normalizacién

O\ s 3 2 2
=(14+ -— —0Q — QO —x - Q 2€) 2.1
q ( +Qm—|—x2+y) (3:1: + 5 m) N— T y+ Qp + 202 (2.100)

En la tabla se muestra el valor de los parametros cosmoldgicos para cada uno de los

puntos criticos que aparecen en la tabla 2.5

2.2.4. Estabilidad de los soluciones

De modo andlogo a como se procedié para el estudio de la cosmologia en el caso de una
brana homogénea, estudiaremos el comportamiento asintético del modelo con anisotropia
considerando unicamente las perturbaciones de primer orden del sistema de ecuaciones
(0) (23).

En la tabla 2.7 se muestran los autovalores correspondientes a la matriz Jacobiana del
sistema de ecuaciones (2.90) (2.95) evaluada en cada posicién de equilibrio de interés fisico.
Como ya sabemos el estudio de la estabilidad se reduce al analisis de los signos de la parte
real de los autovalores de la matriz de linealizacién. Dado que algunos de los puntos criticos
del sistema son no hiperbdlicos, y el estudio de la estabilidad de la variedad central resulta
muy engorroso desde el punto de vista computacional, tendremos que recurrir al estudio

numérico de las érbitas del sistema de ecuaciones en el espacio de fase.
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Tabla 2.7.: En la tabla se muestran los autovalores de la matriz de linealizacién del sistema
de ecuaciones (2.90) (Z95]). Se utiliza las notaciones

= / = VA—=24/(5%)2(97—2)—24~2
=1 = S%—B,:Q: :T%—%’yni:%(j:’y ()8’57 ) ’y+'}/—2)

P, A1 Az A3 A As A6 A7

Py 0 —3y 3y (v-2) 3(v-2) 34 3y —2
Py —6 6 4 2 0 0 6 — 3y

Py —4 -3 -3 —2 0 0 —3y

Py —6 4 2 0 6—3y 6465  £657f(s%)
Ps -2 —2 -2 2-3y -Z -1 E -1 —25* ' (5%)
P 3y—4 3y —2 % (v —2) -3 I, I —3ys*f'(s*)
P, % (3*2 _ 6) % (3*2 _ 6) 2 _ 9 _g*2 s*2 4 $*2 3y —s*3f’ (s*)
PF 4 0 0 —6 2 6 — 3y —6s* f'(s*)
Py 2 —1 —4 4-3y -—E-1 E-1 —4s*f" (s%)
P 4 0 0 6 —6 2 6 — 3
PE 4 0 —6 2 6—3y 6—+6xs* —\/Exs*Qf’(s*)
Py, —2 0 0 -3 -3 —4 —3y

A continuacion caracterizaremos cada posicién de equilibrio de acuerdo al tipo de solucién
cosmoldgica que ellos representen y a su estabilidad. El punto P, representa una solucion
dominada por la materia (£2,,, = 1). Como se puede ver en la tabla 27 esta solucién corres-
ponde a un punto de ensilladura en el espacio de fase del sistema por lo que representa
un estado transciente en la evolucién del universo.

La solucién P es dominada por la energfa cinética del campo escalar. Al igual que P,
esta solucién se comporta como un punto de ensilladura en el espacio de fase.

La solucién Pj3 es un caso particular de P para y = 1. Este punto de equilibrio es no

hiperbdlico con una variedad central 2D. Dicho punto corresponde a una fase de de Sitter
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(wp = —1) con un comportamiento estdandar 4D. Esta solucién dominada por la energia
potencial del campo escalar es consistente con un estado tardio de expansion acelerada
q = —1. Esto se puede verificar haciendo el anélisis de la estabilidad de la variedad central
siguiendo un procedimiento andlogo al que se ofrece en la seccién 2.1.6l Por razones de
espacio omitimos el calculo correspondiente.

El punto critico P; tiene caracteristicas similares al punto Py. Ambas soluciones son
dominadas por la energia cinética del campo escalar donde la expansion ocurre a un rit-
mo desacelerado (¢ = 2) y representan soluciones tipo silla en el espacio de fase. El punto
P;5 es una solucién escalante campo escalar-curvatura espacial (Q, ~ ). Dicho punto
de equilibrio es no hiperbdlico si s*f’ (s*) = 0. En el caso hiperbdlico es un nodo estable
para —2,/2/3 < s* < —/2,f'(s*) < 06 V2 < s* < 24/2/3, f(s*) > 0, es un foco
estable si s* < —21/2/3, f' (s*) < 0 6 s* > 2/2/3, f' (s*) > 0. En otro caso es un punto

de ensilladura con una variedad estable 6D.

La clase de punto FPs que corresponde a una solucién escalante campo escalar-materia
(Qp ~ ). Este siempre que sea un punto no hiperbdlico, corresponde a una solucién
tipo silla, debido a la existencia de al menos un direccién inestable asociada a un auto-
valor real positivo (A2) y una direccién propia estable asociada al autovalor real negativo
(=37).

La clase de punto de equilibrio P; representa una solucién dominada por el campo escalar
(4 = 1). P; es no hiperbdlico si s*? € {0,2,4,37,6} 6 f/(s*) = 0. En el caso hiperbdlico
es un nodo estable para s** < 2, s* f'(s*) > 0, en otro caso se comporta como una solucién
tipo silla en el espacio de fase.

El punto Pgt corresponde a una solucién escalante campo escalar-anisotropia (0, ~ Q2).
Segun los resultados mostrados en la tabla 2.7 esta posicion de equilibrio es no hiperbdli-
ca. Dado que al menos existe tres direccién propias asociadas a valores propios reales

positivos y al menos una asociada a un valor propio negativo, estos no corresponden a
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atractores tardios sino a estados transientes de la correspondiente cosmologia.

El punto Py representa una solucién escalante campo escalar-radiacién oscura (2, ~ Qp)
y corresponde a una fase desacelerada (¢ = 1) en la evolucién del universo. Py es no
hiperbdlico en los casos s** = 4, 6 v = 4/3, 6 f'(s*) = 0. En el caso hiperbélico esta
posicién de equilibrio corresponde a un punto silla debido a que existen al menos dos
direcciones propias asociadas a valores propios reales negativos y una direccion propia
asociada aun autovalor real positivo. Para 53 < 1 = Qpy — 1, por tanto las contribu-
ciones del término Radiacién Oscura U que aparece en la ecuacién de Friedmann (2.87)
juegan un papel importante en la dindmica cosmolégica de esta solucion.

El conjunto de puntos no hiperbdlicos P y Pji representan una semicircunferencia en el
plano (z,€,) ambos puntos tienen caracteristicas similares y corresponden a soluciones
dominadas escalante campo escalar-anisotropfa (€4 ~ Q2). Debido a la existencia de al
menos dos direcciones propias asociadas a valores propios reales positivos y una direccion
estable asociada a un autovalor real negativo, podemos decir que, de forma general, am-
bas soluciones se comportan como puntos de ensilladuras en el espacio de fase, asociados
estados desacelerados del sistema. En ambos puntos el término de deformacién anisotrépi-
ca o que aparece en la ecuacién de Friedmann (2.87) domina la dindmica de la solucién
(Q, = £1) cuando x — 0. En este limite las soluciones cosmoldgicas correspondientes
estan en una vecindad de la singularidad inicial, cerca de la cual los modelos que discuti-
mos en esta tesis no son validos.

El conjunto de puntos no hiperbélicos Py5 representan una recta en el plano (y, €2y). Estos
puntos corresponde a soluciones de de Sitter (wy = —1). Para y # 1 estos puntos rep-
resentan soluciones con modificaciones 5D en la dinamica cosmolégica. Como este tipo
de correcion es caracteristica del universo temprano en el modelo RS, es de esperar que
este conjunto de puntos, al igual que P; en el caso de la brana de FRW, debe de ser

una recta de puntos asintéticamente inestable asociados a la inflacion temprana. A esta
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Figura 2.5.: En las figuras aparecen las trayectorias del sistema de ecuaciones (2.90) (2.95]) corre-
spondiente al potencial V = VSinh™“3¢, para diferentes conjuntos de condiciones
iniciales y valores de los pardmetros libres, (v, a, A) = (1;3,4;0,55). (a) Figura de
la izquierda, espacio de fase de las variables (z,y,{2)) (b) Figura de la derecha se
muestra el espacio de fase de las variables (Q,,, Qu, Q).

conclusion puede arribarse luego de hacer el estudio de la variedad central siguiendo la
misma linea de razonamientos que en la seccién 210l Para ilustrar numéricamente al-
gunos de los resultados analiticos discutidos anteriormente consideraremos la dinamica
del campo escalar con potencial de auto-interaccién V' (¢) = VSinh™® (¢ ahora atrapa-
do en la brana de Bianchi I. Como se puede ver en la figura todas las trayectorias
del sistema (2.90) (298] en el espacio de fase emergen de un punto (0,0, 1,0,0,0) el cual
corresponde al universo vacio de MRS. La dinamica de la solucién MRS es afectada por
la dimensién extra €2, = 1. Como se puede ver en la figura (a) las érbitas del sistema
se aproximan al plano €2, = 0. Este resultado implica que en tiempos tardios se recupera
el comportamiento dindmico estandar 4D. En la figura (b) se puede ver que todas las
trayectorias del sistema tienden a soluciones con (), = 0. Es decir el universo evoluciona

a un estado isétropo, de esta manera se resuelve el problema de la isotropia actual del
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universo.

2.2.5. Discusion de los resultados obtenidos en la seccion

En esta seccién se estudié la dinamica en una brana de Bianchi I con fluidos de fondo
de materia ordinaria y materia escalar atrapados en la brana. A continuaciéon a modo de

resumen se exponen alguno de los resultados mas importantes obtenidos en esta seccién.

1. Las orbitas del sistema emergen de la vecindad del punto (0,0,0,1,0,0) el cual

representa un universo vacio de Misner-Randall-Sundrum.

2. Las soluciones dominadas por la energia cinética de campo escalar se comportan

como soluciones tipo silla en el espacio de fase del sistema.

3. En la figura se puede ver que el potencial V(¢) = VpSinh~*A¢ conduce a
soluciones isétropas (£2, = 0) independientemente del grado inicial de anisotropia

del modelo.

4. La solucién Py para sl < 1 representa una época dominada por la Radiacién Oscura
Qu — 1. Este tipo de solucién representa un estado desacelerado transciente en la

evolucion del universo.

5. Las soluciones P5 y Pii son dominadas por la deformacién anisotrépica (€, — =+1)
cuando la contribucién de la componente cinética de la energia del campo escalar es

despreciable x < 1. Ambas soluciones representan estados transcientes del sistema.

6. Los posibles atractores de tiempo tardio son

(a) P; corresponde a una fase de de Sitter (wy = —1) con un comportamiento
estandar 4D. Esta solucién dominada por la energia potencial del campo escalar
es consistente con un estado tardio de expansion acelerada ¢ = —1 lo cual se

puede verificar haciendo el andlisis de la estabilidad de la variedad central.
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(b) Ps es una solucién escalante campo escalar-curvatura espacial (Q, ~ €). Las
condiciones suficientes para que dicha posicién de equilibrio sea un atractor

tardio son s* < —v/2, f/ (s*) <06 s* > /2, f' (s*) > 0.

(¢) Pr representa una solucién dominada por el campo escalar (€2, = 1). Las

condiciones suficientes para que dicha posicién de equilibrio sea un atractor

tardio son —v/2 < s* <0, f'(s*) <060 < s* <2, f (s°) > 0.

2.3. Conclusiones parciales del capitulo

En el presente capitulo se estudié la dindmica cosmoldgica en generalizaciones escalares
del modelo de RS2 correspondientes a branas FRW y de Bianchi I para una forma arbi-
traria del potencial del campo auto-interactuante. Mediante la técnica de los sistemas
dindmicos se comprobd que este tipo de escenario resulta viable desde el punto de vista
cosmoldgico, pues determinados potenciales de auto-interaccién del campo escalar atra-
pado en la brana, pueden producir estados tardios de expansion acelerada en la brana

(universo). Por ejemplo:

e El estudio del potencial V(¢) = VpSinh™*\¢ para el campo atrapado en una brana
FRW arrojo que esta forma del potencial conduce a estados tardios de expansion

acelerada para determinados valores de los parametros libres del potencial.

e El estudio realizado al potencial V (¢) = Voe ¢ + A del campo escalar atrapado en
una brana FRW demostré que esta forma del potencial siempre conduce al atractor

tardio de de de Sitter.

e El estudio del potencial V(¢) = VpSinh™“\¢ para el campo escalar atrapado en
la brana de Bianchi, demostré que esta forma del potencial conduce a soluciones

isotropas independientemente del grado inicial de anisotropia del sistema.
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El analisis de las integraciones numéricas demostrd que el atractor del pasado de
los modelos analizados es la solucién vacia de MRS. Correspondiente a los puntos (0,0, 1)
en el caso de la brana FRW y el punto (0,0,0,1,0,0) en la brana de Bianchi I. Ademés
se comprobo que tanto en branas de FRW como de Bianchi I las soluciones dominadas
por la energia cinética del campo escalar siempre se comportan como soluciones tipo silla,
a diferencia de los modelos basados en TGR donde dichas son siempre atractores del
pasado.

Tanto para branas FRW como para branas Bianchi I, los puntos de equilibrio asociados
a la fase de de Sitter (wy = —1), con un comportamiento estandar 4D, son consistentes
con un estado tardio de expansién acelerada (¢ = —1) lo cual se puede verificar haciendo
el andlisis de la estabilidad de la variedad central. En ambos casos otro posible atractor
de futuro son las soluciones dominadas por el campo escalar. Para el caso Bianchi I las
condiciones que deben imponerse en el espacio de fase son mas restrictivas. Estas son
V2 <5 <0,f(s*) <060 < s <2, f(s) >0 (notar la diferencia en el punto 6
(c) de la seccién 2I.I0). Esto se debe a que en el caso Bianchi I existe un nuevo tipo de
solucion con respecto a lo obtenido para FRW, esta es la solucién escalante campo escalar-
curvatura espacial (g ~ €1,) que puede ser un atractor tardio para s* < —/2, f’ (s*) <0
6 5 > V2, f (s*) > 0. En el caso FRW existe otro tipo de solucién cosmoldgica que
puede ser un atractor tardio: la solucién escalante campo escalar-materia (24 ~ €2,,).
Las condiciones suficientes para que dicha posicion de equilibrio sea un atractor tardio
son s* < —/37,f'(s*) < 06 s* > /37, f (s*) > 0. Una diferencia notable entre el
caso Bianchi I y el caso FRW es que en Bianchi I no existen atractores escalantes campo
escalar-materia sino que estos son puntos de ensilladura. Esto se debe que la curvatura
espacial desestabiliza dicha solucion.

El método propuesto para la reconstruccién del potencial de auto-interaccién del campo

escalar es independiente del tipo de brana. Ademas este método proporciona una nueva
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forma de realizar este tipo de estudio. En efecto, podemos partir de una funcién f(s)

arbitraria conocida, estudiar la dinamica y luego reconstruir el potencial.



CONCLUSIONES

El principal objetivo de esta tesis es profundizar en el conocimiento del origen y naturaleza
del estado actual de expansién acelerada de nuestro universo mediante el estudio dinami-
co de los modelos extra-dimensionales de Randall-Sundrum tipo II. Nuestras pricipales
motivaciones para hacer este estudio fueron la simplicidad y capacidad de estos modelos
de explicar muchos problemas de la fisica actual, ademas de establecer un puente entre la
cosmologia y teorias fundamentales como la Teoria de Supercuerdas.

Los resultados obtenidos cumplen con los objetivos trazados en esta tesis. Aunque es-
tos resultados no dan una respuesta definitiva al problema de la expansion acelerada del
universo debido la magnitud de este problema, algunos de estos representan aportes a la

cosmologia.

Los pricipales aportes de esta investigacion se pueden enumerar como sigue:

1. En el estudio realizado nos centramos en la posibilidad de obtener atractores tardios
asociados a soluciones isotropas en expansion acelerada. En este sentido se de-
mostro que determinados potenciales de auto-interaccion del campo escalar atrapado
en la brana de FRW como es el caso del potencial exponencial, asi como para una
amplia gamma de potenciales para determinados valores de los parametros libres

del potencial, puede producir exitosamente estados tardios de expansién acelerada.

Esto ultimo implica que el modelo puede ser ajustado para obtener una dinamica
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que sea compatible a las observaciones actuales.

2. En el caso FRW, el estudio realizado de la variedad central demostré que la fase

acelerada de Sitter es asintéticamente estable (atractor tardio) para f(0) # 0.

3. En el caso FRW, para valores s = s* tales que f(s*) = 0 pueden obtenerse bi-
en atractores escalantes campo escalar-materia 6 bien atractores dominados por el

campo escalar, dependiendo de condiciones especificas sobre s* y f(s*) (ver punto
6 de la seccién 2ZT.10).

4. En el caso Bianchi I, para valores s = s* tales que f(s*) = 0 pueden obtenerse bien
atractores escalantes campo escalar-curvatura espacial 6 bien atractores dominados
por el campo escalar, dependiendo de condiciones especificas sobre s* y f(s*) (ver

punto 6 de la seccién 2.2.9]).

En este caso, en el ejemplo numérico analizado, se comprobé que el la anisotropia
se diluye con la expansion. Luego, independientemente de los valores iniciales de
anisotropia, el modelo evoluciona hacia soluciones isétropas. Este ultimo resultado

es consistente con la isotropia observada actualmente en la macro-escala.



RECOMENDACIONES

Luego de realizar el estudio dindmico de las generalizaciones escalares del escenario de
Randall-Sundrum II correspondiente a branas de FRW y de Bianchi I se realizan las

siguientes recomendaciones:

e Continuar profundizando en el estudio de los mundos branas, pues este tipo de
escenario proporciona un acercamiento fenomenoldgico muy 1util, ademas de un ex-
citante escenario geométrico que tiende un puente entre la cosmologia y la fisica

fundamental.

e Aplicar la metodologia desarrollada para nuevos potenciales del campo auto-interactuante
y extender el estudio dinamico de estos modelos haciendo uso del método de recon-

struccién del potencial de auto-interaccion propuesto.

89



A. INFLACION EN BRANAS

A.1. Inflacién en cosmologia estandar

Durante el periodo inflacionario la densidad de energia del universo es dominada por la
energia potencial del campo escalar conocido como inflatén. La densidad y la presién del

campo escalar homogéneo se define

b= 28+ V(9) (A1)
po= 38~ V(9) (42)

Asumiendo que el universo es plano las ecuaciones cosmoldgicas son, la ecuacién de Fried-

mann
2

=" (%df " V<¢>) (A.3)

y la ecuacion de Klein-Gordon para el campo escalar

G+3Ho+V () =0 (A.4)
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A.2. Condiciones de rodadura lenta

La condicién de inflacién es ¢? < V(¢#). Una técnica estdandar de aproximacién para el

analisis de la inflacion, es la condiciéon de slow rol. Segun esta aproximacion las ecuaciones

(A3))(A4)) se pueden escribir.
2 =~ "y (A.5)

3H = V' () (A.6)

Para que estas aproximaciones sean validas es necesario que se cumplan dos condiciones.
(o) <1 () <1 (A7)

donde €(¢) y 1(¢) son los parametros de slow roll y se definen:

H k2 (V2
W)=—1m=7 (7> (A.8)
V// V//
(@) = 35 = %27 (A.9)

A partir de la definicién ([A.8)) se obtiene que € siempre es positivo.

A.3. Condiciones de rodadura lenta en branas de

Randall-Sundrum.

Como se habia dicho anteriormente las branas de Randall-Sundrum tienen un apreciable

impacto en la cosmologia del universo temprano, particularmente en el periodo inflacio-

'El término slow roll significa rodadura lenta, en lo adelante por brevedad ademas de su extendido uso
incluso por especialistas hispano-parlantes, usaremos la denominacién en inglés.
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nario. La ecuacion de Friedmann en el modelo de Randall-Sundrum durante el periodo

inflacionario, en una brana plana se puede escribir.

fﬂ::ém%q¢)(y+3;?) (A.10)

La ecuacién de Klein-Gordon para el campo escalar no cambia en la brana RS. En este

caso los parametros de slow roll se pueden escribir:

=2 (K) e (A1)

2 \V ) @+ V)
VT 2A
2 A2
HVfbA+v] (A.12)

Las expresiones entre corchete contienen los términos de correcion a la inflacion temprana.
Estos términos implican que para un potencial en particular y teniendo en cuenta las
condiciones iniciales para el campo escalar, en el limite A < V los parametros de slow
roll son fuertemente suprimidos en comparacién con las predicciones hechas por la RG.
Esto implica que potenciales que no sean suficientemente suaves cumplen mucho mejor la

condicién de rodadura lenta en la brana y pueden llegar a producir inflacion.



B. SISTEMAS DINAMICOS

B.1. Nociones de sistemas dinamicos

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO)
x' = f(z) = 2} = fi(xx) (B.1)

Donde z; € Ry x' = ‘;—’T‘ donde 7 es un parametro temporal, la funciéon f es continua
felCty f:R* — R™. Si la parte derecha de [B.Ilno depende explicitamente del tiempo
el sistema se dice que es auténomo.

Definicién: El vector x € R™ se denomina vector de estado, donde R™ es el espacio de
estados o (espacio de fase).

Una solucién de es una funcién 1 : R — R que satisface:

() = f(¥(r)), VT eR (B.2)

Definicién: La imagen de la curva solucién ¢ en R” se denomina érbita del EDO.
Analisis cualitativo: Es conocer cualitativamente el comportamiento asintético 7 — oo
de las soluciones tipicas de [B.1l

De la teoria de las ecuaciones diferenciales se sabe que el estudio de la estabilidad de
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un (EDO) se reduce al estudio de la estabilidad de los puntos criticos x¢ del sistema,
en estos puntos se anula el campo vectorial [B1] o sea f(xc) = 0 estos puntos describen
un estado de equilibrio del sistema fisico. Para estudiar la estabilidad de tales estados
es necesario estudiar el comportamiento de las érbitas del EDO cercana a los puntos de
equilibrio. Realizando una pequena perturbacion al sistema en la vecindad de los puntos
de equilibrio.

X, — X+ € donde ek 1 (B.3)

Realizando una expansiéon de Taylor del EDO, se obtiene que la perturbacién del sistema

evoluciona de la siguiente manera

T Zo

donde nos hemos restringido, inicamente a la aproximacion lineal, se tiene.

af;
3Ik

6; = Mika donde Mzk = (B5>

donde M;; es la matriz de linealizacion del sistema. En general las linealizaciones dan
una descripcion bastante adecuada de las 6rbitas no lineales en la vecindad de los puntos
criticos. Esta aseveracion se justifica con el siguiente teorema:

Teorema de Hartmann-Grabmann:

Sea p un punto de equilibrio del EDO 2’ = f(z) en R”, donde f : R™ — R" es, al menos,
de clase C'. Si todos los valores propios A de la matriz de linealizacién M en p satisfacen
Re \ # 0, entonces existe un homomorfismo h : u — @ de una vecindad v de O en una
vecindad @ de p, que mapea 6rbitas de flujo lineal eM ™ en érbitas del flujo no lineal de la
EDO, preservando el parametro 7.

Ya sabemos que las perturbaciones del EDO evolucionan como [B.4, podemos encontrar
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los valores propios \;(i = 1,2,....) de la matriz de linealizacién al resolver la ecuacién
secular.

det(M — X)) =0 (B.6)

Los vectores propios u; asociado a los autovalores de M son aquellos vectores

e El nimero de valores (vectores) propios es igual a la dimensién del espacio de fase

dim = n.
e Cada vector propio define una direccion propia en el espacio de fase.
e El conjunto u; forma una base en el espacio de fase Jt".

La signatura de los valores propios de M que en general A € C define la estabilidad lineal
del EDO en la vecindad de los puntos criticos, esto se debe a la equivalencia topolégica
(local) entre los flujos lineales y no lineales del sistema en el entorno del punto critico.
Cuando uno de los estados de equilibrio del sistema de ecuaciones es un punto no hiperbdli-
co no se puede emitir un criterio de la estabilidad del estado basdndose solamente en la
aproximacién lineal entonces hay que recurrir al estudio numérico de las trayectorias del
sistema de ecuaciones.

Definicién: Cuando la parte real de, al menos, uno de los valores propios de la matriz de
linealizacion es cero, se dice que el punto critico correspondiente es no hiperbdlico.

En este caso, segin Re A; sea negativo, positivo, 6 cero, los correspondientes vectores

propios dividen el espacio de fase en tres subespacios:

1. Subespacio estable: Es desplegado por los vectores propios asociados a valores

propios con partes reales negativas.
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2. Subespacio centro: Es desplegado por los vectores propios asociados a valores

propios con parte real cero.

3. Subespacio inestable: Es desplegado por los vectores propios asociados con los

valores propios con parte real positiva.

B.2. Teoria de la variedad central

En esta seccién se expone la técnica para la construccion de la variedad central. Supon-

gamos que el campo vectorial [B.1] se puede escribir de la siguiente forma .

= Mz + f(z,y) (B.8)

Yy =Nz +g(z,y) (B.9)

Donde (x,y) € R® x R®, M es una matriz de ¢ X ¢ asociada a los autovalores con parte
real nula y NV es una matriz de s X s asociada a los autovalores con parte real negativa.

Donde f, g son funciones C” con (r > 2), ademds se cumple :

f(0,0) = Df(0,0) =0 g(0,0) = Dg(0,0) =0 (B.10)

Se define como variedad central la variedad invariante

We0) = {(z,y) € R x R® : y = h(x), |z| < 6}, h(0) = Dh(0) = 0 (B.11)

para un ¢ suficientemente pequeno. La condicién h(0) = Dh(0) = 0 implica que W¢(0)
es tangente a E¢ en (z,y) = (0,0), donde E° es el espacio correspondiente a los valores

propios con parte real cero.
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Teorema de existencia: Si existe la variedad central C" de [B.8 la dindmica de [B.§
estd restringida por su variedad central, para u suficientemente pequenos se puede escribir

como un campo vectorial c-dimensional.

u = Au+ f(u, h(u)) (B.12)

Teorema (Estabilidad): Suponiendo que la solucion cero de[B.12] es estable (asintética-
mente inestable, o inestable), la solucién cero de[B.8B.9 es en este caso, estable (asintética-
mente inestable, o inestable). Si (z(7),y(7)) es solucién de B.AB.9 con (x(0),y(0)) sufi-

cientemente pequeno, ahi u(7) es solucién de [B.12] entonces se tiene para 7 — 0.

(1) =u(r)+O0(e™) (B.13)

y(1) =h(u(r)) +O(e™) (B.14)

Uitilizando la invarianza de [BI1] bajo la dindmica de [B.8B.9, se puede derivar una

ecuacién cuasilineal en derivadas parciales que satisface h(z) .

N(H(z)) = Dh(z) [Az + f(z,h(x))] — Bh(z) — g(z,h(x)) =0 (B.15)

Resolviendo [B.13] se logra construir la variedad central. Desafortunadamente, resulta ex-
tremadamente dificil encontrar una solucién de la ecuacion [B.I15] correspondiente al pro-
blema, original. Pero podemos encontrar soluciones aproximadas de [B.15] justificadas por

el siguiente teorema.

Teorema (Aproximacion): Sea ® : R° — R® al menos C', mapea con ®(0) = 0
y D®(0) = 0 tales que N(®(z)) = O(|z|*) cuando & — 0 para ¢ > 1. Se tiene que
|h(x) — ®(z)] = O(|x|?) cuando z — 0.
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Realizando expansiones en series de potencias en el esquema de célculo de la variedad
central. El teorema anterior permite realizar el calculo de dicha variedad, con cualquier
grado de exactitud deseado en la solucién de con el mismo grado de exactitud de los

desarrollos de Taylor.
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