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Resumen

La presente tesis esta dedicada a la fase de inicializacion del Método de
Elementos Discretos (MED). En ella se aborda el problema de la particula en
contacto para el caso de conglomerados de circulos y esferas.

En el andlisis del estado del arte de la tematica, se incluye la mayor parte de
los aspectos relevantes del MED. Se muestran los principales algoritmos de
empaquetamiento existentes para los diferentes tipos de particula, asi como los
meétodos para evaluar la calidad de dichos empaquetamientos. También se
describen las principales formulaciones de la parte de simulacién con el MED,
se menciona una gran cantidad de aplicaciones, y se enumeran los principales
codigos computacionales existentes.

Se formula un algoritmo de empaquetamiento de avance frontal y luego se
describe el problema de la particula en contacto, donde, para conglomerados
de circulos o esferas, se manifiesta la necesidad de mejorar la eficiencia al
resolver el problema anterior. Se introducen brevemente el aprendizaje de
maquina, asi como la regresion logistica, los arboles de decision y las redes
neuronales.

Se realizé una comparacion de los tiempos de generacion de la particula movil,
para los casos en que se conoce y los que no se conoce entre cuales circulos
ocurre la tangencia. Se plantea un problema de clasificacion y para solucionar
el mismo son utilizados: arboles de decision, regresion logistica, maquinas de
soporte vectorial y redes neuronales.

Abstract

The present thesis is devoted to the Discrete Element Method (DEM)
initialization phase. It approaches the problem of the particle in contact for
clusters of disks and spheres.

Most of the relevant DEM aspects are included in the analysis of the state of the
art in Chapter 1, which includes the main packing algorithms for the different
kinds of particles, as well as the methods to evaluate the quality of the obtained
packings. There are also described the main formulations of DEM simulations, a
large number of applications, and the existing computational codes.

Advancing front packing algorithms are proposed and the problem of the
particle in contact is described later, where its shown the need of improving the
efficiency solving it. Machine Learning, Logistic Regression, Decision Trees and
Neural Networks are briefly introduced.

A comparison between the generation time of the mobile particle for the cases
when the tangency disks are known and those when they aren’t, was made. A
classification problem was presented, and Decision Trees, Logistic Regression,
Vector Support Machine and Neural networks were used to solve it.
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Introduccién

Los métodos numéricos tradicionales como el Método de Elementos Finitos no
son capaces de modelar discontinuidades y heterogeneidades en los
materiales, por lo que el futuro de la modelacion virtual de materiales esta en
los métodos numéricos que modelan su microestructura, lo cual cada dia esta
mas al alcance debido al constante desarrollo de los medios de computo.

La presente investigacion realiza aportes a la fase de inicializacion del Método
de Elementos Discretos (MED), un método numérico que consiste en una
simulacion de un numero finito de cuerpos que interactian entre si bajo las
leyes de Newton, las leyes que definen las interacciones entre los cuerpos
(leyes constitutivas), y la aplicaciéon de fuerzas externas. Debido a que las
simulaciones con el MED requieren un alto costo computacional, es necesario
aumentar la eficiencia en la generacién de los conjuntos iniciales de particulas
con las cuales se llevan a cabo dichas simulaciones.

Una alternativa conveniente para generar los conjuntos iniciales previamente
mencionados, llamados empaquetamientos, son los algoritmos de
empaquetamiento de avance frontal. Estos algoritmos tienen las tres grandes
ventajas de respetar cualquier distribucion de forma y tamafio predeterminados
de las particulas, tener una complejidad algoritmica lineal, y generar conjuntos
con una alta fraccion de volumen, siendo este un requerimiento importante en
gran parte de las simulaciones con el MED.

Una de las mayores dificultades para la aplicacion de los algoritmos de
empaquetamiento de avance frontal es la soluciébn del problema de
construccion de la particula en contacto, el cual consiste en dadas dos (tres)
particulas fijas en 2D (3D), y una particula maovil, trasladar la particula movil de
manera que esté en contacto con todas las particulas fijas simultaneamente. La
presente tesis presenta aportes en la solucion del problema anterior, para el
caso de particulas formadas por conglomerados de circulos o conglomerados
de esferas.

Problema cientifico

¢,Como disminuir los tiempos de calculo de la posicion de la particula en
contacto, para particulas que son conglomerados de circulos o de esferas?

El problema cientifico anterior, hasta donde sabemos, no ha sido abordado por
nadie previamente. Para resolverlo, en la presente tesis se utilizaran técnicas
de aprendizaje de maquina (conocida en inglés como Machine Learning),
ademas de heuristicas creadas por el autor.

Hipotesis

Cualquier estimacién mejor que el modelo nulo (el concepto de modelo nulo
sera explicado mas adelante), para predecir entre cuales circulos de las
particulas en contacto ocurrird la tangencia, producira una disminucion en el
tiempo de céalculo de la posicion de la particula en contacto.



Objetivo

Construir modelos de aprendizaje de maquina para estimar entre cuales
circulos o esferas ocurrira la tangencia en el problema de la particula en
contacto.

Justificacion de la investigacion
La implementacion de los modelos de aprendizaje de maguina mencionados en

el objetivo puede ser costosa, pero solo se tienen que construir una sola vez
para cada tipo o forma de conglomerados.



Capitulo 1. Estado del arte de los métodos de empaquetamiento de

particulas
1.1 Estado del arte del Método de Elementos Discretos (MED)
1.1.1 Generalidades

El Método de Elementos Distintos (MED), o de Elementos Discretos, como
también se le conoce, es un método numérico que se emplea para resolver
problemas de Mecénica Computacional en la solucion de diversos modelos de
la fisica matematica. Se fundamenta en el comportamiento de un sistema de
particulas o cuerpos (los cuales pueden ser rigidos, semirrigidos o
deformables) que interactian entre si bajo las leyes de Newton y las leyes
constitutivas que caracterizan el contacto, pudiendo ademas estar presentes
fuerzas externas como el amortiguamiento o la gravedad.

La modelacion y simulacién numérica de medios continuos o no, empleando el
MED o una combinacién de este con el Método de Elementos Finitos (MEF) u
otro método numeérico, es uno de los temas que esta de boga en el campo de la
ingenieria. Originalmente, este enfoque de modelacion estuvo dirigido a
resolver problemas de ingenieria a una escala macroestructural. En la
actualidad, ha surgido una tendencia de estudiar las leyes del micromundo, por
lo cual la modelacion y la simulacion numérica se han extendido a una escala
microestructural. Estas dos tendencias de trabajo posibilitan clasificar los
métodos empleados para la modelacion y simulacién numérica en dos grandes
grupos que toman en cuenta la escala o nivel de estudio.

En los procesos de modelacién de los diversos problemas de la fisica
matematica siempre existen diferentes etapas como: preproceso, calculo y
postproceso. En la etapa de preproceso se realiza toda la concepciéon del
modelo geométrico, modelos de vinculos o apoyos, modelo del material (en
este caso modelo constitutivo de contacto) y los modelos de acciones
exteriores o cargas. Unido a estos modelos, que en su conjunto definen el
modelo fisico, en el caso especifico del MED es necesario disponer de un
conjunto inicial de elementos distintos que definen la geometria, para formar el
cual se toman como base la superficie que delimita el dominio.

En otros métodos numéricos como el MEF, el modelo geométrico esta
constituido por una malla de elementos. El caso del MED es similar en este
sentido, y en él es necesario disponer de la discretizacion del medio (casi
siempre discontinuo). En este dltimo, el modelo geométrico queda
caracterizado por un sistema de particulas, razéon por la cual el MED se
clasifica como un método de particulas. Los aspectos restantes que constituyen
el modelo fisico, se definen sobre el conjunto inicial de elementos discretos (a
este conjunto inicial también se le conoce como empaquetamiento). Ademas de
esto, se pueden emplear paredes o superficies a las que se les puede
predeterminar su comportamiento.

El MED estd compuesto por una serie de herramientas auxiliares de cuya
eficiencia depende. Dichas herramientas se dividen en dos grandes grupos[1]:
aspectos matematicos y aspectos computacionales, los cuales se detallan a
continuacion.



Aspectos matematicos:

e Meétodos de generacion o empaquetamiento de sistemas de particulas.
v' Consulta espacial o busqueda de vecindad.
v Deteccibn de intersecciones entre particulas.
A las anteriores se unen en el caso de formulaciones basadas en
técnicas de avance frontal las siguientes:

v Establecimiento del conjunto inicial de particulas o frente inicial de
avance.
v’ Técnicas de seleccion del frente de avance.
v Construccion de la particula en contacto exterior con otras.
e Meétodos de -caracterizacion y evaluacion de la calidad de los
empaquetamientos.
e Simulacién fisica: formulacion del MED.
v' Esquema de integracion numérica.
v' Estabilidad del método y estimacién del paso de tiempo de
integracion.
v" Modelos constitutivos de contacto y estimacién de parametros
constitutivos a nivel de contacto.
v' Métodos de busqueda de vecindad y contacto.

Aspectos computacionales:

e Manejo masivo de informacion y trabajo con grandes volumenes de
datos.

e Paralelizaciéon de la implementacion de las etapas de empaqguetamiento
y de simulacién fisica.

¢ Eficiencia computacional.

e Visualizacion suficientemente detallada con multiescala.

Antes de comenzar la simulacion, es necesario tener un conjunto inicial de
particulas (empaguetamiento, como ya se dijo), de las cuales se necesita, en la
mayoria de los casos, que ocupen el mayor volumen posible o que respondan
a la microestructura real de un material determinado en caso que se deseen
realizar estudios al nivel del micromundo. En este segundo caso es necesario
lograr obtener conjuntos iniciales de particulas donde exista control de la
fraccion de volumen (se define como la razén entre el volumen ocupado por las
particulas y el volumen de la geometria contenedora), y el tipo, forma, posicién
y distribucion estadistica que pueden seguir las diferentes particulas que
conforman el medio o material que se modele. Para lograr esto se han
desarrollado los denominados algoritmos de empaquetamiento, los cuales
tienen para el MED tanta importancia como los métodos de mallado la tienen
para el MEF.

Abordar problemas del micromundo o estudiar problemas a nivel de la macro
escala delimita dos clasificaciones del MED en cuanto a su utilizacion:
formulaciones macro y formulaciones micro. La tendencia actual en los centros
de élite mundial que se dedican al desarrollo de la Mecanica Computacional y



los métodos numéricos en la ingenieria, es el desarrollo de investigaciones
enfocadas al estudio del micromundo.

Una vez que se ha obtenido el empaquetamiento, es conveniente tener
conocimiento sobre los parametros estocasticos que lo caracterizan. Por
ejemplo, si se simula el comportamiento de un material isétropo, es deseable
que el empaquetamiento sea lo mas homogéneo posible, respetando el resto
de los parametros tales como la densidad micro y la forma y distribucion
estadistica que sigue la geometria de las particulas en caso que se estén
desarrollando estudios al nivel del micromundo. Por eso es necesario
desarrollar y disponer de técnicas de evaluacion de la calidad de los
empaguetamientos, para conocer los pardmetros que permitan lograr una
similitud con el medio fisico real que se modela a nivel de la microescala en
este caso. Si se estd aplicando el MED a nivel de la macro escala no es
imprescindible utilizar estas técnicas y es suficiente con lograr
empaquetamientos lo mas densos posible.

Después de disponer del modelo geométrico ya discretizado
(empaguetamiento), con las correspondientes definiciones del modelo de
cargas, vinculos o apoyos, el modelo del material (modelo constitutivo de
contacto), ya se dispone de una correcta concepcion del modelo fisico.
Después de esto se pasa a la definicion del modelo matemaético, el cual se
compone de la region, la ecuacién de gobierno del problema de la fisica-
matematica que se desee resolver y por las condiciones iniciales o de frontera.
Después de lo anterior se esta en condiciones de aplicar el método de solucion,
gue en este caso es por una via numérica empleando el MED, previamente
calibrado y validado con respecto a ensayos fisicos realizados para garantizar
la fiabilidad matematica y fisica de la modelacion.

En este proceso de implementacién del MED en la resolucién de diversos
problemas de ingenieria, se parte de la aplicacion de las leyes de Newton a un
sistema de particulas, conjugando estas leyes con la aplicacion de modelos
constitutivos de contacto para determinar las fuerzas de interaccion entre
particulas, apoyandose en métodos de busqueda de vecindad y contacto para
determinar las interacciones entre particulas. En problemas acoplados o donde
se manifiestan problemas de multifisica (Este tipo de problemas se caracteriza
por combinar modelos fisicos esencialmente diferentes. Un problema de
multifisica puede ser, por ejemplo, la interaccién de un medio granular con un
medio continuo.), el modelo incluye distintas leyes de comportamiento
correspondientes a fendmenos fisicos en diferentes escalas.

Con la aplicacion del MED se generan grandes volumenes de datos (tales
como desplazamiento, velocidad, y aceleracion de cada particula en los
diferentes pasos de tiempo, entre otras variables de respuesta de interés), por
lo cual es necesario disponer de técnicas de visualizacion o postproceso, que
permitan interpretar de modo factible los resultados. En el caso de la aplicacion
del MED a nivel del micromundo, es necesario disponer de técnicas de manejo
masivo de informacién y de visualizacion multiescala o a nivel de detalle, para
poder interpretar los fendmenos a nivel de las diferentes escalas de la
Mecanica Computacional, teniendo como escaldn inferior la escala micro.



1.1.2 - Enfoque global del método de los elementos discretos o distintos
(MED)

Existe una gran cantidad de formulaciones del MED, las cuales son tratadas de
modo puntual para cada tipo de particula para el cual es formulado. Se ha
observado la no existencia de un enfoque sistémico de la formulaciéon del MED
que propicie una arquitectura abierta en cuanto a las técnicas que se emplean
en su formulacion. En este sentido las formulaciones del MED se caracterizan
por:

Esquema de integracion empleado.

Estabilidad del método y estimacion del paso de tiempo de integracion.
Tipo de particula para el que esta formulado el método.

Blsqueda de vecindad y contacto entre particulas.

Modelo constitutivo 0 modelo de contacto y estimacion de parametros
constitutivos de contacto.

En un estudio global de las diferentes formulaciones del MED consultadas, no
se ha observado la existencia de estudios serios en cuanto al empleo o
seleccién del esquema de integracion en funcion de las peculiaridades y
naturaleza (estética, cuasi-estatica o dinamica) de los fenémenos fisicos que se
estén simulando. También se han realizado pocos estudios cientificamente
fundamentados en cuanto al paso de integracion y la estabilidad del método.

Con respecto a los métodos de busqueda de vecindad y contacto se ha
encontrado en la literatura consultada una amplia gama de formulaciones que
presentan sus ventajas y desventajas. Solo existen estudios muy puntuales de
comparacién entre estos métodos en cuanto a su efectividad y costo
computacional [2]. Este aspecto permite afirmar la necesidad de realizar
investigaciones dirigidas a estudiar la versatilidad de los métodos de busqueda
de vecindad y contacto y su eficiencia computacional. Ademas de la necesidad
de hacer una investigacion que demuestre la efectividad del empleo de una u
otra tecnologia de métodos de busqueda de vecindad y contacto tomando en
consideracion las peculiaridades y naturaleza (estatica, cuasi-estatica o
dindmica) de los fenémenos fisicos que se estén modelando y tomando en
consideracion el tipo de particula y la razén entre el tamafio minimo y maximo
de las particulas que constituyen el medio.

En cuanto a la modelacion constitutiva, se constata la existencia de una amplia
gama de modelos constitutivos de contacto. En este sentido la mayor dificultad
de aplicacion del MED es conocer qué parametros constitutivos a nivel de
contacto le corresponde a cada material en particular, siendo este aspecto uno
de los impedimentos principales en la aplicacion de esta técnica de modelacion
(se han encontrado pocas y muy breves formulaciones sobre este aspecto [3-
6]). Por eso existe la necesidad de hacer estudios de estimacion de parametros
constitutivos de contacto que establezcan las relaciones adimensionales entre
los parametros constitutivos de contacto con las variables constitutivas
convencionales a nivel macro que se emplean en la mecénica de medio
continuo.

Un analisis global de todos los aspectos que integran la formulacion del MED
indica que es un método que esta en una fase inicial de investigacion y que
gueda un campo muy amplio de estudio para su uso como técnica de



resolucién de problemas reales en el mundo de la ingenieria. Este aspecto esta
propiciado por la necesidad de conocer sobre bases cientificamente
fundamentadas la seleccion de las técnicas que constituyen el método como
tal, entre otros aspectos ya mencionados.

En cuanto a la formulacion del método en funcién del tipo de particula, existen
muchas formulaciones puntuales para cada tipo de particula y no existe una
formulacion sistémica y Unica para todos los tipos de elementos discretos con
su correspondiente formulacion e implementacion computacional, disponiendo
ademas de una arquitectura abierta que propicie el empleo de las diferentes
alternativas en cuanto a: esquema de integracion, métodos de busqueda de
vecindad y contacto y modelo constitutivo.

1.1.3 — Formulaciones del método de elementos discretos

El MED como técnica de simulacion basada en la mecanica del medio
discontinuo es una alternativa de simulacion muy potente, la cual supera en
varios aspectos a los métodos numeéricos convencionales que resuelven
problemas de mecanica del medio continuo. Por ejemplo, en problemas de
sélidos, con esta técnica se resuelven con gran facilidad los problemas de
fractura y propagacion de grietas, mientras que, para estos mismos problemas,
con otras técnicas es necesario realizar artificios y suposiciones, ya que estan
concebidas para problemas de la mecanica de un solido continuo. En el caso
de fluidos, los problemas de turbulencia y otros que se enfrentan en la
Dinamica Computacional de Fluidos, se pueden formular mediante el MED con
mas flexibilidad que con los métodos convencionales. La principal desventaja
del MED con respecto a los métodos convencionales es el costo computacional
que hasta cierto punto se amortigua con el actual desarrollo de la tecnologia.

El MED tiene una gran cantidad de aplicaciones actualmente. Una lista
bastante abarcadora de estas puede ser consultada en [7]. En su aplicacién
existen dos enfoques muy bien concebidos: modelacion de problemas macro y
modelacion de problemas micro. En este ultimo campo es donde el MED
supera con creces a los métodos convencionales. Otro aspecto que aprovecha
las potencialidades del MED es su combinacion con los métodos
convencionales [8]. Este enfoque aprovecha las ventajas de ambas tecnologias
y hace mas potente su explotacion.

1.1.3.1 - Estudios e investigaciones preliminares de la formulacion del
MED

En [9] se estudia la validez de los conglomerados de esferas para reproducir la
realidad fisica. Para esto, se realiz6 una simulacion con esferas rigidas que
reprodujo con bastante exactitud los resultados de un experimento fisico. Sin
embargo, al emplear conglomerados de forma casi esférica, se obtuvieron
grandes errores, lo cual sugiere que deben ser estudiadas las condiciones en
las cuales se debe usar este tipo de particulas.

La investigacion [10] propone un método para reducir el tiempo de calculo en
simulaciones de particulas, basado en no mover aquellas cuyo desplazamiento
relativo es menor que el 0.1% del radio de la particula para ciertos pasos de
calculo. Se reportan resultados de reduccion a % del tiempo original de
simulacion.



En [11] se realiza una verificacidn de postulados relativos a medios continuos,
demostrando que es posible establecer a nivel local y de manera aproximada,
una conexiéon entre teorias del continuo y simulaciones basadas en particulas
para flujos granulares densos. Otras investigaciones relativas a flujos
granulares también pueden ser consultadas [12-16].

La relacion cuantitativa entre los parametros microestructurales que definen los
contactos entre las particulas y el amortiguamiento del sistema; y los
paradmetros macro del conjunto de particulas en el MED, es un tema de gran
importancia que todavia no ha sido completamente resuelto. Los estudios
necesarios para avanzar en esta direccibn son computacionalmente costosos,
porque requieren de cierta cantidad de simulaciones con el MED. Algunos de
estos estudios pueden ser consultados en [17-26].

En cuanto a los métodos de busqueda de vecinos, se han realizado algunas
comparaciones o0 estudios en este sentido [2]. De acuerdo a la literatura
consultada, el mejor método en cuanto a independencia respecto al tipo de
particula, eficiencia y buen desempefio para particulas de tamafios muy
diferentes, parece ser el algoritmo CGrid [27, 28]. Se han encontrado
formulaciones de métodos de blusqueda de contactos para algoritmos de
empaquetamiento basados en un reacomodamiento colectivo [29]. Debido a
gue en estas formulaciones las particulas pueden formar un conjunto disperso,
puede ser mas conveniente emplear una estructura de octree adaptada para
dichos casos, en vez de la division en celdas iguales o el octree usual.

De un estudio minucioso de las investigaciones realizadas alrededor del
establecimiento del MED, se puede afirmar que es un método que esta en fase
de investigacién, debido a que es necesario realizar investigaciones profundas
en cuanto a:

e Seleccién del esquema de integracibn a emplear en funcién de las
peculiaridades y naturaleza (estatica, cuasi-estatica o dinamica) de los
fendmenos fisicos.

e Necesidad de realizar estudios de estabilidad del método y estimacion
del paso de tiempo de integracion respecto a las diferentes
condicionantes de la aplicacion de este método.

e Peculiaridades de la formulacibn en cuanto a tipo de particula o
combinaciones de estas para las que esta formulado el método.

e Seleccidon del método de busqueda de vecindad y contacto a emplear en
funcion de las peculiaridades y naturaleza (estética, cuasi-estatica o
dindmica) de los fendbmenos fisicos.

e Seleccibn del modelo constitutivo o modelo de contacto vy
establecimiento de métodos de estimacibn de los parametros
constitutivos de contacto.

1.1.3.2 — Aplicaciones de las formulaciones macro del MED

En el aflo 1971 Peter Cundall [30] presenté un método novedoso para modelar
los medios rocosos discontinuos. Tenia la particularidad de poder simular
grandes desplazamientos y rotaciones de los bloques de roca, asi como
separaciones entre los mismos, valido para problemas en dos dimensiones y en
el cual los bloques de roca se consideraban rigidos. En 1978 extendi6 este
modelo a bloques de deformacidén constante y a bloques deformables [31]. El



modelo de bloques deformables se basaba en un trabajo de Wilkins [32] que
consistia en utilizar un coédigo en diferencias finitas explicito en el tiempo para
determinar la deformacion interna de los blogues. Actualmente el MED también
se sigue desarrollando en esta direccion [33-36]. Otro de los primeros trabajos
con el MED [37] fue la representacion de paneles formados por modulos de
reticulados espaciales, lo cual posibilité una discretizacion con un ndamero
menor de grados de libertad, reduciendo asi el costo computacional.

Actualmente, una de las principales aplicaciones del MED es el estudio del flujo
de medios granulares en silos [38-42], el cual es un fendmeno muy dificil de
modelar con los métodos tradicionales como el MEF. Esta aplicacion,
esencialmente igual al flujo dentro de un reloj de arena, la describe Mohammadi
en el mismo comienzo de su libro [7]: “Un reloj de arena, ha sido durante siglos
una simple y comun herramienta para medir el tiempo, asi como también una
medida relativamente precisa y confiable para experimentos cientificos. Sin
embargo, hasta muy recientemente, incluso en la época de las
supercomputadoras y métodos numéricos eficientes tales como el Método de
Elementos Finitos, no ha sido posible modelar este fendmeno. Una geometria
altamente variable y objetos que interactian entre si (granos de arena), han
sido los principales obstaculos para cualquier formulacion eficiente.”

Pasando a otro tipo de aplicacion, en el estudio de las vias férreas se ha
simulado el comportamiento del balasto de ferrocarril [43], concluyendo que los
conglomerados de esferas describen mejor que las esferas el comportamiento
de este medio granular, debido a que reflejan la respuesta a la deformacion
ocasionada por la carga aplicada. En el caso de la ingenieria vial existen
estudios de la fractura del asfalto [3, 44, 45] o del comportamiento de su
modulo dinamico [46].

El desgaste de herramientas o el efecto de estas sobre el material también ha
sido abordado con el MED. En este caso se emplea un modelo de multifisica.
Primeramente, se acopla el método con la ecuacion de Archard para incluir el
efecto del desgate y posteriormente se incluyen los fendmenos térmicos para
resolver problemas termomecanicos acoplados. En [47] se presentan
resultados sobre la interaccion entre una herramienta de corte y un terreno. Las
simulaciones se contrastan con experimentos reales, y se demuestra la
capacidad del MED para modelar estos fenbmenos y cuantificar las fuerzas
entre el terreno y la herramienta.

Por otra parte, en [48] se ha modelado el dafio y fractura en el proceso de
maquinado de SiC policristalino, empleandose circulos de tamafios diferentes.
En este caso se emplea como soporte de célculo el software PFC2D. Se ha
realizado una calibracion de los parametros del MED y ha habido una buena
correspondencia entre los resultados de las simulaciones y los datos
experimentales.

Una aplicaciéon del MED a la ingenieria civil se halla en [49], en la cual se ha
estudiado el comportamiento de un arco de un puente construido con piedras.
Se determiné que la rigidez, el angulo de friccién y la cohesion del relleno
influyen enormemente en la capacidad portante de la estructura.

El campo de aplicacion del MED trasciende los limites de nuestro planeta. Por
ejemplo, existen estudios numéricos y experimentales del efecto de la
gravedad en el mecanismo de excavaciones lunares [50] (acerca de



excavaciones en la Tierra también existen modelaciones con el MED [51]), o
del comportamiento de material suelto en la superficie de asteroides [52], o del
angulo de reposo de la arena en condiciones de baja gravedad [53].

Otra aplicacion novedosa del MED es una modelacion de contraflujo en
dinamica de multitudes [54]. Dicha modelacion es una herramienta muy (Util
para disefiar grandes lugares de eventos tales como salas de concierto y
estadios. En este caso se trata del uso del MED para estudiar la dindmica de
circulacion de grandes volumenes de personas.

A pesar de que la prediccion del comportamiento de una espiral transportadora
parece relativamente simple, la mecanica de estos dispositivos es muy
compleja, y los investigadores han tendido a confiar mucho en datos de
desempeiio empiricos. En este sentido, la modelacién con el MED permite
hacer predicciones en cuanto a la velocidad de las particulas, razon de flujo de
masa, disipacion de energia y consumo de electricidad debido a cambios en las
condiciones de operacion [55].

El MED en problemas de dinamica de particulas sueltas como silos, transporte
de materiales, transporte de medicamentos, etc., es una herramienta muy
potente. De igual modo la resolucion de problemas macro de mecéanica del
medio discontinuo como el caso de macizos rocosos es muy efectivo realizarlo
con el MED. En otros problemas de ingenieria, sobre todo de mecanica del
medio continuo o problemas de Dindmica Computacional de Fluidos, es mejor
emplear las técnicas mas convencionales.

1.1.3.3 - Aplicaciones de las formulaciones micro del MED

Una formulacion que tiene varias aplicaciones industriales es la eliminacion de
capas de incrustaciones mediante particulas incidentes [56]. Otra aplicacion
industrial muy comun es el proceso de mezclado de particulas en tambores
giratorios o dispositivos mezcladores, y sobre esta temética existen multiples
investigaciones con el MED [57-64]. En el caso especifico de la mineria,
también es frecuente la necesidad de separar elementos por tamafio [65, 66]; y
en el caso de la fundicion de metales, puede ser necesario estudiar los limites
de fuerzas tolerables en paredes dafiadas en hornos [67], 0 el comportamiento
de flujos granulares en hornos de inyeccion de aire [12].

Con particulas de diferentes tamafios y densidades, interactuando con objetos
de formas complejas y moviéndose segun diferentes patrones, se ha simulado
el molido de materiales [68]. En este caso también se ha examinado la
sensibilidad de los resultados frente a las propiedades del material y a la
distribucion en tamafio de las particulas.

Otro grupo de aplicaciones constituye la simulacion del comportamiento de
suelos. Dentro de este, se ha estudiado la arena de Labenne [19], los suelos
guebradizos empleando conglomerados de esferas [69], y las bandas de
compactacion en roca arenisca [70], las cuales tienen una gran aplicacion en la
explotacion de hidrocarburos.

También se han estudiado los suelos granulares mojados con baja saturacion
[71], la generacion espontanea de fracturas asociadas a procesos de
penetraciéon de magma [72], y la dependencia de la elasticidad, fuerza y angulo
de friccion con respecto a la porosidad y la densidad de rotura en medios



rocosos [73]. Otra aplicacion geomecanica de interés es el estudio analitico y
numeérico de la evolucion de pendientes a lo largo del tiempo, incluyendo
factores del clima [74], o el comportamiento de la arcilla (la cual reduce la
permeabilidad al fallo) a lo largo de fallas [75].

Se han realizado simulaciones para estudiar la transferencia de calor, como por
ejemplo en el modelo tuberia-red [76], en el flujo granular durante la descarga
de silos [77], y en el proceso de impresion de papeles cubiertos [78].

La simulacién de transporte neumatico ha sido analizada [79], asi como la
circulaciébn de particulas en un plano vibratorio con un tubo interior [80],
concluyéndose que la direccion y velocidad de circulacion de las particulas
depende del diametro del tubo interior, y que la velocidad de circulacién
también puede ser controlada por las condiciones de vibracion.

El flujo de medios granulares también ha sido simulado [81], y el caso
especifico de flujos en sentido contrario a la gravedad también ha sido
abordado [82, 83]. Otras investigaciones han tratado el tema de la carga
electrostatica durante el flujo de granos desde un cilindro [84], el flujo de
particulas en la centrifuga de un dispositivo fertilizador [85]; y los flujos de
aerosol de particulas adhesivas sdlidas [86]. Estos ultimos se encuentran en
muchos problemas de contaminacion.

A veces es necesario realizar predicciones y mediciones en la escala de
colisiones, y en este sentido existen resultados [87]. También se reportan
estudios acerca de la influencia de la forma en la fragmentacion de mezclas de
particulas [88] y respecto a la sinterizacion de mezclas de polvos para la
produccion de materiales compuestos [89]. La influencia de la forma de las
particulas en procesos de aplastamiento también ha sido estudiada [90]. Los
resultados obtenidos ayudan a comprender mejor el fenémeno de
acomodamiento de estructuras, durante el proceso de prensado.

El caso del fendbmeno de convexion y difusion de las particulas sometidas a
vibracion vertical ha sido analizado [91], en experimentos donde ha sido
observada la formacion de celdas de convexion y la influencia de la
modificacién de la geometria contenedora.

En [92] se propone una metodologia para calibrar los parametros del MED, de
manera que se pueda obtener un estado cuasi-estatico. Para lograr esto, se
proponen dos criterios que permiten evaluar el equilibrio estatico, estando uno
basado en el balance de fuerzas y el otro en el balance de momentos.

Se han realizado simulaciones de compactacion de polvos metélicos utilizando
elementos deformables, modelandose la mezcla de polvos ductiles y fragiles
[93]. Las simulaciones de compactacion de polvos metélicos con el MED han
estado en general restringidas a densidades de alrededor de 0.8, debido a
limitaciones de las leyes de contacto. Esto ha sido resuelto mediante un
proceso de validacion del MED con el MDEM (Meshed Distinct Element
Method) [94, 95]. Otras formulaciones para modelar la compactacion de polvos
metalicos pueden ser consultadas [96], en las cuales se emplea el MEF para
modelar la deformacién de los granos.

El tema de la densificacion de medios discontinuos ha sido abordado en otras
investigaciones. Por ejemplo, para el caso de la biomasa, se ha empleado una
modelacion [97] para estudiar su comportamiento, debido a que no existen



modelos al respecto. Otro aporte en este tema es el estudio de la compactacion
de esferas de igual tamafo [98], en el cual se ha examinado la relacion
constitutiva entre la densidad y la presion, validandose los resultados empiricos
con datos reales.

El flujo de medios humedos ha sido modelado con el MED mediante la
modificacion del modelo de contacto para reflejar el grado de humedad. Se han
realizado simulaciones de medios hiumedos en canales inclinados [99] y a
simulaciones de medios hiumedos en canales con flujo de aire a presion [100].

Es factible modelar los materiales porosos con el MED, debido a su naturaleza
discontinua y granular. En este sentido el MED se puede aplicar para modelar,
por ejemplo, el concreto poroso [101] o la estructura de materiales compuestos
del cual estan hechos algunos electrodos [102]. También ha sido aplicado para
estudiar la evolucion de los poros en suelos [103].

La animacion grafica es uno de los campos de aplicacion del MED. En este
caso se puede emplear para modelar el flujp de medios granulares como
arena, utilizando para ello conglomerados de esferas [104, 105].

Como regla general, en el MED las particulas nunca cambian de forma. Sin
embargo, esto ha sido modificado en una aplicacion [106] para modelar
fenomenos de difusiébn que ocurren durante la disolucion de polimeros en
expansion. La robustez y exactitud del algoritmo fue comprobada al realizar
una comparacion una modelacion diez veces mas fina que la malla
correspondiente al MED.

Como conclusién del desarrollo y empleo del MED a escala micro de la
Mecanica Computacional se puede expresar que es una técnica muy potente
para el estudio de problemas de mecanica computacional de sélidos vy fluidos.
A este nivel el método supera con creces los métodos convencionales y en
este momento el mismo se encuentra en constante desarrollo por parte de los
centros de élite mundial en la tematica.

1.1.3.4- El MED en estudios a nivel nano

El MED no escapa a su utilizacién a escala nano, a través de modelaciones
con nano particulas. En esencial la formulacion no cambia, solo hay que
formular nuevos tipos de modelos y leyes constitutivas y emplear nuevos tipos
de particula (en este caso nano particulas).Las simulaciones al nivel de la
nanoescala son muy costosas computacionalmente, pero ya existen algunos
intentos preliminares en este sentido, y se han modelado los granos de
nanomateriales a partir de las celdas de un diagrama de Voronoi ponderado
con respecto a los radios de las esferas, en un empaquetamiento de estas
particulas [107], planteandose que los granos asi obtenidos son similares a los
observados en algunos nanomateriales.

Otras aplicaciones a la nanotecnologia son la modelacion de la cristalizacion de
esferas lisas y duras bajo vibracion mecanica, en las cuales se ha demostrado
gue para esferas iguales, el empaquetamiento ordenado se puede obtener
escogiendo apropiadamente los parametros de vibracion [108]; o el estudio del
comportamiento de diversas sustancias para conocer el comportamiento de sus
fuerzas adhesivas en capas fluidizadas [109, 110].



La nanociencia y la nanotecnologia son nuevas herramientas para la
investigacion, la innovacion y el desarrollo a partir del control de la estructura
fundamental y el comportamiento de la materia a nivel atébmico. Se utiliza para
generar nuevas propiedades y usos, tales como: la inclusion de nanoparticulas
para reforzar materiales, la mejora de propiedades de materiales disefiados
para trabajar en condiciones extremas, y la investigacion para detectar y
neutralizar la presencia de microorganismos 0 compuestos quimicos adversos.
El empleo del MED va encaminando en este caso al estudio del
comportamiento de las nanoparticulas incorporadas a nanomateriales.

Los nanomateriales tienen caracteristicas estructurales que hacen que al
menos una de sus dimensiones esté en el intervalo de 1 a 100 nm
(nanémetros). Esto significa que puede haber nanomateriales 1D, 2D y 3D. La
tecnologia que mas se emplea para obtenerlos es conocida como “de abajo
hacia arriba” (bottom-up en inglés), construyendo nanoentidades por
combinacion de elementos mas pequefios (atomos y moléculas), guiando el
autoensamblaje o bajo estrategias controladas.

El desarrollo del MED y su aplicacion a escala nano esta en fases muy
preliminares de investigacion y para su empleo a esta escala se tienen que
desarrollar investigaciones que posibiliten obtener medios formados por
sistemas de nanoparticulas y a su vez reformular el MED para esta escala de
modelacion de la Mecanica Computacional.

1.1.3.5 - Combinacién del MED con otros métodos

Aunque el MED permite resolver una gran cantidad de problemas por si solo,
también existen otros problemas en los cuales es conveniente combinarlo con
otros métodos. Esto puede ocurrir, por ejemplo, para simular la interaccion
entre un medio granular y un medio continuo.

Una de las combinaciones mas comunes es el MED-MEF, siendo quizas [8] el
texto mas completo al respecto. En él se describen los aspectos matematicos y
computacionales mas relevantes en cuanto a la fusion de estos dos
importantes métodos numeéricos. El citado libro incluye un cédigo (programa Y),
al cual recientemente se le ha incorporado una interfaz grafica [111].

Algunas aplicaciones del MED-MEF son a la geociencia [112-119], como parte
del proyecto VGeST,asi como [94, 120, 121]. También puede verse un ejemplo
de aplicacion del acople MED-MEF para modelar estructuras de tierra
reforzadas con geosintético [18, 122]. Otras investigaciones se han reportado y
existe una lista de ellas [123] en la cual se referencian varios articulos clave del
MED-MEF.

Otra combinacion comun es MED-CFD (“Computer Fluid Dynamics”, por sus
siglas en inglés). Se pueden ver, por ejemplo, aplicaciones al flujo multifase en
centrifugas [124, 125], hornos de fundicién [126], llenado de cavidades [127], 0
a la interaccion entre flujos laminares y pequefios conglomerados de esferas
durante la exploracion de arena en la busqueda de petrdleo [128]. También
puede aplicarse en modelos de transferencia de calor en capas fluidizadas con
un sensor insertado [129], o en la modelacion de las fases gas-solido en
guemadores de combustible [130].



Sobre el método SPH (“Smoothed Particle Hydrodynamics”, por sus siglas en
inglés) combinado con el MED ha sido encontrada poca bibliografia. Existen
aplicaciones para modelar la separacién de objetos en la industria, donde el
MED se usa para modelar los objetos mas grandes, y el SPH se emplea para
representar el flujo de agua y de material fino [131].

A la combinacién MED-CFD, también se le puede acoplar el DSMC (Direct
Simulation Monte Carlo, por sus siglas en inglés). En este caso, es factible
aplicar el MED para flujos dominados por los contactos, mientras que el DSMC
es mas apropiado para los flujos dominados por las colisiones [132]. En la
investigacion citada anteriormente se muestran ejemplos de estas
formulaciones aplicadas a problemas de transporte neumatico y de material
fluidizado en rapida circulacion, entre otros. Otra combinacion de tres métodos
es MED-CFD-MEF, aplicada al caso de ingenieria de proteccién contra el agua
[133].

Por ultimo, un caso de acople del MED con el método LES (Large Eddy
Simulation, por sus siglas en inglés) puede ser consultado [134]. En este caso
se empled el MED para modelar sustancias en forma de capas fluidizadas,
mientras que el LES se empleé para modelar la fase gaseosa. Este estudio
permitié llegar a la conclusion de que el movimiento del fluido en forma de
pulso de alta frecuencia conduce a la supresion del movimiento fluctuante de
las particulas.

Sobre la combinacion del MED con el Método de Lattice Boltzman ha sido
encontrada relativamente poca bibliografia. Se reportan estudios sobre la
modelacién de interacciones fluido-particulas[135] y sobre el transporte de
particulas en flujos no turbulentos [136].

De modo conclusivo se puede expresar que la combinacion del MED con las
técnicas convencionales aporta una nueva técnica muy potente para el estudio
de problemas de Mecanica Computacional de sélidos y fluidos. Con esta
combinacién se pueden resolver problemas continuos y discretos
aprovechando las potencialidades de cada técnica, realizando una adecuada
descomposicion del dominio. También ocurre lo mismo para problemas de
multifisica y multiescala (modelaciones macro y micro delimitadas por
subdominios). La combinacion de ambos tipos de métodos (MED con métodos
convencionales tales como el MEF) permite aprovechar las ventajas y
potencialidades de cada uno y enfrentar problemas muy complejos en el
mundo de la ingenieria.

1.2 - Estado del arte de algoritmos de empaquetamiento para el MED
1.2.1 - Enfoques generales:

En la mayoria de las simulaciones con el MED, es necesario que el
empaquetamiento sea lo mas compacto posible (modelacion a nivel de la
macroescala) o también que responda a la microestructura del material que se
estd modelando (modelacion a nivel de la microescala). La gran variedad de
técnicas de generacién de empaquetamientos puede dividirse en dos grandes
grupos: las técnicas dinamicas [137-140] y las técnicas constructivas [141-143].
A continuacion, se describen brevemente algunas de ellas.



Técnicas dindmicas: en ellas se siguen los movimientos de las particulas a
través de varios pasos de tiempo. Algunas de estas son:

Compresion isotropica [142]: consiste en comprimir la frontera para
acercar las particulas.

Expansion de particulas [144, 145]: consiste en dilatar las particulas
hasta que cada una entre en contacto con alguna vecina. Esta técnica
no presenta control de la distribucion estadistica de las geometrias de
las particulas, ni de la fraccion de volumen.

Deposicion gravitacional [137-140]: como su nombre lo indica, las
particulas son movidas por una fuerza directamente proporcional a su
masa, de direccion y sentido constantes, hasta que llegan a una posicion
de equilibrio. En el proceso de generacion se propicia una anisotropia
geométrica y mecéanica del medio y no se dispone de control de la
fraccion de volumen.

Método de subcompactacién multicapa [28, 146]: es similar a la anterior,
pero la compactacién se realiza por capas y no de una sola vez.

Técnicas de reacomodamiento colectivo [147, 148]: las particulas se
dilatan y mueven simultaneamente, respetando sus dimensiones
relativas y empleando condiciones peridédicas de frontera[149]. No
presenta control de la fraccion de volumen.

Técnicas constructivas: en ellas se prepara el empaquetamiento con puros
calculos geométricos. Algunas de ellas son:

Disposiciones regulares [143]: no son recomendables por su anisotropia
a pesar de tener muy poco costo computacional. Tienen como
desventaja que precondicionan las lineas de falla de los materiales.

Modelo de inhibicién secuencial [142]: genera cada particula en una
posicion aleatoria hasta que no se interseque con ninguna. Es un
enfoque que posibilita conservar la distribucion estadistica de las
dimensiones geométricas de las particulas en el proceso de generacion.
No se tiene control de la fraccion de volumen y el numero de
coordinacion (se define como la media de la cantidad de contactos por
particula) es cero, por lo cual no se logra contacto entre las particulas,
siendo conveniente el uso de esta técnica mas bien como punto de
partida de las técnicas de generacion dinamicas. Se vuelve cada vez
mas ineficiente a medida que aumenta la fraccién de volumen.

Técnicas de sedimentacién (frente abierto) [142]: se colocan las
particulas por capas hasta llenar la geometria. Es una técnica de
generacion muy eficiente y de poco costo computacional. En el proceso
de generacion se predetermina una anisotropia geomeétrica y mecanica
del medio y no se dispone de control de la fraccion de volumen. En
algunos casos se logran empaguetamientos que presentan
inestabilidades.

Técnica del frente cerrado [142]: el sistema de particulas se extiende de
adentro hacia afuera, y crece a partir de un frente de avance que se
actualiza cada vez que se agrega una nueva particula. Es una técnica



de generaciéon muy eficiente y de poco costo computacional, la cual
permite lograr altos nimeros de coordinacion (cercanos a 4 en 2D). Con
ella no se tiene control de la fraccion de volumen, y en el proceso de
generacion se dejan muchos espacios vacios cerca de las paredes, lo
gue hace aumentar la porosidad en esta zona.

e Algoritmo de empaquetamiento hacia el interior [107, 150]: es similar al
anterior, pero el frente crece de afuera hacia adentro.Es una técnica de
generacion muy eficiente y de poco costo computacional, y con ella se
logran altos numeros de coordinacion (cercanos a 4 en 2D), lo que
equivale a una gran cantidad de contactos entre particulas. En zonas
cercanas a las paredes se supera la deficiencia de la técnica anterior,
aunque tampoco se tiene control de la fraccion de volumen.

La diferencia més significativa entre las técnicas dinamicas y constructivas es
que las primeras presentan un alto costo computacional, mientras que en
cuanto a fraccion de volumen las constructivas son ligeramente inferiores. Las
tendencias de desarrollo de estas técnicas actualmente en los centros de élite
mundial en la temética, es desarrollar alternativas que superen las desventajas
seflaladas en cada caso, y se vislumbra que la mejor alternativa es el uso
combinado de estas técnicas, es decir, emplear primeramente técnicas
constructivas con control estadistico de las geometrias de las particulas y de la
fraccion de volumen, para finalmente aplicarle al sistema de particulas
resultante una técnica dinamica de mejoramiento [142, 143].

1.2.2 - Técnicas de empaquetamiento de particulas

El desarrollo de técnicas de empaquetamiento es un tema esencial en la
aplicacion del MED. Aunque existen diferentes formulaciones para diferentes
tipos de particula, la més trabajada es el caso de esferas, debido a su
simplicidad.

Los casos en que se tengan esferas de radio no constante, 0 en que se tengan
otras particulas, son mas Gtiles en muchos problemas de ingenieria.

Para el caso de particulas circulares, en [142] se presenta un algoritmo
eficiente y sencillo, el cual puede extenderse facilmente a otras particulas
planas. Dicho articulo comienza exponiendo una revision de los principales
métodos de generacion reportados hasta el momento y fundamenta la
necesidad de la existencia de estos métodos. La idea general del algoritmo que
se propone en [142] consiste en actualizar dindmicamente un frente de discos
que estan rodeando por fuera a todos los demas. El mantenimiento de este
frente hace posible que la cantidad de discos que tienen que ser tenidos en
cuenta para agregar uno nuevo, sea muy pequefa.

El algoritmo permite obtener una densidad O6ptima localmente, y permite
generar los empaguetamientos a una gran velocidad. Se menciona un ejemplo
en el que se obtuvieron 10° discos en 3.77s en una PC con un procesador de
1GHz.Se plantea también que se pueden realizar aumentos posteriores de la
fraccibn de area (se define como la razén entre el area ocupada por las
particulas y el area de la geometria contenedora) mediante la compresion de la



frontera y la compactacion gravitacional, sirviendo esta Ultima también para
eliminar posibles inestabilidades en la posicion de algunos discos.

Unida a las desventajas anteriores (falta de control sobre la fraccion de
volumen, espacios vacios cerca de las paredes y cierta anisotropia geométrica
y mecénica) se puede expresar que la principal desventaja son las dificultades
para hacer la extension a 3D. La extension 2D a otras particulas esta expuesta
en [141], para lo cual solo es necesario formular como detectar la interseccion
de dos particulas y cémo hallar el centro de la nueva que se agrega al
empaguetamiento de manera que esté en contacto exterior con otras dos
determinadas de antemano. Estas extensiones se han realizado para poligonos
y elipses [141].

Para lograr empaguetamientos de elipses también puede ser util lo formulado
en [151]. Aqui se presenta un algoritmo constructivo de avance frontal
mediante el cual cada nueva elipse que se agrega esta en tangencia con otras
dos, lograndose la tangencia de una manera casi exacta a través de la
representacion de cada elipse mediante cuatro arcos de circunferencia. Esta
representacion es extendida a 3D [152], aunque en este caso el algoritmo de
generacion es mucho menos eficiente y directo, y esta basado en un esquema
de cinematica de no interpenetracion de cuerpos solidos (es decir, emplea
técnicas dinamicas de empaqguetamiento).

Otro método bastante general aparece en [144]. Ahi se exponen técnicas para
colocar objetos arbitrarios en el espacio cercanos entre si empleando técnicas
de avance frontal. Para obtener empaquetamientos densos se discuten dos
procedimientos: colocacion de objeto mas cercano (durante la generacion) y
mover o agrandar (después de la generacion). Esta alternativa presenta las
desventajas ya mencionadas en el epigrafe anterior (la desventaja principal
consiste en que se pierde el control de la distribucién del tamafio de las
particulas). Se muestran ejemplos de la formulacion con particulas tales como
elipses, colisiones de esferas o particulas aproximadas por estas Ultimas. Estas
técnicas de generacion posibilitan obtener mallas de puntos y sistemas de
particulas indistintamente. Por lo demas, en los ejemplos presentados se
aprecia una alta eficiencia desde el punto de vista computacional y una gran
generalidad, ya que los procedimientos expuestos son aplicables a distintos
métodos numéricos, como por ejemplo el MEF o el MED. En la misma
investigacion también se recomienda que cuando la deteccion de interseccion
entre dos cuerpos es muy complicada, esta se puede llevar a cabo mediante la
aproximacion de las particulas con esferas, reduciéndose el problema a la
deteccién de la interseccidn entre esferas. Esta tendencia es muy aconsejable
en los casos en que se desee trabajar con particulas de forma arbitraria o de
geometrias complejas.

Otra investigacion de gran generalidad en cuanto al tipo de particula es [153],
donde se presenta un codigo para generar empagquetamientos de varias formas
de particula, aunque los resultados solo se muestran para esferas. El disefio
computacional de clases implementado permite agregar cualquier nuevo tipo
de particula para ser empaquetada, para lo cual basta solamente conocer un
procedimiento para colocar una en contacto con otras dos (caso 2D) o con
otras tres (caso 3D) y un procedimiento de deteccion de interseccion. Este
disefio computacional y su efectividad de presentar una arquitectura abierta en
cuanto a tipo de particula y técnicas de deteccion de contacto, es un aspecto



de mucho valor a tener en cuenta en el desarrollo de software para esta
finalidad.

En algunas aplicaciones practicas, se necesita obtener una densidad maxima
(macro modelaciones), lo cual se puede lograr formulando matematicamente el
problema del empaquetamiento como uno de optimizacion. En [154] el
problema del empaquetamiento de esferas en 3D que ocupen el mayor
volumen posible, se plantea a través de un problema de optimizacion
cuadratica no convexa con restricciones cuadraticas y funcion objetivo lineal,
siendo algunas variables reales y otras binarias.

Se demuestra computacionalmente que el algoritmo propuesto puede obtener
la optimizacion satisfactoriamente hasta un tamafo limite. Se tiene la
desventaja del alto costo computacional (la cantidad de esferas en cada
instancia no sobrepasa las 10), por lo cual este modelo matematico no es
apropiado para grandes cantidades de particulas. Lo anterior hace que no se
aplique esta formulacion al caso de modelaciones micro, que es actualmente la
tendencia de aplicacién del MED.

Una formulacién que también permite obtener empaquetamientos de densidad
maxima con mucho menos costo computacional se expone en [155]. Su ventaja
respecto a [154] consiste en que plantea un problema de optimizacién no
convexa con restricciones cuadraticas y funcidn obijetivo lineal, en el cual todas
las variables son reales, de ahi que se reporte haber resuelto instancias de
hasta 30 discos en 2D. Esta formulacion presenta las mismas desventajas que
la anteriormente mencionada.

1.2.3 - Analisis global de los métodos de empaquetamiento

La tendencia de desarrollo de la ciencia es perfeccionar dinamica y
progresivamente los resultados cientificos. Las técnicas de empaqguetamiento
no han quedado ajenas al desarrollo ciclico y ascendente de este tdpico de la
Mecanica Computacional y los métodos numéricos en la ingenieria. En este
sentido, el andlisis critico del estado del arte permite vislumbrar la necesidad de
desarrollar métodos de empaquetamiento de particulas que presenten las
siguientes flexibilidades:

e Empleo combinado de técnicas constructivas con las dindmicas para
aprovechar las ventajas de ambas tecnologias de generacion y
empaquetamiento de sistemas de particulas.

e Posibilidad de controlar la distribucién estadistica que siguen las
dimensiones de las particulas (para lo cual se pueden aplicar técnicas
de Monte Carlo).

e Posibilidad de controlar la fraccion de volumen.

e Posibilidad de controlar la isotropia, logrando indistintamente medios
isotrépicos y anisotropicos.

e Poseer una alta eficiencia y un bajo costo computacional.

e Poseer arquitectura abierta (tanto en la formulacibn como en la
implementacion computacional) en cuanto a: alternativas de frente de
avance, tipo de particula y técnicas de deteccion de contacto.

e Posibilidad de disponer de técnicas que posibiliten tener un control sobre
el niumero de coordinacién, y que a su vez permitan indistintamente
obtener altos o bajos numeros de coordinacion en las generaciones.



e Posibilidad de generar empaquetamientos para modelaciones micro y
macro.
Los aspectos anteriormente mencionados justifican la necesidad de desarrollar
un enfoque sisttmico que posibilite disponer de una técnica de
empaquetamiento con arquitectura abierta y con las potencialidades y
flexibilidad anteriormente mencionadas.

1.3 - Técnicas de caracterizacion de los empaquetamientos

1.3.1 - Enfoque global de las técnicas de caracterizacion o evaluacion de
los empaquetamientos

Los conjuntos de particulas dan lugar a complicados patrones geomeétricos que
usualmente requieren modelos matematicos adecuados y apropiados analisis
estadisticos. Existen en la literatura de modo aislado varias técnicas para

caracterizar los empaquetamientos de los sistemas de particulas. Englobando
las mismas en una clasificacién general[1] se pueden agrupar en:

e Técnicas que dependen (directa o indirectamente) de las caracteristicas
geomeétricas de los tipos de particulas:

v Fraccion de volumen global
Porosidad global
Isotropia macro

ASERNERN

Aleatoriedad de las éareas de las particulas en los planos
cortantes

Covarianza

Distribucién de contacto esférica

Coeficientes de caracterizacion del tamafio de las particulas
Distribucién de contacto esférica

AN N N N

Funcién de covarianza
v' Coeficiente de autocorrelacion

e Técnicas que no dependen de las caracteristicas geométricas de las
particulas:

v" Tensor de tejido
NUmero de coordinacion
Homogeneidad de los centros de las particulas

ANERNERN

Aleatoriedadde las lineas centro-centro entre particulas en
contacto

1.3.2 - Técnicas de caracterizacion o evaluacion de empaguetamientos

Las técnicas de simulacion numeérica como el MED, estan estrechamente
vinculadas con técnicas de caracterizacion y evaluacion de la calidad de los
empaquetamientos, debido a que garantizan parte del éxito y la fiabilidad de los
resultados. En muchos trabajos cientificos se han desarrollado o aplicado



individualmente técnicas de caracterizacion, lo cual apunta a la necesidad de
enfocar el problema de modo sistémico e integrador.

A veces es conveniente poder cuantificar la aleatoriedad de un sistema de
cuerpos. Por ejemplo, si se desea simular un material isétropo, es conveniente
que el empaguetamiento a partir del cual comienza la simulaciéon con el MED
sea lo mas regular y homogéneo posible. En [156] se presentan nuevas
técnicas para evaluar la aleatoriedad de empaquetamientos de particulas
(esferas) obtenidos mediante simulaciones computacionales. La homogeneidad
del empaquetamiento se estudia mediante la hipotesis de que las particulas
estan uniformemente distribuidas dentro de la geometria a llenar, y la isotropia
es evaluada tanto local (a través de las proyecciones de los segmentos que
unen los centros de esferas en contacto) como globalmente (con la varianza de
las densidades de area formadas por planos cortantes perpendiculares a
diferentes direcciones). Este enfoque esta aplicado solamente al caso de
particulas esféricas y no con caracter sistémico.

1.3.3 - Anélisis global de las técnicas de caracterizacion o evaluaciéon de

los empaquetamientos

Las técnicas de caracterizacidén de los sistemas de particulas son una medida
de la calidad de los empaqguetamientos virtuales y a su vez son responsables
en parte de la calidad de los resultados que se logren con la aplicaciéon del
meétodo de particulas. Como el MED tiene dos tendencias (macromodelacion y
micromodelacion) de aplicacion, las técnicas de caracterizacion y evaluacion de
la calidad de los empaquetamientos tienen dos objetivos diferentes. Cuando el
MED se emplea como herramienta de simulacion numérica a escala macro de
la Mecanica Computacional, en algunos casos se desprecian las dimensiones
reales de las particulas que constituyen el medio y el objetivo esencial a
caracterizar y evaluar es lograr medios lo mas homogéneos y compactos
posible. En otros casos, como puede ser el transporte de materiales sueltos,
simulacién de silos, etc., a pesar de estar modelando el problema a escala
macro si se observa una correspondencia entre el empaquetamiento y el medio
discreto real. En el caso de emplear el MED en la modelacion de problemas a
escala del micromundo, debe existir una correspondencia entre el medio real y
el empaquetamiento virtual de particulas. En estas situaciones las técnicas de
caracterizacion y evaluaciéon de la calidad de los empaquetamientos virtuales
tratan de evaluar la similitud entre el medio fisico real y el empaquetamiento
virtual tomando en consideracion variables como: isotropia, fraccion de
volumen, homogeneidad y aleatoriedad.

Después de un analisis critico de las diferentes técnicas de caracterizacion o
evaluacion de los sistemas de particulas, se ha visto la necesidad de superar
las desventajas individuales sefialadas en cada caso, vislumbrandose la
alternativa del empleo sistémico e integrador de las técnicas de caracterizacion
o evaluacion de los sistemas de particulas.

Ademas de abordar el tema de caracterizacion de los empaquetamientos, en
funcién de la finalidad de la simulacion que se desea realizar y de la escala de
la Mecénica Computacional donde que se esté trabajando, se llega a la
conclusion de que es necesario formular nuevas técnicas y mejorar algunas de
las existentes. En este sentido existe la necesidad de reformular las pruebas de



uniformidad de los angulos de inclinacibn de las lineas centro-centro y
aleatoriedad de los centros de las particulas. Del mismo modo se pueden
formular nuevas técnicas

1.4- Estado del arte de la solucién del problema de la particula en

contacto.
1.4.1 - Tipos de particula

En cuanto al tipo de particula, las formulaciones mas comunes, tanto en
algoritmos de empaquetamiento como en el MED como tal, corresponden a las
esferas o circulos [19, 28, 39, 48, 50, 56, 57, 60, 62, 63, 70, 78, 81, 85, 86, 90,
91, 141, 142, 145, 154, 157-169]. Esta abundancia se debe a la simplicidad de
la forma geométrica, aunque a veces es necesario recurrir a otras geometrias
mas complejas para poder reproducir exitosamente los complejos problemas
fisicos que se enfrentan con este método numérico. Es por eso que en la
practica de aplicacién del MED también se emplean elipses o elipsoides [7, 94,
140, 141, 152, 170-172], poligonos o poliedros [7, 141, 173-177],
supercuadricas [7, 173, 178], esferosimplices (Son formas geométricas que se
definen como el conjunto de todos los puntos equidistantes de un conjunto
denominado “primitiva”. Por ejemplo, cuando la primitiva es un punto, se
obtiene una esfera, y cuando es un segmento, se obtiene un cilindro acotado
con semiesferas en sus extremos) [166, 179-182], conglomerados de circulos o
esferas [6, 23, 43, 81, 117, 119, 128], y polielipsoides (son solidos formados
por la union de octantes de elipsoides) [183].Debido a que existen varias
formulaciones del MED en funcion del tipo de particula, es necesario unificarlas
en una formulacion general.

Los conglomerados de esferas son Utiles para representar granos totalmente
irregulares, mediante un procedimiento denominado Conglomerado Solapado
como Elemento Discreto (ODEC, por sus siglas en inglés) [184]. Este
procedimiento parte de una imagen 3D de un grano, al cual se le realiza un
proceso de esqueletonizacion, para luego sobre el esqueleto hallado colocar
centros de esferas hasta cubrir un porciento aceptable del volumen del grano.
Existen sobre este tema enfoques similares, pero con la ventaja de que las
propiedades de inercia de la particula virtual son iguales a las de la particula
real [185]. Un enfoque alternativo puede emplearse en el caso de que se
disponga de una malla de superficie de los granos, para también obtener una
aproximacion con esferas [186]. Esta formulacién ha sido empleada y hay
evidencia de que esta forma de representacion no implica necesariamente una
simulacién fiable, a menos que las particulas que interactian tengan una
distribucion irregular de su masa.

En otros trabajos cientificos [187] se deducen las formulas para el movimiento
rotacional de particulas genéricas y se comprueban las formulaciones con la
aplicacién de un campo gravitatorio a un conjunto de esferocilindros.

1.4.2 - Estabilidad del Método
La estabilidad en el MED es un tema de gran importancia, y el hallar un paso

de tiempo 6ptimo es un problema bastante complejo que no puede ser obviado.
Si el paso de tiempo es demasiado corto, los resultados seran mas confiables,



pero el costo computacional puede ser impagable. En cambio, si es demasiado
grande, se puede afectar la confiabilidad de los resultados. En [188] se trata el
tema de la estabilidad del MED, con relacion al paso de tiempo que se toma
para realizar la integracién explicita. Se propone una expresion conveniente
para estimar un paso de tiempo fijo durante toda la simulacion.

1.4.3 - Técnicas auxiliares

En la mayoria de las simulaciones del MED, las particulas estan definidas por
pardmetros aleatorios, por lo que es fundamental poder generar valores de
variables aleatorias que sigan una distribucion estadistica cualquiera. Para
lograr este objetivo se deben aplicar técnicas de Monte Carlo [189, 190].

En la fase de obtencion del empaquetamiento, es necesario poder conocer
cuando una particula estad dentro o fuera de la geometria contenedora. Este
problema, conocido como Problema de Localizacién de Puntos, esté resuelto
en 2D [191] y también en 3D [192], aunque de una manera menos eficiente.

Otro elemento clave del MED es la paralelizacién, debido a su alto costo
computacional. En este sentido se han hecho significativos avances [193-201],
pero no son resultados muy generalizados.

1.4.4 - Deteccion de contactos

La deteccion de contactos o intersecciones entre las particulas es la parte que
mas tiempo consume, tanto en la fase de generacion como en la simulacién en
el MED. No es extrafio, pues, que se haya tratado de optimizar dicha deteccion
lo més posible.

La busqueda de contactos puede llegar a consumir hasta el 80% del tiempo de
una simulacién, de ahi la importancia que se le ha otorgado a este aspecto. En
algunas investigaciones [155] se propone un método basado en triangulaciones
para detectar los contactos entre particulas en simulaciones con esferas, con
una complejidad lineal y un bajo costo de mantenimiento o actualizacion de la
estructura de datos.

Por lo general, la busqueda de contactos o intersecciones se divide en dos
fases: la primera, llamada busqueda de vecinos o busqueda global, en la cual
se detectan los pares de particulas cuya interseccidn es posible; y una segunda
fase de refinamiento, en la cual, de los pares mencionados, se seleccionan las
particulas que realmente estan en contacto o se intersecan.

1.4.4.1 - Busqueda de vecinos (busqueda global)

Un método eficiente para la busqueda de vecinos es el algoritmo de Busqueda
no Binaria [202] (NBS, por sus siglas en inglés), basado en la division del
espacio en celdas. Este algoritmo tiene tiempo de consulta constante y un
aprovechamiento de la memoria mediante listas enlazadas que evita tener que
utilizar las celdas vacias. Su Unica limitacién consiste en que solo es eficiente
para cuerpos de tamafo similar.

Un algoritmo que no es sensible a grandes diferencias entre los tamafos de las
particulas es el DESS (Double-Ended Spatial Sorting) [2], aunque para una
cantidad suficientemente grande de particulas, siempre sera inferior a la
Busqueda no Binaria [202]. Sin embargo, el algoritmo C-Grid es una



generalizacion del NBS y permite utilizar particulas de tamafios
significativamente diferentes sin perder mucho en eficiencia [27, 28].

Otros métodos de busqueda global pueden ser vistos en [7], donde se incluyen
procedimientos basados en lo que definen como zona de contacto, métodos
basados en arboles binarios y en la division del espacio en celdas, entre otros.

El mantenimiento de la estructura de busqueda de vecindad en las
simulaciones es un proceso costoso. En [155] se formula, para el caso de
esferas, un método basado en triangulaciones de Delaunay, que tiene la
ventaja de que la estructura de datos solo se tiene que actualizar cada cierta
cantidad de pasos de tiempo, y ademas de manera local. Una continuaciéon de
esta investigacion es [180], la cual es una extension al caso de particulas
formadas por la suma de Minkowski de una esfera con una union finita de
simplices enR3.

Desde un punto de vista mas general y computacional, también existen
resultados en la basqueda de vecinos, tales como [192, 203].

1.4.4.2 - Deteccion de intersecciones (busqueda local) y descripcion
geométrica del contacto

Una vez que ha sido realizada la busqueda global, se procede a hacer un
refinamiento mediante una bulsqueda local, tal como fue mencionado
anteriormente. Adicionalmente, en la mayoria de los casos es necesario
describir geométricamente el contacto cuando existe, lo cual puede ser
realizado usando un vector o un plano normal a la zona de contacto.

El uso de volimenes acotadores es una etapa intermedia entre la basqueda
global y la local. Consiste en inscribir los elementos discretos dentro de formas
cuyo chequeo de interseccion es facil y rapido, tales como esferas o cubos.
Este tema se trata detalladamente en [204].

Un método eficiente para detectar la interseccién entre poligonos se propone
en [178], donde ademas se aplica dicha formulacién al caso de ciertas
supercuadricas convexas.

El caso de poliedros convexos ha sido tratado en [177], donde se propone el V-
Clip, un algoritmo que supera a algunos de los mas conocidos existentes hasta
el momento de su aparicién (especificamente Lin-Canny y Gilbert-Johnson-
Keerthi mejorado).

Posteriormente fue publicada la investigacion [205], dedicada al método de
penetracion de aristas. Este método de deteccibn de interseccién entre
poliedros, a diferencia del V-Clip, es robusto, requiere poca cantidad de
calculos, y es facil de programar. Sin embargo, no parece existir ninguna
comparacion entre ambos algoritmos.

Otras dos variantes de deteccion de interseccion entre poliedros convexos han
sido reportadas [173]. Una de ellas esta basada en la deteccidén de contactos
vértice-cara y arista-arista, junto con optimizaciones incluidas en el método de
Barbosa [206]. La otra consiste en el calculo iterativo de un plano comun que
biseca el espacio entre los dos poliedros. Este método fue propuesto por
Cundall [176] y tiene la ventaja adicional de que permite determinar facilmente
la normal del contacto.



En [207, 208] se aumenta la eficiencia del método de Cundall mediante la
reduccion del espacio de busqueda, pero se mantiene el inconveniente de
requerir un proceso iterativo. Las desventajas que implica dicho proceso son
superadas en [174], al proponer un procedimiento no iterativo para calcular un
plano comdn que maximiza la separacion entre dos poliedros. Su superioridad
ha sido demostrada mediante ejemplos numeéricos.

La deteccion de interseccion de elipses ha sido formulada en [7, 140] usando
Su ecuacion cartesiana. Enfoques alternativos para elipses y elipsoides son
[151] y [152] respectivamente, los cuales han empleado arcos de circunferencia
para representar estas curvas o superficies.

El caso de elipsoides se formula en [7, 170] mediante métodos numéricos. Sin
embargo, existe una condicion algebraica que conduce a algoritmos simples,
eficientes y exactos para resolver el mismo problema [172].

1.4.5 - Descripcion fisica del contacto. Modelo constitutivo

El calculo de las fuerzas y momentos resultantes de los contactos entre pares
de particulas esféricas ha sido formulado en varias investigaciones [155, 209,
210]. Estas formulaciones pueden ser extendidas al caso de conglomerados de
esferas, en los cuales las fuerzas y momentos resultantes se calculan a partir
de las fuerzas y momentos originados en contactos entre esferas componentes
de los conglomerados.

En el caso particular de conglomerados simétricos respecto a un eje, las
expresiones a calcular se simplifican y pueden ser consultadas en [211],
mientras que el caso general puede ser consultado en [6, 23].

Sin embargo, el método que aparece en las tres publicaciones citadas
anteriormente para el calculo de la fuerza resultante sobre la particula pudiera
no ser exacto, ya que en [212] se plantea que cuando el contacto en un
conglomerado se produce en mas de una de sus esferas componentes, un
modelo modificado de fuerza debe ser usado para contrarrestar de manera
exacta la desviacion de esta; y se propone un modelo que satisface las
condiciones requeridas.

Un método de calculo de la fuerza resultante del contacto entre dos poligonos
se propone en [178], y esta basado en el uso del area de interseccién para
calcular el médulo de la fuerza, mientras que la direccién que se toma es la que
produce una disminucidbn mas rapida en el area de la interseccién. Este
procedimiento ha sido extendido a supercuadricas mediante una
representacion eficiente de estas a través de poligonos. A pesar de la eficiencia
en 2D, la extension a 3D seria muy ineficiente debido al costo computacional
asociado a construir la interseccion entre dos poliedros.

Algunos meétodos para calcular las fuerzas de contacto entre poliedros
aparecen en [213, 214], y el caso de esferosimplices se trata de una manera
bastante completa en [180].



1.4.6 - Herramientas auxiliares para el empaquetamiento de sistemas de

particulas. Construccion de la particula en contacto.

En los algoritmos de empaquetamiento constructivos de avance frontal, es
conveniente que cada elemento discreto que se agrega al empaquetamiento
esté en contacto con otros dos (en el caso 2D), porque de esta manera se logra
una densidad local maxima [142], en caso que se desee (por ejemplo, en
modelaciones macro). Por la misma razon, en 3D es conveniente que el
contacto sea con otros tres elementos.

Algunos resultados en el problema de la construccion de un elemento en
contacto con otros dos aparecen en [141] para poligonos, y elipses, en [215]
para conglomerados; y en [216, 217] para supercuadricas.

Las formulaciones para tres dimensiones no son abundantes. En el caso de
esferas existe [218]. Para cuerpos mas complejos como conglomerados y
poliedros, se cuenta con [215, 219]. Sin embargo, estos resultados todavia no
tienen la eficiencia o el grado de terminacion requeridos; y lo mismo ocurre
para el caso de supercuadricas [217].

1.4.7 — Representacion, formay caracteristicas de las particulas

Cada tipo de particula tiene ventajas o desventajas para la aplicacién que se
realice del MED. Las particulas mas simples son los discos circulares, los
cuales tienen una gran aplicacién, aunque con limitaciones. Se sabe que
cuando un disco se libera desde un plano inclinado, siempre rodara, mientras
que por ejemplo, un conglomerado de esferas, dependiendo de su forma,
coeficiente de rozamiento y angulo de la pendiente, puede deslizarse, rodar o
mantenerse inmovil [7].

También de acuerdo con [7], la forma de la particula tiene el mayor efecto en el
comportamiento mecanico, y visto que las formas basadas en discos presentan
serias deficiencias para modelar materiales granulares reales, se ha hecho
popular el uso de la elipse.

Por otra parte, el modelo de elementos discretos de Cundall y sus variantes ha
mostrado resultados exitosos en aplicaciones de mecanica de suelos y rocas,
empleando elementos poligonales o poliédricos.

Existe otra forma general de representacion de particulas denominada funcién
de representacion discreta [173], aunque en la literatura consultada no se han
encontrado muchas aplicaciones de dicha funcion.

Una forma de particula bastante general es la que se obtiene a partir de un
proceso de dilatacion, ubicando una esfera en cada punto de una forma basica,
la cual frecuentemente es un segmento o un triangulo. Aunque en [181]se
plantea que en algunos casos el calculo de la normal de contacto puede ser
inestable, el propio autor ha obtenido buenos resultados en la préctica.
También se ha aplicado con éxito por Pournin [180].

Una via de obtener gran variedad de formas a partir de otras mas sencillas
puede ser vista en [179], donde a partir de una primitiva toroidal y casquetes
esféricos se obtiene una gran cantidad de formas geométricas incluyendo la
elipse, con rapidos tiempos de consulta de contacto.



En el caso especifico de las elipses en 2D o 3D, estas también pueden
representarse  mediante conglomerados [144], mediante arcos de
circunferencia [151, 152] o mediante una ecuacion cuadréatica. Anadlogamente,
en [220] se ha utilizado una representacion de tres casquetes esféricos para
modelar particulas en forma de tableta. Estas formulaciones tienen menor
complejidad matematica y computacional que abordar geometrias elipticas e
irregulares.

En cuanto a la descripcion de la forma de las particulas, existen expresiones
utiles para cuantificarlas, tales como la esfericidad, planiformidad, alargamiento
y angulosidad [221]. Con respecto a un conjunto de elementos discretos,
también existen cuantificadores de sus tamafios, como por ejemplo los
coeficientes de uniformidad y de curvatura [222].

1.4.8 - Cédigos de empaquetamiento de particulas

En el ambito cientifico existen muchos cddigos que tienen implementado el
MED, algunos de los cuales son productos comerciales de gran calidad. Los
enfoques y aplicaciones son diversos: van desde problemas de transporte de
materiales, mineria, mecanica de suelos, ingenieria mecénica, civil u otra
ingenieria afin, hasta problemas de la industria farmacéutica y de micro y
nanomodelacion. A pesar de esta diversidad es justo destacar que el MED y los
codigos existentes son tecnologias que estan en constante investigacion,
debido al estado actual en que se encuentran.

MacroPac [223] es un software que simula el proceso de empaquetamiento
mediante caida vertical, sacudimiento y vibracidon, cuyas particulas son
conglomerados de esferas. Recientemente ha sido empleado en algunas
investigaciones [224, 225].

El algoritmo Pack any shape presenta una implementacion [226] que permite
obtener conjuntos de particulas planas de casi cualquier forma, empleando
para ello el método de Lubachevski [227], cuya idea general ha sido explicada
en la seccion 1.1.2de este capitulo.

La investigacion [153]es un codigo para la generacion de empaquetamientos
de esferas, que permite programar cualquier nuevo tipo de particula, con varias
variantes algoritmicas que permiten obtener diferentes configuraciones
geomeétricas con distintas velocidades.

Una extension del codigo anterior es [219], la cual permite generar
principalmente poligonos y conglomerados de circulos o esferas, siendo la
velocidad de generaciéon de conglomerados en 3D muy baja.

Los empaquetamientos de particulas también se pueden obtener a través de
un reacomodamiento colectivo aplicandole un campo gravitatorio a un conjunto
de particulas, empleando para ello cualquier coédigo de simulacion, sin
embargo, esto tiene la desventaja del alto costo computacional y de que los
empaquetamientos obtenidos no seran isotropos.

En el caso especifico de DigiPack [228, 229], la forma de representar las
particulas mediante pixeles lo hace intrinsecamente lento, comparado con
otros meétodos de generacion que emplean otras formas de representacion.



El cédigo DEMPack [145, 230], para empaquetar particulas esféricas, esta
basado en una formulacién de reacomodamiento colectivo de esferas cuyas
posiciones iniciales se obtienen a partir de una malla de tetraedros. Para lograr
las posiciones finales se emplea la técnica de expansion de las particulas, con
lo cual se aumenta la compactacién y conectividad del medio, pero a costa de
perder el control sobre la distribucién de los radios de las esferas.

Los codigos de generacidbn y empaquetamiento de particulas en su gran
mayoria son productos no comercializables que forman parte de trabajos y
proyectos de algunos investigadores[145, 153, 219, 226, 230].No se ha
encontrado un coédigo de arquitectura abierta en cuanto a técnicas de
empaquetamiento, tipo de particula, técnicas de busqueda de vecinos, empleo
de técnicas de Monte Carlo y técnicas de caracterizacion de los
empaquetamientos.

En [1] se formula un algoritmo de avance frontal para el empaquetamiento de
particulas, el cual como paso alternativo se combina con técnicas de
reacomodamiento colectivo o dinamicas. Aunque existen varias formulaciones
similares de avance frontal [141, 142, 150, 231], la que aqui se presenta supera
a sus predecesoras en varios aspectos. Esta formulacion incorpora algunas
mejoras en cuanto a formulacion, disefio computacional y caracterizaciéon o
evaluacion de la calidad de los empaquetamientos; y también en cuanto a que
permite disponer de un enfoque sistémico e integrador para obtener
empaquetamientos de particulas, el cual que posibilita describir
geométricamente la esencia del micromundo de diversos materiales. Los
algoritmos presentados en [1] son una extension o mejora de otro ya existente
[141], el cual tiene algunos resultados para circulos, elipses y poligonos.

1.5 Conclusiones del capitulo

Después de haber realizado un andlisis critico de la temética de desarrollo y
aplicacién del MED, se ha llegado a una serie de conclusiones parciales que
ilustran la necesidad y validez cientifica de la investigacion que se pretende
realizar. Estas conclusiones demuestran, de forma directa, las deficiencias de
los temas tratados e indican un camino que permite mejorar las limitaciones e
inconvenientes existentes, logrando, de este modo, realizar una contribucion al
campo de la simulacién y modelacion con el empleo de las técnicas numeéricas
del MED.

Sobre las técnicas de generacion y empaquetamiento de sistemas de
particulas y sus técnicas de caracterizacibn y evaluacion de los
empaquetamientos se puede concluir lo siguiente:

En cuanto a técnicas de empaquetamiento:

e Las técnicas dinAmicas presentan un alto costo computacional cuando se
comparan con las constructivas, mientras que con respecto a la fraccion de
volumen las constructivas son ligeramente superiores. La alternativa de
combinar ambas variantes, aplicando primeramente técnicas constructivas
teniendo control estadistico de la geometria de las particulas y a la vez de la
fraccién de volumen, y aplicando finalmente una técnica de mejoramiento
dinamico, es lo mas eficiente.



En

En

El desarrollo y avance de las técnicas de empaquetamiento va encaminado
al empleo combinado de técnicas constructivas y dinamicas para
aprovechar las ventajas de ambas estrategias.

En cuanto a la implementacion computacional, no existe un disefio abierto
en cuanto a todos los siguientes aspectos: método de llenado, tipo de
particula, geometria contenedora, método de busqueda de vecinos, método
de construccion de la particula en contacto, y postprocesamiento.

cuanto a técnicas de caracterizacion y evaluacion de empaquetamientos:

Las técnicas de caracterizacion de los empaquetamientos, que dependen
de la forma de las particulas, estan formuladas para el caso mas simple, es
decir, para esferas, y existe la necesidad de generalizar este aspecto para
propiciar simulaciones mas realistas con el MED. El empleo del MED con
otros tipos de particula (no esféricas), las cuales se existen en los
problemas fisicos reales, justifican la necesidad de hacer desarrollos
tedricos en esta direccion, lo cual no esta reportado en la literatura.

cuanto a las técnicas de empaqguetamiento y de caracterizacion de sistemas

de particulas, se puede identificar la necesidad de:

Estudiar la versatilidad de los métodos de empaquetamiento y su eficiencia
computacional, teniendo en cuenta las diferentes variantes que pueden
tener los algoritmos.

Realizar aplicaciones de las técnicas de empaquetamiento al campo de la
ingenieria, para ilustrar la efectividad de estas formulaciones en el
desarrollo de simulaciones y modelaciones a nivel del micromundo.

Los aspectos anteriormente expresados no se han reportado en la literatura o

no

se han abordado sistematicamente a pesar de que es una necesidad

imperiosa para enfrentar problemas complejos de ingenieria con el uso del
MED.

En

cuanto a las formulaciones del MED se puede concluir lo siguiente:

En un estudio global de las diferentes formulaciones del MED se observa
que no se han hecho estudios serios en cuanto al empleo o seleccién del
esquema de integracion en funcion del tipo de fenbmenos fisicos que se
estén simulando (estaticos, cuasiestaticos o dinamicos). De igual modo, no
se han efectuado estudios cientificamente fundamentados en cuanto al
paso de integracion ni en cuanto a la estabilidad del método de integracion.
Con respecto a los métodos de consulta espacial (métodos de busqueda de
vecindad y contacto), en la literatura consultada existe una amplia gama de
formulaciones, pero solo estudios muy puntuales de comparacion entre
estos meétodos en cuanto a su efectividad y costo computacional.
Paralelamente es necesario hacer investigaciones que demuestren la
efectividad del empleo de una u otra técnica tomando en consideracion: 1)
las peculiaridades y naturaleza (estatica, cuasi-estatica o dinamica) de los
fendmenos fisicos que se estén modelando; 2) el tipo de particula y 3) la
razon entre el tamafio minimo y maximo de las particulas que contiene la
simulacion.



En cuanto a la modelacion constitutiva, se constata la existencia de una
amplia gama de modelos constitutivos de contacto. En este sentido, la
mayor dificultad de aplicacion del MED es conocer qué parametros
constitutivos a nivel de contacto le corresponde a cada material en
particular, siendo este aspecto uno de los impedimentos principales en la
aplicacion de este método numeérico.

Un andlisis global de todos los aspectos que integran la formulacion del
MED, muestra que es un método que esta en una fase inicial de
investigacién y que queda un campo muy amplio de estudio para su uso
como una técnica confiable de resolucion de problemas reales en el mundo
de la ingenieria. Una de las causas es la necesidad de poder seleccionar,
sobre bases cientificamente fundamentadas, las técnicas o parametros que
constituyen el método como tal, entre otros aspectos ya mencionados.

El MED empleado en la resolucién de problemas de ingenieria a escala
micro de la Mecanica Computacional es una técnica muy potente para el
estudio de problemas de Mecéanica Computacional de sdlidos y fluidos. A
este nivel el MED supera con creces los métodos convencionales y en este
momento se encuentra en constante desarrollo por parte de los centros de
élite mundial en la tematica.

En la tematica de formulacién fisica del MED se puede comentar la necesidad
de realizar aplicaciones del MED al campo de la ingenieria para ilustrar la
efectividad de la formulacién, sus potencialidades y aplicabilidad ingenieril.

En cuanto a la solucion del problema de la particula en contacto, aqui es
importante destacar que, hasta donde sabemos, nadie ha trabajado en mejorar
la eficiencia de obtencion de la solucion, para el caso de conglomerados de
circulos o esferas.



Capitulo 2. Fundamentos tedricos
2.1 - Formulacién de un algoritmo de empaquetamiento de avance frontal

En el caso de la formulacion del algoritmo de generacion el problema principal
consiste en obtener de una manera eficiente conjuntos de particulas con la
mayor fraccion de volumen (FV) posible o disponiendo un control de esta
variable en el proceso de generacién. Para lograr esto, es de especial
importancia poder trasladar (sin rotar) una particula de modo que esté en
contacto con otras dos, en el caso 2D, o con otras tres, en el caso 3D, debido a
que asi se puede obtener una densidad local 6ptima [142]. Establecer este
enfoque de empaquetamiento implica estar desarrollando técnicas de avance
frontal, las cuales se combinaran con las técnicas dinamicas para disponer de
mayor eficiencia y flexibilidad.

Otra ventaja de poder generar con una alta FV es que, mediante la eliminacion
de particulas, se puede obtener cualquier FV deseada que sea inferior a la
inicialmente obtenida. Si se desea simular a nivel micro, es muy deseable que
el conjunto inicial con el que comienza la simulacién en el MED tenga la misma
FV que el conjunto fisico que se esta reproduciendo en la computadora.

En [1] se proponen dos algoritmos de empaquetamiento de avance frontal
basados en [141], los cuales tienen el mismo basamento y se diferencian solo
en algunos aspectos puntuales.

Algoritmo 1: empaquetamiento de avance frontal en 3D

Entrada: tipo de particula, geometria contenedora G (es la regién del espacio
gue contendra el empaquetamiento)

Paso 1) (Inicializacion)

- Construir n particulas iniciales ey, e,, es, ..., e,, tan cercanas entre si como
sea posible:

E = Copt = {€1,€3,€3, ..., 60}
Aspectos esenciales del paso:

e Seleccién del tipo de particula (0 combinaciones) a generar.
e Seleccién de la forma de construir las particulase;, i = 1,n.

Paso 2)
Mientras Coy; # ¢

Paso 2.1) Generar los parametros aleatorios de la nueva particula que sera
agregada al conjunto.

Paso 2.2) (Seleccion de la particula pivote y vecinas de esta)
epiv ‘= elemento de C,,,

vec := particulas vecinas de e,;,

Paso 2.3)



Intentar construir una particula ey, €n contacto con e,;, y dos elementos
e;, ej € vec, de manera que no corte ningdn elemento de E y esté contenida en
G.

Si esto es posible,
- Coxt' = CextU {€new}; E := EU{enew}
En caso contrario
- Coxt' = Coxt — {€piv}-
Aspectos esenciales del paso:

Generacion de los numeros aleatorios que definen las particulas.
Técnicas de seleccion del frente de avance.

Construccién de la particula en contacto exterior con otras.
Técnicas de consulta espacial o busqueda de vecindad.
Deteccion de intersecciones entre particulas.

Paso 3) (Opcional) Aplicaciéon de una técnica de reacomodamiento al sistema
de particulas (Este paso se realiza para eliminar inestabilidades fisicas,
aumentar la FV, etc.).

Paso 4)(Opcional) Eliminacion de particulas para disminuir la FV o el nUmero
de coordinacion (se define como la cantidad media de contactos por particula)
a valores deseados.

Paso 5) (Opcional) Aplicacién de técnicas de caracterizacion o evaluacion del
empaquetamiento obtenido.

Paso 6) (Opcional) Generacion de una estructura de celdas de Laguerre a
partir del empaquetamiento.

Salida: E

Asumiendo que (i) el tamafio de todas las particulas esté acotado
inferiormente, y (i) que la geometria contenedora G esté acotada, se puede
demostrar que la ejecucion del algoritmo anterior siempre finaliza en un nimero
finito de pasos. En efecto, las dos condiciones anteriores implican que dentro
de G solo se puede colocar un nimero finito de particulas, debido a que el paso
2.3 no permite que haya dos particulas que se solapen. Cuando se llegue al
namero maximo de particulas que pueden estar contenidas dentro de G, la
instruccion Ceye: = Cext — {epiv} del paso 2.3 eliminara particulas de C,,; hasta
que C..: = ¢, lo cual provoca la terminacién del paso 2. Los pasos 3 al 6
también terminan en un namero finito de pasos. Por lo tanto, bajo la hipotesis
de que se cumple (i) y (ii), se puede asegurar que el algoritmo 1 se ejecuta en
un numero finito de pasos. En cuanto a la complejidad algoritmica, se ha
llegado a la conclusion de que es un O(N), basandose en que el tiempo
necesario para colocar cada nueva particula es el mismo, independientemente
de la cantidad que se haya colocado previamente.

El algoritmo 2 es una variante del algoritmo 1, la cual en muchos casos es mas
rapida a costa de perder un poco de FV. Consiste en considerar cada particula
e una sola vez como pivote (representada por ey, en (), rodearla

completamente y luego eliminarla definitivamente de la lista C,,;. Cada vez que



se coloca una nueva particula ey, en contacto con e,;,, Se agrega ey, al final

de la lista vec (variante de seleccion de vecinas a lo ancho (VSVA)), o al
principio (variante de seleccion de vecinas a lo profundo (VSVP)). Ademas, en
la lista C., €l elemento e,;,, se puede seleccionar tomando el primer elemento
(variante de seleccion del pivote a lo ancho (VSPA)), el ultimo (variante de
seleccion del pivote a lo profundo (VSPP)), o de forma aleatoria variante de
seleccién del pivote aleatorio (VSPAI)). Las ideas anteriores se pueden resumir
en el siguiente pseudocddigo, el cual excluye los pasos diferentes al 2 por ser
idénticos a los del algoritmol.

Algoritmo 2: empaquetamiento de avance frontal en 3D

Paso 2)
Mientras Coy; # ¢

Paso 2.1) Generar los parametros aleatorios de la nueva particula que sera
agregada al conjunto.

Paso 2.2) (Seleccion de la particula pivote y vecinas de esta)
epiy ‘= elemento de C,y,
vec :=particulas vecinas de e,;,
Paso 2.3)
Mientras True

Intentar construir una particula e,., en contacto con e,; Yy dos
elementos e;, e; € vec, de manera que no corte ningin elemento de E' y
esté contenida en G.

Si esto es posible,
- Coxt = CextU{enew}, E = E U {enew}
- vec := vecU{enew}

- Generar los pardmetros aleatorios de la nueva particula que sera
agregada al conjunto.

En caso contrario
- Coxt = Cext — {epiv}

- Ir al paso 2.2

En este paso 2 modificado, cada particula es pivote exactamente una sola vez.
En ese momento es rodeada completamente por los nuevos elementos que se
le agregan al empaquetamiento (aprovechando para cada nuevo elemento la
lista de vecinos que se hall6 inicialmente), y después es eliminada de la lista de
pivotes (capa exterior). Esta variante tiene la ventaja de que disminuye la
cantidad de busquedas de vecinos de la particula pivote, con lo cual se reduce
el tiempo de ejecucion. Presenta el inconveniente de perder generalidad en



cuanto a posibles contactos entre particulas, con lo cual disminuye la FV y el
namero de coordinacion.

2.2 - Descripcion del problema de la particula en contacto.

Sean pq, ..., pn, n particulas fijas de R™ (n € {2,3}), y sea p,o.», Otra que se
desea centrar en un punto x € R", sin realizarle rotaciones, de manera que
Pmov[X] €Sté en contacto exterior con las p; simultaneamente, i = 1,n, sin
intersecarse con ninguna.

En todas las instancias del problema anterior en las que py, ..., Pn, Y Pmop SON
particulas convexas, se ha comprobado que en el caso general el problema
tiene dos soluciones, (Figura 1, caso de R?), en el caso degenerado tiene una
solucion (Figura 2, caso de R?), y en el caso de no soluciéon no tiene ninguna
(Figura 3, caso de R?).

0@@ S0

Figura 1. Caso Figura 2. Caso Figura 3. Caso de no
general. degenerado. solucién.

Se han formulado un grupo de técnicas (Diagrama ) para lograr la construccion
de la particula en contacto p,,,,[x] mencionada anteriormente. Los métodos
desarrollados se han subdividido en dos grupos: 1) Construccidbn con
representacion exacta de la particula y 2) Construccidon con representacion
aproximada de la particula.

En ambos casos la solucion se puede hallar por técnicas exactas y por técnicas
aproximadas, independientemente de la clasificacion anterior. Se considera
gue una particula esta representada de forma aproximada cuando se pierde
informacion respecto a su representacion original, y se considera que esta
representada de forma exacta cuando esto no ocurre.



Construccién de la
particula en contacto
Representacion
de la particula

Meétodo de construccion de
la particula en contacto

Aproximada:
Aproximacion de las
particulas mediante

otras mas simples

I

Minimizacién de la

A Acercamiento
funcion de potencial de envolventes directo binario

Diagrama 1. Métodos para la construccion de la particula en contacto.

Cuando se emplean métodos exactos, la nueva particula obtenida esta en
contacto con todas las que estan fijas. Si en cambio, el método que se utiliza es
aproximado, la nueva particula estd en contacto solo con al menos una de las
fijas. Esto disminuye la FV y el nimero de coordinacién del empaguetamiento
obtenido, aunque aumenta la velocidad de generacion debido a que disminuye
el costo computacional. Dentro de los métodos exactos, se tiene la interseccion
de envolventes y la minimizacién de la funcion de potencial. La segunda clase
de métodos (aproximados) se compone del acercamiento directo y el
acercamiento binario.

El método de interseccion de envolventes es tratado en [1] para el caso de
algunas particulas tales como: circulos, esferas, elipses, poligonos,
conglomerados de circulos y de esferas, y poliedros. En cuanto al método de
minimizacién de la funcion de potencial fue formulado y aplicado en [1] a
diferentes tipos de particula, tales como circulos, esferas, y otras formas menos
frecuentes como los esferocilindros y las supercuadricas. Este método es
totalmente general con respecto al tipo de particula y para su aplicacion solo
requiere conocer la correspondiente funcidén de potencial. También son tratados
en ese documento los métodos aproximados de acercamiento directo y
acercamiento binario. El primero de ellos ha sido aplicado fundamentalmente a
conglomerados de circulos y esferas, y el segundo a poliedros, supercuadricas
y esferocilindros. El acercamiento directo solo requiere de una funcién de
deteccion de interseccion entre pares de particulas, mientras que el
acercamiento binario solo requiere una funciéon de distancia direccional entre
pares de particulas.

2.3 - Explicacion de la necesidad de mejorar la eficiencia al resolver el

problema anterior, para conglomerados de circulos o esferas.

Como se mencionaba anteriormente, en [1] el método de interseccion de
envolventes es tratado para el caso de circulos, elipses, poligonos y mezclas
de circulos y poligonos; aunque también es empleado para el caso de
conglomerados de circulos y de esferas, en estos casos es muy dificil
representar explicitamente las envolventes que se forman, por lo que el método
empleado fue distinto, con el inconveniente principal de que no es posible
determinar de antemano cudles son los pares de circulos que estaran en
contacto.



Un ejemplo del método utilizado en [1] para el caso de conglomerados de
circulos lo podemos apreciar en la Figura , donde se puede observar la
particula p;, obtenida como una traslacion de p,,,,, €n tangencia exterior con
p1Y p, simultaneamente; siendo c;; (r;;) el centro (radio) del circulo j-€simo de

la particula i-ésima.
/"

Figura 4. Particula p,,,, trasladada para estar en contacto con p; y p,
simultaneamente.

Se observa ademas que la tangencia entre p; y p; ocurre entre el circulo 2 de
p, Y €l circulo 1 de ps, y que la tangencia entre p, y p; ocurre entre el circulo 1
de p, y el circulo 2 de p;. Conociendo esto, si se denota por (x,y) la traslacién
que coloca a p,,,, €n contacto con p, yp, simultdineamente, se puede plantear
el siguiente sistema de ecuaciones para hallar el punto (x, y):

1C, y) + 31 — co2l1* = (r12 +131)2

1)
(G, ) + c32 — o1l = (121 +132)?

cuya solucién coincide con la interseccion de dos circulos de radios 1 + 13, Y
151 + 13, centrados en los puntos ¢y, — c31Y ¢z — €3, respectivamente, y puede
resolverse de forma exacta mediante las formulas para hallar los puntos de
interseccion entre dos circunferencias que se puede encontrar en [151, 218]. La
notacion || -|| siempre correspondera a la norma euclidiana salvo que se
indique lo contrario.

2.4 - Breve introduccion al aprendizaje de maguina

El aprendizaje de maquina es una rama de la inteligencia artificial (Al) basada
en dos cosas: algoritmos matematicos y automatizacion. La idea es
automatizar la construccion de modelos analiticos que utilizan algoritmos para
“‘aprender” de datos de manera repetitiva. La “maquina” es en realidad un
algoritmo, aprende de sus errores en pasos anteriores para producir los
mejores resultados sin intervencion humana. Estos modelos se pueden utilizar
entonces para producir decisiones confiables y repetibles.

El aspecto iterativo del aprendizaje basado en maquina es importante porque
sus modelos no se vuelven mas inteligentes por si solos. Necesitan aprender
de célculos previos para producir los mejores resultados.

Para la mayoria de las organizaciones, la carrera ha comenzado para extraer
informacion valiosa de volimenes y variedades de datos en aumento. Los
datos electronicos van en aumento a velocidades nunca antes vistas, y el poder
de procesamiento de las computadoras nunca ha sido mas barato o poderoso.



Eso significa que, con los datos indicados, las tecnologias correctas y la
analitica indicada, es posible producir de forma rapida y automatica modelos
que puedan analizar datos més grandes y complejos. Y producir resultados en
menos tiempo y mas precisos sin intervenciéon humana. Incluso en una escala
muy grande. El resultado: predicciones de alto valor que pueden orientar
mejores decisiones y acciones en tiempo real.

Una clave para esto es la construccién automatizada de modelos. El lider de
pensamiento analitico Thomas H. Davenport escribié recientemente en The
Wall Street Journal que con los volimenes de datos rdpidamente cambiantes y
en crecimiento se necesitaban "flujos de modelado en rapido movimiento para
sostener el ritmo". Y mientras que los "seres humanos pueden crear uno o dos
modelos por semana en general, el aprendizaje basado en maquina puede
crear miles".

Muchas actividades cotidianas son potenciadas por algoritmos de aprendizaje
basado en maquina.

e Deteccion de fraude.

e Recomendaciones en linea.

Colocaciones de anuncios en tiempo real en paginas Web y dispositivos
moviles.

Andlisis de sentimiento basado en texto.
Evaluacion de crédito y préximas mejores ofertas.
Prediccion de fallas de equipo.

Nuevos modelos de precios.

Deteccion de intrusiones en redes.

Andlisis de escritura manuscrita.

Filtrado de correo no solicitado (spam).

Hoy dia, el aprendizaje basado en maquina no es como el de antafio. Aunque
muchos de los algoritmos mateméaticos han estado entre nosotros por largo
tiempo, la capacidad de aplicar célculos matematicos complejos a cantidades
enormes de datos, una y otra vez, cada vez a mayor velocidad, es un adelanto
reciente. Almacenaje de datos mas barato, procesamiento distribuido,
computadoras mas poderosas y las oportunidades analiticas que ellos
proporcionan son todos responsables de que esté resurgiendo el interés en
estos sistemas.

2.5 - Formulacién del Método de Regresion Logistica

La regresion lineal se usa para aproximar la relacion entre una variable de
respuesta continua (dependiente) y un conjunto de variables predictoras
(independientes). Sin embargo, a menudo la variable de respuesta es
categoérica en lugar de continua. En esos casos, no es apropiado usar regresion
lineal, pero el analista puede utilizar un método analogo, regresion logistica, la
cual se asemeja a la regresion lineal en varios elementos. La regresion
logistica se refiere a métodos que describen la relacion entre variables de
respuesta categoricas y un conjunto de variables predictoras.

En [232] se explora el uso de la regresion logistica para el caso de variables
binarias.



Considerar la media condicional de Y dado X = x, denotada como E(Y|x), este
es el valor esperado de la variable de respuesta para un valor dado de la
predictora. En regresion lineal, la variable de respuesta se considera una
variable aleatoria definida como Y = B, + f;x + &. Como el error ¢ tiene media
cero, para la regresion lineal obtenemos E(Y|x) = S, + B1x, con posibles
valores sobre la recta real.

Para simplificar, denotemos a la media condicional E(Y|x) como m(x). Luego,
la media condicional, en el caso de la regresion logistica, difiere de la de la
regresion lineal, especificamente:

eﬁO"‘ﬁlx

Los estadisticos han escogido la distribucion logistica para modelar datos
dicotomicos debido a su flexibilidad y facilidad de interpretacion. El valor
a

minimo para m(x) se obtiene para lim = 0, y el maximo se obtiene para
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lim 1+ea:1' En consecuencia, m(x) puede ser interpretada como una
a—oo

probabilidad, con 0 < (x) < 1.

Los modelos de regresion lineal asumen que Y = B, + f1x + &, donde el error &
esta distribuido normalmente con media cero y varianza constante. La
interpretacion para un modelo de regresion logistica es diferente. Como la
respuesta es dicotomica, los errores solo pueden tomar una de dos formas
posibles: si Y =1, lo que ocurre con probabilidad n(x), {=1-n(x), la
distancia vertical entre el punto Y = 1 y la curva

eﬁo+ﬁ1x
n(x) - 1 + ePotBax

directamente debajo de él, para X = x. Por otro lado, si Y =0, lo que ocurre
con probabilidad 1 —n(x), ¢ = 0—n(x) = —n(x), la distancia vertical entre el
punto Y = 0y la curva m(x) directamente encima de él, para X = x. Por lo tanto,
la varianza de ¢ es m(x), la cual es la varianza de una distribucién binomial, y
de la variable de respuesta Y =n(x) + ¢ se asume que tiene distribucion
binomial con probabilidad de éxito (x).

Una transformacioén til para la regresion logistica es la transformacion logit, de
la siguiente forma:

m(x)
1—mn(x)
Esta transformaciéon exhibe varias propiedades atractivas de la regresion lineal,
tales como linealidad, continuidad y rango del infinito negativo al positivo.

g(x)=In = Bo + B1x

2.6 - Arboles de decision

Entre todos los posibles mecanismos para obtener predicciones de manera
fiable, una de las que mas destaca es la creacion de arboles de decision, que
proporcionan un conjunto de reglas que se van aplicando sobre los ejemplos
nuevos para decidir qué clasificacion es la mas adecuada a sus atributos.



Un arbol de decision estd formado por un conjunto de nodos de decisidon
(interiores) y de nodos-respuesta (hojas):

Un nodo de decisién esta asociado a uno de los atributos y tiene 2 o0 mas
ramas que salen de él, cada una de ellas representando los posibles valores
que puede tomar el atributo asociado. De alguna forma, un nodo de decision es
como una pregunta que se le hace al ejemplo analizado, y dependiendo de la
respuesta que dé, el flujo tomard una de las ramas salientes.

Un nodo-respuesta esta asociado a la clasificacion que se quiere proporcionar,
y nos devuelve la decision del arbol con respecto al ejemplo de entrada.

Es evidente que no siempre podremos conseguir un arbol de decision que sea
capaz de predecir los ejemplos con una fiabilidad del 100%, pero cuanto mejor
sea la bateria de ejemplos de los que disponemos (por ejemplo, que no haya
contradicciones entre clasificaciones), mejor se comportard el arbol que
podemos construir a partir de ellos.

2.8 - Redes Neuronales

Las Redes Neuronales (RN) reciben este nombre por su representacion
artificial de la forma de trabajar del sistema nervioso del ser humano.

Primero veamos como funciona nuestro sistema nervioso. Este estd compuesto
por millones de células nerviosas o neuronas. Una neurona tiene como
componentes principales:

1. Dendritas. Estas reciben informacion de otras neuronas en forma de
impulsos eléctricos.

2. Cuerpo celular. Genera deducciones a partir de esa informacion y decide
gué accién tomar.

3. Terminal del axén. Esta transmite la salida en forma de impulsos
eléctricos.

Cada neurona recibe informacion de muchas otras neuronas a través de las
dendritas. Luego éstas llevan a cabo el procesamiento requerido de esta
informacion y por Ultimo es transmitida una respuesta a muchas otras
neuronas.

Las RN trabajan de forma muy similar. La entrada de cada neurona es como
las dendritas. Similar al sistema nervioso humano, una neurona organiza todas
las entradas y realiza operaciones en ellas. Por ultimo, transmite la salida a
todas las otras neuronas (de la siguiente capa) a las cuales esta conectada.

Las RN se dividen en capas de 3 tipos:

1. Capas de entrada: Las observaciones de entrenamiento son realizadas
a través de estas neuronas.

2. Capas ocultas: Son las capas intermedias entre la entrada y la salida
gue ayudan a las RN a comprender las complicadas relaciones entre los
datos.

3. Capa de salida: La salida final se extrae de las 2 capas anteriores. Por
ejemplo, en un problema de clasificacion con 5 clases, la capa de salida
tendrd 5 neuronas.



2.9 - Conclusiones y recomendaciones del capitulo

- Como en la préactica no es posible saber de antemano entre cudles circulos
ocurrira la tangencia, es necesario verificar, en el peor de los casos, todas las
combinaciones posibles, descartando las soluciones en las cuales la particula
trasladada se interseca con alguna de las fijas. Esto obliga a considerar todas
las posibilidades y hace que el tiempo de solucién sea un O(N%), donde N es la
cantidad de circulos que compone cada particula. En la practica se obtienen
resultados correctos interrumpiendo los célculos cuando se tienen dos
soluciones.

- Se debe continuar investigando en mejorar la prediccion de las coordenadas
del centro de la particula en contacto, ya que dichas predicciones se pueden
usar como puntos iniciales en métodos iterativos.



Capitulo 3. Resultados
3.1 - Aprendizaje supervisado

Una de las ramas mas importantes del aprendizaje de maquina es el
aprendizaje supervisado, en el cual los algoritmos se entrenan en un conjunto
de datos para el que se conoce el valor de una variable respuesta, para luego
poder predecir el valor de dicha variable en datos en los cuales no se conoce
su valor. Usualmente, el conjunto en el cual se conoce el valor de la variable
respuesta, se divide en un conjunto de entrenamiento, usado para entrenar los
algoritmos, y un conjunto de prueba, usado para evaluarlos. Es comun que el
tamafio del conjunto de prueba sea un 25% del tamafio del conjunto de
entrenamiento. Cuando la variable respuesta es continua, estamos en
presencia de un problema de regresién, y cuando solo toma valores en un
conjunto finito, estamos en presencia de un problema de clasificacion.

Una de las principales medidas de error de los algoritmos de regresion son la
raiz del error cuadratico medio (RMSE, por sus siglas en inglés), dada por

i1 (i — vi)? (),
n

RMSE =

donde y; son los valores reales, y; las predicciones, y n la cantidad de datos. Y
otra de las mas usadas es R?, la cual indica la parte de la varianza que es
explicada por el modelo, y se define por

_ 2ie1 (i — yi)?
2?:1(371' - E)z

donde y; es la media aritmética de los valores reales. Los valores de R?
siempre estan en el intervalo [0,1], y mientras mayores sean mayor es el poder
predictivo del modelo. Un modelo con un valor de R? inferior a 0.8 tiene poca
utilidad.

Dentro de los problemas de clasificacién, la clasificacion binaria (en la que solo
existen dos categorias, usualmente denominadas Verdadero (V) y Falso (F)) es
una de las mas comunes, ademas de que cualquier problema de clasificacion
se puede reducir a resolver uno o mas problemas de clasificacion binaria. Para
los problemas de clasificacion binaria, la mayoria de los indicadores de
desempefio de algoritmos se definen a partir de la llamada matriz de confusion,
dada por la expresion

R?=1

3,

Prediccion
Real 74 F

4),
r (e ) X

en la cual TP, FN, FP y TN indican el numero de prondsticos verdaderos
positivos, falsos negativos, falsos positivos y verdaderos negativos
respectivamente que el algoritmo produce.



La eleccion de la métrica a adoptar para medir el desempefio de un algoritmo
de clasificacion depende en gran medida del tipo de problema que se esté
resolviendo, pero tres de las més usadas son la exactitud, la precision y la
exhaustividad. La exactitud es la razon de instancias que el algoritmo consigue
clasificar correctamente, con respecto al total de instancias, y esta definida por

.z TP+TN
la expresion ————— . Para problemas de clases muy desbalanceadas es
TP+TN+FP+FN

totalmente inutil. La precision es la fraccibn de la cantidad de instancias
positivas clasificadas correctamente, con respecto al nimero total de instancias

. . . .. .. TP
clasificadas como positivas. Esta definida por la fraccion e Por otra parte,

la exhaustividad es la fraccion de la cantidad de instancias positivas que el
algoritmo logra detectar, con respecto al nimero total de instancias positivas,

. . . . . TP . . . .
es decir, esta definida por la fraccion e Otro indicador de interés puede ser

el F1, definido como la media armodnica entre la precision y la exhaustividad. En
términos de las componentes de la matriz de confusion se define como

_ 2TP
" 2TP + FP + FN

F1 (5).

Todos los indicadores definidos en el parrafo anterior estan entre 0 y 1, y
mientras mas cercanos sean a 1 mejor es el algoritmo. Un punto de referencia
ineludible a la hora de medir el desempefio de un algoritmo, es el modelo nulo,
el cual consiste en clasificar todas las instancias como positivas o todas como
negativas. Cualquier algoritmo que no sea mejor que el modelo nulo, no tiene
absolutamente ninguna utilidad. Para ver méas detalles de como evaluar
algoritmos de aprendizaje supervisado, se puede consultar [234].

3.2 - Descripcion del problema

Cuando se esta generando un empaquetamiento en 2D, cada nueva particula
es colocada en tangencia con otras dos. En el caso de los conglomerados de n
circulos, como no se conoce de antemano entre cuales circulos ocurrird la
tangencia, es necesario probar n* posibilidades, como se describe en [233]. De
agui se deduce que si se conociera de antemano entre cuales circulos ocurrira
la tangencia en la solucion de la colocacion de un conglomerado movil en
contacto con otros dos conglomerados fijos, se disminuirian los tiempos de
calculo.

Para generar los datos necesarios para probar algoritmos de prediccion de los
indices de los circulos entre los cuales ocurre la tangencia, inicialmente se
generaron 1000 empaquetamientos de conglomerados de dos circulos, el
primero de los cuales se muestra en la Figura 5.



Figura 5. Empaquetamiento de conglomerados de dos circulos. lzquierda:
particulas con el numero que corresponde al orden en el cual fueron
generadas. Derecha: orden de los circulos dentro de cada particula.

Para predecir entre cudles circulos ocurre la tangencia entre la particula movil y
las fijas, las variables que se usaron fueron la distancia entre los centros de las
particulas fijas, y el &ngulo de inclinacion de cada una de las particulas (este
angulo nunca se modifica). Para cada empaquetamiento se generd una tabla
con los datos de cada instancia de particula en contacto. Las primeras filas de
la tabla correspondiente al empaguetamiento de la Figura 5 se muestran en las
siguientes tablas:

indice |indice |indice | Distancia | Angulo | Angulo | Angulo XM6v | yMov

part. part. part. entre p.f.1 p.f.2 part.

fijal fija 2 movil | centros movil
3 1 4 3.895 0.413 0.700 1.331 23.435 | 24.662
1 2 5 5.508 0.700 1.180 -0.574 19.967 | 18.810
4 1 6 3.805 1.331 0.700 1.564 25.852 | 22.675
2 3 7 3.895 1.180 0.413 -0.550 16.250 | 24.461
3 4 8 3.574 0.413 1.331 -0.614 20.680 | 26.919
2 7 9 3.680 1.180 -0.550 2.039 14.325 | 22.125

Tabla 1. Datos de indices, distancia entre centros y angulos de inclinacion de

instancias de particula en contacto, para los primeros 6 casos del
empaquetamiento de la Figura 5.
Fija 1(0) | Fija 1(0) | Fija 1(1) | Fija 1(1) | Fija 2(0) | Fija 2(0) | Fija 2(1) | Fija 2(1)
moévil(0) | mévil(1) | movil(0) | movil(l) | movil(0) | moévil(1) | mévil(0) | movil(1)
0 0 1 0 0 0 1 0




0 1 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 0 0 1 0 0

Tabla 2. Variables indicadoras de contacto entre circulos.

En la Tabla 1, las dos primeras columnas corresponden a los indices de las
particulas fijas, la tercera columna corresponde al indice de la particula movil,
la cuarta es la distancia entre los centros de las particulas fijas, las columnas 5
a la 7 contienen el angulo de inclinacién de la particula correspondiente, y las
dos ultimas columnas indican las coordenadas del centro de la particula movil
cuando esta en contacto con las dos fijas simultAdneamente. Los indices de las
tres primeras columnas estan ordenados de manera que los centros de las
particulas correspondientes estén orientados en sentido antihorario (Figura 5
izquierda). Esto se hizo para que la particula movil siempre estuviera en el
mismo semiplano relativo a las particulas fijas, y asi no introducir ruido en los
algoritmos de clasificacion, debido a que aqui solo estamos considerando una
de las dos soluciones del problema de la particula en contacto.

Por ejemplo, la primera fila de la Tabla 1 indica que la particula movil 4 fue
puesta en contacto con las particulas fijas 3y 1 (esto se puede comprobar en la
Figura 5 izquierda), que la distancia entre los centros de las particulas 3y 1 es
igual a 3.894612, y que los angulos de inclinacién de las tres particulas son
iguales a 0.413049, 0.70007 y 1.330942 radianes respectivamente. Ademas, el
centro de la particula movil es en este caso (23.435, 24.662).

En la Tabla 2, los datos de cada fila corresponden a la fila que esta en la
misma posicion en la Tabla 1. Las entradas de dicha tabla son variables
indicadoras de ocurrencia de la tangencia en los circulos indicados entre
paréntesis en el nombre de la columna, donde el valor 1 indica la ocurrencia.
Por ejemplo, la tercera fila indica que el contacto entre las particulas 4 y 6
ocurre entre el circulo 0 de la particula 4 y el circulo 1 de la particula 6, y que el
contacto entre las particulas 1 y 6 ocurre entre el circulo 1 de la particula 1 y el
circulo O de la particula 6. Todo lo anterior se puede comprobar observando la
Figura 5.

3.3 - Preparacién y exploracion de los datos

A partir de los 1000 empaquetamientos mencionados anteriormente, se
construy0 una tabla partData cuyas columnas tienen el mismo significado que
las de las tablas 1 y 2. La tabla tiene 140600 filas, o sea contiene informacién
sobre 140600 instancias de construccion de particulas en contacto. partData se
dividio en las tablas partDataTrain y partDataTest, para ser usadas como
conjuntos de entrenamiento y de evaluacion respectivamente de algoritmos de




aprendizaje de maquina. Dichas tablas representan un 80% y un 20%
respectivamente de partData. En estas tablas, el valor medio en las columnas
de nombres iguales a los de la Tabla 2, es aproximadamente igual a 0.25, lo
cual es consecuencia de la uniformidad de los angulos de inclinacién de las
particulas (Figura ), y de que entre dos conglomerados de dos circulos cada
uno, el contacto puede ocurrir de cuatro formas diferentes.

Histogram of unique(partData$angleFP1)

Frequency
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Figura 6. Angulo de inclinacion de las particulas.

La otra variable usada para la prediccidon, que es la distancia entre los centros
de las particulas fijas, tiene una distribucion interesante, como se muestra en el
histograma de la Figura (a). Los valores extremos de aproximadamente 2.6 y 8
en dicho histograma, asi como la caida brusca en frecuencia a partir de 4, se
pueden entender observando la Figura (b). En efecto, como todas las
particulas tienen radio circunscrito 2, la menor distancia que puede haber entre
los centros de las particulas fijas es 2.66 (Figura (b) superior), y para que haya
tangencia entre la particula movil y las dos fijas, la mayor separacién que
puede haber entre estas Ultimas es 8 (Figura (b) inferior). Por otra parte, la
disminucion brusca a partir de 4 ocurre cuando los circulos circunscritos a las
particulas fijas estan una distancia mayor que aquella en la que son tangentes
(Figura (b) media).



Histogram of partData$distanceBetweenCenters
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Figura 7. Histograma de las distancias entre los centros de las particulas fijas
(a) y casos limite (b).

Aparentemente, no hay una relacion evidente entre la distancia entre las
particulas fijas y los indices de los circulos en contacto, ya que la categoria
Verdadero no predomina en ninguna de las barras del histograma de la Figura ,
el cual es practicamente igual para todas las variables indicadoras de contacto
entre circulos.

15000~

4= 10000~ fixed1l_mobile0_0
£

3 FALSE

° I . TRUE

distanceBetweenCenters

Figura 8. Variable indicadora de contacto fixedl mobile0_0 vs. distancia entre
centros de particulas fijas.

Antes de construir modelos para predecir los indices de los circulos en
contacto, se prob6 aplicar regresion lineal para predecir directamente las
coordenadas del centro de la particula en contacto. Sin embargo, los resultados
no fueron buenos (Figura ), ya que se obtuvieron valores de R? de 6.205666 *
107> y 0.0002856555 para las predicciones de x e y respectivamente. Una
prediccién mejor serviria para usar los valores obtenidos como valores iniciales
en meétodos iterativos para hallar la posicion de la particula en contacto [235].
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Figura 9. Regresion lineal aplicada para predecir las coordenadas x (izquierda)
y y (derecha) del centro de la particula en contacto.

Aplicando algoritmos de clasificacion se obtuvieron mejores resultados que con
regresion. En el caso de la regresion logistica, para predecir si hay contacto
entre el circulo 0 de la particula fija y el 0 de la movil, se obtuvo el siguiente
modelo en R:

call: glm(formula = fixedl_mobile0_0 ~ distanceBetweenCenters +

angleFPl +
angleFP2 + angleMobileparticle, family = binomial(link = "Togit"),

data = partbataTrain)

Coefficients:
(Intercept) distanceBetweenCenters
-1.0722222 -0.0035407
angleFP1l angleFpP2

0.0147502 -0.0002301

angleMobileParticle

-0.0235739

Degrees of Freedom: 112430 Total (i.e. Null); 112426 Residual

Null Deviance: 127000

Residual Deviance: 127000 AIC: 127000



A pesar de que la desviacion residual es igual a la nula, con lo que el modelo
tiene poca significacion [234], adn tiene utilidad, pues para un umbral de 0.755
se obtuvieron, en el conjunto de prueba, valores de precision, exhaustividad y
exactitud iguales a 0.3156658, 0.2983625 y 0.6550463 respectivamente (Figura
), los cuales son mejores en conjunto que los obtenidos en el modelo nulo que
se define por devolver todas las predicciones como positivas. En dicho modelo,
los valores de precision, exhaustividad y exactitud son aproximadamente
iguales a 0.25, 1 (evidentemente, ningin modelo sera mejor que el nulo en
cuanto a exhaustividad) y 0.25 respectivamente.

recision

Q0.25

I I I I
0.73 0.74 0.75 0.76 0.77
threshold

0.73 0.74 0.75 0.76 0.77
threshold

Figura 10. Curvas de precision y exhaustividad en funcion del umbral, para el
modelo de regresion logistica.

3.4 - Tiempos de solucion del problema de la particula en contacto

Se realizé una comparacion de los tiempos de generacién de la particula movil,
para los casos en que se conoce Yy los que no se conoce entre cuales circulos
ocurre la tangencia.

En la Figura 11, se puede ver que el tiempo minimo medio es de
0.00054710071942446 s, y el tiempo bruto medio es de 0.0036861 s, 6 veces
mayor. Por lo tanto, cualquier disminucion en los tiempos de solucién del
problema de la particula en contacto para el caso de conglomerados disminuira
los tiempos de generacion del empaquetamiento.

Tiempos de solucion del problema de la particula en contacto

0.008 -
0.006 -
0.004 - —— Tiempo bruto
0.002 -

0 50 100

Tiempo (s)

—— Tiempo minimo

Figura 11. Tiempos de soluciéon para el problema de la particula en contacto.



3.5 - Clasificacion
3.5.1 - Arboles de decision para clasificacion

Aqui no se obtuvieron buenos resultados. En este caso no estan graficados.

3.5.2 - Regresion logistica para la clasificacion

Las curvas pred vs. density muestran cierta separacién entre las clases, lo cual
indica que la regresion logistica puede ser un método aplicable en este caso.
Los valores de precision por encima de 0.25 indican que el algoritmo tiene una
precision mayor que la del modelo nulo. Para todos los casos, se tomd un
umbral de 0.75 para convertir el valor de salida de la regresion logistica, que es
una probabilidad, en un valor binario que en este caso es 0 o 1.

Densidad de clases en el caso fixed1_mobile0_0

40-

30-

real
FALSE
¢ TRUE

density
S

10-

Precision y exhaustividad para el caso fixed1_mobileO_0

precision
© 9 9 o 9o O
o = N W s

0.700 0725 0.750 0.775 0.800
threshold

0.700 0.725 0.750 0775 0.800
threshold

3.5.3 - Clasificacion con maquinas de soporte vectorial

Con las maquinas de soporte vectorial se obtuvieron resultados mejores que
con arboles de decision, pero peores que con regresion logistica.



fixed1_mobile0_0

3000~

2000~
real

FALSE

. TRUE

density

1000~

0.1 0z 0.3
pred
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1.0-
08-

0.6-

precision

04-

1 1
0.700 0.725 0.750 0.775 0.500
threshold

recall
[=]
o
[=]
1

! !
0.700 0.725 0.750 0.775 0.200
threshold

3.5.4 - Clasificaciéon con redes neuronales

Con redes neuronales se obtiene alrededor de un 40% de precisién con un
50% de exhaustividad, lo cual es un buen resultado. Se puede apreciar también
en las curvas de densidad de clases una mayor separacion entre estas que en
los otros métodos, incluso mas que en el caso de regresion logistica.

Densidad de clases en el caso fixed1_mobile0_0

3- 3 real
’ - FALSE
©ITRUE



Precision y exhaustividad para el caso fixed1_mobile0_0

08-

06-

precision

0.4-

0.25 0.50 0.75
threshold
1.00

075~

0.50-

recall

0.25-

0.00-
025 0.50 075
threshold

3.6 - Conclusiones del capitulo

e Para la prediccion de los centros de la particula movil, con regresion
lineal no se obtuvieron buenos resultados.

e En cuanto al problema de conocer de antemano entre cuéles circulos
ocurrira la tangencia en la solucion de la colocacién de un conglomerado
movil en contacto con otros dos conglomerados fijos, los resultados con
maquinas de soporte vectorial fueron un poco mejores que con arboles,
pero peores que con regresion logistica.



Conclusiones generales

Se intent6 predecir los circulos entre los cuales ocurre la tangencia entre
la particula mévil y las fijas, y se obtuvieron algunos resultados con
regresion logistica en cuanto a separacion de las clases. Se prob6 que
este método tiene una precision mayor que la del algoritmo nulo.

Cualquier disminuciéon en los tiempos de solucion del problema de la
particula en contacto para el caso de conglomerados, disminuira los
tiempos de generacion del empaquetamiento.

Con redes neuronales se obtuvo el mejor resultado. Todavia esta por ver
si en la practica es factible aplicar y extender este modelo, pero por lo
menos se demostrd que se puede predecir con bastante precision y
exhaustividad entre cuales circulos ocurrira el contacto



Recomendaciones

e Se debe continuar investigando en mejorar la prediccion de las
coordenadas del centro de la particula en contacto, ya que dichas
predicciones se pueden usar como puntos iniciales en métodos
iterativos.
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