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“La imaginacién
es mads importante que el conocimiento.”
Albert Einstein

“ Aunque sélo existiera una verdad tnica,
no se podrian pintar cien cuadros sobre el mismo tema.”
Picasso
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SINTESIS

En este trabajo se estudia el tunelaje de fonones de longitud de onda larga a través de una
heteroestructura semiconductora. A partir de la ecuacién de continuidad de la densidad
de energia del sistema se obtiene un tiempo caracteristico andlogo al tiempo de estancia
para electrones; asi como una relacién analitica general entre el tiempo de estancia y los

diferentes tiempos de transmision y reflexion.

Las propiedades bésica de la matriz de transferencia y la equivalencia de los tiempos de
transmision y reflexion son derivadas tedricamente partiendo de principios generales; tales
como la invarianza ante la inversién en el tiempo y la invarianza ante la reflexion espacial

de la ecuacion de onda y la conservacion del flujo de la densidad de energia.

Se investigan un fenémeno andlogo al Efecto Hartman durante el tunelaje de fonones de
longitud de onda larga y se propone una posible explicacién del mismo sobre la base de

la saturacion de la energia vibracional almacenada en la region de la barrera.

Los céalculos analiticos y numéricos de los diferentes tiempos de tunelaje incluye a los
fonones acusticos y 6pticos. En particular se realiza un estudio del tunelaje resonante en
un sistema de doble barrera de fonones. Ademas se introduce el concepto de impedancia
generalizada y su posible aplicacion en el célculo de las amplitudes de las ondas en las

diferentes regiones que conforman a una estructura arbitraria.
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1 INTRODUCCION

Los primeros estudio de propagacion de fonones de alta frecuencia a través de una superred
de GaAs/AlGaAs fueron realizados por Narayanamurti y sus colaboradores en 1978 [1].
Sin embargo, a lo largo de las tultimas dos décadas, las investigaciones sobre las propie-
dades vibracionales de los semiconductores a capa ha sido intensa y fructifera; y se ha
obtenido una comprension profunda del comportamiento de los fonones actisticos en estas
nanoestructura. Mediante el desarrollo de nanoestructuras semiconductoras que muestran
modulaciones controladas de la impedancia acustica, una nueva area esta creciendo den-
tro de la nanociencia. En particular, el desarrollo de técnicas de crecimiento epitaxial ha
permitido obtener nuevas estructuras con periodos de pocos nanémetros, y con interfaces
a nivel de monocapa atéomicas. Una nueva rama de estudio dentro de la nanociencia y
la nanotecnologia ha surgido: la nanofonénica o ingenierfa de fonones actsticos [2], [3].
Referida como nanofonénica, esta area se dedica a estudiar las propiedades vibracionales

y térmicas a escala nanométrica.

La reducciéon del tamano de los dispositivos electrénicos por debajo del recorrido libre
medio de los fonones actsticos crea una nueva situacion para la propagacion e interaccion
de los fonones. Por un lado, esto complica la eliminacién del calor de los dispositivos
de baja escala. Por otro lado, esto abre una oportunidad excelente para la ingenieria

espectral de fonones en los materiales nanoestructrados, y un mejoramiento significativo
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en la operacién de los nanodispositivos [4].

La nanoescala no es solo otro paso hacia la miniaturizacién, sino un dominio cualitati-
vamente nuevo regido por la mecanica cuantica, el confinamiento material en estructuras
pequenas, grandes valores de la relacién drea/unidad de volumen; asi como por otras

propiedades, fenémenos y procesos tnicos.

Los fonones, el cuanto de las vibraciones de la red, se manifiesta practicamente en todos
los fenémenos eléctricos, térmicos y épticos dentro de los semiconductores y otros sistemas
materiales. En particular los fonones actusticos juegan un papel fundamental en casi todas

las propiedades electrénicas y optoelectrénicas de los sélidos.

Mediante el control coherente de las vibraciones actsticas de alta frecuencia se podria
procesar informacién acerca de diferentes propiedades de los materiales tales como: ve-
locidades del sonido, espesores de capas delgadas, propiedades de atenuacién acusticas,
conductividad térmica, propiedades elasticas de multicapas, difusién electrénica e inte-

raccién electron-fondén en metales.

La modulacién en el rango de los Terahertz (THz) del transporte electréonico de porta-
dores fotoexitados en un diodo tinel, a partir de paquetes de ondas actsticos ultra-rapidos
generados 6pticamentes [5], y el transporte de carga a través de pulsos actsticos de pi-
cosegundos [0} [7]; son ejemplos donde se pone de manifiesto el control de las propiedades
electronicas de los dispositivos electréonicos. La emision de radiaciéon electromagnética de
frecuencias de THz [§], la emisién de pozos cuédnticos, controlada de forma ultra-rapida por
pulsos actsticos de picosegundos generados éptimamente [9]; y la modulacién hipersénica
de la luz en nanoestructuras tridimensionales con bandas de energias prohibidas fotonicas
y fonénicas [10] evidencian la posibilidad de la influencia de las vibraciones actsticas en

las propiedades opticas de los sélidos.

Los cristales fondnicos son estructuras artificiales con una modulacion peridédica de sus
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propiedades elasticas; la periodicidad induce la apariciéon de bandas de energias permitidas
y prohibidas. La interacciéon de estos cristales con una onda acustica es, consecuentemente,
similar a la de un cristal foténico con una onda electromagnética. Luego trasladando los
fenémenos tipicos de los procesos épticos a ondas de sonido, se ha demostrado que los
fonones acusticos pueden ser confinados en cavidades de fonones. Una cavidad de fonones
consiste en dos superredes semiconductoras, que actian como espejos de fonones, las
cuales encierran una capa separadora como cavidad. Mediante experimentos de dispersion
Raman se ha demostrado el confinamiento de fonones actusticos de frecuencias del orden

de 0.5 THz [11], (12} 13, (14, 15, 16, 17, [18].

El hecho de que el sonido y los fotones se describen por ecuaciones de ondas similares,
aunque con diferentes pardametros hace posible la existencia de niveles de Wannier-Stark
fonoénicos en el dominio espectral, y oscilaciones de Bloch acusticas en el dominio temporal,

en superestructuras basadas en nanocavidades de materiales semiconductores [19], 20].

Las nanocavidades acusticas, los espejos de fonones y los filtros aperidédicos de hipersoni-
do son las estructuras bésicas para el diseno y construccién de dispositivos nanofonénicos
complejos basados en apilamientos de dos materiales. Por otra parte las superredes y las
nanocavidades actisticas se emplean como transductores de fonones actsticos longitudi-

nales en el rango de GHz-THz [21].

Por otro lado nuevas y poderosas técnicas de investigacion han sido desarrollada en los
ultimos anos tales como la deteccién y generacion optica a escala de los Femtosegundos
y los picosegundos [22] 23], 24] 25, 26], 27], o la amplificacién de la dispersién inelastica de

luz en cavidades épticas sintonizadas |28, 29)].

Si bien las vibraciones mecanicas pueden ser generadas y controladas mediante pulsos
Opticos; existe el problema relacionado con el débil campo de amplitud generado. Luego, se

requiere utilizar materiales en donde el campo de deformacion pueda ser amplificado, por
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ejemplo utilizando aquellos materiales donde se manisfieste el efecto piezoeléctrico. Estos
campos piezoeléctricos permiten la posibilidad de un nuevo mecanismo de generacion y

deteccién de fonones acisticos [30, [31].

En este trabajo se estudia el proceso de propagacion de los fonones a través de diferentes
estructura semiconductoras. Bajos determinadas condiciones, la propagacién de fonones a
través de los sistemas estudiados se considera como un proceso de tunelaje a través de las
mismas; de manera analoga al tunelaje de electrones a través de una barrera de potencial.
El isomorfismo existente entres las ecuaciones que describen los procesos de propagaciéon de

electrones, fotones y fonones es un aspecto a considerar en todo el desarrollo de esta tesis.

La idea principal de tunelaje es controlar el flujo de particulas, manipulando la proba-
bilidad del tunelaje. Sin embargo, la probabilidad del tunelaje por si sola no caracteriza
completamente este efecto, ya que todo proceso fisico ocurre en el espacio-tiempo. Si el
proceso es considerado en el eje espacial, entonces solo nos interesa analizar cuantas de las
particulas incidentes aparece en el otro lado de la barrera, luego solo estamos interesados
en la probabilidad de tunelaje. Si el proceso es considerado en el eje del tiempo, estamos
interesados en el tiempo de tunelaje o sea el tiempo que la particula demora en atravesar

la barrera.

La idea del tiempo de tunelaje es casi tan vieja como la propia Mecanica Cuantica.
Importantes contribuciones aparecen en las décadas del 50 y 60; sin embargo no es hasta
la década del 80 en que el debate sobre el tiempo de tunelaje se hizo importante estimulado

por los trabajos de M. Biittiker y R. Landauer [32] 33] 134} 35 [36].

En la literatura se han definido diferentes tiempos de tunelaje entre los cuales se encuen-
tran los tiempos de fases, el tiempo de estancia, los tiempos locales de Larmor, el tiempo
de Biittiker-Landauer y los tiempos complejos [37]. Las diferentes definiciones de estos

tiempos son controversiales y solo dos de ellas, el tiempo de fase y el tiempo de estancia,
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se consideran bien establecidas. De manera que el tiempo de tunelaje de las particulas a

través de una barrera de potencial ain continua sin una respuesta definitiva.

Existe una amplia variedad de experimentos donde se han “detectados” velocidades su-

perluminicas. Estos experimentos se pueden agrupar en tres grupos fundamentales:

e Experimentos opticos, entre los cuales se encuentran los realizados por Balcou y

Dutriaux [38]; Longhi, Marano, Laporta y Belmonte [39], etc.

e Experimentos con ondas electromagnéticas en los rangos de microondas, radiofre-
cuencias y THz, entre los cuales se encuentran los realizados por Enders y Nimtz
[40], A1), 42], Mojahedi, Schamiloglu, Hegeler y Malloy [43, 44], 45]; J. J. Carey, Za-
wadzka, Jaroszynski y Wynne [46]; M. T. Reiten, Grischkowsky y Cheville [47];

Hache y Poirier [48], etc.

e Experimentos actsticos, entre los cuales se encuentran los realizados por Yang, Page,

Liu, Cowan, Chan y Sheng [49]; Robertson, Ash, y McGaugh [50], etc.

Los experimentos actsticos, épticos y de microondas sobre el tiempo de tunelaje, de

acuerdo con H. Winful [51], han confirmado los siguientes resultados:

e El retardo de grupo (tiempo de fase) verdaderamente describe el tiempo en el cual

el pulso transmitido alcanza un maximo en la salida.

e El retardo de grupo para el (muy atenuado) pulso transmitido por la barrera es méas

corto que el de un pulso atravesando la misma distancia de espacio libre.

e Los retardos de grupos asociados a los pulsos transmitidos y reflejados son iguales

para barreras simétricas.

e El retardo de grupo se satura con la longitud de la barrera (un fenémeno conocido

como Efecto Hartman).

e No hay cambio de forma (reshaping) o acortamiento (shortening) del pulso trans-
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mitido.

e El tunelaje sin distorsiéon es un fenémeno cuasiestatico que requiere pulso méas largos

que la longitud de la barrera.

e Las mediciones realizadas con pulsos de banda estrecha y ondas continua producen

el mismo valor para el retardo de grupo.

Un fenémeno relacionado con el problema del tiempo de tunelaje es el llamado Efecto
Hartman (EF) [52]. Resulta que en el limite de barreras opacas los tiempos de fase y el
tiempo de estancia se saturan. La saturacién consiste en que el tiempo de tunelaje se
hace independiente del ancho de la barrera, lo cual implica que en principio se pudieran

encontrar velocidades superluminicas.

En un conjunto de articulos recientes H. Winful ha brindado una posible explicacién del
EF. El ha sugerido que los retardos de grupo tedricos y calculados no son tiempos de
transito [53, (54, 55, 56, 57, 58]. Esto ha permitido explicar el EF a partir de la saturacion
de la energia almacenada [53] o el nimero de particulas dentro de la barrera [55]. Siguiendo
éste razonamiento Winfull demuestra que el tiempo de retardo en el tunelaje de barrera
es el tiempo de vida de la cavidad y describe el escape de la energia (o la densidad
de probabilidad integrada) a partir de ambos extremos de la barrera. En otras palabra
la barrera actiia como una cavidad de modo evanescente con un tiempo de vida finito.
Entonces debido a que el retardo de grupo describe un proceso de escape simultaneo a
través de los canales de transmisién y reflexion, no se debe emplear el retardo de grupo,
para medir el tiempo de transito directo en el tunelaje de la barrera. Toda funcién de
onda con componentes directa e inversa cumple con esta propiedad. Por otro lado, esta
propiedad también es compartida por el tiempo de estancia; el cual no se puede interpretar

como un tiempo de transito o utilizar para calcular la velocidad del tunelaje [37].

El tunelaje de fonones a través de una heteroestructura semiconductora ha sido estudiado
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ampliamente [59] 60] 61], [62) [63]. Los fonones acusticos han sido propuestos como una
alternativa para estudiar el tiempo de tunelaje. Hace varios anos Mizuno y Tamura [59]
sugirieron que, considerando que los fonones viajan a la velocidad del sonido (la cual
es mas baja que la velocidad del electrén), tomando en cuenta que su recorrido libre
medio es macroscdpico en muestras pura y poseen frecuencias caracteristicas en el rango
de los THz, las mediciones de los tiempos de retardos o avances de los fonones en las
heteroestructuras son mas féciles de detectar que en el caso de los electrones. Tamura y
Mizuno estudiaron la evolucion temporal de un paquete de onda que incide normalmente
sobre la interface de una superred. Por otra parte un estudio tedrico de la velocidad de

grupo de los fonones acisticos en una superred finita aparece en la referencia [62].

En la literatura consultada, las principales dificultades relacionadas con el calculo del

tiempo de tunelaje de los fonones a través de una heteroetructura semiconductora son:

e Para el caso del tunelaje de fonones a través de una o miltiples barreras:

— No existe una definicion de los tiempos totales de transmisién y reflexién para el
tunelaje de fonones acusticos y 6pticos a través de diferentes sistemas (superre-
des semiconductoras, resonadores de cavidad, reflectores de Bragg distribuidos,

superredes gaussianas, etc.).
— No existe una definicién del tiempo de estancia.

— No se ha encontrado una relacién analitica entre el tiempo de transmision, el

tiempo de reflexion, el tiempo de estancia y el tiempo de interferencia.

e No se ha planteado la hipdtesis de la existencia de un fenémeno analogo al EH para
electrones en el tunelaje de fonones y de hecho no se ha dado ninguna explicacién

al respecto.

e La casi totalidad de las investigaciones se han hecho sobre excitaciones escalares
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en detrimento del estudio de los casos que corresponden a excitaciones con campos
de varias componentes. En particular no se ha obtenidos expresiones analiticas que
relacionen los diferentes tiempos para el caso del tunelaje de fonones con incidencia

oblicua.

Esta insuficiencias existente en el estudio del tunelaje de fonones nos permite hacernos

las siguientes interrogantes:

. Es posible definir diferentes tiempos de tunelaje (tiempos totales de transmisién y re-
flexion, tiempo de interferencia y tiempo de estancia) para caracterizar el tunelaje de
fonones de longitud de onda larga? Si es posible hacer estas definiciones ;Es posible en-

contrar una expresion analitica general entre estos tiempos?

JExiste el EH en el tunelaje de fonones? Si el EH existe, entonces ;Qué explicacién

podemos dar de este fenémeno?

El objetivo de esta investigacién es profundizar en el conocimiento del tunelaje
de fonones de longitud de onda larga a través de una heteroestructura semiconducto-

ra, tratando de dar respuesta a las interrogantes antes formuladas.
Sobre esta base se formulan los siguientes objetivos:

e Encontrar una relacion general analitica entre los diferentes tiempos de tunelaje de

fonones de longitud de onda larga en el caso particular de incidencia normal.

e Estudiar la posibilidad de la existencia de un fenémeno anélogo al Efecto Hartman
en el tunelaje de fonones de longitud de onda larga y proponer una explicacion del

mismo.

e Calcular los tiempos de tunelaje de fonones de longitud de onda larga a través de

diferentes sistemas, considerando tantos modos actisticos y opticos.

Teniendo en cuenta los objetivos anteriores se plantean las siguientes hipétesis:
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e Si se parte de la ecuacion de continuidad de la densidad de energia del sistema se
puede obtener un tiempo caracteristico analogo al tiempo de estancia para electro-
nes; asi como una relacion analitica general entre el tiempo de estancia y los dife-

rentes tiempos de transmision, reflexion e interferencia.

e Partiendo de principios generales tales como la invarianza ante la inversion en tiempo
y la invarianza ante la reflexién espacial de la ecuacién de onda y la conservacion
del flujo de la densidad de energia podemos obtener las propiedades de la matriz de

transferencia y la equivalencia entre los tiempos de transmision y reflexion.

e Es posible encontrar una explicacion para el fendémeno conocido como Efecto Hartman
en el contexto del tunelaje de fonones de longitud de onda larga sobre la base de la

saturacion de la energia vibracional.

Para trabajar las hipotesis planteadas se obtuvieron las ecuaciones del campo usando el
Principio Variacional. El método de la aproximacién de la fase estacionaria nos permi-
ti6 definir los tiempos de fases. La integracién de la ecuacion de continuidad nos permi-
ti6 obtener una relaciéon analitica entre los diferentes tiempos. Los métodos de la matriz
de transferencia y de la impedancia de onda generalizada se utilizaron para obtener las
amplitudes de los coeficientes en la diferentes regiones de los sistemas estudiado. De ma-

nera general se utilizaron los métodos del calculo diferencial e integral.
La novedad de esta investigacién radica en los siguientes resultados:

e Se obtienen por primera vez expresiones para los tiempos de tunelaje de fonones
de longitud de onda larga, asi como una expresion analitica general que relaciona a

estos tiempos.

e Se demuestra la equivalencia de los tiempos de transmision y reflexion en el tunelaje
de fonones de longitud de onda larga partiendo de propiedades generales del sistema

estudiado; tales como la invarianza ante la inversion en el tiempo y la invarianza
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ante la reflexion espacial de la ecuacién de onda y la conservaciéon del flujo de la

densidad de energia .

e Se demuestra la existencia de un fenémeno analogo al EH en el tunelaje de fonones
de onda larga y se da una posible explicacion del mismo sobre la base de la saturaciéon

de la energia vibracional.

e Se introduce el concepto de impedancia generalizada en el estudio del tunelaje de

fonones de longitud de onda larga.

e Se realizan calculos tedricos y numeéricos del tiempo de tunelaje en diferentes sis-

temas, lo cual incluye a fonones actsticos y opticos.

Esta Tesis estd estructurada de la siguiente forma: En el Capitulo 1 se hace una breve
revisién acerca del efecto tiunel y de los tiempos de tunelaje. Una introduccion al mo-
delo fenomenoldgico de onda larga es desarrollado en el Capitulo 2. En el Capitulo 3 se
derivan las expresiones fundamentales para los tiempos de tunelaje asi como las propie-
dades basicas de estos tiempos. En el Capitulo 4 se realiza un estudio del EH acusticos en
las heteroestructuras semiconductoras. Ademas se realizan calculos numéricos y analiticos
de los tiempos de tunelaje de fonones acisticos y épticos en diferentes sistema. En par-
ticular se estudia el tunaleje resonante de fonones a través de un sistema de doble barrera
de fonones. Las Conclusiones, Recomendaciones, Referencias Bibliograficas y Anexos se

ubican a continuacion.



2 Una introduccion a los tiempos de

tunelaje

Consideremos el movimiento de una particula libre, la cual, en un instante determinado,
se encuentra con una barrera de potencial mas alta que su energia. Como es conocido, la
Mecanica Cuantica predice una probabilidad diferente de cero de que la particula atraviese
la barrera. Entonces surge la interrogante, ;Es posible definir el tiempo de duracion y la
velocidad promedio con la cual la particula atraviesa la barrera de potencial?. Parece
sorpresivo que la respuesta directa a esa pregunta todavia no ha tenido una aceptacion
general. Este problema fue descrito en 1931 por Condon [64]; y un primer intento en

resolverlo se debe a MacColl [65] un afo més tarde.

En este Capitulo se discuten brevemente algunas de las definiciones del tiempo de tunelaje,
haciendo particular énfasis en el tiempo de fase (también denominado retardo de grupo o

tiempo de Wigner) y el tiempo de estancia.

2.1 Tiempos de tunelaje

Recientemente, los progresos en diferentes campos de la Fisica y especialmente el adveni-

miento de dispositivos electronicos de alta velocidad, basados en el fenémeno del tunelaje,

11
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han revivido el interés en el andlisis del tiempo de tunelaje; cuya relevancia anteriormente
habia estado dentro del campo de la Fisica Nuclear. Los experimentos donde se han rea-
lizado mediciones reales de los tiempos de tunelaje de particulas han presentado como
dificultad principal el hecho de que sus valores son demasiados pequenos. La simulacion
del tunelaje de particulas mediante el tunelaje de microondas o de un laser luminoso
permitié algunas mediciones interesantes de estos tiempos dentro del marco de la Fisica
Clasica; tales simulaciones se fundamentan en la analogia matematica existente entre el
tunelaje de fotones y electrones [51]. Esta analogia se hace evidente cuando se compara
la ecuacién de Schrodinger estacionaria, en presencia de una barrera, con la ecuacion de
Helmhotz estacionaria para un paquete de ondas electromagnéticas en presencia de una

barrera clésica (por ejemplo dentro de una guia de ondas).

En la actualidad no existe una coincidencia general sobre la definicion tedrica del tiempo

de tunelaje para particulas; algunas razones son las siguientes:

e El problema de la definicién del tiempo de tunelaje esta intimamente conectado con
una definiciéon mas general de la duracion del tiempo de colision cuantica, y con el
hecho fundamental de que el Tiempo en algunos casos es justamente un parametro
(tal como la coordenada espacial z), pero en otros casos es un observable fisico

cudntico (similar a z) [60, 67, [68].

e El movimiento de las particulas dentro de una barrera de potencial es un fenémeno

cuantico, que hasta ahora ha estado libre de algtin limite clasico directo.

e Existen diferencias esenciales entre las condiciones iniciales, de frontera y externas
asumidas por las diferentes definiciones propuestas en la literatura; estas diferencias

todavia no han sido suficientemente analizadas.
Los diferentes tiempos de tunelajes se pueden agrupar en diferentes grupos:

e Descripcién dependiente del tiempo mediante un paquete de onda.
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e Promedio sobre un conjunto de trayectorias cinematicas, cuya distribucién se supone

para describir el movimiento dentro de la barrera.

e Introducciéon de un nuevo grado de libertad, constituyendo un reloj fisico para las

mediciones de los tiempos de tunelaje.

e Enfoque basado en el tiempo de estancia.

En el primer grupo se estudia el movimiento de un paquete de onda a través de una
barrera, en general de forma arbitraria. Alguna caracteristica (tal como, el pico central
del paquete de onda, el centro de masa del paquete de onda, etc.) se selecciona de manera
que permita comparar el paquete de onda a la salida y a la entrada de la barrera. A este
grupo pertenece el denominado tiempo de fase [69, [70], el cual se obtiene aplicando el
método de la fase estacionaria e introduciendo el concepto de velocidad de grupo. Los
tiempos relacionados con el movimiento del centroide del paquete de onda [71], [72] y el

enfoque propuesto por Olkhovsky-Recami [73].

En el segundo grupo se le atribuye al movimiento de la particula un conjunto de trayecto-
rias semiclasicas, con respecto a las cuales un tiempo de tunelaje promedio se puede evalu-
ar. Las integrales se construyen de varias formas, a través de las integrales de trayectorias
de Feynman [66, [74], la distribucién de trayectorias de Wigner [66, [74] y la aproximacién
de Bohm [66], [74]

En el tercer grupo se supone que existe algin grado de libertad en el sistema barrera-
particula, con el objetivo de definir un “reloj interno” el cual “mida” el tiempo de per-
manencia de la particula dentro de la barrera. A este grupo pertenecen los tiempos de-

nominados tiempo de Larmor [32] y el tiempo de Landaouer-Biittiker [32], 36]
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2.1.1 Tiempos de fase

A continuacion se esbozaran algunos resultados significativos de la descripcién de los es-
tados estacionarios del tunelaje cuantico. En esta descripcién, una particula de energia
definida E y momento lineal p=hk incide por la izquierda sobre una barrera de potencial
V(2) que ocupa la regién espacial 0<z<L. Aunque la solucién para el estado estacionario
existe en cualquier lugar, para todo instante de tiempo; ella no revela informacién directa
acerca de la dinamica del tunelaje. Sin embargo, podemos construir paquetes de ondas lo-
calizados espacialmente mediante la superposicion de estados estacionarios con diferentes

energias.

La evolucion temporal de un paquete de onda es frecuentemente muy dificil debido a su
naturaleza dispersiva. Sin embargo, bajo determinadas condiciones, es posible seguir la
posicion del pico de un paquete de onda simétrico con una buena precisiéon, despreciando
los efectos de dispersion del mismo. Se considera un paquete de onda estrecho centrado
alrededor del nimero de onda k,, y se idenfica al mismo tomando su pico como un punto

de referencia.

El pico del paquete de onda esta formado por aquellas componentes de Fourier para las
cuales la variacién de la fases en la vecindad de k, se reduce suficientemente; de manera que
ellas no interfieren destructivamente. Los paquetes de ondas transmitido y reflejado seran
descritos mediantes las funciones de ondas, correspondientes a un intervalo de frecuencias

pequeno. Para el paquete de onda transmitido tenemos que

ooty e i 2 o]} o

donde «y; es la fase del paquete de onda. El método de la fase estacionaria se utiliza

para definir el tiempo de fase. Para seguir la posicion z,(t) del pico del paquete de onda,



2.1. TIEMPOS DE TUNELAJE 15

buscamos para cuales valores de z,(t) la fase es estacionaria en determinado instante t.

Entonces se obtiene

d%: <kzp(t) — %k)t + ozt(k)> =0=2,(t) = %Z—ft — %. (2.2)

La cantidad

. dOét
5z — ( o ) | (2.3)

representa un retardo espacial §z provocado por el proceso del tunelaje. Dividiendo (23]

por la velocidad de grupo del paquete de onda v, se obtiene el tiempo de fase

1 dC(t dOét
toh = ——— = h—. 2.4
P, dk U dE (24)
Las magnitudes que aparecen en la ecuacién anterior son calculadas para k = k,. Por
razones que se fundamentan posteriormente se define el tiempo total de transmision

7; (21, 22; k) como el tiempo que permanece la particula entre dos puntos z; y 29 externos a

la barrera y suficientemente distante de ella; de manera que z; << 0y 2o >> L. Entonces

1 doy (k
Ty (21, 22, k) = o (22 — 21+ ;]i )> ) (2.5)
g

y de manera andloga el tiempo total de reflexion

1 do, (k
Ty (Zl, 29, ]{?) = ’U_ (—22’1 + %) . (26)
g

donde «, es la fase del paquete de onda reflejado.

De las ecuaciones ([2.5]) y (2.6]) se observa que ambos tiempos dependen linealmente de las
coordenadas espaciales z; y zo. Aproximando z; a 0 y 2o a L obtenemos los tiempos de

transmision y reflexion extrapolados a la regiéon de la barrera; tal aproximacion estd sujeta
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a determinadas restricciones. De hecho, ya que hemos supuesto que las componentes del
paquete de onda estan distribuidas en la vecindad del nimero de onda k,, la dispersion
espacial del paquete es del orden de 07 '(0c = Ak). Los paquetes de ondas incidente y
reflejado pueden interferir delante de la barrera. Por otra parte, en la aproximacién de la
fase estacionaria no se sigue realmente la evolucion temporal del paquete de onda, sélo
se observa (asintoticamente) el retardo de fase correspondiente al nimero de onda k,.
Los tiempos totales extrapolados a la region de la barrera vienen dado por las siguientes

expresiones

T (21, 200 k) = % (L + do‘;]_gk)) , (2.7)

7 (21, 20 k) = U—lg (da;k(k)) . (2.8)

Aunque estos tiempos parece coincidir bien con los datos experimentales presentan algu-
nas dificultades. Entre los problemas m&s comunes que se le atribuyen a estos tiempos
estd el hecho de que el pico del paquete de onda a la salida de la barrera no siempre
se corresponde con el pico de entrada, debido a la presencia, entre las componentes de
Fourier del paquete de onda, de frecuencias cercanas o por encima a la energia de la barre-
ra. Estas componentes de alta frecuencia alcanzan la barrera muy temprano, ya que ellas
viajan hacia la barrera menos distorsionadas por las ondas reflejadas con respecto a las
componentes de baja frecuencia. Como consecuencia ademas de los efectos de distorsion,

aparece un efecto de aceleracion del paquete de onda.

Para barreras simétricas se demuestra que 7; = 7, [75]. Una barrera simétrica se caracteriza
por un retardo de fase unico que describe la ocurrencia de los picos de los paquetes de

ondas transmitidos y reflejados. Para una barrera asimétrica se define un retardo de grupo
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bidireccional 7 como el promedio ponderado de los retardos de grupos de transmision y

reflexién, siendo los pesos las probabilidades de transmisién y reflexion
7= |R(K)) 7R + [T (k)| 7. (2.9)

Los retardos de grupos son definidos como cantidades asintéticas, que se aplican a eventos
completos de tunelaje, alejados de la regién de la barrera. H Winful ha considerado que el
retardo de grupo no exige ser un tiempo de transito. Esto es debido a que los paquetes de
ondas incidentes y transmitidos son dos entidades diferentes. Solo se puede afirmar que
en t = 0, el pico extrapolado del paquete de onda incidente estd en 2 = 0; y en t = 7,
el pico extrapolado del paquete de onda transmitido estd en z = L. No existe nada que
implique que el pico del paquete de onda incidente se ha propagado a la salida. Por otro
lado no es posible conocer donde el paquete de onda transmitido estaba en t = 0; luego el
tiempo de fase no mide el tiempo que toma al paquete de onda en viajar desde la entrada

a la salida de la barrera [51].

2.1.2 Tiempo de estancia

El tiempo de estancia, tp, fue introducido por Smith en 1960 [76], con el fin de estimar
la duracién promedio de un proceso de colisién sin distinguir entre los diferentes canales
de transmisiéon y reflexion. En el contexto del tunelaje cuantico el tiempo de estancia fue
introducido por Buttiker [33], como la razén entre la probabilidad de que la particula
esté en una cierta regién espacial y el flujo j; que penetra a esa regién; sin tener en cuenta

si la particula es reflejada o transmitida

1
tp = f/|x1/(z, k) de. (2.10)
Ji
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Para una particula libre descrita por una onda plana de amplitud unitaria el flujo in-
cidente j; sobre la barrera es igual a la velocidad de grupo v,. El tiempo de estancia
no distingue entre las particulas transmitidas de las particulas reflejadas, lo cual es una
propiedad de la funcién de onda [37]. El tiempo de estancia es el tiempo de permanencia
en la region dentro de la barrera, promediado sobre todas las particulas incidentes; sin
considerar si la particula es finalmente transmitida o reflejada [77]. Por otra parte Biittiker
y Landauer [32] han acotado que tiempo es el tiempo promediado de permanencia de una
particula dentro de la barrera; y no es el tiempo de transito a través de la barrera, cuando
la mayoria de las particulas son reflejadas. Luego, el tiempo de estancia no puede ser
utilizado para definir una velocidad de transito para los diferentes canales de transmision
y reflexion. Recientemente Winful ha demostrado que el retardo de grupo en el tunelaje
tiene exactamente el mismo “privilegio” que el tiempo de estancia: una caracteristica de

toda la funcién de onda con componentes directa e inversa [51].

Leavens y Aers [(7] han probado que la expresion para el tiempo de estancia (2I0) es

equivalente a

00 L
tD:/ dt/ Az | (2, 1) (2.11)
0 0

La integracién es sobre todo el tiempo de la probabilidad de encontrar a la particula
dentro de la regién de la barrera. La expresién (ZI1]) proporciona el tiempo de estancia
o permanencia dentro de la barrera, de nuevo, sin considerar si la particula es finalmente

transmitida o reflejada.

Aunque el retardo de grupo se define como la derivada de la fase respecto a la energia y el
tiempo de estancia mediante la integral de la densidad de probabilidad, las dos cantidades

estdan relacionadas. Hauge y sus colaboradores [71] han obtenido la relacién general entre
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estos tiempos

tp (21, 20; k) = R7 (21, 200 k) + T (21, 225 k) + myvR sin (o, — 2kz1) (2.12)

hk?

en el contexto mecanico cuantico mediante el analisis de paquetes de ondas dependientes
del tiempo; donde el ultimo término representa el tiempo de interferencia 7;, definido

mediante la siguiente relacion

(k) = n%k@ sin (o — 2kz1) . (2.13)

Partiendo de las ecuacién (2.12)) se define el tiempo de estancia generalizado tp, como la
suma algebraica de los tiempos de estancia e interferencia. Luego teniendo en cuenta la

relacién (2.9) se demuestra que

T=1ip+T7 =tp,. (2.14)

El estado del tiempo de estancia se considera bien establecido. Sin embargo, no es evidente
que el promedio total representado por tp se distribuya entre los diferentes canales de
dispersién de manera tnica. Para que las expresiones generales de los tiempos de reflexion
y transmision tengan algin significado, se establece sin prueba, que un requerimiento

necesario (pero no suficiente) [37] es que se verifique la relacién

tD :RTR+TTT. (215)

La justificacion para este criterio se fundamenta ampliamente en el pensamiento clasico de
eventos mutuamente excluyentes. La relacién anterior es una consecuencia directa del he-

cho de que la particula incidente, en el tunelaje unidimensional, finalmente es transmitida
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o reflejada [37].

Por otro lado, una relaciéon general entre el retardo de grupo y el tiempo de estancia se

ha obtenido para particulas relativistas descritas por la ecuacién de Dirac [78].

2.2 El Efecto Hartman

Hartman [52] analiz6 algunos aspectos temporales del tunelaje. El consideré las soluciones
de la ecuacién Schrodinger dependiente del tiempo como una superposicién integral de
soluciones de estados estacionarios, ponderados por una funciéon de distribuciéon de mo-
mentos gaussiana. Su estudio estuvo restringido al paso de un paquete de onda gaussiano
estrecho a través de una barrera de potencial rectangular de altura V, y ancho L. La
integral en la energia se extiende desde cero hasta infinito y por consiguiente posee las
contribuciones de las componentes que no tunelan la barrera con £ > V,; asi como de
aquellas componentes que tunelan la barrera con energia £ < V,. El centro de la distribu-

cién de energia del paquete de onda se localiza a la energia E, < V.

Hartman infiere, sin tener que evaluar explicitamente las integrales, determinadas pro-
piedades del paquete de onda transmitido mediante el analisis de la fase y la magnitud
del integrando. El encontré que para barreras delgadas el paquete transmitido posee la
misma forma que el paquete incidente y que sus retardos (obtenidos mediante el método
de la fase estacionaria) es mayor que el denominado “tiempo uniforme” requerido para
atravesar una distancia en el espacio libre igual al espesor de la barrera. Para barreras mas
gruesas el pico del paquete de ondas se desplaza un poco hacia las energias mas altas como
resultado de la accién de filtrado. Sin embargo, lo méas importante es lo que actualmente
se conoce como EH, el hecho de que el tiempo de retardo es independiente del espesor

de la barrera y es mas pequeno que el tiempo uniforme. Para barreras muy delgadas las
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componentes por debajo de la barrera son eliminadas de manera que la propagacion de las
componentes por encima de la barrera son dominantes; a tal punto que el tiempo de re-
tardo comienza a incrementarse de nuevo (region cléasica). La transicién entre las regiones
planas y clésicas fue caracterizada cuantitativamente por Brouard y sus colaboradores
[79, 80]. Para un paquete de onda suficientemente estrecho, si £, no estd demasiado cerca
de V,, la integracion en la energia se puede truncar hasta la altura de la barrera. Luego,
no existiran contribuciones por encima de la barrera y el retardo de grupo se satura atin
cuando la longitud de la barrera tiende a infinito. Ademas, para distribuciones de energia
suficientemente estrecha, el efecto de filtrado es despreciable y la energia promedio de los

paquetes de ondas incidentes y transmitidos es la misma.

Si el retardo de grupo se toma como el tiempo de transito a través de la distancia L, las
particulas viajan con una velocidad de grupo v, = L/7;. Si el retardo de grupo se hace
constante mientras se incrementa el espesor de la barrera la velocidad de grupo aumenta
con la longitud. Como no existe restriccién sobre el espesor de la barrera, finalmente la
velocidad de grupo excedera la velocidad de la luz en el vacio. De hecho la transmision
de la barrera también decrece exponencialmente con la longitud, lo cual finalmente signi-
fica que cuando la transmisién se aproxima a cero, la velocidad de grupo se aproxima a
infinito. La no acotacién del valor de la velocidad debido al EH ha conducido a continua-
das controversias relacionadas con la superluminosidad y la violaciéon del principio de la
causalidad en el tunelaje a través de una barrera [51]. Esta aparente superluminosidad

asociada con el retardo de grupo ha motivado la bisqueda de otros tiempos de tunelaje.

El EH también esta presente en las expresiones relativistas, para los retardos de grupos

y el tiempo de estancia, calculadas mediante la ecuacién de Dirac [78].



3 MODELO FENOMENOLOGICO DE
ONDA LARGA

Después de presentar en el Capitulo precedente los aspectos mas generales del efecto tinel
y los tiempos de tunelaje, ahora, la atencién estara enfocada en el modelo fenomenolégico

de onda larga para materiales no polares.

Los modelos fenomenoldgicos son ampliamente utilizados para el calculo de los estados
vibracionales en heterostructuras de diversos materiales semiconductores. La idea general
de los mismos consiste en resolver las ecuaciones del movimiento, estimando los parametros

que aparecen en la matriz dindmica con ajuste al experimento.

3.1 Modelo fenomenolégico completo

Trallero y sus colaboradores [81],[82] proponen un modelo fenomenoldgico el cual considera
los efectos electrostaticos y mecdnicos acoplados entre si de una forma natural. Para
lograrlo postulan la siguiente densidad Lagrangiana

|

— §pw%]ul2 —au- Vo +

€oo |VO|? 0yt 4 ouiy
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(3.1)
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donde

2

o = = (g — €x0) pwi, (3.2)

|

u representa el desplazamiento relativo de los dos iones involucrados. Otros parametros
fisicos del medio son p = /v, la densidad de masa reducida, donde y es la masa reducida
de los iones y v, el volumen de la celda unidad; w; y wr son las frecuencias longitudinal
y transversal del masivo, respectivamente; G y [r son dos parametros que describen la

dispersién de las oscilaciones.

El primer término es la densidad de energia cinética, el segundo término representa un
acoplamiento del campo u consigo mismo, el tercer término describe el acoplamiento de
las oscilaciones mecanicas con el campo eléctrico y el cuarto término es la energia del
campo eléctrico en el medio. El ultimo término incorpora las tensiones internas del medio

y provoca el cardcter dispesivo de las oscilaciones.

3.2 Densidad de energia vibracional

Los materiales no polares pueden ser vistos como un caso particular de los polares cuando
ambos atomos en la celda elemental son iguales. Entonces el campo eléctrico asociado
al movimiento relativo de estos atomos desaparece. Mateméaticamente el problema puede
ser tratado haciendo cero la constante de acoplamiento entre las oscilaciones mecéanicas
y el campo electrostatico. Bajo esta condicién muchos resultados obtenidos para medios

polares seran validos en los sistemas no polares.

Para direcciones de alta simetria de la estructura, tales como [001] y [111], las ecuaciones
del movimiento se desacoplan en una oscilacién longitudinal y dos oscilaciones transver-
sales degeneradas, las cuales son descritas mediante un modelo de cadena lineal [83]. Los

fonones con vectores de onda cercanos al centro de la zona de Brillouin [84] no sienten
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la naturaleza discreta de la estructura atémica, y para ellos la aproximaciéon de longitud
de onda larga es valida. En estas condiciones las ecuaciones discretas del movimiento
se transforman en un problema continuo descrito por un sistema de ecuaciones diferen-
ciales de segundo orden [81], 85, [86]. Las mismas ecuaciones son vélidas para oscilaciones
longitudinales y transversales de manera que eliminaremos cualquier referencia al tipo de
oscilacion. Esta consideracién también incluye a los fonones acusticos con la apropiada

selecciéon de los parametros.

Para desarrollar todo el formalismo matematico de los tiempos de tunelaje de fonones de
longitud de onda larga se parte se parte de la densidad Lagrangiana correspondiente o
la densidad Hamiltoniana equivalente [85] para el caso unidimensional. La densidad de

energia vibracional se expresa como

1 |0u
H—ép—

o (3.3)

> L[ ou"  ou
2 11702 77 8z

+ Zp?|ul? 4+ = {a— +

A semejanza con el modelo descrito en la seccién anterior el primer término en (3.3)
representa la densidad de energia cinética, el segundo representa la densidad de la energia
de interaccion del campo de fonones consigo mismo, y el tercero la densidad de la energia de
la deformacion que otorga el cardcter dispersivo a la oscilaciones. Estos términos dependen
del desplazamiento atémico relativo u, la densidad lineal de masa p, la frecuencia de los
fonones en el centro de la zona de Brillouin wy, el tensor de deformaciones unidimensional

Ou/0z, y el tensor de tensiones o, el cual es igual a

o= —pB*ou/oz, (3.4)

donde (# es un parametro que tiene en cuenta la relacién de dispersion de fonones en el

masivo.
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Integrando la ecuacién ([B.3]) en el intervalo espacial (z1, z5) se obtiene la energia vibracional

H, mediante la siguiente expresion

H:/ Hdz. (3.5)

3.2.1 Ecuaciones del campo

Partiendo de la ecuacién ([B3)), la ecuacién del movimiento unidimensional [85] es facil-

mente obtenida,

0*u 0*u

o = W o (3.6)
y sustituyendo (B.4) en la ecuacién (3.6) se obtiene

Do Do

W = —CUSO_ - ﬁQ@ (37)

Para obtener la ecuacién de continuidad, en el caso unidimensional, sumamos la ecuacion
del movimiento (B.6]) multiplicada por la compleja conjugada de du/dz con la compleja
conjugada de la ecuacién del movimiento (3.6]) multiplicada por du/dz. Posteriormente,
la ecuacion obtenida es integrada adecuadamente en la regiéon ocupada por la barrera

obteniéndose

OH /0t + 050z = 0, (3.8)

como un caso particular del desarrollo presentado en [86] donde el flujo de la densidad de

energia j viene dado por

j=—1/2(c0u* /ot + c*0u/0t). (3.9)
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3.2.2 Estados propagantes

Consideremos alguna region espacial con parametros del material constante y el rango de
oscilaciones 6pticas permitidas w < w,. La solucién para la ecuacién del movimiento (3.0))

es igual a

u = [Ae™ + Ae *] e, (3.10)

donde k = \/(w? — w?) /3% es el vector de onda, y A, A, son los coeficientes de las solu-
ciones propagantes a la derecha (transmitida) y a la izquierda (reflejada), respectivamente.

Para esta solucion la energia vibracional [87] en el intervalo (21, 22) es igual a

2
w . :
H = pu?® [|Af + |A 7] Az + p?"|At\|AT! (sin (¢ — o + 2kz) — sin (ay — o + 2k21))
(3.11)
donde los coeficientes se escriben como funciones de sus respectivas magnitudes y fases,

Ay = |Ale™ y A, = ALl vy Az = 2z — 2.

Sustituyendo (B10) en (3.9) se obtiene la expresién para el flujo de la densidad de energia

[87] segin la siguiente relacién

Jj=—pwBk [|Af* = |A*]. (3.12)

3.2.3 Estados prohibidos

Consideremos alguna region espacial con parametros del material constante y el rango de
oscilaciones 6pticas prohibidas w > w,. La solucién para la ecuacién del movimiento (3.6))

se puede obtener partiendo de la solucién ([B.I0) después de realizar la sustitucion k = ik

u=[Ae™™ + A e e ™, (3.13)
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donde ahora k = /(w? —w?) /F%. Es importante notar que la sustituciéon k = ik la
cual transforma la ecuacién (B.I0) en la ecuacién (BI3) no es aplicable para realizar
la transformacion directa de ([B.I1]). Entonces, es necesario calcular de nuevo la energia

vibracional [87]. Partiendo de la ecuacién (5.8)) y utilizando la relacién (BI3]) se obtiene

2
H= p;—; (A (—e72 4+ e721) + |A,* (¥ — ™) | +2pw?| Ay|| A, | cos (o — ) Az

(3.14)

De manera similar sustituyendo (313]) en (8:9) se obtiene la expresién para el flujo de la

densidad de energia [87] segun la siguiente expresién

j = 2pwBk|A|| Al sin (o — ay) . (3.15)

3.3 Heteroestructuras semiconductoras

Consideremos una heteroestrutura semiconductora con una configuracién arbitraria de
materiales que actiian como barreras y pozos alternativamente. Para estos sistemas son
vélidas las expresiones obtenidas para las oscilaciones permitidas 311 y (12) y las
oscilaciones prohibidas (3.14) y (B.15]). Suponemos que la heteroestructura esta intercalada
entre materiales masivos que actiian como pozos y que un fonén esta incidiendo por el lado
izquierdo del sistema. Parte de la energia que incide es reflejada por la heteroestructura
y la otra parte es transmitida, de acuerdo con la conservacion del flujo de la densidad de
energia. En nuestro caso el flujo de la densidad de energia (8312) ((B:I3])) es independiente
de la coordenada y es igual al flujo transmitido a la derecha de la heteroestructura j;, el
cual a su vez es proporcional al coeficiente de transmision del sistema. Las amplitudes de
las ondas utilizadas para calcular la energia ([B.I1]) ((3I4])) en las diferentes regiones se

obtienen mediante el método de la matriz de transferencia.
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Una superred consiste en un apilamiento alternado de capas de dos materiales diferentes
que indicaremos con los nimeros 1 y 2. Las capas de un mismo material presentan todas
el mismo espesor, de modo que la supered muestra una estructura periddica. La celda
unidad de la estructura estd compuesta por una capa de cada material de espesores d; y

ds.

En [86] los coeficientes de transmisién y reflexién unidimensionales son calculados para una
superred finita con un nimero arbitrario de periodos. Los resultados son generalizaciones
de los fonones actisticos estudiados en [59] con el objetivo de incluir los fonones épticos.

El coeficiente del espacio solucién al lado derecho de la heteroestructura es igual a

A = 2e 3.16
" o) - [(%X—i—%()] S(N) (8-16)

donde las siguientes expresiones son tomada de [86]

sin N9 Ap
sin 9 para|T‘ <1
SW) = Aa NV sinh No Mp (3.17)
\ (\,\+m> sinh 9 para| 2 ‘> 1
(
CIN cos N1 para”\%|§1 518
(V) = A Ncosh]\h? ara |22£| > 1 (315)
[\l b 2
definiendo
A A
cos(¥) = % para —;M‘ <1, (3.19)
A A
cosh(v) = ‘#‘ for ‘% > 1, (3.20)
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y
T, . .
A = COsQqCOSay — T sin o sin a (3.21)
2
. T .
X = sinagcosas + o cos oy sin g (3.22)
2
. T, .
( = sinagcosas + T cos oy sin g (3.23)
1
T, . .
[L = COSQ1COS Qg — T sin o sin a (3.24)
1

donde T, = pjﬁ]zkj, a; = kjd;, 7 = 1,2,y d; es el ancho de la capa. El subindice 1(2)
nombra al material que actia como barrera (pozo). La fase de la amplitud transmitida

Ay = |Asle™ es igual a

hyS(N
ay = —koNd + arctan [ 2+C((N)>} : (3.25)
donde
T, T,
hy = —x+ —C. 2
£ =X TQC (3.26)

[1e7s

El coeficiente del espacio de solucién a la izquierda de la heteroestructura A, = |A,|e

es igual a
[he —i (A= p)] S(N)
hiS(N)+2iC(N) ’

A, = (3.27)

y la fase de la amplitud reflejada es

h, S(N
o, = —kody + arctan [ 2+C(<N))

} . g (3.28)



4 TIEMPOS DE TUNELAIJE PARA
FONONES DE LONGITUD DE
ONDA LARGA

El modelo fenomendlogico de onda larga fue introducido en el Capitulo precedente, como
una alternativa para explicar el comportamiento de los materiales semiconductores no

polares.

En este Capitulo se definiran los diferentes tiempos de tunelaje que permiten estudiar el

tunelaje de fonones a través de diferentes sistemas construidos con estos materiales.

4.1 Tiempos de fases asintéticos

Consideremos un sistema arbitrario al cual de forma genérica le llamaremos en lo ade-
lante barrera, salvo que se especifique lo contrario, tal como se muestra en la Figura 4.1l
Analizaremos el proceso de dispersion de paquetes de ondas de fonones por la barrera. Los

paquetes de ondas dependiente del tiempo transmitido y reflejado, se construyen como

30
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Aeik1z AQ)

Figura 4.1: Consfiguracién para la dispersion estacionaria en una dimensién. Una barrera
arbitraria esta confinada en el intervalo espacial (21, z2) entre dos medios semi-
infinitos.

una superposicion de las soluciones estacionarias mediante las siguientes ecuaciones,

dk .
ur(z,t) = [ o-d(k)[Aelt=merred, (4.1)
™
dk .
ur(zt) = | S-(k)| A |emI=rermerd, (4.2)

donde ¢(k) es el paquete de onda en el espacio de los vectores de ondas; definido como
la transformada de Fourier del desplazamiento de los fonones determinado por el paquete

en t = 0. Supondremos que el paquete de onda ¢(k) presenta un maximo en k = k,.

En la aproximacion de la fase estacionaria, las contribuciones dominantes a las integrales
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(E1) y (#2) provienen de los valores cercanos a k, que satisfacen que

doy dw
% + Zp — %t 0, (43)
dao, dw

—y -t = 0. 4.4
ak T dk 0 (44)

Partiendo de la ecuaciones (1.3) y (£.4]) observamos que los picos de los paquetes de ondas
transmitidos y reflejados se mueven como si

d
Zy = Uy (t—d;:t ), (4.5)
ko

dov,
Zp, = —U, <t— - >, (4.6)
ko

donde vy, = dw/dk es la velocidad de grupo de los fonones. La dispersién provocada por la

barrera genera retardos temporales para los paquetes de ondas transmitidos y reflejados

dOét
t, = —| (4.7)
ph dw ko

da
tr, = S (4.8)
ph dw ko

lo cual generaliza los resultados de Mizuno y Tamura [60] para los fonones acusticos al

incluir los fonones épticos [87].

4.2 Tiempo de estancia

Para la solucién estacionaria de la ecuacién del movimiento el flujo de la densidad de ener-
gia no depende de las coordenadas espaciales y temporales; es decir el flujo es constante

a través de toda la regién ocupada por la barrera. En este contexto se define el tiempo
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de estancia de los fonones [87] en la regién ocupada por la barrera como

= (4.9)

H
tp = ——
J

donde H es la energia vibracional en el intervalo (z1, 25), obtenido mediante la integracién
de (B3).

En lo que sigue nosotros tomamos ([4.9) como la definicién del tiempo de estancia tp.
Noétese que j se refiere al flujo en el mismo intervalo donde la energia H es calculada.
El signo menos en ([49) se necesita debido a que el flujo de la densidad de energia es
negativo para los fonones épticos, determinado por la velocidad de grupo negativa asociada
con la relacién de dispersiéon parabdlica dentro del masivo. Para obtener la relacion de
dispersién para los fonones acusticos se necesita hacer la constante w, igual a cero, y
hacer la sustitucién de 32 — —v?, donde v es la velocidad del sonido. Por razones de
conveniencia, en lo que sigue, escribiremos expresiones validas para los fonones épticos
salvo que se especifique lo contrario. Luego, para los fonones actsticos la ecuaciéon (£9)

se escribe como tp = H/j.

Para un intervalo compuesto por la unién de un conjunto de intervalos (z1, 22)U (22, 23) - - -,
disjuntos dos a dos; y j constante (tal como es el caso estacionario que estamos consideran-

do) se demuestra que el tiempo de estancia es aditivo [87] y se calcula como
lp=tp?+t5=+---. (4.10)

Este resultado es muy conveniente para las situaciones fisicas que posteriormente consi-

deraremos.
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4.3 Relacién entre los tiempos de fase y el tiempo de

estancia

Sea una barrera de forma arbitraria que se encuentra dentro de la regién espacial (a,b),
entre dos medios semi-infinitos de materiales que actian como pozos. Emplearemos el
método desarrollado en [71], aprovechando la analogia matemética entre los problemas
de dispersion de electrones y fonones. En este trabajo particularizaremos en el caso de la

dispersién de fonones.

Por razones de conveniencia es 1til escribir la solucion estacionaria de la ecuacién del

movimiento (3.0) en la siguiente forma

(
eikz + AT(k)e—ikz z<a

u(z) = U(z, k) a<z<b: (4.11)

Ay (k)et*? z2>b

\

y la descomposicién de Fourier para cada parte de la solucién, con pesos determinados por

la transformada de Fourier del paquete de onda inicial, mediante las siguientes relaciones

ur(z,t) = %(ﬁ(l{) (€™ + A, (k)e ™ e, (4.12)
dk ,

u(a,b)(z> t) = %qﬁ(k’)\y(Z? k)e_th (413)

ur(z,t) = %qﬁ(l{)At(lﬁ)ei(’“_w”, (4.14)

donde los subindices L (R) significan a la izquierda (derecha) de la regién (a, b).

Integraremos la ecuacién de continuidad (B.8) a través de la regién de interés para una
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densidad de energia dependiente del tiempo arbitraria.
d b
E/ Hdz + j(b,t) — j(a,t) = 0. (4.15)

Sustituyendo ([AI12), (AI3) y (AI4) en la expresiones (3.3)) y (B.9) para reescribir la

ecuacién (AIH). Suponiendo que inicialmente el paquete de onda estaba a la izquierda
de z = a y considerando que su solapamiento con el intervalo (a,b) es esencialmente igual
a cero; entonces (15) puede ser integrada dos veces respecto al tiempo. En la integracién
temporal la relacién [87]

’ 1 o T (u)‘i‘w,) ’
N i yr gy - WHW) oo 41
o — ) = o /_Ooe ir = oSk = ), (4.16)

valida para la relacién de dispersién de fonones épticos w? = w? — 32k? es utilizada. La
primera parte de la ecuacién ([AI5]) después de la integracién y, para la solucion esta-

cionaria se transforma en

k 2 b
H1:/dk|¢(273| (%2)/ deHap (k, 2), (4.17)

donde

1 0V 1 1 0V
M (h,2) = 5ol [+ S0P —

= N il 2
ot T2 TAvTE (4.18)

Las otras dos partes de (4I5]) relaciona términos muchos més grandes. La integracién en
las variables k o k' se cambia sin mucha dificultad a las nuevas variables k = Q + ¢/2

y k' = Q — q/2. Los célculos son largos y tediosos e incluye el desarrollo en series de
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potencias alrededor de ¢ = 0; pero conducen directamente a

e = = [ G oW sl (i = 2= 4, (<2 + 2
+ W;}{:Q|Ar(k)|sin(ﬁ(k)—2ka)]. (4.19)

Entonces de (AIF) se obtiene la condicién de que II; 4+ I, = 0. Dado que |¢(k)|* es

arbitraria, se obtiene la siguiente relacién entre los diferentes tiempos de tunelaje [87]

tpT = 1T + 1R+ 13, (4.20)
donde
doy b—a
ky = ——— 4.21
n) = - (.21)
da 2a
(k) = ——=—+ —, 4.22
wh) = G (422
2
n(k) = w;’gk2\/ﬁ sin(an (k) — 2ka), (4.23)
y la velocidad de grupo es v, = —3%k/w. T y R, son los coeficientes de transmisién y

reflexion, respectivamente.

Los tiempos 7; y 7, son denominados tiempo total de transmisién y tiempo total de
reflexion, respectivamente, o de manera abreviada tiempos de trasmision y reflexion. Estos

tiempos son funciones de los retardos temporales definidos anteriormente (£7) y ([ZS).

Los tiempos de fases totales se refieren a los tiempos de fases extrapolados; es decir,
ellos son extrapolaciones lineales a la regién local de la barrera de los tiempos de fases
asintoticos, los cuales son definidos para una regién con una extension grande comparada
con la extensién espacial del paquete de ondas. La relacién (£20) es atin vélida para una

region (a, b), que incluya no solo la barrera sino también una regién extensa donde no
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exista dispersion. Es en esta region extendida donde los tiempos de fases muestran su

caracter asintotico.

Por otra lado el tiempo de estancia es una cantidad definida en funcién de la energia y el
flujo en cada regién particular dentro de la barrera. El tiempo de estancia, en el intervalo
(=L, z), ala izquierda de la barrera evidentemente diverge. Con el fin de comprender el
significado del tiempo de interferencia nosotros sustraemos la densidad de energia de la
onda incidente H; y la densidad de energia de la onda reflejada Hr de la densidad de
energia a la izquierda de la barrera Hy. La diferencia en la densidad de energia definida
anteriormente es integrada desde el punto —L(con L > 0), cuando L tiende a infinito,
hasta un punto z; a la izquierda de la barrera. Después de dividir por el flujo incidente j;

sobre la barrera se obtiene [87]

1 =
AtD = —— lim (HL - H[ - HR> dZ, (424)
Ji L—oo J_
Yo /R k 4
= TP R sin (o, — 2kz1), (4.25)

lo cual demuestra que 7; es un tiempo (o un término) de interferencia que proviene del

solapamiento de las ondas incidentes y reflejadas por la barrera.

El tiempo de transmision es igual a la diferencia entre el retardo temporal y el tiempo
necesitado para que los fonones se propaguen sin dispersion a través del sistema a la
velocidad de grupo de los fonones incidentes. Posteriormente nosotros probaremos que el
tiempo de transmision es igual al tiempo de reflexién, 7, = 7,. Utilizando la identidad

7 + R =1 la relacién ([€.20) se simplifica

tpT =1+ 7. (4.26)

La ecuacion (Z.20) es idéntica a la obtenida para electrones [71], como se senalé anterior-
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mente, donde 7; es el tiempo de interferencia.

4.4 Propiedades de la matrix de transferencia en el

tunelaje de fonones de longitud de onda larga

4.4.1 Invarianza ante la inversion en el tiempo

Observemos que si tomamos el complejo conjugado de ([B.6]) y t se sustituye por —t, se
obtiene

82 * 2 * 2 82 *

ok (z,—t) = —wi(2)u*(z, —t) — B(z) Eh (z,—t), (4.27)
considerando solamente que [(3(z) y w,(z) son funciones reales. Esta ecuacion tiene la
misma forma que ([B.6). Por consiguiente, si u(z, t) es solucién de ([B0]), u*(z, —t) también lo
es. La solucién u*(z, —t) se conoce frecuentemente como la solucién invertida en el tiempo
de ([B.0)). Este comportamiento de la ecuacién de onda (£27) se denomina invarianza ante
la inversion en el tiempo. Para los estados estacionarios la invarianza ante la inversion
en el tiempo implica que, si u(z) es la funcién de onda del estado estacionario, entonces
u*(z) también lo es.
Consideremos el proceso de dispersion de fonones mostrado en la Figura 1] para una
barrera arbitraria localizada en el intervalo espacial (—a, a). Por razones de conveniencia

se rescribe la ecuacién (EIT]) como

Aetk1z 4 Be~ihiz < g

u(2) = U(z, ky) —a<z<a (4.28)

Ceksz 4 De~hsz 5 > g
\
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donde k; = /(w2 — w?) /B3(ks = /(w% — w?) /B3) es el vector de onda a la izquierda

(derecha) de la barrera.

Considerando que la funcién de onda a un lado de la barrera, digamos para z > a,
estd determinada, entonces existen ecuaciones lineales que expresan los coeficientes A y

B en términos de C' y D. Luego, existe una matriz M que satisface la siguiente ecuacion

matricial
= : (4.29)
B My, Moo D
La solucién invertida en el tiempo de la ecuacién de onda (4.2]) es
A*efiklz + B*eiklz y < —a
uz(2) = § U*(z, ky) —a<z<a- (4.30)
Cre sz 4 D*etksy 2 >a
\
Comparando las ecuaciones (4.28)), (£29) y (430) se obtiene
A M, M C
= 7 . (4.31)
B My, My D

Entonces es evidente que la matriz M tiene que satisfacer las siguientes condiciones

Mfl - M22 Mf2 = M21' (432)
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4.4.2 Conservacion del flujo de la densidad de energia

Partiendo de (B4) es posible escribir el flujo de la densidad de energia (3.9) como

(4.33)

_pB” (0wt Ou  Oudu
T= 5 otz "ot oz )

Para los propdsitos que siguen es ttil escribir la solucién de la ecuacién del movimiento
([B3:6) en la forma u(z,t) = u(z)e"**. Entonces se pude calcular el flujo de la densidad de

energia en cada parte de la regién partiendo de la ecuacién ([£33) y utilizando (A28 se

obtiene
. ., du
i = prwBIm [W) C}ﬂ — ki B2 [J A = |BP] . (4.34)
. L dug(z
jr = pswBiIm [ul(z)%} = —pswhks B3 [|C]° — |DI*], (4.35)

donde el subindice L (R) se refiere a la regién a la izquierda (derecha) de la barrera. La
conservacién del flujo de la densidad de energia se expresa como j;, = jgr, o de manera

equivalente como

My My L0 My Miy | psfiks [ L0

_ 4.36)
2 (
My My |\ 0 —1) \ Mg g ) PBRL o

Utilizando la ecuacién (4.36]) y las condiciones (4.32)) se obtiene una condicién adicional

sobre los elementos de la matriz de transferencia

ps3ks
P1512k’1 '

det M = M11M22 - M12M21 = (437)
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4.4.3 Invarianza ante la reflexion espacial.

Consideremos que (3(z) y w,(z) son funciones pares de la variable espacial z, entonces otra
solucién de la ecuacién de onda (£.28)) se obtiene reemplazando z por —z. La solucién

general de la ecuacién de onda se transforma en

¢

Ae~1z | Beikiz 5 ¢

us(2) =  U(—z, ky) a>z>—a- (4.38)

Ce sz 1 Dethsz 5 < ¢

\

obteniéndose facilmente la siguiente relacion

C My My A

- . (4.39)
D My My B
Por otra parte sustituyendo (4.39) en (4.31]) obtenemos la condicién
My My My My 10
- , (4.40)
My Mo My, My, 0 1
la cual se expresa equivalentemente como
My ? + (Myp)® =1, My (Ms + Myy) =0, (4.41)

imponiendo un nuevo conjunto de restrinciones sobre los elementos de la matriz M.
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4.5 Equivalencia de los tiempos de transmision y
reflexion en el tunelaje de fonones de longitud de

onda larga

La amplitud de la onda transmitida (reflejada) AZ(AEF) para un fonén que incide normal-
mente sobre la barrera desde la derecha (el proceso inverso, se describe mediante D =
1,0 = AR A=0,B = AF) y la amplitud de la onda transmitida (reflejada) ALX(A%) para
un fonén que incide normalmente sobre la barrera desde la izquierda (el proceso directo, se

describe mediante A = 1, B = AL C = AL, D = 0) estan determinadas por las siguientes

ecuaciones
detM 1
AR (kg k) = AL (ky k) = — 4.42
t ( 3 1) Mll ) t( 15 3) M117 ( )
Mo Moy,
AB(ks k) = ——=,  AL(ky, ks) = —=. 4.4
T‘( 37 1) Mllj 7‘( 17 3) M11 ( 3)

Por consiguiente, si se supedita las ecuaciones (£42) y (£43) a las condiciones (£32) y

(437), se obtiene
_ det M _ Psﬁ%ks

R L
AR (kg k) = T ﬁ%]ﬁAt (ky, ks), (4.44)
M
AR (kg, ky) = —M—mAf(kl, ks). (4.45)

21

Los coeficientes de transmision y reflexion se definen como

i 151k

TR(ky) =L — AR (ks k)|
(3) JZR pgﬁgkg} t( 3 1)} )
- 2]{7
TL(k :J.L _ pgﬁSBALk,k 27
(k1) Ji Plﬁ%kl} ¢ s ko)
R jﬁ R 2
R (k?}):j_R - ‘Ar (kS,lﬁ) )

L
RL(kl):% — Ay, )| (4.46)
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Por consiguiente, de acuerdo a la ecuaciones (d.32)), (4.43)), ([A.44) y (A.46]) se prueba que
TR(]{Jg) = TL<I€1) y RRU{?g) = RL(kl)

Los coeficientes se escriben en términos de sus moédulos y fases como,

Al(kiks) = AL (Ky, g)| efoF (aka),
AL(ky k) = |AE(ky, g)| P ke
AB(ks, ky) = | AR (g, ky)| et o),
AR(kg k1) = |AR(ky, ky)| e kakn),

Entonces, partiendo de la ecuacién ([4.44]) se obtiene

(ks k1) = af (ki ks), (4.47)

y de las ecuaciones ([{32), (£42), ({.43), (£44) y (£45) se deduce la relacion

ﬁf(kg, kl) =4r— ﬁf(lﬁ, kg) + 2CYtL<kl, kg) (448)

Para funciones con simetria a la reflexién espacial 3(z) = 5(—2) y w(z) = w(—2) y con
ki1 = k3 = k (lo cual significa que los materiales del sustrato y el detector son iguales); se
observa que aff(ks, ki) = af(ky, k3) = ay(k) y BE(ks, k1) = BE(k1, k3) = a,.(k). Utilizando

las relaciones anteriores, obtenemos una nueva ecuacién que relaciones las

ar(k) = +7/2 + a, (k). (4.49)

Empleando la relaciones (4.49), (£21]) y ([£.22)) es inmediato probar que

Ty = Ty (4.50)
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El resultado anterior es reportado por Villegas y sus colaboradores en la referencias [87,

88

4.6 Tiempos de tunelaje para una barrera rectangular de

fonones

En esta seccién se considera la transmisién y reflexion a través de una barrera de fonones

para la cual se obtienen de manera sencilla expresiones analiticas para los diferentes

tiempos. Este andlisis ayuda a predecir el comportamiento de sistemas mas grandes

4.6.1 Modos 6pticos permitidos

Consideremos que un fonén incide perpendicularmente sobre una barrera de ancho /¢

centrada en el origen de coordenadas. Es facil chequear que para la region de frecuencias

permitidas en la regién de la barrera, las amplitudes de las ondas transmitidas y reflejadas

son
e—isz

" cos (ki0) — 1% sin (ky€)

2

7
AT = 557 sin (l{?llg) At,
y las fases correspondientes se expresan como

oy = —kol + arctan (M) ,

2

2 2

Q = T_ kol + arctan (M) .

(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)
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Es facil verificar que ¢}, = 7, . Sustituyendo las expresiones [{53) y (&54)) en las expre-

siones para los tiempos de fases (A21]) y (4£.22)) se obtiene

L £ ( 1 1 ) sin (2k10) &+ 1 0
t pu— r p— —_— -_
4 22]{:% %k% 1 —{— = sin (klg) 2ﬂl k1 1 —{— = sin (klg)

(4.55)

donde &4 = pB2ky1/(p2aks) & pafBska/(pBik1), k1 = /(w?, — w?) /B} es la expresién para

el vector de onda.

Una expresion para el tiempo de fase de los fonones acusticos es posible obtener partiendo
de (EE55). Haciendo wy, = wy, = 0,y 37 — v}, 32 — v3 esta ecuacion se escribe en funcién

de la velocidad de fase de la onda. Entonces, el primer término desaparece quedando que
ac 1

T =79 = o | =& — 14 (4.56)
' 20tk 1 4 EF ) sin? (k1 /)

donde 5 = p1v1/(pav2) & pav2/(p101).

El tiempo de interferencia ({23]) se calcula como

w2

Wﬁz Ko

sin (a, + kof) = T cos (kil), (4.57)

T =

Wﬁz 2

el cual es igual a cero en el caso de los fonones actisticos. Mediante la integraciéon directa
de la ecuacién de la onda, en la region de la barrera, se calcula el tiempo de estancia tal

como se define en la seccién (4.2])

tp = (W&l + (wi o /w)é_sin (2k10) /2kq] . (4.58)

1
207 k1

Sustituyendo las ecuaciones (A51)), (452)), (£55), (A57) en la identidad (A20) se calcula

de forma alternativa el tiempo de estancia. Los resultados obtenidos al calcular el tiempo

de estancia por ambas vias muestran una coincidencia absoluta. De manera que esto
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constituye una comprobacién tedrica de los resultados analiticos anteriormente obtenidos.
Haciendo wy,e = 0 en la ecuacién ([A58)) e intercambiando tp — —t% se obtiene el tiempo
de estancia para los fonones acusticos

4L

tac —
b 2U1

(4.59)

4.6.2 Modos opticos prohibidos

Utilizando la metodologia empleada en la seccién (A.6.1]) o de manera operativa (siempre

que sea posible) haciendo la sustitucién de ky — iy/(w? — w?,) /8% = ik, se obtienen las

expresiones para 7y, 7; vV tp las cuales vienen dadas por las siguientes relaciones

£, ( L1 ) sinh (2k10) £ 1 ,
T =T, =wW{ — - — 3 ;
! 4 522]{;% ﬁ%li% 1 —+ % Sinh2 (Kl‘g) Zﬁ%ﬁl 1 + % Sinh2 (ng)
(4.60)
T = Woy sin (o, + kol) = — Wep T cosh (k1) (4.61)
[ C(Jﬂ%ké T 2 - wﬁ%kg 1t), .
y
1 - .
tp = 25n wE L+ (W] y/w)E, sinh (2k10) /2/{1] : (4.62)
11

donde & = p132k/pafi2ky £ pafitks/p1 2k, Entonces de nuevo es posible chequear la
validez de la identidad (Z20).

4.7 Conclusiones Parciales

En este capitulo, partiendo del método de la fase estacionaria, los tiempos de fase prop-
uestos inicialmente por Mizuno y Tamura son generalizados de manera que se facilite el

estudio de los fonones 6pticos.
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Partiendo de la ecuaciéon de continuidad de la densidad de energia vibracional se ha
obtenido el tiempo de estancia. Este tiempo se relaciona con la energia vibracional alma-
cenada en la regién ocupada por la barrera y permite caracterizar el tunelaje de fonones
de longitud de onda larga. Ademas, dicho tiempo es una magnitud aditiva lo cual facilita
su calculo en estructuras con una distribucion de pozos y barreras arbitraria. El estado
del tiempo de estancia se considera bien establecido; sin embargo, no es evidente estable-
cer como el tiempo de estancia se distribuye entre los diferentes canales de dispersion de

forma tnica

Las expresiones para los diferentes tiempos de transmision, reflexion e interferencia que
permiten estudiar el tunelaje de fonones de longitud de onda larga a través de diferentes
sistemas semiconductores son definidas. En particular, por primera vez se obtiene una ex-
presion para el cdlculo del término o tiempo de interferencia y se logra dar una explicacién

del sentido fisico de este tiempo.

Partiendo de una adecuada integracion de la ecuacion de continuidad se obtiene una
relacion analitica general entre los diferentes tiempos de tunelaje. El estudio de un sis-
tema formado por una unica barrera permite comprobar de manera tedrica las relaciones

existentes entre los diferentes tiempos de tunelaje para los modos actisticos y opticos.

Las propiedades fisicas generales como la invarianza ante la inversiéon temporal y la in-
varianza ante la inversion espacial de la ecuacién de onda y la conservacién del flujo de
la densidad de energia son empleadas para obtener las propiedades de la matriz de trans-
ferencia y la equivalencia entre los tiempos de transmisién y reflexién en el tunelaje de

fonones de longitud de onda larga.



5 CALCULO DEL TIEMPO DE
TUNELAJE A TRAVES DE
DIFERENTES ESTRUCTURAS
SEMICONDUCTORAS

En el capitulo anterior se obtuvieron las expresiones generales para el calculo de los
tiempos de tunelaje de fonones de longitud de onda larga. En el presente capitulo se
aplicara la teoria formulada anteriormente a diferentes sistemas fisicos. Ademas, se estudia
las condiciones bajos las cuales el tiempo de tunelaje se hace independiente del tamano del
sistema, es decir un fenémeno equivalente al EH en el tunelaje de fonones de longitud de
onda larga [89]. Entonces una valoracién de la energia vibracional almacenada en la regién
ocupada por la barrera es importante para este anélisis. De hecho el EH es explicado sobre

la base de la saturacion de la energia vibracional almacenada en la regién de la barrera.

Se realiza un estudio del tunelaje resonante a través de un sistema de doble barrera
de fonones (SDB); y las condiciones para que aparezcan las frecuencias de resonancias.
Ademas, el concepto de impedancia generalizada en el contexto del tunelaje de fonones

se introduce explotando el isomorfismo entre los proceso de propagacién de ondas en una

48
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heteroestructura semiconductora y una linea de transmision eléctrica.

Finalmente se realizan calculos numéricos de los diferentes tiempos de tunelaje para una

superred.

5.1 Efecto Hartman en el tunelaje de fonones de

longitud de onda larga

En estd seccién se analiza bajo que condiciones es posible la ocurrencia del EH en el
tunelaje de fonones de longitud de onda larga a través de diferentes estructuras semicon-

ductoras.

5.1.1 Una barrera de fonones

Para tener una imagen mas clara de la fisica relacionado con el EH primeramente se
estudia el caso de una barrera de fonones, para el cual existen expresiones analiticas de
la energia vibracional y los tiempos de tunelaje. Lo anterior ayuda a predecir el com-
portamiento de sistemas de mayor complejidad. A continuacion se considera el caso del
tunelaje unidimensional donde un fonén incide perpendicularmente sobre una barrera de

ancho /.

El tiempo de estancia caracteriza el tunelaje de fonones de longitud de onda larga a través
de los diferentes sistemas semiconductores estudiados. Para las soluciones estacionarias
éste es igual a tp = —H/j; (tp = H/j;) para fonones épticos (acisticos). Partiendo de

la relacion (4.26]) la energia almacenada dentro del sistema se relaciona de una manera
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sencilla con los tiempos de transmisién e interferencia

H =i (r + ), (5-1)

donde la relacion j; = 7 j; es utilizada, siendo j; la densidad del flujo de energia incidente.

Para el caso de los fonones actsticos 7; = 0, la relacién (B.1]) expresa que el tiempo de
transmision es proporcional a la energia vibracional almacenada dentro de la barrera. La
saturacién de 7+ cuando el tamano del sistema aumenta estd relacionada con la saturacion
de la energia vibracional almacenada dentro de la barrera. Esto significa que el retardo
temporal no es un retardo de propagacién, un argumento equivalente al empleado por
Winful para resolver la paradoja del EH [55], [57] en el contexto del tunelaje de electrones
y fotones. De hecho si el tunelaje es un fenémeno de propagacion, la saturacion de 7; con el
incremento del tamano del sistema implica el surgimiento de velocidades superluminicas
arbitrariamente grandes para el transito del paquete de onda a través de la barrera o
equivalentemente, en el caso del tunelaje de fonones, se superard la velocidad del sonido

en el medio.

Partiendo de la ecuacién (L50), en el caso de los fonones actsticos, es directo comprobar
que la energia vibracional H% en la regién de la barrera viene dada por la siguiente

expresion
ac ZT
Hoe = gy = S0, (5.2)

21)1

Al considerar el fenémeno del tunelaje de manera semejante a un fenémeno energético,
con el incremento de la longitud de la barrera aumenta la energia almacenada dentro de
la misma; luego nunca ocurre una saturacion de la misma. La conclusion es que un limite
tedrico para este tiempo de transmision es imposible de encontrar en el caso del tunelaje

de los fonones actsticos a través de una barrera.
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Sin embargo, para los fonones 6pticos con frecuencias prohibidas en la regién de la barrera

7; tiende a un valor asintético cuando £ tiende a infinito. Entonces partiendo de la ecuacién

(460) se obtiene
) 2w 1 1
lim
=— | —=—4+=. 5.3
s (ﬁk‘ +ﬁ%m2) (53)

Por consiguiente el tiempo de transmisién converge a un valor constante 77 (Efecto
Hartman). Argumentos similares a los empleados anteriormente se pueden utilizar para

explicar el comportamiento del sistema en este caso.

5.1.2 Heteroestructuras semiconductoras

El comportamiento asintotico de 7; para los fonones actsticos cambia dramaticamente
cuando se considera una secuencia periddica de materiales que actiian como pozos y
barreras para formar una superred. Un ejemplo de este comportamiento se presenta en la

Figura 511

En este caso se estudia numéricamente la superred de tamaio finito (°Ge)4-("Ge)4 pre-
viamente considerada en la referencias [85], 86]. En lo adelante los pardmetros de entrada

de los materiales semiconductores utilizados se toman de la referencia [85]

En la Figura[5.1l se observa que para una frecuencia de 66 cm ™! 7; tiende a un valor limite
cuando se incrementa el niimero de periodos de la superred. La razon para este compor-
tamiento se encuentra en la Figura (.21 donde el coeficiente de transmision es ploteado
como una funcion de la frecuencia del sistema considerado. Una banda prohibida aparece
alrededor de la frecuencia de 66 cm™!. La profundidad de 7 se reduce practicamente a
cero cuando se incrementa el nimero de periodos. La reduccién de 7 implica que mas
energia almacenada estd acumulada dentro de la superred incrementando asi el valor de

7; hasta un valor limite. Por otra parte tp diverge, cuando se incrementa el nimero de
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Figura 5.1: Los modos actisticos de una superred de tamario finito son graficados ("°Ge)-

("Ge)y. 74 v tp (en ps) son ploteados como funcién del ntimero de periodos

para una frecuencia de 66 cm™!.

periodos. Luego, el tiempo de estancia tp no experimenta el EH.

Para los fonones épticos con frecuencias permitidas en los materiales que actiian como
pozos y barreras se obtiene un comportamiento similar del sistema. Los calculos numéricos

en este caso son presentados en la Figura 5.3y la Figura 5.4l

Para modos épticos con frecuencias prohibidas en los materiales que actiian como barrera
se obtienen resultados equivalentes a los reportados por Pereyra [90] en el estudio del
tunelaje de electrones y fotones. Estos resultados aparecen en Figuras y B.6l En la

Figura el coeficiente de transmisién para una superred de periodo 8 (linea a raya),
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Figura 5.2: El coeficiente de transmisién como una funcion de la frecuencia para diferentes
periodos de la superred de la superredes finita de ("°Ge)4-("Ge), en la Figura

.1l

el tiempo de transmision 75 (linea sélida), el tiempo de movimiento libre t; = L/|v,| =
Lw/B%ks (linea de puntos y rayas) y el tiempo de transmisién para una tnica barrera, en
ns, son graficados como funcién de la frecuencia, en cm™'. La dimensién lineal del sistema

es L.

Una estructura de bandas es evidente para el coeficiente de transmision y el tiempo de
transmisién. Dentro de los gaps, 7 tiende a cero y 7g se aproxima a 71, el cual se comporta
como un limite inferior. Dentro de la region de las bandas, por el contrario, 73 muestra

un comportamiento resonante cuyo limite inferior es el tiempo del movimiento libre ;.
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Figura 5.3: Similar a la Figura B0l pero para fonones épticos permitidos de frecuencia
igual a 271.5 cm ™!

Hasta este momento, es evidente que el tiempo de transmisién del fonén en la region
de dispersién crece cuando la energia se aproxima a cualquiera de los niveles de energia
permitidos. En la Figura se observa el mismo comportamiento asintotico para 7;; no
asi para el tiempo de estancia. A manera de resumen 7; presenta un comportamiento
de tiempo de fase superluminico dependiendo de si el fonén esta dentro de una banda o
dentro de un gap. El fenémeno descrito anteriormente y el EH son fenémenos relacionados

aunque no son idénticos.

A manera de resumen se comprueba la existencia de un limite asintético para el tiempo de

transmision de los fonones de longitud de onda larga cuando se incrementa el tamano del
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Figura 5.4: Similar a la Figura pero para fonones 6pticos permitidos de frecuencia
igual a 271.5 cm™!.

sistema, el cual se puede relacionar con la saturacion de la energia vibracional almacenada
en el mismo. Por el contrario, el tiempo de estancia propuesto en este trabajo no se satura

en todo el rango de frecuencias que incluye a los fonones actsticos y 6pticos [8§].

5.2 Tunelaje resonante a través de un sistema de doble

barrera de fonones

Desde los primeros trabajos de Tsu y Esaki, [91], 02] el fenémeno del tunelaje resonante

(TR) a través de un SDB unidimensional ha generado considerable interés tedrico y ex-
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Figura 5.5: El coeficiente de transmision para una superred de periodo 8 (linea a rayas),
el tiempo de transmision 73 (linea sélida), el tiempo del movimiento 74 (linea

a rayas y puntos), y el tiempo de transmisién 7; para una sola barrera como

una funcién de las frecuencias de los fonones cm™!.

perimental. El fenémeno del TR a través de un SDB hace de estos sistemas, candidatos
muy promisorios para una nueva generacién de dispositivos electrénicos de alta velocidad.
Un SDB de (Al,Ga;_,As) separadas por un pozo cuédntico de (GaAs) operando a la fre-
cuencia de THz muestra un incremento dramatico de la transmitividad electrénica si la
energia del electrén incidente estd cercana a uno de los estados cuasi-acotado dentro del
pozo. Una caracteristica importante de dicha estructura es que muestra una resistencia

diferencial negativa, haciendo posible su aplicacién como uno oscilador de alta frecuencia.

Yamamoto y sus colaboradores [93], 94], 95, 96] han realizado un amplio estudio acerca
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Figura 5.6: Similar a la Figura [5.1] pero para fonones 6pticos prohibidos de frecuencia
igual a 302 cm™!

del TR en diferentes estructuras. Ellos han derivado teéricamente una condicién para el
TR y el coeficiente de transmisién para un SDB bajo la suposicién de que la condicion de
masa efectiva constante se cumple [93]. Ellos han obtenido una expresién analitica para el
tiempo de tunelaje de los electrones en un SDB; el cual coincide con el tiempo de estancia

a las frecuencias de resonancia del sistema [96].

El papel que desempeinian las resonancias sobre el tiempo de retardo fue investigado inicial-
mente por Wigner [70]. Cerca de una resonancia el tiempo de retardo se escribe mediante
una expresién analitica, denominada férmula de Breit-Wigner [70}, 97]; la cual posee una

validez general para el tunelaje de electrones a través de un SDB cerca de las resonancias
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[96, [9F]. Por otra parte el tiempo de vida de los cuasi-niveles resonantes es un parametro
de importancia para los dispositivos electrénicos [99, [100]. En La dependencia del tiempo
de vida de la masa efectiva de los portadores que atraviesan el SDB ha sido estudiada en

la referencia [100].

Es en este marco de investigacién donde tiene importancia el estudio de un SDB de
fonones. Por otra parte, generalmente, el estudio de sistemas més simples ayuda a com-

prender el comportamiento de sistemas de mayores dimensiones y complejidad.

5.2.1 Calculo del coeficiente de transmisién y la condicion de

resonancia

02

01

Figura 5.7: Una doble barrera de fonones. La altura de la barrera es w,;, su ancho Ly, y
la distancia entre ellas es L,,.
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Se considera que los fonones inciden normalmente sobre el SDB mostrado en la Figura
6.7, el cual consiste en un apilamiento alternado de capas A; y A,. El sistema estudiado
se expresa como X A1 A>A 1Y, donde X e Y denotan las capas del sustrato y el detector,
respectivamente. Se asume que las capas del sustrato y el detector son hechos del mismo
material, es decir, X =Y = A,. Luego las propiedades vibracionales se suponen iguales
a la de la capa Ay. En el intervalo de frecuencias (w,1, we2), las oscilaciones del masivo A,
no se dispersan en la capa del masivo A;. Por esta razén se denomina a la capa A, pozo,
con ancho L, y la capa A; barrera, con ancho L;. Las cincos regiones son especificadas
por las coordenadas z; con j = 1,---,5. Se supone que los fonones se propagan perpen-
dicularmente a las interface de las capas y se adopta el modelo del continuo valido para
la propagacion de oscilaciones de longitud de onda larga; por consiguiente las relaciones

de dispersion del masivo, acusticas y opticas, son lineales y parabdlicas, respectivamente.

Los desplazamientos de la red u;(2) y las tensiones o;(z) deben ser continuos en la interfase
de las diferentes capas. Los coeficientes Ay, y A, de la funciéon de onda en la j-ésima
region, son constante a ser determinada por las condiciones de frontera. Las condiciones
de frontera requieren que w;(z;) = uj+1(2;) v 0j(2;) = 0j+1(2;). Luego, se obtiene la

siguiente relacion aplicando el método de la matriz de transferencia

Ap t5
= M, My MM, , (5.4)
Arl Ar5
donde
1 6z+67i(kj*kj+1)zj 8y e ikithit1)z;

Mj(z) = 5

(5.5)
27; 6y e kithiv)z 5, eilki=hkiv)z

con (52Jr = Zj—f—Zj_H, (527 = Zj_Zj+17 Z1 = Z3 = Z5 = plﬁ%kla Z4 = Z2 = ’LZ, Z = pgﬁ%/ﬁg,

k1 = /(w2 — w?) /3% es el vector de onda y kg = /(w2 — w?) /2.
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Ahora es directo probar que la matriz de transferencia M = M;M,MsM, satisface las
condiciones My, = Mao, M{, = My y det M = Z5/Z;, tal como se derivé en las secciones

I y B

En algunas regiones espaciales del SDB de fonones, para frecuencias w > w,;, las oscila-
ciones son prohibidas. La solucién de la ecuacion del movimiento (3.0) toma la siguiente

forma

—KiZ KiZ —iwt
uj(z) = (Aye "™ + Aje%) e ™, (5.6)
donde A;;, A,; son los coeficientes asociados con las ondas evanecentes a la derecha e
izquierda, respectivamente.

En este caso el coeficiente de transmision viene dado por la siguiente expresion

T- ! | (5.7)

2 ~
L+ (522) sink®(sy L) 2

donde

H =277, cos(kyLy,) cosh(kaLy) + 0 sin(ky L,,) sinh (ko Ly), (5.8)

cond=0,0_,0, =Z+21yo_=2—12.
Asi, cuando H = 0 el coeficiente de transmisién es 7 = 1. Entonces, las frecuencias de
resonancias se evaluan mediante la siguiente ecuacién

(2t — 22)

coth(kaLy) = 577
1

tan(ki L., ). (5.9)
Por otro lado en alguna regiones espaciales del SDB de fonones, para frecuencias w < w1,
la soluciones son permitidas. La solucién de la ecuacién del movimiento ([B.6) toma la

siguiente forma

uj(z) = (Aye™* + A, jem™9%) e, (5.10)
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donde A;;, A,; son los coeficientes asociados con las soluciones propagantes a la derecha

e izquierda, respectivamente.

Si se considera que los estados son propagantes en todas las regiones que ocupa la doble

barrera, sustituyendo ko = —iks, la ecuacién (B.7) se transforma como
1
T = T —, (5.11)
L+ (224 sin’(kaLy) H?
donde
H = =22, Zs cos(ky L) cos(kaLy) + 6 sin(ky Ly,) sin (ko Ly), (5.12)
con 5 = S+S_, S+ = Z1 — ZZQ y S_ = —Zl — ZZQ

Ahora el coeficiente de transmisién es 7 = 1 cuando H = 0. La ecuacién (5.12) se utiliza
para obtener los correspondientes valores de frecuencias

(Z} + Z3)

cot(kaLy) = Y
142

tan(kyLy,). (5.13)
Por otra parte, 7 = 1 cuando sin (ko L;) = 0, para lo cual debe cumplirse que ky = nw/ Ly,
con n=1,2,---. Los nuevos valores de frecuencia que satisfacen la condicién anterior se

calculan como
2,932 2
) n2m? 35 B n 3

o2 L} Lyvgs’

(5.14)

Wy = |Ww

para las frecuencias de los fonones 6pticos permitidos donde vy es la velocidad de grupo
del medio 2. Entonces partiendo de (5.14]), tomando w,e = 0 y haciendo la sustitucién de

B3 = —v7, se obtiene las frecuencias para los fonones actisticos como

NTVf9

5.15
Az (5.15)

Wn
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donde vy, es la velocidad de fase del medio 2.

5.2.2 Forma del espectro de transmision

Para comprender mejor el comportamiento de este sistema es 1til reescribir el coeficiente
de trasmision (5.7) en términos de los coeficientes de transmisién y reflexion de las barreras
de la derecha (Rr v 7g, respectivamente) e izquierda (R y 77, respectivamente). En el
caso de barreras simétricas se cumple que (Rgr = Ry = R1y Tg = 71, = 71). Entonces el

coeficiente de transmision para un SDB se escribe como

7'12
T = , 5.16
T2 + 4R, cos? (2) (5.16)
donde
1
T, = 1
' cosh (kaLy) + €2 sinh (ko L) (5.17)
51 sinh (ko Lp)
= 1
R cosh (ko Ly) + & sinh (ko L)’ (5.18)
O = 2k Ly, + 20, (5.19)
y
0 = — arctan ({_ tanh (koLy)) . (5.20)

Suponiendo que 77, R; y 6 son funciones que varian suavemente alrededor de la frecuencia
de resonancia w, y desarrollando el término coseno en series de Taylor hasta el primer

orden, se obtiene que

rs
g N pu— : (5.21)
D (w—w)?

donde

B [wa 17 2
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El coeficiente de transmisién (B.21]) para el SDB simétrica de fonones tiene forma Lorentziana
cerca de las frecuencias de resonancias. Esta ecuacién tiene la forma de la formula de Breit-
Wigner. La magnitud I, es el ancho total a la mitad del maximo de la resonancia. El pico

resonante cae a la mitad de su valor a w = w, £ T,./2.

Analizando la ecuacién (5.21]) es conveniente escribir la amplitud de trasmisién compleja

Ccomo
Ty
t= 2

— (5.23)
(w—w,)+2Lr

entonces una féormula aproximada para la fase de la amplitud de transmisién cerca de un

pico en el tunelaje resonante se obtiene partiendo de la ecuacién (5.23]) como

Lr
a = —arctan ( 2 ) . (5.24)
W — wy

En el sistema estudiado z; = 0y z4 = 2L, + L, = L. Sustituyendo apropiadamente la

fase (0.24]) en la ecuacion (£21]) el tiempo de trasmision se expresa como
(W) = — + —. (5.25)

El tiempo de fase tP" = 2/T", es una consecuencia del tunelaje resonante. Este retardo
es el inverso del ancho de la resonancia, entonces mientras mas abrupta es la resonancia

mayor sera el tiempo de retardo.



5.2. TUNELAJE RESONANTE A TRAVES DE UN SISTEMA DE DOBLE
BARRERA DE FONONES 64

5.2.3 Energia vibracional y tiempo de estancia para un sistema de

doble barrera de fonones

Partiendo de la ecuacién para la densidad de energia (3.3]) una expresién para la energia

vibracional a la derecha del pozo se obtiene

(Z3+ Z3)
Tz

w?, sinh (2k4Ly)

Hy, = T py® Ly o2 2kls |

cos (—2a,) + (5.26)

donde «, = arctan(Zs/Z,).

Por otra parte la energia vibracional a la izquierda del pozo viene dada por la siguiente

expresion
Hy, = Tpo?Ly {-2 ‘,12 B cos(az, — ap )+ (5.27)
+Lf; (‘22‘2 e Rl 4 ‘52‘2 e’”L") —sin}l;ilsz)} ;
donde
Ay = s (Me™= + M21ei(2k3Lw+az)) elkatiks) Ly (5.28)
By = Zys (Myie= + Mmei(%SLw’az)) elkatika) Ly, (5.29)

Y7 Los términos de fases son

con Z23 =

B |M11| sin (kng — Oy + 911) + |M21| sin (k’g(Lb + 2Lw) + (07 + 921)

az; = , 5.30
A2 | Mi1| cos (ksLy — o, + 011) + | Moy | cos (ks(Ly + 2Ly) + o, + 091) ( )
y
a- — |M11|sin (kng+az+911) + ]M21|sin (kg(Lb+2Lw) — CYZ+921) (5 31)
B My | cos (ksLy + ., + 011) + | My | cos (ks(Ly + 2Ly,) — o, + 091)’ '
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con M11 = |M11| 6911, Mgl = |M21| 6921 donde

(23 - 73) . kol
My = ( cosh (koLy) + ZW sinh (k3Ly) | €™, (5.32)
243
y
72— 72 »
My = Z% sinh (ks Ly) e™*3lo. (5.33)
243

La energia vibracional dentro del pozo viene dada por la siguiente expresion

_ pw?AZL,
- D(®)

1-R3+ MZ;;/E sin (®/2) (M)} : (5.34)

H
v 2k L,

donde D (®) = 1 + R? + 2R cos (®). Partiendo de la ecuacién (9] es facil obtener las
ecuaciones para el tiempo de estancia en las diferentes regiones ocupadas por las barreras

y el pozo, teniendo en cuenta que el flujo transmtido es igual a j; = j5 = pswB2ksT.

5.2.4 Simulaciones numéricas

A continuacién se estudia numéricamente un SDB (™Ge)y — ("°Ge),. Los pardmetros
utilizados son tomados de la referencia [85]

En la Figura 5.8 el coeficiente de transmisién, el tiempo de trasmision y el tiempo de
estancia como funciones de la frecuencia de los fonones en unidades de cm™! son rep-
resentados para los fonones épticos. Esta figura muestra el caso de los modos épticos
prohibidos dentro del rango de frecuencias prohibidas en la regién de la barrera y per-

mitidas dentro del pozo. Para los cédlculos la distancia entre las barreras se incrementa

aumentando el nimero de monocapas dentro del pozo desde 4 hasta 12 monocapas.

En la Figura (.8 (c) (linea sdlida) la resonancia resultante de la presencia de un pozo

interior entre las barreras aparece a la frecuencia de w; = 305,57 cm™!. Cerca de una
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Figura 5.8: El tiempo de transmisién (linea sélida) y el tiempo de estancia (linea de
puntos), ambos en ns, son graficados como funcién de la frecuencias de los
fonones Gpticos (en cm™!) para la doble barrera, con n=4 (c), n=8 (b) y n=12
(a) monocapas. En (d) el coeficiente de transmisién se proporciona para com-
paracion para n=4 (linea sélida), n=8 (linea de puntos) y n=12 (linea a rayas)
monocapas.

resonancia, 7 alcanza su valor maximo de la unidad si el sistema es simétrico, a pesar de
la opacidad de las barreras individuales. El comportamiento a tales frecuencias es similar
a como si la onda fonoénica estuviera atrapada por un tiempo grande en la region entre
las dos barreras antes de ser transmitida. Cuando el ancho del pozo incrementa (a n=8
monocapas) otra frecuencia de resonancia aparece a las frecuencias de w; = 303,061 cm™*
v wy = 307,685 cm™! como se muestra en la Figura 5.8 (b) (linea de puntos). La misma

situacion fisica aparece en la Figura 5.8 (a). En las Figuras 5.8 (a), (b) y (c) se observa

que el tiempo de transmision (linea sélida) tiene un méaximo en las posiciones préxima a
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las frecuencias de resonancias. A las frecuencias de resonancias el tiempo de transmision
es igual al tiempo de estancia. Se observa evidentemente que el tiempo de estancia es la
funcién envolvente del tiempo de fase. Entonces el tiempo de interferencia es igual a cero
a las frecuencias de resonancias como se muestra en la Figura 5.9

70 74
("Ge) -("'Ge), Dos barreras

modos opticos
5 T v T v ) v ) v ! v

Tiempo de interfencia (ps)

Bsz 308,4 308,6

-20

1 M 1 M 1 M 1 M 1 M 1 M 1 M 1
302 303 304 305 306 307 308 309
Frecuencia (cm'1)

Figura 5.9: El tiempo de interferencia en ps, se grafica como una funcién de la frecuencias
de los fonones épticos (en cm™!) parar n=4 (linea sélida), n=8 (linea de pun-
tos) y n=12 (linea a rayas) monocapas. El grafico insertado muestra algunos
detalles del tiempo de interferencia para n=12 monocapas.

Este resultado parece coincidir con el hecho de que a las frecuencias de resonancias el coe-
ficiente de reflexion es igual a cero; y no existe paquete de onda reflejado que interaccione

con el paquete de onda incidente.

En la Figura (.10 se muestra la energia vibracional como una funcién de las frecuencias

de los fonones 6pticos en cm™!. La energia vibracional muestra picos abruptos a la fre-
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Figura 5.10: La energia vibracional (en unidades arbitraria), es graficada como una fun-
cién de las frecuencia de los fonones épticos (en cm™!) para n=4 (linea sélida),
n=8 (linea de puntos) y n=12 (linea a rayas) monocapas. El gréfico insertado
muestra algunos detalles de la energia vibracional para n=12 monocapas.

cuencia de resonancias. En general esta energia incrementa cuando aumenta el valor de
la frecuencia de resonancia o con el incremento del ancho del pozo. Para estas frecuencias
de resonancias el flujo trasmitido es igual al flujo incidente, de manera que el tiempo de
transmision y la energia vibracional (energia almacenada promediada en el tiempo) son
proporcionales; Por consiguiente, 7; incrementa cuando H incrementa, indicando que el

fonén permanece mas tiempo dentro del sistema.

En la Figura (5.I1) el coeficiente de transmisién, el tiempo de transmisién y el tiempo
de estancia se representan como funciones de la frecuencia de los fonones actsticos. Se

observa que el coeficiente de transmision posee valores muy cercanos a la unidad; sin
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embargo solamente para aquellos valores de frecuencias determinados por la ecuacion
(EI3) 7 es igual a uno. El grafico insertado en la Figura 011l (d) muestra que 7 =1 a
la frecuencia w; = 130,34 cm~! independientemente del ancho del pozo. El valor de esta

frecuencia se obtiene a partir de la ecuacién (5.15)).

(7°Ge)n-(74Ge) , Dos barreras

modo's acusticos

3,970 |
3,965

3,960 |
3185

3,180

Tiempo (ps)

2,400
2,397

2.394 |
17000

0,999 N . ' " o0008|
~ 0,998 B voonl

0,997 | . -~ L,
100 )
Frecuencia (cm’)

7 1,00000

Figura 5.11: El tiempo de transmisién (linea sélida) y el tiempo de estancia (linea de
puntos), ambos en ns, son graficados como funcién de la frecuencias de los
fonones dpticos (en cm™') para la doble barrera, con n=4 (c), n=8 (b) y
n=12 (a) monocapas. En (d) el coeficiente de transmisién se proporciona
para comparaciéon para n=4 (linea sélida), n=8 (linea de puntos) y n=12
(linea a rayas) monocapas. El grifico insertado muestra el comportamiento
del coeficiente de transmision alrededor de la frecuencia de 130.34 cm™*.
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5.3 Tunelaje de fonones de longitud de onda larga

utilizando el concepto de impedancia generalizada

En esta seccion se propone un método para calcular los coeficientes de transmisién a través
de una superred semiconductora con una distribucion de barreras y pozos arbitraria;
utilizando el concepto de impedancia de onda generalizada desarrollado en el contexto del

tunelaje de fonones de onda larga por Villegas y sus colaboradores [101].

El método propuesto se basa en el concepto de impedancia de onda generalizada, el cual
fue inicialmente desarrollado por A. Khondker y sus colaboradores [102] en el contexto
del tunelaje mecénico-cudntico. El demostré que la teoria de las lineas de transmision
eléctrica puede ser utilizada efectivamente para calcular la probabilidad de transmision
mecanico-cuantica durante el tunelaje cudntico. A diferencia de otros métodos empleados
en la literatura donde se utilizan de manera extensiva el algebra matricial, este método

no requiere de un uso extensivo del cdlculo matricial.

La implementacion del método descansa en el hecho de que las soluciones estacionarias
de las ecuaciones del movimiento ([3.6]) y (B.7)) conducen a ecuaciones de Helmholtz. Estas
ecuaciones son isomorfas a la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo y a la
ecuacion de propagacion de ondas electromagnéticas en una linea de transmision eléctrica.

Entonces, las ecuaciones del movimiento se transforman en

d*u
Tzt ku =0 (5.35)
d*c
3 TKo=0. (5.36)

Dentro del intervalo de frecuencia con oscilaciones épticas permitidas, las soluciones para
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las ecuaciones del movimiento son

u= Afe™ + A e ™ (5.37)

o= Afe* 4 A=, (5.38)

donde k = /(w3 — w?)/32.

Para frecuencias tales que w > wy las oscilaciones son prohibidas. La solucién para las

ecuaciones del movimiento son

u=ATe"™ 4+ A e " 5.39
T t

o= Afer + A7 e, (5.40)

donde k = /(w? — w3)/ [

Por otra parte una linea de transmision es una red de parametros distribuidos, donde las
corrientes y tensiones pueden variar en magnitud y fase con la distancia. Las ecuaciones
de ondas se obtienen partiendo de las leyes de corriente y tension de Kirchhoff. Para la

condicién de estado estable del sistema se obtienen las ecuaciones del movimiento

d’1
g Y1 =0 (5.41)
aaveo,

donde I es la corriente, V es la tension, y v es la constante de propagacién compleja, la

cual es una funcién de la frecuencia.

Las soluciones de ondas viajeras para la corriente (5.41]) y la tensién (5.42) se expresan
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mediantes las siguientes ecuaciones

V=Vte "+ V e”* (5.43)
1% V-

I =—e 7" 4 —¢7* 44
Z e 4 7 e’ (5.44)

donde el factor e~ representa la propagacién de la onda en la direccion z, y el factor e7*
representa la propagacién de la onda en la direccion —z. La impedancia caracteristica Z

de la linea de transmisién se define como
Z0:V+/[Jr =-V-/I” (5.45)

y es una magnitud que depende de los pardmetros del sistema. Es facil verificar que las
ecuaciones que describen la propagacién de ondas en una linea de transmision eléctrica
(E41) v (542), y las ecuaciones que describen la propagacién de fonones de longitud de
onda larga a través de heteroestructura semiconductoras (5.35]) y (5.36) son isomorfas. Lo

anteriormente expresado también es vélido para las soluciones de estas ecuaciones.

Con el objetivo de introducir y definir el concepto de impedancia de onda en el contexto
del tunelaje de fonones de longitud de onda larga se considera un sistema formado por
dos materiales semi-infinitos, denominados A; y As, respectivamente. Para este sistema,

las ecuaciones (5.37) y (5.38) se transforman como

u(z) = A" (7% —re %), (5.46)

0(2) = —pB*y At (7 +re?), (5.47)

donde

i J R (.45
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P = (p2B33v2 — p1Bin)/ (p2B572 + p1Bimn), (5.49)

es el coeficiente de reflexién de amplitud.

En este momento es importante recordar el isomorfismo entre las ecuaciones (5.40) y (5.47)
y las correspondientes ecuaciones de ondas mecanico-cudntica [I02]. Definiendo las mag-
nitudes auxiliares ®(z) = io(z) y U(2) = u(z), se identifica la impedancia caracteristica
como

Zy = ipB*y. (5.50)

La impedancia de onda en cualquier lugar z de la linea de transmisién se define como

Z(2) = 3(2)/U(2). (5.51)

La impedancia a la entrada de la linea de transmisién de fonones Z; = Z(—1), se obtiene
en funcién de la impedancia de carga Zr = Z(0). Entonces, de manera directa se obtiene

que
Zi  Zycosh(yl) — Zysinh(yl)

— = . 5.52
Zy  Zgcosh(yl) — Zp sinh(y1) ( )

Por otra parte una linea de trasmision eléctrica sin pérdida, de impedancia caracteristica
Zy, v terminada con una impedancia de cargas Zr, posee un coeficiente de reflexion de

amplitud de la onda igual a

I'=(Zr —2) | (Zr + Z) (5.53)

luego, r =T
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Las soluciones estacionarias para las ecuaciones del movimiento (3.6) y (B.7) se escriben

como u(z,t) = U(z)e™' y o(z,t) = —i®(2)e™'. Lo anterior permite que las ecuaciones
para la densidad de energfa vibracional (B3] y el flujo de la densidad de energia (39) se

calculen por las siguientes relaciones

M) = g UG + SpAlU P - 5he 002

! dU(z)*} |

dz

j(z) = gRe [B(2)U"(2))]. (5.55)

Las nuevas ecuaciones (0.54]) y (5.55]) son utilizadas para calcular el tiempo de estancia
H.9).

Con vista a ejemplificar la implementacion de este método consideremos el sistema mostra-
do en la Figura[5.7 Calculemos el coeficiente de transmisién para un fonén que incide por
el lado izquierdo del sistema. Para un valor determinado de frecuencia w, los valores de
vy Zy (ecuaciones (5.48) y (£.50), respectivamente) son calculados utilizando los valores
constantes de las parametros de p, 3 y wo en cada regién. La impedancia caracteristica
para la regién mas a la derecha del sistema sirve como impedancia de carga ya que no
existe ninguna otra discontinuidad en esa regiéon y por consiguiente Z; = Z,;. Encon-
trando la impedancia de carga en el punto z = 24, la impedancia de entrada Z3 en el
punto z = z3 se calcula mediante la ecuacién (552) con Z, = Z,4 y | = L;. Ahora con
Z3 como la carga en el punto z = z3, se calcula la impedancia de entrada en el punto
z = zo y este proceso continta hasta llegar al punto z = z;. El coeficiente de reflexion
de todo el sistema se calcula utilizando Z; como la impedancia de carga y Z,; como la
impedancia caracteristica y sustituyendo estos valores en la ecuacién (B.53)). Mediante

este procedimiento también se obtiene el coeficiente de transmision de todo el sistema.
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Resumiendo la impedancia de onda generalizada definida en este trabajo depende de los
parametros de los materiales y la frecuencia. Esta impedancia esta relacionada con los

tensores de tension y deformacion unidimensional.

5.4 Superredes gaussianas para fonones

En esta seccion se propone la estructura de una superred la cual posee una caracteristica

de transmisién semejante a la de un filtro pasabanda.

La transmision total se obtiene cuando la frecuencia de los fonones esta dentro de las
respectiva banda de paso. La estructura se considera una superred regular modulada
mediante una funcién gaussiana. El tope de la barrera de fonones es centrada en z, (donde
z denota la coordenada espacial a lo largo de la direccién de crecimiento de la estructura)
y se coloca de acuerdo a la funcién Vg exp (—zf / 03) donde Vj es la magnitud de la barrera
mas alta y o, es la desviacion estandar de la funciéon gaussiana. En este caso, la altura de
la barrera V; es igual a la diferencia entre las frecuencia de fonones para el masivo del Sz,
wg; = H18cm ™!, v la frecuencia de fonones para el masivo del Ge, wg. = 303,4cm~!. El
perfil del potencial se puede obtener, por ejemplo, variando gradualmente la fraccién molar
en el sistema Si/Si,Ge;_,. Los pozos se construyen del mismo material (por ejemplo S7)
y solo las barreras (Si,Ge;_,) son moduladas. Los pardmetros reportados en la referencia

[104] son empleados.

En la Figura 512l el coeficiente de transmisién para una superred gaussiana Si/Si,Ge;_,
con 20 periodos y o =2.5 L se muestra como funcién de la frecuencia de los fonones
incidentes. Dos bandas de pasos diferentes son observadas, una para frecuencias menores
que 295 cm~! y la segunda para las frecuencias entre 295 cm~! y 352 cm~!. Las bandas

de pasos son planas pero las bandas de parada no muestran una reflexién perfecta como
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en el caso electrénico.
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Figura 5.12: El coeficiente de transmision para una superred gaussiana con 20 periodos y
o =2.5 L como funcién de la frecuencia de los fonones incidentes.

5.5 Calculo del tiempo de tunelaje a través de una

heteroestructura semiconductora

En esta seccion se estudian numéricamente las superredes finitas de ("*Ge)y-("Ge)y, pre-

viamente consideradas en las referencias [85] y [86].

En las Figuras B.13] 514 y 515 se grafican el tiempo de estancia (lineas sélidas) y el

tiempo de transmisién (lineas a rayas) como funciones de las frecuencia en cm™! para los
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fonones acusticos y opticos.

En la Figura se muestran los fonones actsticos; mientras que en las Figuras 5.14 y
se estudian los fonones épticos para las regiones de frecuencias permitidas (Figura
B.14) y prohibidas (Figura EI5). Con el objetivo de esclarecer el significado de ambos
tiempos se grafica el coeficiente de transmision 7 como una funcién de la frecuencia de
los fonones. En los cédlculos el nimero de barrera se incrementa desde 2 barreras hasta
15 barreras. En [86] se obtuvo que para 15 barreras las caracteristicas de los modos de
fonones son suficientemente cercanas a la relaciéon de dispersion de un sistema periédico

infinito.

La caracteristica més significativa en la Figura es la existencia de un gap para los
modos de fonones (equivalente a un valle para 7'), el cual es més estrecho y profundo para
sistemas mas grandes. El tiempo de fase presenta el mismo comportamiento que 7. El
tiempo de estancia muestra picos caracteristicos, indicando que el fonén permanece mas
tiempo dentro de la heteroestrutura para estas frecuencias. Con la excepcion de los modos
dentro del gap, los fonones actsticos tiene un coeficiente de transmision muy cercano a la
unidad. En la Figura (d) se representa 7 para 15 barreras con lineas a rayas con el
objetivo de diferencial los picos. En el gréfico insertado de la Figura [5.13] (a) se muestran
los picos de 7; para el sistema de las 15 barreras. Se observa que tp es la envolvente para
estos picos de 7;. Por otra parte se nota que tp incrementa mas rapido que 7; cuando el

tamano del sistema es incrementado.

En la Figura [5.14] se muestra el caso de los modos de fonones 6pticos dentro del rango
de frecuencia permitidas que se propagan tanto dentro de las capas de los pozos y las
barreras. La situacién fisica presenta en esta caso es similar al caso de los modos acusticos.
La diferencia esencial proviene de la nueva relacién de dispersién para los modos dpticos.

La caracteristica novedosa en el comportamiento del tiempo de estancia es la divergencia
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que aparece cuando la frecuencia se aproxima al valor correspondiente para el material
del masivo de 301.5 cm ™. El coeficiente de transmisién tiende a cero cuando se aproxima

a este valor de frecuencia.

En la Figura se presenta el caso de los modos de fonones 6pticos dentro del rango
de frecuencias prohibidas dentro de la capa de la barrera y permitida dentro de la capa
del pozo. Es importante en este caso analizar las resonancias resultantes de la presencia
de los pozos interiores entre las barreras. Dado la hibridacion de los modos, la resonancia
que aparece dentro del sistema de doble barrera a 305,57 cm™!, se duplica para el sistema
de tres barreras y dos pozos interiores. El nimero de picos incrementa para sistemas
mucho mas grandes. Evidentemente se observa que el tiempo de estancia es la funcion
envolvente del tiempo de fase. También ambos tiempos son iguales a las frecuencias de
resonancias, como se prob6 anteriormente. Este comportamiento aparece en todas las
figuras mostradas. En este caso el orden de magnitud de tp y 7 es tres veces mas grande
que en los casos de fonones acusticos y opticos permitidos. En general se encuentra que
los valores de los tiempos para los fonones 6pticos son mucho mas grande que para los

fonones acusticos.

5.6 Conclusiones Parciales

Se ha demostrado la existencia de un limite asintdtico para el tiempo de transmision
de los fonones de longitud de onda larga en el caso de fonones épticos con frecuencias
prohibidas en la regién de la barrera. Este fenémeno es un analogo del EH en el tunelaje
de electrones. Este limite asintético del tiempo de transmision esta relacionado con la
saturacion de la energia vibracional dentro del sistema. Lo anterior permite reinterpretar
el retardo temporal como un tiempo de vida de la cavidad y no como un tiempo de transito

del paquete de onda a través de la estructura. Tal argumento soluciona el problema del
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surgimiento de velocidades superluminica. Por otra parte el tiempo de estancia propuesto
no se satura en todo el rango de frecuencia considerado (tanto para fonones actsticos y

épticos).

El estudio de la dependencia de los tiempos de estancia y transmision con el ntimero
de periodos de una superred genera determinadas propiedades que son de interés actual.
En particular, en el caso que se consideren modos 6pticos con frecuencias prohibidas en
los materiales que actiian como barrera, 7; presenta un comportamiento de tiempo de
fase superluminico dependiendo de si el fonén esta dentro de una banda o dentro de un
gap. Este comportamiento y el EH son propiedades relacionadas pero no el mismo efecto;
aunque se pueden explicar desde el mismo punto de vista. Fenémenos semejantes aparecen

en el tunelaje de electrones y fotones a través de superredes.

Estas predicciones tedricas sobre la existencia del EH en el contexto de la nanofononica hoy
tiene su eviencia experimental en los trabajos realizados por A. Huynh, N. D. Lanzillotti-
Kimura y sus colaboradores. Ellos estudian el tiempo de transmisién de fonones actisticos
en el rango GHz-THz a través de un espejo hipersénico [21]; observando que dentro de la
banda de parada, los tiempos de transito son menores que el tiempo de transito libre a
través de la estructura. Ademds, N. D. Lanzillotti-Kimura analiza para el caso un espejo de
fonones la dependencia del tiempo de transmision del niimero de periodos de la estructura

observando la saturacién de este tiempo con el aumento el nimero de periodos.

El tunelaje resonante a través de una estructura de doble barrera de fonones restringido al
caso unidimensional es investigado tedricamente. Expresiones analiticas para el coeficiente
de transmision y la condiciéon de resonancia las cuales pueden evaluarse numéricamente
son obtenidas aplicando el método de la matriz de transferencia. La condicién H = 0 se
considera la base para comprender el tunelaje resonante en el sistema de doble barrera

estudiado. El calculo de los tiempos de tunelaje propuesto y la comprobaciéon numérica de
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la relacién existente entre ellos validan los resultados tedricos presentados en el capitulo

precedente.

El empleo adecuado del isomorfismo existente entres las ecuaciones fisicas que describen
diferentes sistemas fisicos permite establecer otro punto de vista diferente para analizar
determinados fenémenos fisicos. Desde este punto de vista es posible definir una impedan-
cia de onda generalizada en el tunelaje de fonones de onda larga, la cual es semejante a
la definida en el estudio de las lineas de transmision eléctrica y en el tunelaje mecanico-
cuantico. Este enfoque es de gran utilidad en el calculo de los coeficiente de transmision y

reflexién para el caso de superredes semiconductoras y en el estudio del tunelaje resonante.

En este capitulo se estudia numéricamente las superredes finitas de ("Ge)-("Ge)y, lo
cual ayuda a esclarecer el, significado de los tiempos de estancia y fase. En general se
demuestra que ambos tiempos se pueden utilizar para describir las caracteristicas de los
modos de fonones. Para los fonones épticos se encuentra que la magnitud de los tiempos es
mas grande que para los fonones acusticos. Estas magnitudes aumentan, con el incremento
del tamano del sistema. Para los fonones 6pticos el término de interferencia, resultante
del solapamiento de las ondas incidentes y reflejadas delante de la heteroestructura no es
cero (a diferencia de los fonones acisticos, este tiene un valor pequeno. Se observa que
el tiempo de estancia es la funcién envolvente de los picos del tiempo de fase para los

estados permitido. En particular, en los estados resonantes, tp es igual a 7, y 7; = 0.

En la referencia [50] las ecuaciones Christoffel son empleadas para estudiar un sistema
macroscopico, es decir, las mismas ecuaciones utilizadas para estudiar los fonones actisticos
de longitud de onda larga. Estos autores consideran modos desacoplados. Ellos calculan
tedricamente los coeficientes de transmision utilizando el método de la matriz de trans-
ferencia y las velocidades de grupo simulan la propagacion de paquetes de ondas. Sus

resultados tedricos estan en correspondencia con sus propios datos experimentales. Deter-
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minado por que en éste trabajo se emplea la velocidad del sonido dentro del medio como
un parametro de entrada, un chequeo cualitativo del orden de magnitud de los tiempos se
obtiene reemplazando las dimensiones de sus sistemas por las dimensiones nanométricas
de la dimensiones empleadas en este trabajo. Como resultado se obtiene el mismo orden
de magnitud de los tiempos mostrados en la Figura 513l No obstante se necesita de mas

evidencia experimental.
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Figura 5.13: El tiempo de estancia (linea sélida y el tiempo de transmision (linea a rayas),
ambos en ps, son ploteados como una funcién de la frecuencia de los fonones
actsticos (en cm™!) para la superred de tamarfio finito ("Ge),-("°Ge)4, con
3, 4 y 15 barreras. El coeficiente de transmisién se proporciona para com-
paracién. Por razones de conveniencia el coeficiente de transmision para 15
barreras es ploteado con lineas a rayas e insertado dentro de la figura. El
grafico insertado en la parte superior de la figura muestra algunos detalles
del tiempo de transmisién para 15 bareras.
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Figura 5.14: Semejante a la Figura[b. 13 para los estados de fonones épticos permitidos. Por
razones de claridad el coeficiente de transmisién para 15 barreras se grafica
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Figura 5.15: Semejante a las figuras anteriores para los estados de fonones 6pticos pro-
hibidos. El tiempo esta ahora en ns. Por razones de claridad el coeficiente de
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6 CONCLUSIONES

Este trabajo ha estado dirigida a ahondar en el conocimiento del origen y naturaleza
del efecto tunel para lo cual se ha partido de la validez del modelo fenomenoldgico de
onda larga, el cual permite estudiar de manera adecuada los materiales semiconductores
no polares. El isomorfismo existente entre los fenémenos del tunelaje de electrones, ondas

electromagnéticas y fonones nos ha permitido obtener ecuaciones de naturaleza semejante.

Partiendo de la ecuacion de continuidad del flujo de la densidad de energia se ha podido
obtener una expresion analitica de validez general que relaciona a los diferentes tiempos
(tiempo de estancia, tiempo total de transmisién, tiempo total de reflexién y tiempo de
interferencia) utilizados para caracterizar el tunelaje de fonones de longitud de onda larga
a través de heteroestructuras semiconductoras. En particular, se define por primera vez
el tiempo de estancia en el contexto del tunelaje de fonones y se estudian sus principales

propiedades.

Partiendo de principios fisicos generales como la invarianza ante la inversién temporal, la
invarianza ante la inversién espacial y la conservacién del flujo de la densidad de energia se
obtienen las propiedades que deben cumplir los elementos de la matriz de transferencia del
sistema estudiado y se demuestra la equivalencia existente entre los tiempos de transmision

y reflexion.

Las condiciones bajos las cuales aparece el Efecto Hartman en el tunelaje de fonones

85
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de longitud de onda larga son analizadas. En particular, para el caso de una barrera
de fonones se obtiene un limite asintético para el tiempo de transmision, lo cual es el
equivalente fonénico del Efecto Hartman. Una posible explicacién del mismo, tomando
en cuenta la saturacion de la energia vibracional almacenada en la regién de la barrera
permite dar una explicacién satisfactoria de este fenémeno. También se estudia la depen-
dencia del tiempo de tunelaje de tamano del sistema (ntimero de periodos de la superred)o
lograndose predecir que un fenémeno semejante al Efecto Hartman puede ocurrir en estos
sistema. Este fenomeno recientemente ha sido observado experimentalmente durante el

tunelaje de fonones en heteroestructuras.

El estudio del comportamiento de un sistema de doble barrera de fonones permite obten-
er las condiciones bajo las cuales es posible observar el tunelaje resonantes de fonones,

asi como la forma de su espectro de transmision.

El empleo adecuado del isomorfismo existente entres las ecuaciones matemaéticas que de-
scriben diferentes sistemas fisicos permite establecer otro punto de vista diferente para
analizar determinados fenémenos. Luego es posible definir una impedancia de onda gen-
eralizada en el tunelaje de fonones de onda larga, la cual es semejante a la definida en el
estudio de las lineas de transmision eléctrica y en el tunelaje mecénico-cuantico. Este en-
foque es de utilidad en el célculo de los coeficiente de transmision y reflexion para el caso

de superredes semiconductoras de formas arbitraria y en el estudio del tunelaje resonante.

Los calculos analiticos y numéricos realizados confirman la validez de las ecuaciones
obtenidas y proporcionan un orden de magnitud del tiempo de tunelaje el cual puede

ser utilizado como punto de partida para la realizaciéon de algunas mediciones reales.

Este estudio también es importante por que permite el diseno de nuevos dispositivos tales
como son las llamadas superredes gaussianas. A su vez los resultados obtenidos en este

trabajo pueden ser extrapolados al estudio de electrones y ondas electromagnéticas



7 RECOMENDACIONES

Luego de realizar un estudio de los tiempos de tunelaje de fonones de longitud de onda
larga a través de una heteroestructura semiconductora se realizan las siguientes recomen-

daciones:
e Extender el estudio al caso de excitaciones escalares con varias componentes acopladas.

e Realizar un estudio experimental de las propiedades del tiempo de tunelaje.
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