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Sintesis del contenido de la tesis

SINTESIS

En la presente investigacion se abordan problemas de tipo parabdlico e
hiperbdlico con condiciones de contorno con un alto grado de complejidad, que
son reducidos, mediante el operador de Fourier, a un problema de contorno de
Riemann con solucion conocida, lo que completa los resultados del grupo de
ecuaciones diferenciales de la Universidad Central “Marta Abreu” de Las Villas,
gue habia resuelto el referido problema para ecuaciones diferenciales parciales
de tipo eliptico. A partir de la solucién del problema de Riemann se obtiene la
solucién en cuadraturas de los problemas parabdlicos e hiperbdlicos inicialmente
planteados, para diferentes valores del indice del problema de Riemann,

utilizando una técnica no registrada en la amplia bibliografia revisada.

Con los resultados obtenidos en la tesis es posible resolver problemas de la
Fisica-Matematica que sean de interés para ingenieros y especialistas de
diferentes dominios de las ciencias técnicas, sin la necesidad del dominio total de

la teoria expuesta.
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Introducciéon

INTRODUCCION

Las ecuaciones de la Fisica—Matematica constituyen una herramienta
fundamental en la investigacion de muchos especialistas en diferentes ramas de
la ciencia. A través de la resolucion de las mismas se puede obtener informacion
de cémo evoluciona un sistema fisico determinado y de esta manera se facilita su
estudio. Dentro de las ecuaciones de la Fisica—Matematica las ecuaciones
diferenciales parciales lineales asumen un papel muy importante, ellas se
agrupan en tres grandes grupos: elipticas, hiperbdlicas y parabdlicas. De manera
general las ecuaciones elipticas modelan multiples procesos estacionarios y no
estacionarios, las hiperbdlicas modelan procesos oscilatorios y las ecuaciones de
tipo parabdlicas rigen procesos de transferencia de calor y difusién, entre otros.
En esta investigacion se parte de las siguientes preguntas cientificas:

1. ¢Como resolver en forma analitica problemas de tipo parabdlico e
hiperbdlico, cuando las condiciones de contorno estan dadas por semiejes,
para lo cual falla la teoria clasica?

2. ¢Como determinar clases de funciones suficientemente buenas para
resolver el problema anterior?

3. ¢Como aplicar la teoria sobre la solucion del problema de Riemann con el
auxilio de la transformada de Fourier a los problemas de tipo parabdlico e

hiperbdlico?
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4. ¢Cbmo ofrecer los resultados de una manera funcional, de modo que sean
Gtiles a los profesionales que utilizan este tipo de modelo?

Por todo lo dicho anteriormente, el problema cientifico, se puede enunciar del
siguiente modo: ¢ COmo encontrar la solucion analitica de problemas parabdlicos
e hiperbdlicos con condiciones de contorno dadas por semiejes con un notable
nivel de complejidad, mediante la reduccion a un problema de Riemann? En el
marco tedrico de esta investigacion se argumenta que los fundamentos
cientificos de esta investigacién vienen dados por los resultados obtenidos en la
segunda mitad del siglo XX sobre los problemas de contorno de la teoria de
funciones analiticas, asi como por los resultados obtenidos por el grupo de
Ecuaciones Diferenciales de la Facultad de Matematica, Fisica y Computacion,
tanto en el estudio de la estabilidad y la solucién del problema de Riemann, como
en la definicibn de las clases de funciones suficientemente buenas para la
aplicacion de la transformada de Fourier. Ademas, el referido grupo resolvio el
problema del tipo anterior en el caso eliptico, reduciendo el problema de contorno
original a un problema de contorno de la teoria de funciones analiticas (Problema
de Riemann), con el auxilio de la transformada de Fourier. En la presente
investigacion se realiza el estudio de los casos parabolico e hiperbdlico utilizando
una técnica similar.
El campo de accidon son las Ecuaciones Diferenciales Parciales y el objeto los

problemas de contorno de la Fisica—Matematica.



Introducciéon

El objetivo de esta investigacion consiste en la solucion de problemas parabdlico
e hiperbdlico con condiciones de contorno de un alto nivel de complejidad, por
reduccién a un problema de Riemann, utilizando la transformada de Fourier.

La novedad cientifica del presente trabajo consiste en que mejora en gran
medida el tratamiento de las ecuaciones de la Fisica—Mateméatica con
condiciones de contorno que se expresan en regiones infinitas, con valores
diferentes en semiejes, pues al fallar la teoria clasica se deben buscar otros
recursos tedricos para encontrar la solucién analitica.

En la bibliografia consultada no existen técnicas similares a las que se utilizan en
el presente trabajo, el cual estd avalado por un grupo de investigaciones
anteriores, publicadas por el grupo de Ecuaciones Diferenciales de la Universidad
Central “Marta Abreu” de Las Villas.

Se garantiza en la presente investigacién que las soluciones encontradas son
Gnicas, aunque a veces se deben establecer condiciones adicionales para
asegurar dicha unicidad.

También constituye una novedad cientifica la solucion analitica de problemas de
contorno parabolicos e hiperbdlicos con un alto nivel de complejidad, que
generalmente se resuelven por métodos aproximados.

Al presentarse los resultados en cuadraturas, especificamente en integrales
complejas, se ofrece una herramienta fundamental a los especialistas de
diferentes campos que se enfrenten a modelos de tipo parabdlico e hiperbdlico
con un alto nivel de complejidad, pues no se requiere que conozcan en detalle la

teoria utilizada.
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También con la presente tesis se posibilita la creacion de un software que facilite
la solucién directa de problemas del tipo antes sefialado, a partir de la forma en
gue se presentan los resultados obtenidos.

La aplicacion de los métodos utilizados estan limitados a modelos de la Fisica-
Matematica y la Tecnologia que utilicen las ecuaciones diferenciales parciales
con coeficientes constantes, y en las cuales una de las variables al menos se
desplace en un eje infinito. No obstante los resultados obtenidos se pueden
generalizar a otros tipos de regiones, incluso acotadas, trabajando con
transformaciones conformes [ver paginas 72-79 de [1], paginas 183-186 de [3]
y Anexo (As)].

La Tesis esta distribuida de la siguiente manera:

En el Capitulo | se expone una resefia historica del problema de Riemann, se
establecen definiciones y resultados auxiliares asi como clases de funciones que
son de suma relevancia para el estudio realizado. En el Capitulo Il se hace el
planteamiento del problema de tipo parabdlico, consistente en encontrar la
solucién a un problema de contorno de tipo parabdlico con condiciones de
fronteras muy generales, dadas por semiejes. La misma se buscara en una cierta
clase de funciones de amplia aplicacion practica. Se usa la técnica de Cherski
[ver [4] y Anexo (A1)] , para reducir este problema a un problema de contorno de
Riemann cuya solucion es conocida, para ello se utiliza el operador de Fourier y
finalmente se encuentra una ecuacion funcional que constituye un problema de
Riemann. Ademas se estudian las condiciones de solubilidad del problema de

Riemann mediante condiciones necesarias y suficientes para que el coeficiente y
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el término independiente de dicho problema estén en las clases de funciones
adecuadas [ver paginas 72-79 de [1], p4ginas 181-188 de [2] y Anexo (A2)]. Es
interesante el estudio realizado sobre el valor del indice y los diferentes valores
de acuerdo a los coeficientes del problema. Luego se determina la solucién del
problema en cuadraturas y se establecen condiciones para que el problema esté
correctamente planteado. Todo esto se recoge en una serie de teoremas que
resumen los resultados obtenidos.

Luego en el Capitulo Ill se plantea el problema de tipo hiperbdlico, consistente en
encontrar la solucion a un problema de contorno de tipo hiperbdlico con
condiciones de fronteras muy generales, dadas por semiejes. En este capitulo se
utiliza el mismo algoritmo que en el Capitulo II, y se llega igualmente a una serie

de teoremas que resumen los resultados alcanzados.
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CAPITULO I: EL PROBLEMA DE RIEMANN: RESENA HISTORICA, ALGUNAS

DEFINICIONES Y RESULTADOS AUXILIARES

En el presente capitulo se expone una resefa historica del problema de Riemann
con el objetivo de dar a conocer los principales resultados alcanzados en el tema
por diferentes especialistas, y se incluye también una serie de definiciones y
resultados auxiliares que seran utilizados posteriormente, las cuales constituyen,
por tanto, una referencia obligada en el desarrollo del trabajo. Se hace hincapié,
por ejemplo, en las definiciones de Integral de Fourier y Clases de Hdlder, las
gue, junto a otras clases definidas con anterioridad, contribuyen el basamento
tedrico de este trabajo. También se aborda el importante concepto de indice.
1.1Resefia histérica del Problema de Riemann

1.1.1 Introduccion

Con este epigrafe no se pretende abarcar todo lo relacionado al problema de
Riemann, sino incluir so6lo aquellos resultados principales que han sido
imprescindibles para el desarrollo de esta investigacion, asi como algunos
resultados que por su importancia no pueden dejar de mencionarse.

El grupo de investigacion de ecuaciones diferenciales de la Facultad de
Matematica, Fisica y Computacion de la Universidad Central “Marta Abreu” de

Las Villas ha trabajado en la solucion de problemas abiertos de las ecuaciones en
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derivadas parciales mediante su reduccién a problemas de contorno de la teoria
de funciones analiticas, utilizando para ello la transformada de Fourier. Por esta
razon se ha dedicado especial atencion a los resultados en los que el coeficiente
y el término independiente del problema de contorno de Riemann pertenecen a
clases relacionadas con los espacios L, y cuando las condiciones de contorno
estan dadas por semiejes.

El problema de Riemann se dio a conocer por primera vez a mediados del siglo
XIX en la obra de Bernhard Riemann sobre ecuaciones diferenciales con
coeficientes algebraicos, de la siguiente manera [ver [5]]: Dado un contorno, L,
con determinadas condiciones, que divide el plano complejo en un dominio
interior D* y un dominio exterior D~, y dos funciones complejas G y g definidas
sobre L, que satisfacen ciertas condiciones. Se denomina problema de contorno
de Riemann [problema de Riemann-Hilbert, problema de Hilbert, problema de
Hilbert-Privalov, problema de Riemann-Privalov, problema de conjugacién lineal],
al problema consistente en encontrar dos funciones ®*(z) analitica en el dominio

D*, y ®(z) analitica en el dominio D~ incluido z = o, que satisfagan sobre L la

condicion
d*(t) = G(t)P ™ (2) (problema homogéneo) ()
ot (t) = G(t)P (2) + g(t) (problema no homogéneo) (i)

Las funciones G y g se denominan coeficiente y término independiente del
problema respectivamente.

Si se considera L cerrado y simple y G(t) como una funcidon seccionalmente
constante, el problema (i), (ii) se reduce a un caso particular del problema

8
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planteado por Riemann. Los problemas (i), (ii) se conocen también con el nombre
de “Problema de Riemann”, nombre que se utilizara en esta investigacion [ver
[6], pagina 147].

En el epigrafe 19 de [5] se expresa que: “Riemann no se esforzo para resolver el
problema planteado por él mismo”.

El problema fue resuelto por primera vez por Hilbert, para el caso homogéneo, en
1905 [ver [7]], considerando a L como un contorno analitico y a G como una
funcién con derivada segunda continua sobre L [ver [6] pagina 147]. Segun [6],
en el epigrafe 19, Hilbert redujo el problema a una ecuacioén integral de Fredholm.
E. Picard [ver [8]] considerdé el caso general del problema y obtuvo dos
ecuaciones integrales, una de ellas de Fredholm de segundo grado y la otra, una
ecuacion singular, pero no investigé estas ecuaciones [ver nota al final de la
pagina 148 de [6]].

l. 1. Privalov [ver [9]] consider6 el caso en que G(t) y g(t)son funciones
integrables segun Lebesgue y que ademas se cumple que 0 <m < |G(t)| < M,
donde m y M son constantes [ver nota al final de la pagina 160 de [6]].

Con respecto a estos dos ultimos autores se plantea en el epigrafe 19 de [5] lo
siguiente: “Los autores que consideraban mas tarde el caso general del problema
de contorno (Picard y Privalov), seguian el mismo camino de reduccion del
problema a una ecuacion integral, aprovechando a titulo del aparato matematico
las integrales de tipo de Cauchy”.

En el articulo [10] de I. Plemelj se considera el caso en que en G(t) es uniforme,

lo que corresponde al caso de indice cero (aunque Plemelj no introdujo el
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concepto de indice) y muestra que en este caso puede obtenerse explicitamente
la solucion del problema homogéneo mediante integrales de tipo Cauchy.

T. Carleman [ver [11]], antes que, Privalov resolvié el problema general para un
caso particular. Al respecto se plantea en [5] lo siguiente “Al resolver la ecuacion
integral singular con nucleo de Cauchy, Carleman soluciona, entre otras cosas, el
problema de Riemann no homogéneo con coeficientes constantes G(t) para el
caso en que el contorno esta representado por un segmento del eje real’.

Con respecto a los métodos empleados por Carleman y Plemelj en el epigrafe 19
de [5] se dice lo siguiente “Los métodos de solucion empleados por Plemelj y
Carleman, son de hecho los mismos que se exponen en el presente capitulo,
pero su aplicacion estd limitada por unos casos muy particulares, donde los
rasgos caracteristicos del problema no se ponen de manifiesto y no se utiliza,
ante todo, el concepto de indice el cual, como es conocido, es un aspecto
fundamental, tanto para el propio problema de Riemann, como para sus
generalizaciones”. También Carleman trabajé en el problema de Riemann con
desplazamiento.

Se sefala en el epigrafe 19 de [5] lo siguiente: “Debe mencionarse también la
obra de Wiener y Hopf, dedicada a la resolucion de las ecuaciones integrales de
tipo convolucion. Esta obra nunca se menciona en relacion con el problema de
Riemann con la diferencia de que la correlacion entre las funciones analiticas se
define no en el contorno, si no en los puntos del plano entero (una banda limitada

con dos rectas paralelas al eje OX). El método de resolucion difiere del método

10
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de resolucién del problema de Riemann solo en detalles insignificantes. El

concepto de indice aqui también esta ausente”.

1.1.2 Solucion del problema de Riemann en un contorno cerrado
El primero que dio solucion completa al problema de contorno de Riemann fue
F.D. Gajov [ver [12]]. Gajov en [5] resuelve el problema para el caso en que L es
un contorno cerrado suave y las funciones G y g son de la clase de Hdélder en L,
donde la definicion de la clase de Hoélder sobre este contorno L [ver pagina 20 de
[5]] es:
Sea L una curva suave y sea ¢(t) una funcion de los puntos de dicha curva.
Suele decirse que la funcion ¢(t) satisface en la curva la condicion de Hdolder, si
para dos puntos cualesquiera de esta curva se verifica
lp(t2) — p(t)| < Alty — t1]*
donde A y A son numeros positivos y se denominan constante y exponente de
Holder respectivamente, donde 0 < 1 < 1.
Primeramente resuelve un problema de Riemann particular, el llamado problema
de salto, el cual -corresponde al problema no homogéneo con
G(t) =1 sobre L. Este problema se plantea como sigue: “Hallese la funcién
analitica a trozos ®(z), (®(z) = ®*(2) cuando z € D*, ®(z) = ®~(2) cuando z €
D7), que se anula en el infinito y experimenta un salto ¢(t) al pasar a través del
contorno L, es decir una funcion que satisfaga la condicion:

OF(t) — 7 (t) = p(t).”

Se analiza en el epigrafe 14 de [5] que la funcion:

11
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1 (e@
“’@-ﬁL =z

T

es solucién de este problema y que esta solucion es uUnica y se enuncia el
resultado en la siguiente forma.

‘La funcion arbitraria ¢(t), definida en un contorno cerrado, que satisface la
condicion de Holder, se puede representar de manera Unica como la diferencia
entre las funciones ®*(t) y ®~(t), con la condicién adicional ®~ () = 0, se ve

con facilidad que la solucion del problema se dard mediante la férmula

d(2) = = 2@ e + constante”
2mwiv’L 1-z

Este resultado se utiliza en la obtencién de una funcion auxiliar, llamada “funcién
canonica X(z)”, la cual se utiliza en la factorizacion del coeficiente G(t) de

Xt(@®)
xX—()°

manera que quede: G(t) =

Para esto, se considera en el epigrafe 14.3 de [13], el problema de Riemann
homogéneo, y se denota por » al indice de G(t). Para el caso particular de » = 0
se busca la solucion particular del problema (i) en la clase de funciones que no se
anulan en el contorno. EI método que se utiliza es el de aplicar logaritmos a la
condicion de contorno (i) para resolver entonces el problema de salto

In®*(t) — Ind~(t) = InG(t).

Utilizando las formulas de Sojotski se obtiene que las soluciones del problema de

contorno homogéneo, que satisfacen la condicion @~ (o) = 1, son las funciones
P*(z) ="' @, O (z) =el @,

donde TI'(z) = ifL InG(7) dr

T—Z

12
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Si se prescinde de la condicion adicional ®~ () = 1 la solucién esta dada por

Dt (2) = AT @, d~(2) = Ae' @,

donde A es una constante arbitraria.

Es evidente que, al serI'" () = 0, A es el valor de ®~(z) en el infinito.

En la pagina 112 de [5] se enuncia el siguiente resultado: “La funcion arbitraria
G(t) # 0, dada en el contorno L, que satisface la condicién de Hoélder y tiene
indice cero, puede ser representada como la razén de las funciones ®*(t) y
®~(t), las cuales son valores de contorno de las funciones que son analiticas en
D* y D™ y no tienen ceros en estos dominios. Dichas funciones se definen salvo
un factor constante arbitrario y se dan mediante las férmulas

Pt (z) = AeT @, O (2) = A" @,

Para pasar al caso general, se busca una funcién analitica a trozos que satisfaga
la condicion de contorno homogénea y tenga orden igual a cero en todo el plano,
excepto en un punto singular, donde su orden sea igual al indice del problema.
Este punto es arbitrario pero se toma en este caso el punto del infinito. La
definicion de funcién candnica dada en [5] en la pagina 112 es la siguiente:
“Llamaremos funciéon canodnica X(z) a la funcion que satisface la condicion de
contorno (i) y es analitica a trozos en todos los puntos del plano, a excepcion de
un punto infinitamente alejado, donde su orden es igual al indice del problema”

La construccion de la funcion canodnica se realiza escribiendo la condicion de

contorno (i) en la forma: ®*(t) = t*t ™G ()P (t)
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y tomando la factorizacién de la funcion t=*G(t), de indice nulo como t™*G(t) =

@ 1 In[t~*G . 2 -
ZF_(Z), conI'(z) = %fL rl[T(T)]dr, de donde se obtiene que la funcion candnica

X(z) esta dada por
Xt(z) = 7@ X~ (2) = z7%el @ (iii)

X*(2)
X~ (2)

y G(t) puede ser expresado por G(t) =
Debe notarse que cuando » > 0, la funcion candnica admite en el infinito un cero
de orden x y representa una de las soluciones particulares del problema de
contorno homogéneo. Si » < 0, la funcidn candnica tiene en el infinito un polo de
orden »x y no es ya solucion, pero se utiliza como funcion auxiliar para resolver

este problema.

Es posible ahora resolver el problema homogéneo, escribiendo la condicién (i) en

la forma:
d*(t) D7 (8)
Xt(t)  X-(b)

y utilizando el principio de prolongacién analitica (ver la definicion en el epigrafe
1.2.4 de este capitulo) y el teorema de Liouville generalizado (ver la definicion

en el epigrafe 1.2.3 de este capitulo) es posible obtener la solucion general

;I::((;) En la pagina 114 de [5] se enuncia el

analizando el orden en el infinito de

siguiente teorema: Si el indice »x del problema de contorno de Riemann no es
negativo, el problema homogéneo (i) tiene x+ 1 soluciones linealmente

independientes:

O (2) = z%e™ @D, P (2) = zk e @ (k=0,1,...,x%).
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La solucion general contiene x + 1 constantes arbitrarias y se determinan
mediante las férmulas:

®*(z) = B,(2)e" @, & (2) = z7*P,(2)e" @,

cuando el indice es negativo el problema solamente admite la solucion trivial.
Para resolver el problema no homogéneo con condicién de contorno (ii), se

ot _ "M |, g®
X*(t) X=(t)  X*(t)

escribe esta en la forma:

Debido a que la funcion g(t) satisface la condicion de Hdolder, es posible resolver

el problema de salto:
g

Go = VO Y (®),
el valor de ¥ (z) sera:

f g(r) dr
Xt(t) -z’

ZTL'l

y la condicién de contorno tomara la forma:

—IP()—

X+(t)
Mediante un andlisis similar al que se hizo en el problema homogéneo, basado en
el orden en el infinito de la expresion anterior, se demuestra el siguiente teorema:
Cuando » > 0, el problema de Riemann no homogéneo es soluble con cualquier

término independiente y su solucion general se expresa mediante la formula

D(z) =221 10 9 | vy p(2) (iv)

2mi YL X+(‘L')‘L' -z
donde la funcion canodnica X(z) se determina de (iii) y B,(z) es un polinomio de

grado » de coeficientes complejos arbitrarios. Si » = —1, el problema no
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homogéneo es también soluble y tiene una solucion Unica. En el caso de que x <
—1, no homogéneo no es generalmente soluble. Para que sea soluble es
necesario y suficiente que el término independiente del problema satisfaga —x —

1 condiciones:

f ng_(?)tk—ldf —0, (k=12,..,—x—1)

L

Si estas Ultimas se cumplen, la Unica solucién del problema se expresa mediante
la formula (iv), donde se debe poner P,(z) = 0, [ver pagina 118 de [5]].
Debe notarse que si la solucion tiene la condicion adicional de que sea cero en el
infinito, entonces, en lugar de un polinomio de grado » debe tomarse un
polinomio de grado » — 1 y para que el problema sea resoluble en el caso de
indice negativo debe considerarse c_,, = 0.
Luego la solucién estara dada por:

?(2) = X(2)[Y(2) + Py-1(2)] para » = 0 (v)
(six=0 P,_1(z) = 0). Si » <0 la soluciéon debera expresarse también por (v) Si

se cumplen ademas las - » condiciones de solubilidad siguientes:

g ., _
Lf e th=ldr =0, k=12, ..., —x)

Sobre este resultado en la pagina 117 de [5] se expresa: “De este modo, el
teorema de solubilidad de un problema no homogéneo adquiere una forma mas
simétrica. Cuando »x >0, la solucion general del problema no homogéneo

depende linealmente de » constantes arbitrarias. Cuando » < 0, el nimero de
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condiciones de solubilidad es igual a -». Observemos que aqui el problema no
homogéneo, para » = 0 es incondicionalmente soluble y la solucion es unica”.
También se ha estudiado el problema de Riemann donde el coeficiente y el
término independiente pertenecen a los espacios Ly, p > 1

En el articulo [13], B. V. Jvedelidze hace una exposicibn completa de sus
investigaciones sobre el problema de contorno de Riemann cuando G satisface la
condicion de Holder y ¢ € L,,, extendiéndolo a dominios multiplemente conexos y

luego Gajov y Chivin lo extendieron al semiplano.

1.1.3 Resultados cuando el contorno es el eje real cerrado

Cuando el contorno L es el eje real, D* y D~ son los semiplanos superior e
inferior respectivamente. El problema consiste en encontrar dos funciones ®*(z)
y ®~(z), analiticas en D* y D~ respectivamente con valores limites en la frontera
gue satisfacen la condicion de contorno

ot (t) = GMDP(t) + g(b), t € R.

En el caso en que G y g pertenezcan a una clase de Holder sobre R, es decir,

sea f una funcion ¢:R - K , se dice que f pertenece a la clase de Hdélder, si

existen constantes Ay A, A>0,y Ae (0,1] para las cuales se verifica:
1. lo(xy) — (x| < Alx, —x11* Vxp,x, €R

2. AN >0:sifx,|>N,[x,|>N se cumple que:

A
1 1
lp(x2) — @ (xy)| SA|x—2—x—1| Vx;,x, ER.
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Las constantes A y Ase denominan respectivamente coeficiente e indice de
Holder. La clase de las funciones que satisfacen la condicion de Hdélder para un
mismo indice A4 se denotan por H;(R). En este trabajo se denota por K a los
conjuntos numericos R 6 C.

La solucion de este problema esta desarrollada en el punto 14.7 del libro [5]. La
Unica diferencia con el caso de un contorno finito, esta en que cuando el contorno
es el eje real cerrado, el infinito y el origen de coordenadas pertenecen al propio
contorno y, por esta razén, es necesario cambiar la funcion auxiliar que se utilizé
cuando L era finito, y que tenia sobre L un indice unitario, por otra funcion que

sobre la recta ampliada tenga también indice unitario. La funcion que usualmente
se toma es la definida por: f(t) = E en este caso, si el indice de G(t) es igual a

x, el indice de G(t) es ceroy su logaritmo en R es una funcién uniforme.

La funcién candnica que se construye ahora esta dada por:

X*(2) = er+(z),X_(Z) = [Z__i]_}{ el @

Z+i

donde I'(z) = — [ "In [(_ t;i)‘” G(t)] o

27i ¥ —00 t+i
En este caso el punto —i es un punto excepcional para la funcién canodnica. Se

et @@ _ g®

O 10 xt©) utilizando los

escribe la condicion de contorno en la forma

g@®)
X*(t)

valores limites de la funcion X*(z). Es facil ver que la funcion es de la clase

de Holder sobre R.
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1.1.4 Casos singulares

En la teoria del problema de contorno de Riemann, se conocen como casos
singulares, aquellos en que
a) El contorno L, sobre el que se da la condicion de frontera, es una curva
abierta.
b) EIl coeficiente en algunos puntos del contorno presenta discontinuidad de
un determinado tipo.
c) El coeficiente tiene caracter de una funcion meromorfa, es decir, sobre el

contorno tiene ceros o “polos” de orden entero.

Todos estos casos singulares se investigaron por F. D. Gajov, H. I. Musjelishbili y
D. A. Kbecelaba mediante métodos de extraordinaria originalidad. Como aspecto
interesante se puede sefialar, a partir de los diferentes resultados, que los casos
gue tienen ceros y polos en el coeficiente son un poco diferentes ya que, incluso,
no se extiende el teorema fundamental de F. D. Gajov sobre el numero de
soluciones linealmente independientes. En el capitulo | del trabajo [14] se da un
método Unico de solucion del problema de Riemann, que incluye los casos
especiales fundamentales. El problema se considera en esta investigacién con un
planteamiento un poco mas general, que tiene relacion con cierta ampliacion de
la clase de soluciones admisibles en calidad de funciones holomorfas por
pedazos. Informacién sobre la solucion de los casos a) y b), pueden verse en los

epigrafes 42 y 43 del libro [5] y los epigrafes 111 de [15]. No se desarrollaran
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estos casos, por no ser de interés en los resultados que son expuestos
posteriormente.

Se pasara a dar informacion mas detallada sobre el caso c¢). En el articulo [16] y
en el epigrafe 15 de [5] se estudia el caso en que L es una curva cerrada y la
condicién de contorno tiene la forma

o (t—ap)™k

+ —
() (t) - H};zl(t_ﬁj)pj

GO () +g((t),teL (vi)

donde a;, k =ﬁ,,3j, j=1,v, son ciertos puntos del contorno y myy p; son
nameros enteros positivos, G;(t) es una funcion que satisface la condicion de
Holder y no se anula; g(t) puede tener “polos” solamente en los puntos g; y sus
7 - Di .

6rdenes no superan a p;. A las funciones G,(t) y H}=1(t — ﬁj) ’ se les exige que
sean derivables en los puntos a;,B;, un nimero suficiente de veces, que se
determina, a través de la solucion del problema; ademas

Yot - ;)" g(t) es de la clase de Holder.

De forma similar esté resuelto el problema de Riemann con singularidades en el

caso del eje real, como se puede apreciar en el epigrafe 15 del libro de [5].

1.1.5 Algunos de los resultados mas recientes sobre el problema de

Riemann

En los Ultimos afios se ha continuado trabajando en diferentes temas
relacionados con lo visto anteriormente. Haciendo una extensa revision
bibliografica se procede a citar algunos de los trabajos realizados, los que

muestran resultados de alcance mundial:
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En [VIII] se resuelven ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de primer
orden utilizando la transformada de Fourier, asi mismo en [XIV] se resuelve un
problema de ecuaciones en derivadas parciales de primer orden con condiciones
iniciales, suponiendo que estas condiciones iniciales ya son las soluciones del
problema de Riemann. En el articulo [IX] se trabaja con sistemas hiperbdlicos
llevados a un problema de Riemann. Pelloni en [XXXIV] modela problemas de
ecuaciones diferenciales parciales de segundo y tercer orden, lineales y no
lineales y luego utilizando la transformada de Fourier lo lleva a un problema de
Riemann en las clases de Holder. En todos estos articulos se trabaja en
contornos cerrados. Se pudiera mencionar un trabajo muy interesante de
Alexander Its y Shepelsky, referenciado en [XVI], donde se resuelven problemas
de contorno de ecuaciones diferenciales parciales no lineales con condiciones de
contorno especificas, llamadas condiciones de Robin. Vale mencionar también

los trabajos realizados por Elizabeth Its y Alexander Its, [ver [XV], [XVII] vy [XVI]],

los cuales trabajan en las aplicaciones del problema de Riemann en diferentes
campos. En el articulo [XIX] estos autores estudian el problema de Riemann en
dos dimensiones, luego en el articulo [XXII] llevan una ecuacion de primer orden
en derivadas parciales a un problema de Riemann, suponiendo también que las
condiciones de contorno son exactamente la solucion del problema de Riemann
transformada. En el articulo [XX] se trabaja de forma muy similar al anterior para
ecuaciones en derivadas parciales de primer orden. En el libro [IV] se trabaja el
problema de Riemann homogéneo de forma matricial y se exponen una serie de

definiciones en las clases L,. También dentro de los trabajos estudiados se
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encuentra un libro de un colectivo de autores que resumen todas las teorias
relacionadas con el problema de Riemann y las clases de funciones, estos
conceptos se pueden ver en [XXI]. Son muchas las investigaciones que se han
realizado sobre el problema de Riemann en otras variantes, se pudieran enunciar

algunas de ellas referenciadas en [XXVI], [XXI11] y [VII].

1.1.6 Resultados del grupo de ecuaciones diferenciales de la

Universidad central “Marta Abreu” de Las Villas

El grupo de Ecuaciones Diferenciales de la Facultad de Matematica, Fisica y
Computacion de la Universidad Central “Marta Abreu” de Las Villas ha estado
trabajando desde finales del siglo pasado en el problema de Riemann. Se
pudieran enunciar diferentes resultados que inspiraron esta investigacion: el Dr.
Otilio Mederos trabajo en el problema de Riemann con desplazamiento [ver [17]],
el Dr. Ricardo Grau ofrecié la solucion de ecuaciones diferenciales con
coeficientes seccionalmente constantes con el auxilio del problema de Riemann
[ver [18]], el Dr. Lorgio Batard realiz6 un estudio de la estabilidad y solucién del
Problema de Riemann en las clases L4 [ver [1], [2] y [3]], luego define las nuevas

clases de Funciones Generalizadas, [ver [19] y Anexo (As)], ademas encuentra

la solucion del problema de Riemann en las nuevas clases de Funciones
Generalizadas antes definidas por él, [ver [20]], también determina la clase de
problemas de contorno en ecuaciones diferenciales parciales que se reducen a
un problema de Riemann utilizando la técnica de Cherski [ver [4] y Anexo (A1)] Yy

las condiciones que debe cumplir para que el problema esté bien planteado y
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poderlo reducir a un problema de Riemann [ver paginas 72-79 de [1], paginas
181-188 de [2] y Anexol (A2)].

Luego a partir de todos estos resultados los doctores Lorgio Batard y Otilio
Mederos obtuvieron la solucion al problema eliptico con condiciones de contorno
diferentes por semiejes en las clases L%, trabajo que fue publicado en la Revista
Ciencia Matematica [ver [21]]. Mas adelante se realiza una investigacion por la
autora de la presente tesis y el Dr. Lorgio Batard, donde se obtiene la solucion
de un problema de contorno de tipo parabdlico con condiciones dadas por
semiejes, [ver tesis presentada en opcidén al titulo cientifico de Master en
Matematica Aplicada, [22], estos resultados también pueden ser vistos en [23],

[24], [25], [26]] y la solucién de un problema de contorno de tipo hiperbdlico [ver

[27]] con condiciones dadas también por semiejes, ambos en la clase L%, los
cuales se recogen en cuatro publicaciones de la Revista Ciencia Matematica, [ver

[28], [29], [30] y [31]].

1.2 Resultados auxiliares
Antes de comenzar se expondra la definicién de integral de Fourier que se utiliza

en el presente trabajo:

Sea f:R - C, Vx € R, si existe la integral fj;o f(t)e *tdt se denomina entonces
transformada de Fourier al operador F(x) =Vf(t) = \/%f:: f(e ™dt y
transformada inversa al operador f(t) = V"1F(x) = \/%ff: F(x)e™tdx [ver [32] ],

pagina 453].
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A continuacioén se recordaran algunas propiedades de la transformada de Fourier
de interés para esta investigacion:

a) Si f(t) € L,(R) = Vf(t) = F(x) € L,(R) por lo tanto se puede decir
que en L,(R) esta definida tanto la transformada como Ila
antitransformada de Fourier.

b) Férmulas para resolver ecuaciones en derivadas parciales: f € Ly, L,,

L4,..y FE€Ly Ly, L4, ...
LE d4d
b V2 f ey = 52 F(x,y) g €N

b.2) V [%f(x,y)] = (—ix)9F(x,y) g €N
También para el desarrollo de esta investigacion es imprescindible el concepto de
indice. Se define el indice [ver [9]] de una funcibn compleja continua
m(t) =m,(t)+im,(t), t e R en el contornoL, el incremento de su argumento
dividido por2z, siendo L un contorno cerrado suave, donde m(t) estd dada

sobre este contorno y no se reduce a cero, de la forma siguiente:
indicem(t) =~ fargm(®)], = . Inm()], = -~ fdlinm(t)]
27 © 27 - 24

Las integrales anteriores deben entenderse en el sentido de Stieltjes si m(t) no es

diferenciable y es de variacion acotada. Del teorema del resto logaritmico
(Principio del argumento) se tiene que si m(t) es el valor de contorno de una
funcidn analitica en el semiplano superior (inferior), con excepcion quizas de un
numero finito de polos en este semiplano, entonces se cumple la siguiente

igualdad:
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Ind m(t) =N — P (Ind m(t) = P —N)
Donde Ind m(t) denota el indice de m(t) y por N , P se denota el nUmero de ceros

y polos en el semiplano superior e inferior respectivamente considerando cada

cero y polo tantas veces como su orden de multiplicidad.

1.2.1 Clases de funciones
A partir de la definicion de la clase de Hdolder sobre R planteada en 1.1.3, se
cumple que Dy(R)c H;(R) € Hy,(R) € Hy (R) € C(R), para0<4 <4, <1,
donde por Ds(R) se entiende la clase de las funciones f: R — R con derivadas
acotadas sobre R que cumplen,

lim f(x) = lim f(x)

X—>-+0 X—>—0

Se verifica facilmente que para A € (0,1] la clase H , (R) con la sumay el producto
por un escalar usuales de funciones es un algebra asociativa.

Se dice que f(t) € L;(R) si f(t): R - K es absolutamente integrable, es decir, se
cumple que [*7|f()ldt < +oo

o0

2
Se dice que f:R - K es un elemento de L,(R) si _ﬂ f (X)‘ dX <+ Una de las

—00

propiedades interesantes de la clase L,(R), es que el producto de una funcion de

L,(R) por una funcion acotada es de L,(R), la cual es una demostracion
evidente. El espacio L¥(R) es el espacio de funciones F*de L,(R) que son

prolongables analiticamente al semiplano superior y >0 y cumplen con:
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T‘F+(X+ iy)‘zdx <cte la misma Vy > 0.

También L;(R)es el espacio de funciones F de L,(R) que son prolongables

analiticamente al semiplano inferior y <0 y cumplen con:

T‘F(x+ iy)‘zdx < cte la misma vy < 0.

La clase de las funciones f € L,(R) tales que f =0si x<0(x>0)se denotan por

Ly+ (R)(L2-(R)).

Se cumple el siguiente teorema [ver [21]]:

Para que la funcién f,(X)sea elemento de L,,(R) es necesario y suficiente que
su transformada F*(t) =V{f, (x)}sea elemento de L} (R).

Para que la funcion f_(x) sea elemento de L,_(R) es necesario y suficiente que
su transformada F~ (t) =V{f_(x)} sea elemento de L; (R).

La clase de las funciones L4(R)se define por LA(R) = L,(R) n Hy(R).

La clase de las funciones L,(R) que pertenece a una de las funciones de Holder
se denotan por el simbolo {{0}}, o sea, {{0}} = Uac(o1 Ha(R) N L (R).

Los espacios {0}, son aquellos de las funciones que tienen su transformada en
IA(R), o sea V{f (x)}es elemento de L%(R), si f {0}, .

La clase de las funciones f {0}, tales que f =0si x<0(x>0)se denotan por

L4, (R)(L3-(R)).
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La clase de las funciones F* € L4(R) que son prolongables analiticamente al

semiplano superior (inferior) y que satisfacen que:

f::lFJf(x +iy)|?dx <M, siy>0 (f_Jr;olF‘(x +iy)|?dx < M, siy< 0),

donde M es independiente dey , se denota por L4+ (R) (L4~ (R)).

La clase de las funciones f que no se anulan sobre R y tales que f(fx)=1Yy
(f —1) es elemento de L4*(R) (L4~ (R)) se denotan por LA (R + 1) (LA~ (R + 1)).

Se conoce el siguiente teorema: Una condicién necesaria y suficiente para que la
funcion f pertenezca a L4, (R)(LA_(R)) es que su transformada de Fourier F

pertenezca a LA+ (R) (LA~ (R)).

1.2.2 Problema de Riemann en las clases de funciones en las que se busca
la solucion de los problemas de contorno de esta investigacion

El problema de contorno de Riemann consiste en encontrar las funciones F*(x)y

F~(x) prolongables analiticas al semiplano superior e inferior respectivamente y

gue satisfacen la condicion:

FT(x)=D(X)F~(x)+H(x)

sobre el eje real. Donde D(x) y H(x) son el coeficiente y el término

independiente del problema de Riemann, respectivamente. Como se ha

expresado hasta ahora, en el caso de esta investigacion para obtener la solucion

del problema de Riemann en la clase L**(R)(L:(R)), se requiere que D(x)

pertenezca a la clase LA(R+ 1)y el término independiente pertenezca a
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LA(R)(L,(R)); siendo L4(R+ 1) la clase de las funciones f que satisfacen las
condiciones siguientes:

I. f no tiene ni ceros, ni polos sobre R.

i lim f(x)=1.

[X[>+e0
i. (f—-1)€li(R)
clases ya definidas anteriormente.

1.2.3 Problema de Salto
En el desarrollo de esta investigacion es necesario resolver un problema de salto
en las clases de funciones en las cuales se encuentran la solucion, el cual es un
caso particular del problema de Riemann donde se cumple que D(x)=1, y
consiste en encontrar dos funciones F*(x) y F~(x) que pertenecen a las clases
LA (R)( L3 (R)) y LA~ (R)( L3 (R)), respectivamente, a partir de la ecuacion:

F'(x)-F (x)=H(x)
lo que significa que hay un salto cuando llega al eje x y ese salto es la funcion
H(x) € LA(R)(L,(R)), la solucién a este problema se obtiene en las clases de
funciones deseadas.
Utilizando el operador de proyeccion se encuentra la solucién a este problema,
esto es, F*(x)=xP*(H(x))
donde el referido operador de proyeccion P, como es conocido, se define de la
siguiente manera:
PE: L3(R) (L2(R)) ~ Ly* (R) (L3 (R)
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H(x) » PE(H(x)) = (VoT*oV 1) H(x)
T2 (0)(Lo () ~ 15, () (13 (R))

h(x) = T*(h(x)) = h.(x)
h, (X) —>;(signtil)h(t)

obsérvese que si H(x) € L4(R), entonces P*(H(x))es una funcién continua que

se anula en +oopor ser un elemento de L2 (R).

1.2.4 Teorema generalizado de Liouville

Sea la funcion f(z) analitica en todo el plano complejo, a excepcion de los puntos
a, = o, a; (k =1,2,...n), donde ella tiene polos, con la particularidad de que las
partes principales de los desarrollos de la funcion f(z) en el entorno de los
puntos tiene la forma

G(z) = c)z+c3z* + -+ ¢, z™ enelpunto a,

k

1 — C]’f Céc ka
Gy (Z—ak) = rmar T T gy €N los puntos a

en este caso f(z) es una funcion racional y puede representarse por la formula

f(2) =c+Gy(2) + X}, Gk(z_#), donde c es una constante.

ag
En particular, si la Unica singularidad de la funcion f(z) es un polo de orden m en
el punto infinitamente alejado, entonces f(z) es un polinomio de grado m, es

decir, f(z) = ¢y + 1z + c,2% + -+ + cz™, [ver [5], pagina 104 y 105].
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1.2.5 Teorema de prolongacién analitica

Sean los dominios Q; y Q,, los cuales tiene en comun al dominio A. Supongamos

que f,(2) es regular en Q, y continua en Q, y f,(z) es regular en Q, y continua en

Q,.
Definicién: Si las funciones f;(z) y f,(z) son idénticamente iguales en A, se dice
que f,(z) es la prolongacion analitica de f;(z) en Q, a través del dominio A y

viceversa, como se muestra en la Figura 1, [Ver [33], pagina 243].

Figura 1

1.2.6 Relacién entre laintegral de tipo Cauchy y de tipo Fourier

Sea L un contorno suave, cerrado o abierto, dispuesto integramente en la parte
finita del plano; T es una coordenada compleja de sus puntos y ¢(7), una funcion

continua de los puntos del contorno. En este caso se llama integral tipo Cauchy a:

1
27l

d(z)=—/, %dr [ver [5], pagina 16]

Se cumple que:

. , . . 1 +00 F
- Si z es un nimero complejo e imz >0, entonces — [F*ED g7 =

2Wi =0 T—Z
=l fettdt

f+°o@dr =

1
2Wi V=0 T—2

- Si z es un numero complejo e imz <0, entonces

- =", f(®)e'dt.
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CAPITULO II: SOLUCION DE UN PROBLEMA DE TIPO PARABOLICO CON

CONDICIONES DE CONTORNO DIFERENTES POR SEMIEJES
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CAPITULO Il: SOLUCION DE UN PROBLEMA DE TIPO PARABOLICO CON

CONDICIONES DE CONTORNO DIFERENTES POR SEMIEJES

En este Capitulo se hace el planteamiento del problema en cuestion, consistente
en encontrar la solucién a una ecuacion en derivadas parciales de tipo parabdlico
con condiciones de contorno muy generales, definidas por semiejes. La misma se
buscard en una cierta clase de funciones de amplia aplicacién practica. Con el
apoyo del operador de Fourier se reduce el problema original a un problema de
contorno de Riemann que se resuelve mediante la técnica de Cherski. Los
resultados obtenidos se pueden generalizar a otros tipos de regiones, incluso
acotadas, trabajando con transformaciones conformes.

Luego se estudian las condiciones de solubilidad del problema de Riemann
mediante condiciones necesarias y suficientes para que el coeficiente y el término
independiente de dicho problema estén en las clases de funciones adecuadas. Es
interesante el estudio realizado sobre el valor del indice y los diferentes valores
de acuerdo a los coeficientes del problema. Por altimo se determina la solucion
de los problemas en cuadraturas para diferentes valores de indice del coeficiente
del problema de Riemann. Todo esto se recoge en una serie de teoremas que

resumen los resultados obtenidos.
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2.1 Planteamiento del problema no homogéneo

En este epigrafe se procederd a realizar el planteamiento del problema no
homogéneo de tipo parabdlico con condiciones de contorno dadas por
semiejes, el cual consiste en encontrar una funcion u(x,y) que satisfaga la
ecuacion en derivadas parciales, las condiciones de contorno y que pertenezca a
la clase S, donde:

S ={u € F(Q):up € Lyx(R),uy € Lyy(R),u € Ly, (R),0 <y < +oo}

siendo F(Q)es la clase de funciones que estan definidas sobre el semiplano Q

y L,,(R) eslaclase L,(R) con respecto a la variable x. Por lo tanto se tiene

que:

Dada la ecuacion diferencial parcial de tipo parabdlico

U, (% y) +kuy, (x,¥) = 9(x, ), k=0 (2.1.1)
en la region
Q={(x,y) ER*:0<y < 4o} (2.1.2)
" Q
a4
0 g

y las condiciones de contorno
BooU(x,07) + Biou, (%,.07) + Bpu, (x,07) = 95, (), x <0 (2.1.3)

YooU(X,0") + 70U, (X,07) + Yoy (X,07) =93, (X),x>0 (2.1.4)
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donde B;; yvi;; i =0,1;j =0,1son ndmeros reales y

9(x,y) € Lyx(R), g11(x) € Lax(=0,0) Y g12(x) € L35 (0, +0)

y ademas se desea encontrar condiciones sobre los elementos conocidos de
(2.1.1), (2.1.3) y (2.1.4) para que la ecuacién (2.1.1) tenga solucién Unica en la
region (2.1.2), que satisfagan las condiciones (2.1.3)- (2.1.4).

El problema esta bien planteado y se puede llevar a un problema de Riemann
porque el nimero de condiciones de contorno (2) es igual al orden de la ecuacion
diferencial con respecto a y (1), por el numero de regiones (1), mas uno [ver
paginas 77-79 de [1] y paginas 186-188 [2] y Anexo (A2)].

Nota: Trabajando en el semiplano superior, no se pierde generalidad, pues
utilizando transformaciones conformes es posibles transformar una gran variedad
de regiones, incluso acotadas al problema aqui estudiado, ejemplo de ello [ver
paginas 72-79 de [1] y paginas 183-186 de [3] y Anexo (A3)]

2.2 Reduccién a un problema de Riemann
A continuacién se aplica la técnica de Cherski [ver [4] y Anexo (Ai1)] para

reducir el problema planteado en 2.1 a un problema de Riemann para el
semiplano:
2.2.1 Aplicacion de la transformada de Fourier a la ecuacion (2.1.1)

Realizando esta operacion se obtiene la ecuacion diferencial ordinaria

du(x,y) . _
kT x“U(x,y) =G(x,Y) (2.2.1)
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para encontrar la solucion de la ecuacion diferencial ordinaria paramétrica (2.2.1),
donde en este caso el parametro es la variable x , se utiliza la raiz de la ecuacion
caracteristica:

kz—x*=0
2
la cual tiene la forma z(x) = % , Vx € R, luego la solucion general de (2.2.1) es:

U(x,y) =C(x)e’™ +V(x,y) (2.2.2)

donde V (X, y) es una solucion particular de (2.2.2) que viene dada por:

Vix,y) = e%ny(x,y) e_%ydy (2.2.3)
En el caso de que el problema de contorno sea no homogéneo aparece la funcion
V[g(x,y)] para la cual tiene que cumplirse como condicion suficiente que sea
integrable con respecto a y, es decir V[g(x,y)] = G(x,y) sea integrable con
respecto a y, ademas, C(x) es una funcion arbitraria que hay que determinar.

2.2.2 Adaptacion de las condiciones de contorno (2.1.3) y (2.1.4) para la
aplicacion de la Transformada de Fourier

Con ese objetivo se introducen las funciones f,y f_

£.0x) = {funcién desconocida de L,,,(R),x =0
+72 70, x <0
y

(x) = {0, x>0
f-(0) = funcion desconocida de L,,_(R),x <0

Estas funciones permiten escribir (2.1.3) y (2.1.4) en la forma

Sroli(X0°) + S, (X0°) +ﬁmj—§(x,0*) =gy (0+ . (X).[X| < o0 (2.2.4)
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. . du, .
Y0oU(X,07) + 30U, (X,07) + 7oy W(X,O ) =0, () + f_(x), X‘ < +© (2.2.5)
donde:
_(g911(x), x<0 _{0 , x<0
g11-(x) = {0 x>0 Yy g2+(x) = g12(x), x>0

2.2.3 Aplicacion de la Transformada de Fourier a las nuevas condiciones de

contorno

Realizando esta operaciéon en (2.2.4) y (2.2.5) se obtiene:

S (x.07) —ixBU (.0°) + By Z—‘j(x,ow =G, () +F' (¥) (2.2.6)

+ H + du + + -
Yo (%,07) —ixy U (X,07) + 7o, d_y(X’O ) =G, (X)+F () (2.2.7)

De acuerdo a la definicion de f, y f las funciones F*(x) yF~(x) se pueden

considerar [ver [4]] como los valores limites de las funciones F*(z)y F (2),

analiticas en el semiplano superior e inferior respectivamente, que satisfacen las

condiciones:

T‘F*(x+iy)‘2dx< M,siy>0 +J(:O‘F(XJriy)‘zdx< M,siy<0

y

respectivamente, donde M es el mismo para todas las y.
2.2.4 Obtencion de una ecuacion funcional en la cual las Unicas funciones
desconocidas son Ft(x) y F~(x)

A partir de (2.2.1) se obtiene facilmente

U oy, AV
gy 09 = 200C0 "+ (x,y) 025
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Sustituyendo (2.2.2) y (2.2.8) en (2.2.6) y (2.2.7), y efectuando las operaciones

necesarias se obtiene el sistema:

P.(X)C(X)—F"(x) =H,(x) (2.2.9)
P,(X)C(x) - F (x) =H,(x) (2.2.10)
donde:

2

. NG ) X
F)l(x):ﬂoo_lxﬂlo"'?ﬁm Pz(x):7oo_|x71o+?701
y

H, (X) = Gy (X) — (B — 480V (X.0°) — iy i—?(xm

+ H + dV +
H,(X) =G, (X) = (o0 = 1X710)V (X,07) = 7y W(X’O )
y a partir de (2.2.3) se tiene:
x2
P -V
V(x,0%) = 3}11)1;()1+f6(x,y)e Y dy.

dVv(x,07)
Si V(x,07),xV(x,07)y dy pertenecen a L,,(R) , es evidente que H,;(X) y

H, (X) pertenecen a L,,(R). De (2.2.9) se obtiene:

F 09, Hy()

C)="
(X)) P(X) (2.2.11)

sustituyendo (2.2.11) en (2.2.10) se obtiene el problema de Riemann
F*(x)=D(X)F (x)+ H(x) (2.2.12)

donde D(x) = Rk y H(x) :mHz(x)— H,(x).

P, (X) P, (X)
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2.3 Condiciones de solubilidad del Problema de Riemann obtenido a partir
del problema de contorno parabdlico

En este epigrafe se determinan condiciones necesarias y suficientes sobre los
coeficientes de (2.1.1), (2.1.3) y (2.1.4), para que el coeficiente y el término
independiente de (2.2.12) satisfagan las condiciones correspondientes al
problema de Riemann.

Se conoce del subepigrafe 1.2.2 del capitulo | que, para obtener la solucién de

(2.2.12) en la clase L’le—;(]I_&)(LJZ—“x(R)), se requiere que D(X) pertenezca a la clase

2, (R+1) y el término independiente pertenezca a L4,(R)(L,(R)); siendo
L4.(R + 1) la clase de las funciones f que satisfacen las condiciones siguientes:
I f no tiene ni ceros, ni polos sobre R

il. lim f(x)=1

[X[>+e0
ii.  (f =1 € L3[R

donde L2E(R), L, (R) y L,,(R) son las clases de funciones L2*(R), L (R) y L,(R)
con respecto a la variable x.

Nota: Se utilizara esta notacion durante todo el trabajo.

2.3.1 Determinacién de las condiciones para que D(x) satisfagala
condicion i

P, (x)

2

Se tiene que: D(x) = , luego, se puede escribir:

2
D(x) = ,301)(2 !kﬂlox"‘ KBoo 2.3.1)
Yo X" —iKy o X+ Ky
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Si se separa la parte real y la parte imaginaria en el numerador de (2.3.1) e
igualamos a cero, se obtiene el sistema:

Lo X2 +kBy, =0 (2.3.2)
kB, x=0 (2.3.3)
Como k #0, el sistema (2.3.2), (2.3.3) tiene evidentemente raices reales

solamente en las siguientes variantes:

1. B, =0, hayraizen x=0,

K K
2. B #0,p,=0, ﬂﬂoo <0; hay dos raices reales del tipo x ==+ |- 5"0 .
01

01

Se cumple entonces el siguiente Teorema:

Teorema 1: El numerador (denominador) de D(X) no tiene ni ceros (ni polos)
para x € R, si y solo si se cumple una de las condiciones siguientes:
1. Buwhio #0 (Yeorio #0)

2. By =0, KByBo >0 (71 =0, Kygeres >0)

2.3.2 Determinacion de las condiciones para que D(x) satisfaga la condicion

2 _-
Como lim D(x) = lim £ouX_ =KX+ Kby, (2.3.4)
[X|>4e0 X4 0, XS — 1Ky 10X + Koo

se tiene trivialmente el siguiente Teorema:
Teorema 2: El limite del segundo miembro de (2.3.4) existe y es distinto de cero

si y solo si se cumple una de las condiciones siguientes:
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B

a) Byuro # 0, en este caso el limite indicado en (2.3.4) esl =
Vo1

b) By =70 =0, By #0, en este caso el limite indicado en (2.3.4) es

A
Y10

C) Bor=Vor = Bio =710 =0, By # 0, en este caso el limite indicado en (2.3.4)

P
Yoo

es |l =

La demostracion de este Teorema es trivial.

. - 1 .
Si | #1, entonces multiplicando (2.2.12) por I se obtiene:

F'0) DMy, HO)
I I I
considerando entonces las funciones:
R0 R0 -F (9 y D09 =2 (2.35)

I
se obtiene la ecuacioén funcional:

H (x)

F(x) =D, (x)F " (x) + (2.2.12)

para la cual se cumple ‘ I‘im D,(x) =1. Luego de (2.3.5) y (2.2.12’) se obtendria la

solucion del problema original.
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2.3.3 Determinacién de las condiciones para que D(x) satisfaga la
condicion iii

Se cumple que D4(R) c H;(R) € Hy,(R) € Hy, (R) € C(R), para 0< /4, <4, <1,

donde por D,(R) se entiende la clase de las funciones f: R — R con derivadas

acotadas sobre R que cumplen: X'Lrpm f(x)= X'Lr_noo f(x)

Teorema 3: Si se cumple simultaneamente una de las condiciones del Teorema
1y una de las condiciones del Teorema 2, entonces(D(x) — 1) € L4 (R).
Demostracion:

Se probara primeramente que (D(x) — 1) € H;(R). Como D,4(R) c H;(R), basta
probar que

(D(x) — 1) € D,(R). Si se cumple simultineamente una de las condiciones del
Teorema 1 y una de las condiciones del Teorema 2, se puede asegurar que

lim D (x)=1,yl=0. Si | #1se considera (2.2.12’) en lugar de (2.2.12), luego no

X| 40

se pierde generalidad cuando se considera que‘l‘im D (x)=1. Si se cumple

simultaneamente una de las condiciones del Teorema 1 y una de las condiciones
del Teorema 2, es facil probar que [D(x)-1] es una funcion acotada sobre Ry

ademas:

[D(x)-1] = Pl(X) P, (X) - Plz(X) P, (x)
[P, (X)]
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luego [D(x)— 1] € D4(R). Por dltimo, como lim D(x) =1 los coeficientes de

]

mayor grado de P, (X)yP,(x)son iguales y consecuentemente |D(x) — 1| = o (i)

| x|
en una vecindad del infinito, y como D(x)es derivable se tiene que:

J'|D(x) —dex< +o0 . Por tanto, queda probado que(D(x) — 1) € L4,(R).

2.3.4 Determinacion de las condiciones para que el término independiente
de (2.2.12) sea elemento de L,,(R).

Teorema 4: Si se cumple simultdneamente una de las condiciones del Teorema

1 y una de las condiciones del Teorema 2, y ademas, V(X,y),xV(x,07),y

dVv(x,0" f ,
% pertenecen a L,,(R), entonces el término independiente de (2.2.12)
pertenece a L,,(R).

Demostracion:

Se tiene que el término independiente de (2.2.12) tiene la forma:

Hx) = Eig H, (%) H, ()

De acuerdo a las condiciones impuestas es evidente que H,(x)y H,(X)son

P, (x . . ,
elementos de L,,(R); y Les una funcion acotada sobre R. De aqui se tiene

P, (x)
obviamente que H(x) € L,,(R). Si el problema original es homogéneo (g(x,y) =0

) el Teorema 4 quedaria en la siguiente forma:
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Corolario del Teorema 4: Si se cumple simultaneamente una de las condiciones
del Teorema 1 y una de las condiciones del Teorema 2, entonces el término
independiente de (2.2.12) pertenece a L,,(R).

2.4 Célculo del indice del coeficiente del problema de Riemann

El andlisis est4 dado a los casos en que se cumplen simultineamente una de las
condiciones del Teorema 1 y una de las condiciones del Teorema 2.
Recordemos que se cumple IndiceD(x) =N —P (P —N), para el semiplano

superior (inferior), donde N y P, son la cantidad de ceros y polos incluyendo

ﬁmxz B ikﬂlox + kﬂoo
7’01)(2 —iky X+ Ky

multiplicidades, en este casoD(x) = , 1o cual es un cociente

de polinomios, como las raices de P,(x) y P,(X)vienen dadas respectivamente

por las expresiones:

Kol + \/_ kzﬂlo2 —4kBy B y Kypol \/_ kz?”lo2 — 4Ky 01700
28y 270

se tienen los siguientes casos de indices:

2.4.1 Casos de indice cero
2.4.1-a) By #0,KkBy Lo >0, 710 #0 Y Ky /e >0
2.4.1-b) B,y 0, KBy B <0, 710 #0, K¥o1700 <OV BioLorV1070r <O
2.4.1C) By =701 =0, BB <0 Y V10700 <O
24.1-d) By =70 =0, BB >0Y V0¥ >0

2.4.1-€) B, =0,KBy Sy >0, 70 #0 Y Kyg e >0
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2.4.1'f)ﬂ10 =0 ’ kﬁmﬁoo >0 v Y10 = 0 y kj/Ol}/OO >0
2.4.1-9) B =710 =0, KBy By >0 Y Ky 7ge >0

24.1-N) By =B =7V =70=0Y BuVe %0

2.4.2 Casos de indice uno
2.4.2-3) B, =701 =0, BB <0 Y V1Ve >0
2.4.2-b) B, =0,kBy1 By >0, Kyp7eo <0 Y Ky <O
2.4.2-C)KLy Boo <0,KByuLBo >0, 716 =0Y Ky 70 >0
2.4.2-d) B, #0, KBy Lo >0, Kyp 7o <0 Y Kyyp7o <O

2.4.2-€) 10 # 0,KBo By <0, KB1oBoy > 0Y Kypyg >0

2.4.3 Caso de indice dos

2.4.3-2)kBy1 Boy <0,KBy By >0, Ky 7g <0 Y Ky <0

2.4.4 Casos de indice menos uno
24.4-2) By =701=0, LB >0 Y 710700 <O
2.4.4-D)KBy, By <0, KB B <0, 719 =0y Kyo¥ee >0
2.4.4-C) By =0,KBy Lo >0, Kyoi7eo <0, Y Kygiyio >0
2.4.4-d) B, #0,KBy1 Lo >0, kK¥p 7o <0 Y Ko7, >0

2.4.4-€)y,, #0,kBy By <0, KBy B <0Y Kypyeo >0

2.4.5 Casos de indice menos dos

2.4.5-a)KBy; Boy <0, KBy B <0, Kyg e <0, Y Kyyre >0
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2.5 Solucion del problema de Riemann para los casos de indice cero

Se buscara la solucién del problema de Riemann (2.2.12) para los casos de
indice cero establecidos en el capitulo anterior, donde D(x) cumple
simultaneamente una de las condiciones del Teorema 1 y una de las condiciones
del Teorema 2.

2.5.1 Solucién de los casos 2.4.1-a), 2.4.1-e), 2.4.1-f) y 2.4.1-g)

Para estos casos el problema de contorno a resolver queda de la siguiente

manera.

Uy (X Y) +Ku, (X, ) =9(x y), k=0

Q={(x,y) ER%:0<y < 4w}

Boou(x,07) + Bosuy(x,0%) = g11(x), x <0
Yoou(x,0) + yo1uy, (x,07) = g15(x), x>0

donde g(x,y) € Lyx(R), g11(x) € Lyx(—=00,0) ¥ g12(x) € Ly, (0,+0) .

Para estos casos el problema de Riemann toma la forma:

ﬂm(x—ai)(x—bi) F_(X)+ ﬁm(x—ai)(x—bi)

F (x)= : : ; :
Yoo (X—Ci)(x —di) Yo (X—ci)(x—di)

H,(x)-H,(x) (2.5.1)

donde a>0,b<0,c>0y d<0,a=-byc=-d

La expresion (2.5.1) se puede escribir en la forma:

(x—di) L Pulxal) o fulx-ai) o (x—d)
oob) - O ey O e T ey

(2.5.2)
pues se esta buscando funciones que sean prolongables analiticas al semiplano

superior e inferior, respectivamente, haciendo:
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+ (x—di) - _ﬂm(x_ai) -
R L
~ Pu(x—ai) (x—di) . .
Hs(x)— }/01(X—Ci) Hz( ) ( X —bi ) Hl(X) : donde:

H, (0 = G50 — (Bro —ixﬂm)vm*)—ﬂm‘;—z(x,ow

H, (X) = G5 () — (7 —ixno)V<x,o+)—ym‘i\y’(x,O*)

queda el problema de salto: F (X)) - F(x)=Hy(x)
(2.5.3)

dVv(x,0")

Teorema 5: Si k<0 y V(x,y),xV(x,0), dy

pertenecen a L,,(R),

entonces el problema de contorno para estos casos tienen solucion Unica en la
clase § dada por u(x,y) = V"[U(x, y)].

Donde U (x, y) esta dada por las férmulas (2.2.2), (2.2.11) y

—bi

F(x) = _dﬁ

h, (t)e™d
J (e dt (2.5.4)

siendo h, =V '[H,]
Demostracién del Teorema 5;:

La solucion del problema de salto (2.5.3) segun la definicion dada de operador

proyeccién en el capitulo I, subepigrafe 1.2.3 es:

Pi(H3(X)) = (VOTiOV_l)Hs(X) :VOTt(hs) :V(hSi)

donde V(h,, (t)) = %Th?’ ()e™dt=F"(x) (2.5.5)
T o
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1 7 i - . _
y Vi, )= j hy (t)e™dt = F,"(x), siendo hy =V [H,].
luego de la sustitucion de (2.5.5) en (2.5.1) se obtiene la expresion (2.5.4). Por
otra parte de (2.5.4) y (2.2.11) se tiene:

F*(X) + H, (X) efy N
(x—ai)(x—bi)

U(xy)= V(X Y) (2.5.6)

Justificacién de los pasos:
Como se desea encontrar la solucion u(x, y) en la clase

S = {u € F(Q):uy, € Ly, (R),uy € Ly, (R),u € Ly, (R),0 < y < +oo}
hay que demostrar que cada uno de los pasos realizados para encontrar U(x,y)
son tales que se pueda garantizar su antitransformada que seria u(x,y) =
V-U(x,y)], la soluciéon de este problema de contorno, por lo tanto se debe

garantizar en primer lugar que U(x,y) € L,,(R). Trabajando en (2.5.6), se sabe

que F*(x) € L}, (R), pues es la antitransformada de
., . > .
£o0x) = {gunaon desconocida de L2x+(]R),icC 2 8’ H, (x) € L5,(R), ya que tiene la

forma:
_ . N dv N
Hl(x) = Gll(x) - (ﬂoo - 'Xﬂlo)v (X,O ) - ﬂ01 d_y(an )

gi1(x), x<0

siendo, g,;(x) € L,,(—,0), por suposicion; donde g;,_(x) = {0 >0

y utilizando el Teorema 5, ya se puede garantizar que H,(x) € L3,(R), como la

exponecial esta acotada para k < 0, con 0 < y < +o0, ademas el producto de una
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funcion de L,,(R) por una acotada es de L,,(R), entonces U(x,y) € L,,(R) y
esto implica que u(x,y) € L,,(R).

Para demostrar que u,, € L,.(R), es muy sencillo pues ya se tiene que U(x,y) €
Ly, (R) y como uy,,(x,y) = V[—x?U(x,y)] y x2U(x,y) € L,,(R) entonces u,, €
L,(R) y por ultimo quedaria demostrar que u,(x,y) € L, , esto es; como

au(x,y)
dy

€ L, (R) pues U(x,y) € L,,(R), entonces se cumple; pues u,(x,y) =

au(x,y)

4] &

Por lo tanto se encuentra la solucion en la clase S y tiene la forma:

+oo F+ Hl _2
u(x,y) = \/_j ¢ —(il)l;t _(2) etky —ixtge +—f V(t,y)e ™tdt

donde finalmente la solucion del problema de contorno para los casos 2.4.1-a),
2.4.1-e),2.4.1f)y 2.4.1-g) es:

(TP FTO+H®) 2, ixt
u(x,y)—f_OO (t—ai)(t—bi)e kY~ dt+—f V(t,y)e *dt

Para el caso homogéneo, es decir para V(x,y) =0 se tiene el siguiente teorema

similar al Teorema 5:

Corolario del Teorema 5: Si k <0, entonces el problema de contorno para estos

casos tiene solucion Unica en la clase § dada por u(x,y) =V '[U(x,y)], es decir:

_ +00 FY(t)+H, (1)
u(x,y) = \/—f © (t—ai)(t—bi)

ky —lxtdt
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2.5.2 Solucion del caso 2.4.1-b)

En este caso hay dos posibilidades:

2.5.2-a) Todas las raices de P,(x)y P,(X)estan en el semiplano superior (esto
ocurre cuando k <0, si se cumple ademas, B,,8,, <0 Y 710701 <0)
2.5.2-b) Todas las raices de P(x)y P,(X)estan en el semiplano inferior (esto
ocurre cuando k <0, si se cumple ademas, B,,8,, >0 Y 710701 >0)

Solucién del subcaso 2.5.2-a): La expresion (2.2.12) toma la forma

ﬂOl(X_ai)(X_bi) F_(X)+,B01(X—ai)(x—bi) H (X)— H (X)

F (x)= : : : :
Yo (X —Ci)(x —di) Yo (X—ci)(x—di)

pero ahora a, b, c y d son nimeros complejos con parte imaginaria mayor que
cero si 4kByBw| >k Bh y Akyeurew| >k, 0 ndmeros imaginarios sobre el eje
imaginario positivo si 4KBy By| <k?Bh y Akyure|<k’rh. (También se puede

obtener un caso mixto). Haciendo:

F'(x)=F"(x) (2.5.7)
—n Bu(x—ai)(x—bi) __
0= ex—d) Y
H, (x) = Lo (x—ai)(x —Dbi) H, (x) - (x —ai)(x —di) H, (%)

Vo (X —cCi)(x —di) (x —ci)(x —bi)
queda el problema de salto: F,"(x)-F, (x) = H,(X) .Luego por un andlisis similar
al realizado en la demostracion del Teorema 5 y Corolario del Teorema 5,

resulta evidente un teorema con enunciado similar al anterior pero con H, en
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lugarde H, y F*(x)= “dt donde h, =V [H,], luego de (2.2.2) y

% [, @ye

F'(x)+H (x)

(2.2.11) se obtiene: U(X,)/)—(X ai) (x - b|)

+V(x y), para el caso no

+ 2
FT(x)+Hq(x) exTy

homogéneo 'y U(x,y) = 5= € "

para el caso homogéneo, siendo

u(x,y) =V U, )]
Nota: La solucion del subcaso 2.5.2-b) aparece en el Anexo (A1), por poseer
una técnica similar de solucion que el caso anterior.

2.5.3 Solucién de los casos 2.4.1-c) y 2.4.1-d)

En estos casos el problema de Riemann (2.2.12) adopta la forma

1301()( B ai) ﬂm(x a')

F (x) = Ve (X—ci) F (x)+ v (X—ci) H,(x)—H,(x) (2.5.8)
para el caso 2.4.1-c)

(X_Ci) + _& - ﬂ01 (X C')

(x_ai) F™(x) = v F (xX)+— v H,(x)- (X )H (%) (2.5.9)

para el caso 2.4.1-d), de (2.5.8) y (2.5.9) se llega a los problemas de salto:

F () —F (x)=H(x) (2.5.10)
F () -F (x)=H;(x) (2.5.11)
donde F," () =F*(x), F, (x) = ﬁOlE _:I')) F (X y

Lo (x=ai)

H,(x) =
(X) 01( - )

H,(x)-H,(x) enelcaso (2.5.10)y
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R0 =D e, Foo=L2F 00y
(x—ai) Yo
H7(x)=&H2(X)— (X_Ci_) H,(x) en el caso (2.5.11).
Vo1 (x—ai)

Luego de forma evidente se cumple un teorema con enunciado y demostracion

. . 1 7 i
similar al Teorema 5 con H, en lugarde H, vy F'(X)=— jhe(t)e“dt en el
N2 Y,
(x—ai) 1

caso 2.4.1-c); y H, enlugar de H,, siendo F"(x) = jh7 (t)e™dt en el
0

(x—ci) 2z
caso 2.4.1-d). Luego de (2.2.2) y (2.2.11) se obtiene

F 00+ H (9 )
(x—ai)

El caso 2.4.1-h) no se considera por carecer de importancia practica.

U(x,y) = LV (x,Y).

2.6 Solucion del Problema de Riemann para los casos de indice positivos
En el presente epigrafe se buscaré la solucion del problema de Riemann (2.2.12)
de acuerdo a los casos de indice positivos estudiados en el capitulo anterior,

donde D(x) cumple simultdneamente una de las condiciones del Teorema 1y

una de las condiciones del Teorema 2.

2.6.1 Casos de indice uno

2.6.1.1 Solucion del caso 2.4.2-a)

En este caso la expresion (2.2.12) toma la forma:

ﬂm(x_ai)F () ﬂm(x a')

F*(x) =
0= x—ci) Yon(X—Ci)

H,(x)-H,(x), pero ahora a>0 y c<0;
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de donde despejando se obtiene:

(X CI) F ( )_ﬂOl E- (X)+ﬂ01(x CI)H ( ) H (X)
(x —ai) Yo Yor (X —ai)

y se llega al problema de salto:

) — () = Hy(x) (2.6.1)

(x—ai)

Bo1(x—ci) Cl)

donde Hg(x) = o1 (D H,

(x) — H{(x), que es de L, (R) si k<0 y V(xYy),

dv(x,0")

xV(x,07) dy

pertenecen a L,,(R). Luego aplicando el operador

Proyeccién a Hg(x) queda:

Hg(x) = ™ (x) =~ (x) (2.6.2)
donde: Y% (x) = P*(Hg(x)), 0 sea; p*(x) = VoT*oV 1 (Hg(x)), siendo

Y = =1 T he(e™tdt y () = =7, ha(t)edt

en cuyo caso hg(t) = \/%ff; Hg(t)e™*tdt. Luego sustituyendo (2.6.2) en (2.6.1)

(X- CI;F (X) - (X)_’B“F (X)—w (x) y aplicando el teorema de

7o1

gueda:

prolongacion analitica y el teorema generalizado de Liouville se tiene:

(x=ci) Fr(X)—w (x)= P F~(x)—w (X)=—2>—, siendo ¢, una constante
(X_ I) Vo1 X—al
arbitraria. Luego LCi_)P(x)—y/*(x) - G
(x—ai) X—ai
F(x )—( ')z// () + —2 (2.6.3)
(x—ci) X—ci
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C
yF () =22y (x)+ 2% =L Altener F*(x) dado por la expresion (2.6.3)

ﬂ01 1301 X—al
entonces U (X, y) queda determinado por las expresiones (2.2.2) y (2.2.11),

siendo:

_ (x=ai) 1

+ 1t ixt &
F (x) - (x—ci) \/ﬁfo hg(t)e dt + x—ci (2'6'4)

y se puede enunciar el siguiente teorema:

dVv(x,0%)

Teorema 6: Si k<0 y V(xy),xV(x,07) vy dy

pertenecen a L,,(R),

entonces el problema (2.1.1) — (2.1.4) para el caso 2.4.2-a) tiene solucion Unica
gue depende de una constante arbitraria ¢, en la clase (2.1.5) y viene dada por

las expresiones (2.2.2) y (2.6.4).

Demostracion:

2

Como de (2.2.2) y (2.6.4), se tiene U(x,y)=C(x)e’™ +V(x,y), z(x):X?,
Fr(x)+H,(x) *
entonces U (X, ) = (x)+ H, )e <’ +V(X,¥); es decir,
R(x)
Fr(x)+H,(x) Xy
U(x,y)= () .1( e +V(X,Y) (2.6.5)

se conoce que F'(x)depende de una constante arbitraria, por lo tanto U (X, )
también depende de una constante arbitraria por ser V un operador lineal.
Ademéas en (2.6.5) F* €L}, (R), H;(x) € L3, (R), luego U(X,y),xU(x,y) vy

w pertenecen a L,,(R), para todo y :0<y <+, esto implica que u(Xx,Y)
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pertenece a la clase (2.1.5). Para el caso homogéneo queda el siguiente
resultado:

Corolario del Teorema 6: Si k<0 , entonces el problema (2.1.1) — (2.1.4) para

el caso 2.4.2-a) tiene solucion Unica que depende de una constante arbitraria c,

en la clase (2.1.5) y viene dada por u(x,y) =V *[U(x,Yy)], donde U (X, y) se define
por las expresiones (2.2.2), (2.2.11) y (2.6.4).

Nota: La solucion de los casos 2.4.2-c) y 2.4.2-e), por tener una forma similar de
solucién que el anterior se incluye en el Anexo (A42), al igual que los casos

2.4.2-b) y 2.4.2-d), los que se incluyen en el Anexo (A43).

2.6.2 Caso de indice dos

2.6.2.1 Solucion del caso 2.4.3-a)

En este caso la expresion (2.2.12) toma la forma

P = P oy Pama" 0 h
701(X_C|) 7/01( - )

pero ahora a>0y ¢c<0.

(X CI) F (X) ﬂOlF (X)+ﬁOlH (X) (X CI) H (X)

(x—ai)? Yo Vo1 (x—ai)?
Tomando la misma idea de demostracion de los casos de indice uno pero ahora

el orden del polo es dos, se obtiene:

O ey = P2 (- (0
(X_ ) Vo1

aplicando el teorema de prolongacion analitica y el teorema generalizado de

Liouville se tiene
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_ ri)2
C)” Evy = PoF () =— X ¢y ¢, son
(x—ai) Yol x—ai (x-—ai)
constantes arbitrarias.
— 1 2
Luego F*(x):%yf(xh G _ CZX_ . (2.6.6)
(x—ci) X—ci  (x—ci)

Al tener F*(x) dado por la expresion (2.6.6) entonces U (X, y) qgueda determinado

por las expresiones (2.2.2) y (2.2.11), siendo

+ _ (x—ai)2 1 400 ixt cq1 X

Ft(x) = o T Jy  hu(®e*dt+ mon T ey (2.6.7)
hyy = VU Hy (0] = VR H, () — S, ()]

y i 1 Yo1 2 (x—ai)? 1

se puede enunciar el siguiente teorema con enunciado y demostracion similar al

Teorema 6:

dVv(x,0")

Teorema 7: Si k<0 y V(xy),xV(x,07) vy dy

pertenecen a L,,(R),

entonces el problema (2.1.1) — (2.1.4) para el caso de indice dos tiene solucién
Unica que depende de dos constantes arbitrarias ¢, y C,en la clase (2.1.5) y

viene dada por las expresiones (2.2.2), (2.2.11) y (2.6.7)
Para el caso homogéneo queda el siguiente teorema:

Corolario del Teorema 7: Si k<0 , entonces el problema (2.1.1) — (2.1.4) para

el caso 2.4.3-a) tiene solucién Unica que depende de dos constante arbitraria C, y

¢, en la clase (2.1.5) y viene dada por u(x,y) =V *[U(x,y)], donde U(X,Y)se

define por las expresiones (2.2.2), (2.2.11) y (2.6.7)
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2.7 Solucion del Problema de Riemann para los casos de indice negativo
En el presente epigrafe se buscara la solucion del Problema de Riemann (2.2.12)
de acuerdo a los casos de indices negativos estudiados en el capitulo anterior,

donde D(x)cumple simultdneamente una de las condiciones del Teorema 1y

una de las condiciones del Teorema 2.

2.7.1 Solucién de los casos de indice menos uno

2.7.1.1 Solucién del caso 2.4.4-a)

En este caso la expresion (2.2.12) toma la forma:

Frx)=PulXa ey AulXmaD g
701(X_C|) 701(X_C|)

pero ahora a<0y c¢>0. Haciendo: F,"(x)=F*(x),

Fo) = 2ol ey o = Bl oy o)

]/Ol(X —ci) Yo1(x—ci)
gueda el problema de salto:
Fi" (x) = F{ (x) = Hyp(x) (2.7.1)

se puede enunciar entonces el siguiente teorema:

dv(x,0")

Teorema 8: Si k<0 y V(x,y),xV(x,0%), y dy

pertenecen a L,,(R),

entonces el problema (2.1.1) — (2.1.4) para el caso 2.4.4-a) tiene solucion Unica
en la clase (2.1.5) dada por u(x,y) =V U (x,y)].

Donde U (x, y) esta dada por las férmulas (2.2.2), (2.2.11) y
F*(x) = v% 7 hyp (et de (2.7.2)
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siendo hq,(x) = V™1[H;,(x)]; si se cumple la condicién adicional

[refe® g = g (2.7.3)

—® T—ai

La primera parte de la demostracion es evidente por las técnicas de trabajo
mostradas anteriormente, luego, solo se demostrara la necesidad de la expresion
(2.7.3). En efecto, como la solucién del problema de Riemann se expresa por

(2.7.2)y

_ _ _Yo1 (x—ci) 1 0 it
F (x) T Bor (x—ai) V2w J‘—oo hlZ(t)e dt,

se tiene que F~(x)tiene un polo de orden uno en x = ai, por lo tanto, se requiere,

para que el problema de salto (2.7.1) tenga solucion Unica, que f_Ooo hi,(t)e*tdt
tenga un cero de igual orden en dicho punto. Como por la relacion entre las
Integrales de tipo Cauchy y de Fourier se tiene:

1 (" Hy, (1) 1 (° .
- ——Zfdr=———| hy,(t)e?tdt
2ni ). T—al ' V2T f_oo 12(t)e

[00]

si Imz <0, entonces, desarrollando la primera de las integrales anteriores en

serie de potencias de (z-—ai) e igualando a cero el coeficiente del término de
grado cero del desarrollo, se obtiene (2.7.3) con lo cual se elimina el polo de
F~(x). En el caso homogéneo queda:

Corolario del Teorema 8: Si k<0 entonces el problema (2.1.1) — (2.1.4) para

el caso 2.4.4-a) tiene solucion dnica en la clase (2.1.5) dada por

u(x,y) =V yl.
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2.7.1.2 Solucion de los casos 2.4.4-b) y 2.4.4-e)

En estos casos la expresion (2.2.12) toma la forma:

o Palx-a)(x-bi)  fu(x-ab(x-bi)
a0 @74
donde a<0, b<O0si 4kBy By <k’Bh; e Ima<0, Imb<0 si 4kBy, By, >k’ By

Ademéas ¢>0, d<0 y c=—den el caso 2.4.4-b). En estos casos la expresion

(2.7.4) se puede escribir de la forma:

(x—di) . X)ZMF, X)+ﬂm(x—ai) Hz(X)_(x—oli) H, (%) |

(x —bi) Yo (X—ci) Yo (X—Ci) (x —bi)
; . + _(X_di) + - :ﬂ()l(x_ai) -
haciendo: F," (x) = (x_bi) F'(x), F, (X) v (x—c) F (xX)y
Hi;(x) = %Hz (x) — g:ig H,(x), queda el problema de salto:
F"(x) — F{ (x) = Hy3(x) (2.7.5)

Luego por un andlisis similar al anterior, se tiene para estos casos, de manera

evidente, un teorema similar al Teorema 8, pero con H;5(x) en lugar de H;,(x)

y Ft(x)= g:zg\/%_nfom hi3(t)e™tdt, siendo hy3(x) = V™1[H;5(x)]; si se cumple

la condicion adicional: ij:oHL(T)dT = 0. Luego de (2.2.2), (2.2.11) se obtiene

T—al

que:

F*(x)+H,(X) ex?y

V) = - bi)

+V(X,Y)

Nota: La solucion de los casos 2.4.4-c) y 2.4.4-d) se incluyen en el Anexo (A4.4)

por tener técnicas similares de solucion.
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2.7.2 Solucion del problema de Riemann para el caso de indice menos dos.

2.7.2.1 Solucion del caso 2.4.5-a)

En este caso el problema (2.2.12) toma la forma:

F+(X) — ﬂOl(X—a'i)(X_b.i) F_(X) + ﬁm(x— al)(x—b|)
Yoy (X =€) (x—dl) Yor (X —ci)(x — di)

H,(x)-H.(x),

donde a<0, b<O0si 4KkBy Ly <k’Bs; e Ima<0, Imb<O0si 4kBySBy|>k?Bh,

ademas ¢>0, d>0 si 4kyyre| <k’75; e Imc>0, Imd >O0si 4kyy o] >k ys.

Luego queda de nuevo un problema de salto de la forma:

Lo (X —ai)(x—Dbi) =

Fif(x) — F; (x) = H;5(x), donde: F,"(x)=F*(x), F, (x)= Voo (X —ci)(x —di)

(x)

__ Bo1(x—ai)(x—bi) _ ,
y H15(x)_—y01(x-ci)(x-ai) H,(x) — Hi(x), (con b<0 6 Imb<0), pero ahora al

obtener la solucién del problema se obtiene F(X) con polos de orden uno en
x=ai y X=Dbi. Luego se puede enunciar un teorema similar al Teorema 8

sustituyendo H,s(x) por H,,(x) (con b<0 6 Imb<0) y agregando a la condicién

(2.7.3) la condicion adicional: f_t: HT%I(;) dr = 0.
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Capitulo II: Solucién de un problema de tipo parabdlico con condiciones de

contorno diferentes por semiejes

CONCLUSIONES DEL CAPITULO

Se ha encontrado la solucion en cuadraturas de un problema parabdlico con
condiciones de contorno diferentes por semiejes, tanto para una ecuacion
homogénea como para una no homogénea. La técnica utilizada consiste en
reducir el problema original con el auxilio de la transformada de Fourier a un
problema de Riemann con solucion conocida, y luego se encuentra la solucién del
problema original en cuadraturas con el auxilio de la transformada inversa. La
solucion analitica se obtiene para diferentes valores del indice del coeficiente del

problema de Riemann obtenido.

Los resultados encontrados constituyen inobjetablemente un aporte teérico a la
teoria de los Problemas de Contorno de las Ecuaciones Diferenciales Parciales,
pues en la bibliografia consultada no existen en la actualidad técnicas analiticas
gue aborden problemas de esta naturaleza, donde las condiciones de contorno

difieren en diferentes partes del eje.
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condiciones de contorno diferentes por semiejes

CAPITULO IlIl: SOLUCION DE UN PROBLEMA DE CONTORNO DE TIPO
HIPERBOLICO CON CONDICIONES DE CONTORNO DIFERENTES POR

SEMIEJES
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condiciones de contorno diferentes por semiejes

CAPITULO IlIl: SOLUCION DE UN PROBLEMA DE CONTORNO DE TIPO
HIPERBOLICO CON CONDICIONES DE CONTORNO DIFERENTES POR

SEMIEJES

En el presente capitulo se hace el planteamiento del problema en cuestion,
consistente en encontrar la solucion a una ecuacion en derivadas parciales de
tipo hiperbdlico con condiciones de contorno muy generales, definidas por
semiejes. La misma se buscara en una cierta clase de funciones de amplia
aplicacién practica. Con el apoyo del operador de Fourier se reduce el problema
original a un problema de contorno de Riemann que se resuelve mediante la
técnica de Cherski. Los resultados obtenidos se pueden generalizar a otros tipos
de regiones, incluso acotadas, trabajando con transformaciones conformes.

Luego se estudian las condiciones de solubilidad del problema de Riemann
mediante condiciones necesarias y suficientes para que el coeficiente y el término
independiente de dicho problema estén en las clases de funciones adecuadas. Es
interesante el estudio realizado sobre el valor del indice y los diferentes valores
de acuerdo a los coeficientes del problema. Por dltimo se determina la solucion
de los problemas en cuadraturas para diferentes valores de indice del coeficiente
del problema de Riemann. Todo esto se recoge en una serie de teoremas que

resumen los resultados obtenidos.
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Capitulo I1I: Solucion de un problema de contorno de tipo hiperbdlico con

condiciones de contorno diferentes por semiejes

3.1 Planteamiento del problema no homogéneo

En este epigrafe se procederd a realizar el planteamiento del problema de
contorno general de tipo hiperbdlico con condiciones de contorno dadas por
semiejes:

Dada la ecuacion diferencial parcial de tipo hiperbdlico

Uy (X, ¥) =U, (X, ¥) +au(X, y) = g(X, y), 8, #0 (3.1.1)
en la banda
QO={(x,y) ER%:0<y < +1} (3.1.2)
7
1
Ve
0 X

y las condiciones de contorno

au(X17) +ayu, (X,17) + a,u, (X17) = gy (X) (3.1.3)
Bu(x,07) + B, (x,07) + B,u, (x,07) = g3, (x), x < 0 (3.1.4)
70u(X,07) + U, (X,07) + 7,u, (X,07) = g, (X), x> 0 (3.1.5)
donde «,,B: vy y;; 1=0,1,2 son nimeros reales y

9, y) € Lax(R), g10(x) € Lax(R), g11(x) € Lpx(=0,0) Y g12(x) € Ly (0, +0)
Se desea encontrar condiciones sobre los elementos conocidos de (3.1.1),

(3.1.3)-(3.1.5) para que la ecuaciéon (3.1.1) tenga solucién Unica en la region
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(3.1.2), que satisfagan las condiciones (3.1.3)- (3.1.5) y que pertenezcan a la
clase.

S ={u € F(Q):uy € Ly (R),uyy € Ly (R),u € Ly (R),0 <y < +1} (3.1.6)
donde F(Q) es la clase de funciones que estan definidas sobre la banda infinita Q
y L,,(R) es la clase L,(R) con respecto a la variable x.

Nota: Como se dijo anteriormente, resolviendo este problema para la banda
infinita, no se pierde generalidad, pues utilizando transformaciones conformes es
posible transformar una gran variedad de regiones, incluso acotadas, a la region
estudiada aqui, ejemplo de ello [ver paginas 72-79 de [1], paginas 183-186 de
[3] ¥ Anexo (A3)]. Ademas tampoco se pierde generalidad al tomar uno como
cota superior de la banda, esto solo se hace para facilitar el desarrollo
matemaético.

El problema esta bien planteado porque el nimero de condiciones de contorno
(3) es igual al orden de la ecuacion diferencial con respecto a y (2), por el nUmero
de regiones (1), mas uno [ver paginas 77-79 de [1] y paginas 186-188 [2] y
Anexo 1 (A2)].

3.2 Reduccion a un problema de Riemann

A continuacion se aplica la técnica de Cherski para reducir el problema planteado
en 3.1 a un problema de Riemann para la banda.

3.2.1Aplicacion de la transformada de Fourier a la ecuacion (3.1.1)
Realizando esta operacion se obtiene la ecuacion diferencial ordinaria:

_ ‘VL’:’VH (@, —x*)U(x,y) =G(X,Y)
dy (3.2.1)
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para encontrar la solucion de la ecuacion diferencial ordinaria (3.2.1) se utiliza la

ecuacion caracteristica

-2 +(a,—x*)=0

(3.2.2)
y se encuentran las raices, las cuales tienen la forma:
B 2
2,00 =5/ =) vy eR (3.2.3)
luego la solucion general de (3.2.1) es:
U(x,y) =C,(x)e @7 1+.C,(x)e @ +V (x,y) (3.2.4)

donde

— _ 1 Jag-xZy [ 6&Y) ,Jag-x%y 1 Jag—x2y [ &Y —Jag—x2y
V(x,y) 5 € fme dy +e f\/me dy

es una solucién particular de (3.2.4); C,(x) y C,(x) son funciones arbitrarias
gue se deben determinar.
3.2.2 Adaptacion de las condiciones de contorno (3.1.4) y (3.1.5) para
la aplicacion de la transformada de Fourier
Con ese objetivo se introducen las funciones f, y f_:

fo(x) = {funcic’m desconocida de L,,,(R),x >0
+ 0, x<0

£0x) = {O, x>0

funcion desconocida de L,,_(R),x <0’

estas funciones permiten escribir (3.1.4) y (3.1.5) en la forma

Bou(x,0) + B, (x,07) + B,u, (x,07) = g,y () + F, (%), X| <00 (3.2.5)
7U(X,0") + 73U, (X,07) + 7,U, (X,.07) = gy, (X) + F_(X), ‘X‘<+°O (3.2.6)
donde
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_{g11(x), x<0 _{0 , x<0
g11-(x) = { x>0 Y g2+ (x) = gi(x), x>0

3.2.3 Aplicacion de la transformada de Fourier a las nuevas condiciones de
contorno y ala condicion (3.1.3)

Realizando esta operacion en (3.1.3), (3.2.5) y (3.2.6) se obtiene:

aU(X1 )+ Cill;(x,l) —ixa,U (X,17) =Gy, (X) (3.2.7)

SU(x,0° )+/3’l (x 0")—ixB,u, (x,07) =G (X)+ F"(x), X /<o (3.2.8)
+ dU + H + + -

7 U (X,07) + 7, d—y(x,o )—ixy,u, (X,07) =G, (X)+F (x), X/ > (3.2.9)

De acuerdo a la definicion de f, y f las funciones F*(x) yF~(x) se pueden

considerar [ver [4]] como los valores limites de las funciones F*(z)y F (2),

analiticas en el semiplano superior e inferior respectivamente, que satisfacen las
condiciones:

- NE: . 7 2 .

HF (x+|y)‘ dx<M,siy>0 _”F‘(x+|y)‘ dx<M,siy<0

—o0 y —o0

respectivamente, donde M es el mismo para todas las y.

3.2.4 Obtencion de una ecuacion funcional en la cual las Unicas funciones
desconocidas son Ft(x) y F~(x)

A partir de (3.2.1) se obtiene facilmente

O(ljl;(x, y) = —C,(X)-/(8, —x2)e 1@ +.C, (%) /(a, — x})e @ + (x y) (3.2.10)
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Sustituyendo (3.2.4) y (3.2.10) en (3.2.7) y (3.2.7), y efectuando las operaciones

necesarias se obtienen las expresiones de C,(xX)y C,(X):

H,(X)+F"(x) P,(x) 1
C = 2 - L.
1 (X) H, (%) e P (0 AW (3.2.11)
C,(x) = H.() e aﬁsz(X) L (3.2.12)
H,(X)+F"(x) P,(x)AX)
donde

el p (x) e P,(x)
P,(x) P,(x)

P.(X) =, — a8, —x* —ixa,, P,(x) =4, + S @ —x* —ixB,
P,(X) = 5, — B/ —x* —ixg, y

H,(X) =G,y (X) —aV(X1) — ey dd\;(x,l) +ixa,V(x,17)

A(X) =

 Pi(X) =y + a4 [, — X —ixa,,

H, (X) = Gy (x) — AV (X07) — B, ‘f;y’<x,o+) LAV (x,0°)

se obtiene a partir de la solucion particular de (3.2.4) que:

11 G(x, 1 G(x,
lim V(x,y) = lim l__f (x,y) ew/ao—nydy_l__J (x,¥) e /ao_xzydy
y-0* y-0t| 2 2

Jag — x? Jag — x?
. _ .o adv _ . . dv .
SiV(x1),xV(x1l )'W(X’l ),V (x,07),xV(x,0 )yw(x,o ), pertenecen a L,,(R),

es evidente que H,(x)y H,(x)pertenecen a L,,(R).
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Luego sustituyendo (3.2.4), (3.2.10), (3.2.11) y (3.2.12) en (3.2.9) se obtiene una
expresion en funcién de F*(x)y F(x), dada de la siguiente forma:
F*(X)=D(X)F (X)+H(x) (3.2.13)

el cual es el problema de Riemann correspondiente al caso hiperbdlico, en cuyo

caso: D(x) = AA(();)) , €s el coeficiente del problema Riemann y el término
1
. : ] A, (X) A(X)
independiente es: H(x) = —2*—H,(x)-H H 3.2.14
p () A,() () —H,(x) + () 3(X) ( )

siendo H,(x) =G, (X) -,V (x,07) -y, Z\;(X,OW +ixy,V (x,07), si

V (x,07),xV(x,07) y?jv(x,0+) pertenecen a L,,(R), es evidente que H,(X)
y

pertenece a L,,(R). A;(X) viene dada por la expresion:

e P(x) e R(x)

A =
00 P.(X) P,

donde P,(X) =y, +7::/a —X* —ixy, Y Py (X) =y, — 7./, —X* —iXy,, ademas el

término A,(X)viene dado por: A,(x) = 2B;¥¢/ ao—x2, lo cual implica que:

__ 2B1Yovae—x? A(x) . _ A(X)
H(x) = THl(x) —H,(x) + 5 H;(x). Si se desarrolla D(x) = NGE
gqueda
D) e2Va0~**[A(ay — x2) + ByJag — x2 + Cx® + D + ix(E\Jay — x2 + F)| -
x) =

B ez ao_xz [Al(ao - xz) + Blm + C1x2 + D1 + ix(Elv ao - xz + Fl)] -
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—A(ag — x?) + ByJag —x2 —Cx* = D —ix(—E+Jay — x2 + F)

—A (ag — x?) + Bj\Jag — x? — Cx2 — D; — ix(—Ej\Jag — x? + Fy)

donde:
A=a,p A =ay,
B=—a,p+a,f, B, =-a,+ay,
C=-a,p, C,=-a,7,
D=a,p, D, = a7,

E=a,8 -ap E,=a,y, —a7,
F=-a,8,-a,8, F =-a.y,—a,,

3.3Condiciones de solubilidad del problema de Riemann obtenido a partir
del problema de contorno hiperbdlico

En este epigrafe se determinan condiciones necesarias y suficientes sobre los

coeficientes de (3.1.3), (3.1.4) y (3.1.5), para que el coeficiente y el término

independiente de (3.2.13) satisfagan las condiciones correspondientes al

problema de Riemann.

Se conoce del subepigrafe 1.2.2 del capitulo | que, para obtener la solucién de

(3.2.13) en la clase L’ZL:—;([[_R)(L;—’x(R)), se requiere que D(X) pertenezca a la clase

2. (R+1) y el término independiente pertenezca a LA,(R)(L,.(R)), siendo

L4 (R + 1)la clase de las funciones f que satisfacen las condiciones siguientes:
I. f no tiene ni ceros, ni polos sobre R.

il. lim f(x)=1.

[X[>+e0
i. (f—1)€lLi,(R)
También se requiere segun [1], que supongamos a, < 0 para que el indice del
problema de Riemann tenga una expresion analoga en toda la region.
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3.3.1 Determinacién de las condiciones para que D(x) satisfaga la condicion i
Para que D(x)pertenezca a la clase L4, (R + Dtiene que cumplirse en primer
lugar que D(Xx) no tenga ni ceros ni polos sobre R, lo cual se recoge en el

siguiente Teorema:
Teorema 1: La expresion de D(x), no tiene ni ceros ni polos para x € R si se
cumplen las condiciones:

B2—4(A-C)(Cag+D)<0,A+CyE+0
B? —4(A; — C,)(Ciag + D;) < 0,A, # C, yE; # 0

Demostracion del Teorema 1:

Para demostrar este teorema primero se trabajara con la parte real del coeficiente
del problema de Riemann que no acompafa a la parte que tiene exponencial en
el numerador, sea:

Jao—xZ =y > ap—x% =y (3.3.1)

como la parte real que no acompana al exponencial tiene la forma:

—A(ag — x?) + ByJag —x2 —Cx*—D (3.3.2)
sustituyendo (3.3.1) en (3.3.2), se obtiene:

—Ay* +By+ Cy*—Cay—D =0 (3.3.3)
pues x? = a, — y?, e igualando a cero para poder encontrar las posibles raices
reales que pudieran anular la expresion (3.3.3). Trabajando algebraicamente en
(3.3.3), se obtiene la ecuacion algebraica de segundo orden y las dos raices

respectivamente, es decir

(A—C)y> —By+ (Cag+D)=0=y=y,, = BNBZ‘;‘E:E;(C““D), conA # C
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por lo tanto si se cumple que:

B2 —4(A-C)(Cay+D) <0 (3.3.4)
no existen ceros, es decir, raices reales, solo serian raices complejas conjugadas
en el caso que B # 0 o raices imaginarias conjugadas si B = 0. En este ultimo
caso la relacion B2 —4(A — C)(Ca, + D) < 0 se convertiria en 4(4A — C)(Ca, +
D) > 0 el cual seria un caso particular de (3.3.4). Luego si se cumple (3.3.4) y
A # C quedan las raices complejas conjugadas en el caso B # 0 0 imaginarias

conjugadas si B = 0, siendo

_ _ B .J4(A-C)(Cay+D)—B?2
y—}’1,2—A_Cil " C .

Luego como x> =a,—y?ey€eC=x?2€ C>x € C por lo tanto la ecuacion
(3.3.2) no tiene raices reales, cumpliéndose que B? — 4(4 — C)(Ca, + D) < 0 con
A+C.

Se trabajara ahora con la parte imaginaria del numerador que tiene la forma:
—ix(—EvJag — x% + F) (3.3.5)
igualando (3.3.5) a cero queda la expresion:

—ix(—Ew/aO —x2 + F) =0=>x(—Eyay,—x2+F)=0 (3.3.6)

. p F2 F?
la cual tiene como raices x; =0y x,3 =+ _[a, — = 1 COmMoay, <0y— >0, esto

. . ., F2 , . . . .
implica que la relaciéon a, — = < 0, por lo tanto x, 3 serian raices imaginarias

conjugadas y entonces la Unica raiz posible es x; = 0, cumpliéndose que:

E+0 (3.3.7)
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Se verd ahora la parte real del coeficiente del problema de Riemann que

acompafa a la exponencial en el numerador, la cual tiene la forma:
e2Va0=x*(A(qy — x%) + ByJay — x2 + Cx2 + D) (3.3.8)
haciendo igual que en la expresion (3.3.2), Jag—x2=y = ay—x2=y?=>x%*=

a, — y?%, queda la relacion:

—B +/BZ2—4(A - C)(Cay + D)
2(4-0)

luego con la misma condicion (3.3.4) y A # C, la expresion anterior no tiene raices
reales.

Se analizaré ahora la parte imaginaria del numerador que tiene la forma:
ix(E\Jag—x2+F)=0=x(E\Jag—x2+F) =0 (3.3.9)

. . F2 . ;o P .
lo cual implica que x,3 = + fao -=Y sucede lo mismo la Unica raiz posible es

x; =0,conE # 0.

Luego, trasladando las mismas condiciones al denominador del coeficiente del
problema de Riemann correspondiente a este problema, se obtiene un resultado
parcial: Los coeficientes de la exponencial y lo que no esta afectado por la
exponencial en el numerador y denominador respectivamente del coeficiente del
problema de Riemann, no se anulan simultaneamente si se cumple que:

B2 —4(A—C)(Cay+D)<0,A#CyE #0

3.3.10
Blz - 4‘(141 - Cl)(clao + Dl) < 0,A1 * Cl yEl * 0 ( )
Solo falta ver si con la condicion (3.3.10) sea posible que las ecuaciones:
eV ~**[A(ay — x?) + ByJag — x2 + Cx? + D + ix(E\Jap —x2 + F)| — (33.11)

—A(ag — x?)+ ByJag—x2—Cx* =D —ix(—E\Jay — x>+ F) =0
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y

e?V 204 (ap — x%) + Biyag — x% + C1x* + Dy + ix(Exrao — x* + Fy)| - (3.3.12)
—A1(ap — x?) + ByyJag — x* = C;x* = Dy — ix(—EyJag — x* + F) = 0 -

tengan ceros reales. Se trabajara primero en la ecuacion (3.3.11), despejando se

obtiene:

2Jap-x2 _ —[-A(ap — x*) + ByJag — x2 — Cx? = D — ix(—E+Jag — x> + F)|

[A(ao —x2) + ByJag —x2+ Cx2+ D + ix(Ey/ag — x% + F)]

—[—A(ao—x2)+B ag—x2—Cx*—-D—ix(—E,/ ao—x2+F)]
[A(ao—x2)+B,/ ag—x2+Cx? +D+ix(E ao—x2+F)]

e

= 2y/a,—x? =1n (3.3.13)

Las expresiones del numerador y denominador de la fraccidén que interviene en la
ecuacion (3.3.13) son numeros complejos, de igual manera la division de dos
nameros complejos es un nimero complejo y el logaritmo de un nimero complejo
es un numero complejo, por lo tanto el miembro derecho de la ecuacion (3.3.13)
es un numero complejo. En el caso del miembro izquierdo de (3.3.13), el
elemento a, <0 y x? > 0, esto implica que 2,/a, — x2 es un ndmero imaginario
puro. Pero por las condiciones impuestas en (3.3.10), el numerador ni el
denominador de (3.3.13) se anulan, y constituyen un nimero complejo con parte
real e imaginaria Vx € R. Por lo tanto, como el miembro derecho siempre es un
namero complejo y el izquierdo un namero imaginario puro Vx € R, entonces la
igualdad (3.3.13) no puede ocurrir nunca para ningin x € R y por tanto las
ecuaciones (3.3.11) y (3.3.12) no tienen soluciones reales (se realiza el mismo

procedimiento para la ecuacién (3.3.12)).
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3.3.2 Determinacién de las condiciones para D(X) que satisfaga la condicidn ii.

Teorema 2: Si se cumplen las condiciones del Teorema 1, entonces

lim D(x) =1.

[x|—>+00
Demostracion del Teorema 2:

Con las condiciones impuestas en el Teorema 1, y teniendo en cuenta que

e2V%~** a5 un niimero complejo con médulo uno (a, — x% < 0), x € R, entonces

) C—A-E
cuando |x| » +o: lim D(x) = ——— (3.3.14)
|x|—>+00 C1-A1-E;
. C-A-E o .
entonces si T k; k € R, k # 0, multiplicando el coeficiente del
1~ 41761

problema de Riemann por% quedaI }m;l D(x) =1.
xX|—=>+0

3.3.3 Determinacion de condiciones para que D(x) se satisfaga la condicion
Teorema 3: Si se cumplen las condiciones del Teorema 1y Teorema 2 entonces
(D(x) — 1) € LA

Demostracion del Teorema 3:

Es conocido que D,(R) c H;(R) c H;,(R) € H;,(R) c C(R) para0 < }; <4, <1,
donde por D4(R) se entiende las clases de funciones f: R — R con derivadas

acotadas sobre R que cumplan: | }irg fx) = | }im f(x)

X|—+ 0o X|—>—00
Como L4 = L,(R) n H,(R), se probara primero que (D(x) — 1) € H,(R), para lo
cual basta con probar que (D(x) —1) € D,(R). Por las condiciones impuestas

lim D(x) =1 (en caso de que el limite sea k # 1 se multiplica por % como se

|x|—>+00

sefiald antes), y es facil probar que (D(x) — 1)" es una funcién acotada sobre R,
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lo cual implica que (D(x) —1) € D4,(R) vy, por tanto, (D(x) — 1) € H;(R). Falta
solamente probar que (D(x) — 1) € L,,(R). En efecto, como |[D(x) — 1| = o (le) y
D(x) es continua en R por ser derivable por las condiciones de la hipétesis, se
tiene que: f “ID(x) — 1|2dx < + o, luego (D(x)—1) €L, y el teorema

gueda probado.

3.3.4 Determinacion de las condiciones para que el término independiente de
(3.2.13) sea elemento de L,,(R).

Teorema 4: Si se cumplen las condiciones del Teorema 1 y suponiendo que

WV x1) WV x0)

V(x,1) W V(x,0") y dy pertenezcan a L,,(R) entonces se cumple
que H(x) € Ly (R)

Demostraciéon del Teorema 4

El término independiente de (3.2.13) tiene la forma:

2B1v0v o A(x)

H) = =005 = - Hy () + 5o Ha(0)

donde

H,(X) =G,y (X) —a,V(X1) -« Z\; (x17) +ixe,V(x1)

H,(X) = G, () = BV (x.07) - ﬂ1 (X0 ) +ixB,V (x,07)

+ + dv + : +
H,(X) = G, (X) — 7oV (x,0 )_7/1@()(10 ) +ixy,V (x,07)
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Por las condiciones impuestasG,,(X), G;(x) Yy G,,(x). pertenecen a L,,(R) y

A(x)
2B1Yoy ag_x?

al , A, (X) son funciones acotadas sobre R.
Ap(x)

Si el problema original es homogéneo (g(x,y) =0) el Teorema 4 quedaria en la

siguiente forma: Corolario del Teorema 4: Si se cumplen las condiciones del

Teorema 1 entonces se cumple que: H(x) € L,,(R).

3.4 Solucién de problemas hiperbolicos con diferentes condiciones de
contorno

A continuacion se dara solucion a problemas hiperbdlicos para diferentes casos

del indice del problema de Riemann.

3.4.1 Caso donde se cumple que oy = By =y, = a, = B, =y, = 0 (Solamente

A+0y A, #0)

El problema de contorno correspondiente es:

U, (X, y) -u, (x,y)+a,u(x,y)=0,a, =0

Q={(x,y) ER%:0<y < +1}

ayu, (x.17) = g;(X)

ﬁluy(xu(y) =0,,(x),x<0

7/1Uy(X,O+) =0,(X), x>0

ademas el coeficiente del problema de Riemann queda de la forma: D(x) = &,

Y1

el cual es un caso de indice cero, donde el coeficiente del problema de Riemann
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es una constante, esto implica que no hay raices ni en el numerador ni en el

denominador, por lo que el problema de Riemann correspondiente seria:

Fr () =2 F (0 - H, 00+ 21 Hy(x)
71 71

pues A,(x) = 2B1yov/ag_x% = 0, haciendo:

=" (0 H.0=-H,0+ " H,00= 56, -G,
71 1

R =F () y y |
queda el problema de salto: F,"(x)—F, (x) =H,(X) . (3.4.1)
Luego se puede enunciar el siguiente teorema:

dv(x,0")

Teorema5: Si a,<0 y V(X,y),xV(x,0%),y dy

pertenecen a Ly, (R),

entonces el problema para este caso tiene solucidn Unica en la clase S dada por

u(x,y) =V Uyl

Donde U (X, y) — Cl(x)e—\/(ao—xz)y +C2 (X)e\/(ao—xz)y +V(X, y) y

. 1 77 i ) _ _ N _
F (X)%Ih4(t)e“dt , siendoh, =V '[H,]1=V *[BG}, -G,] ,
0

N

CH,(00+FT () P01 H0 e ™ P 1
C,(X) = - L oyc,x=| M P L
®) Hy(x) e P (0 |AX) Y &9 H,(x)+F*(x) P,(x)AX)

Demostracion del Teorema 5:
La solucion del problema de salto (3.4.1) segun la definicion dada de operador

proyeccion en el epigrafe 1.2.3 del capitulo | es:
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P*(H,(x)) = (VoT “oV ")H, (x) =VoT*(h,) =V (h,,) , donde

Vi, )= e dt=F 00 y Vin, )=~ [hu(edt=F (9

siendo h, =V '[H,]. Luego se tiene que:

U(x,y) = Cl(x)e’\my +C,(x)e @™ LV (x,y) (3.4.2)
donde
H,()+F (x) P,(X) 1 H,(x) e P x| 1
C1 = 2 — C2 = 1 i —_—
* Hy (0 e™ Py(x) |AMX) ¥ H,(X)+F*(x) P,(x)AX)

Justificacién de los pasos
En (3.4.2) F*(x) € L, (R), Hy(x) € Lyx(R), Hp(x) € L3, (R) y Py(X),P,(X), Py(x),

d?U(x,y)

P,(x) y A(x) son polinomios. Luego U(x,y), (ag—x)U(x,y) Yy — 72

pertenecen a L,,(R) paratodo y, 0 <y < +1, por lo tanto u(x,y) pertenece a la

clase (3.1.6), siendo u(x,y) =V '[U(x,y)] finalmente la solucién a este problema
3.4.1. Para el caso homogéneo, es decir, para V(x,y)=0 se tiene el siguiente

teorema: Corolario del Teorema 5: Si a, <0, entonces el problema de contorno
para este caso tiene solucion Gnica en la clase S dada por u(x,y) =V '[U(x,y)].

3.4.2 Caso donde secumpleque a, =, =y, =0 y% = % = ;—0 (Solamente
1 1 1
A+0,A, #0,D+0yD; #0)

Esto implicariaque C =C;, =B =B, =E =E, =F =F, =0, B= B4, lo cual lleva,

trabajando algebraicamente, a una relacion de proporcionalidad entre los
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coeficientes: 2 =50 =% por ejemplo, un problema podria ser que todos los

oq B1 Y1

coeficientes fuesen uno. Por lo que el problema de contorno se reduce a:
Uy (X, Y) —U,, (X, Y) +a5u(x,y) =0,a, =0

QO={(x,y) ER%:0<y < +1}

aU(X1) +apu, (1) = g5, (X)

Bu(x,07) + Bu, (x,07) = g,,(x), x<0

7ou(X,07) +7u, (X,07) = g;,(X), x>0

ademas el coeficiente del problema de Riemann queda de la forma:

_ —1B1(ag—x2)+aoPo
D(x) N —a1Y1(ao—x2)+agyo’

. , . [A
las raices del numerador tienen la forma: x =x;, = +i 5 < —do, las

cuales son raices imaginarias conjugadas. Las raices del denominador tienen la

. |A +D
forma: = x,, = +i [2222;

D , . . .
+ TV A—1 < —ay, las cuales son raices imaginarias
1 1

conjugadas. Por lo tanto, como por definicion IndD(x) = N — P, esto implica que

el indice es cero y el problema de Riemann queda de la forma:

(x —ai)(x —bi) _ N 2B1Yov ao-_x2

Fr = G- —d) & (e2Vo-x* — D)ayy;(ap-x2) + ao¥o

Hy (x) — Ha(x)

(x —ai)(x — bi)
e W

donde a>0, b<0,c>0y d<0.
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Como se buscan funciones F*(x)y F (x) prolongables analiticas al semiplano

superior e inferior, entonces se transforma la ecuacién anterior en:

(x —di) Pt x—al)
“(x) +
b F*(x) = G F~(x)
2B1Yo Ag—x2 (x—di) (x— d) (x—ai)
+ ) - — (x_bi) Hy(x )— = H, (x )+ l)H3(x),
(e o-* —Daiy1(ao-x%)+agyo
; e (X dl) (X al) _
haciendo: F,"(x Fr(x), ()=
1()(X_b) (x), i (x) = (x —ci) F (x)y
Jag_x? -d d
Hy(x) = ——— Pt o H100) = G Ha () + (= Ha (o)
(92 fo-% —Dazy1(ao-x2)+agyo
gueda el problema de salto:
F () -F (x)=H(x), (3.4.3)
luego se puede enunciar el siguiente teorema:
dv(x,0")

Teorema 6: Si a,<0 y V(X,¥),xV(x,07),y pertenecen a L,,(R),

dy
entonces el problema de contorno para este caso tiene solucion Unica en la clase

(3.1.6) dada por u(x,y) =V U (x,y)].
Donde: U(X, y) = C,(x)e @™ 1.C, (x)e @™ 1V (x,y)

1 (x-— b|)

m 0 o x—di)

jh (t)e™dt, siendo hg(x) = V" [Hs(x)].

Para el caso homogéneo, es decir para V (X, y) =0 se tiene el siguiente teorema:
Corolario del Teorema 6: Si a, <0,entonces el problema para el caso 3.4.2
tiene solucion Unica en la clase (3.1.6) dada por u(x,y) =V '[U(x,y)]-
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3.4.3 Caso donde se cumple que oy =1 =y; =0 (Solamente C #0, C; #

0,D+0,D; #0,F#0yF; #0)

Por lo que el problema de contorno se reduce a:

Uy (X, ) —U,, (X% y) +a.u(x,y) =0,a, #0

Q={(x,y) ER%:0<y < +1}

o U(X,17) + U, (X17) = 950 (X)

Lu(x,07)+ Bu, (x,07) =g, (X), x<0

7ou(X,07) +7,u, (x,07) =g, (X), x>0

ademas el coeficiente del problema de Riemann queda de la forma:

[Cx?+D+ixF]
C1x2 +D1+ixF1]1

D(x) =7

por lo tanto las raices del numerador (denominador) serian:

-iF+ -F'-4pC iR F’ ~4DC,y
2C b2 2C,

X =

Tanto el numerador como el denominador de D(x) son polinomios de segundo
grado. La solucion del problema de Riemann depende del indice del coeficiente
D(x) y para este caso solo se tienen los siguientes casos: Casos de indice cero,
Casos de indice positivos: uno y dos y Casos de indice negativo: menos
uno y menos dos.

Se cumple que A,(x)=0.
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3.4.3.1 Casos de indice cero

% _ P 7
3.4.3.1-a) Caso donde se cumpleque F=0(F, =0)= «a, B, 7, ,

las raices quedarian de la forma:

+./—4DC . t+./-4D,C .
12 = xT =2, [ (X, = Tll =£a,7,i), >0
1

las cuales son raices imaginarias conjugadas, dos ceros y dos polos: un cero y un
polo en el semiplano superior y un cero y un polo en el semiplano inferior. El

coeficiente del problema de Riemann queda de la forma:

Cx*+D

D(X)=—>——
) C,x*+D,

por lo que el problema de Riemann queda de la siguiente manera:

. (x—ai)(x— b|) _ (x—ai)(x- b|)
F00=aodny T P Ty T

donde a>0, b<0,c>0y d<0. Se tiene que:

(x—di) Ft (x— al) - _(x dl) (x— al)
(x—bi) F*(x )_ x—ci) F~(x) ——=Hy(x )+ H3(x) haciendo:

F(x)y

(X_di)F+(x) F(x) = (x— al)

00 e T (x—ci)

(x dL)

= Hz( ) + (x al) H3 (x) , queda el problema de salto:

Hg(x) =

F"(X)—F, (X)=H,(x), luego se puede enunciar el siguiente teorema:
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dV(x,0")

Teorema 7: Si a,<0 y V(X,y),xV(x,07),y dy

pertenecen a L,,(R),

entonces el problema de contorno para este caso tiene solucion unica en la clase
(3.1.6) dada por u(x,y) =V U (x,y)].
Donde: U(X, y) = C,(x)e @™ 1.C, (x)e!® ™ 1V (x,y)

y F*(x)iwjhea(t)emdt, siendo h, =V [H,]=V *[-H,(xX) + (x—a_i) H, (9]
0 (x—ci)

<2z (x—di)
Para el caso homogéneo, es decir para V (X, y) = 0 se tiene el siguiente teorema:
Corolario del Teorema 7: Sia, <0, entonces el problema para el caso 3.4.3.1-a)
tiene solucién unica en la clase (3.1.6) dada poru(x, y) =V *[U(x,y)]
3.4.3.1-b) Caso donde se cumple que D=0(D, =0)= a, =068, =y, =0

Las raices quedarian de la forma:

_—iF£+/-F% (i)F C-iRE =R iOF
Xp=—f o =1_F (X,=——=1_1N) Jlas cuales son raices

2C c 2C, C

1

imaginarias y la raiz cero que aparece cuando se restan los términos del

numerador en las expresiones de las raices. El coeficiente del problema de

_ Cx? +ixF
B C,x? +ixF, - Esto conduce a los siguientes

D(x)

Riemann queda de la forma:

subcasos:
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3.4.3.1-b.1) Caso donde se cumple que sgF = sgC (sgF, #sgC,)

] iF iF . N . :
Las raices X = ey (x= —C—l) son imaginarias en el semiplano superior, por lo
1

gue el problema de Riemann queda de la siguiente manera:

PN CE-1) I (x—ai)

P00 = iy 00 =H00+ £ H: (0
d ; R . _ (x—ai) __
onde a>0 y b>0, haciendo: F*(x)=F*(x), F, (X)= (x—bi)F x) y

H,(x)=—-H,(x)+ E);_Z:; H,(x), queda el problema de salto:

F()-F (X)=H,(x) .
Luego podemos enunciar teoremas similares a los Teorema 7 y Corolario del
Teorema 7 con h, yH, enlugar de hy y H,.

Nota: El caso 3.4.3.1-b.2) se incluye en el Anexo (Asi) por tener técnicas
similares de solucion al caso 3.4.3.1-b.1).

Nota: Los casos del 3.4.3.1-c) - 3.4.3.1-0) se incluye en el Anexo (As.2-As.is)

por tener técnicas similares de solucion.
3.4.3.2 Casos de indice uno
3.4.3.2-a) Caso donde se cumple que

sgC = sgD, sgF # sgC,[4DC| > F* (sgC, = sgD,,sgF; =sgC,,.-F’ -4D,C, >F,) -

Teniendo dos ceros complejos y un polo imaginario en el semiplano superior y un
polo imaginario en el semiplano inferior, donde:

Rea>0,Rea=-Reb,Ima=Imb>0, c>0,d <O_

y
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Por lo que el problema de Riemann queda de la siguiente manera:

o (xea)x-b) o (x—a)(x—b)
F00= ey T T G ai)

H,(x)

de donde se obtiene la expresion:

(x—=di) _, (x— a) _ (x— dl) (x—a)

(x_b) Fr(x)= (x—ci) F(x)- (x_b) z(X)+(X_Ci)H3(X)

y se llega al problema de salto:
(x=di) -, , v (x=a) __

(x_b) F™(x)= (x—ci) F™(x)+H;(x) (3.4.4)
donde:
H(X)=- (();_dl)) ,(X) + (( c))H (x) que esde L,,(R)si a, <0y V(x,y),
xV(x,07),y %ym) pertenecen a L,,(R). Luego aplicando el

operador proyeccion a H,,(x) se obtiene:
His(X) =y " (X) -y (X) (3.4.5)

donde y*(x) =P*(H;5(X)), 0 sea w*(x)=(VoT oV *)H,,(x), lo cual implica que:

0
[his (e dt, siendo

+ 1+OO ixt - 1
w(m=¢m£mmeMyw<m=ﬁm%

_ 17 ixt
man—V@ELHmam dt.
Luego sustituyendo (3.4.5) en (3.4.4) se obtiene:

(x—di) . (x-a)
(x_b) F(x) - (X)—( CI)F (X)) =y (x) .
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Aplicando el teorema de prolongacion analitica y el teorema generalizado de

Liouville se tiene que

(();__ii))p(x)‘ = (( CI))F (¥) -y (x) = b C, es una constante
arbitraria. Luego (x= )F ) -yt (X) = Cy
' (x—b) Xx—b'
+ — (X_b) + C,
FO0=0maY W (3.4.6)
Sl I S S
yE = e Y ey

Al tener F*(x) dado por la expresion (3.4.6) entonces U (x, y) queda determinado,

(X b) ; Tls(t)e'x‘dtJr

0

siendo: F*(X) = y se puede enunciar el siguiente

teorema:

dVv(x,07)

dy pertenecen a L,,(R),

Teorema8: Sia, <0y V(xy),xV(x,0"),y

entonces el problema correspondiente para el caso 3.4.3.2-1-a) tiene solucién
Unica que depende de una constante arbitraria ¢, en la clase (3.1.6) y viene dada

por las expresiones (3.2.4) y (3.4.6). (Demostracion similar al Teorema 6 del
caso parabdlico).

Si la ecuacion del problema original es homogénea, es decirsi V(x,y)=0
se puede enunciar el siguiente teorema: Corolario del Teorema 8: Si a, <0,

entonces el problema correspondiente para el caso 3.4.3.2-1-a) tiene
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solucidn Unica en la clase (3.1.6) dada por u(x,y) =V U (x, y)].

Nota: Los casos del 3.4.3.2-b) - Caso 3.4.3.2-g) se incluyen en el Anexo

(As.16-_As21) por tener técnicas similares de solucion.

3.4.3.3 Casos de indice dos

3.4.3.3-a) Caso donde se cumple que

sgC = sgD, sgF = sgC,

4DC| > F? (sgC, #sgD;,sgF, =sgC,,

4D1C1‘ >F?

Teniendo dos ceros complejos en el semiplano superior y dos polos complejos en

el semiplano inferior. Donde:

Rea>O,Rea=—Reb,Ima=Imb>Oy Rec>0,Rec=—-Red,Imc=Imd <0

El problema de Riemann para este caso quedaria de la siguiente manera:

F () =

(x-a)" -y (x-a)’
byt T OO H00+ L Ha()

de donde despejando, se obtiene:

D) £ () F () + Hyp ()
(x—a)
siendo:
_ (x=b)’ (x —b)?
Hyo(x) = 4(x—a)2 HZ(X)+4(X—&)2 H,(x)

Tomando la misma idea de demostracion de los casos de indice uno pero ahora

el orden del polo es dos, se obtiene:

(x—b)*

F -y ()=F ()-yv (%
(x-a)
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Aplicando el teorema de prolongacion analitica y el teorema generalizado de

Liouville se tiene que:

2
"D -y 0 =F -y = S e S
(x—a) Xx—a (x—a) _ donde cly ¢ son
constantes arbitrarias.
2
F+(X):(X_E)2 l//+(X)+ Clb CZ)t()2
Luego (x~b) x=b (x-b) (3.4.7)

Altener F~ (%) dado por la expresion (3.4.7) entonces U (x, y)queda determinado

por las expresiones (3.2.4) y (3.4.7) siendo

_(x-a)® 1
- (x-b)? 2z

G, CX
X-b (x—-b)?

F* () Thlg (t)e™dt+

(3.4.8)
entonces se puede enunciar el siguiente teorema con enunciado y demostracion

similar al Teorema 8:

dVv(x,0")

a, <0 y V(X,y) xV(x,07) dy

Teorema 9: Si pertenecen a L,,(R),

entonces el problema para este caso tiene solucion Unica que depende de dos

constante arbitraria 1 y C2en la clase (3.1.6) y viene dada por las expresiones
(3.2.4) y (3.4.8).
Para el caso homogéneo queda el siguiente teorema: Corolario del Teorema 9:

si %o <0 , entonces el problema para este caso tiene solucion Unica que

depende de dos constante arbitraria ! y €2 en la clase (3.1.6) y viene dada por
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ux, ) =V U] donde UX.Y) e define por las expresiones (3.2.4) y
(3.4.8).
Nota: Los casos del 3.4.3.3-b) - 3.4.3.3-d) se resuelven de la misma manera que

el caso 3.4.3.3-a) y se encuentran en el Anexo (As22- As24).

3.4.3.4 Casos de indice menos uno

3.4.3.4-a) Caso donde se cumple que

sgC = sgD, sgF = sgC,[4DC| < F?,/-F -4DC <F
(sgC, = sgD;,sgF, #s9C,,[4D,C,| < F?,.[-F, -4D,C, > F/

Teniendo un polo imaginario puro en el semiplano superior, dos ceros y un polo
imaginarios puros en el semiplano inferior.

Siend0a<0,b<0,c>0yd <O_

En este caso el problema de Riemann queda de la siguiente manera:

(x—a)(x—b)

() = KRAX=D) oy

F (X)_(x—c)(x—d)F () HZ(X)+(x—c)(x—d)H3(X)
g = BB p g DDy 4 K28

despejando queda: (X —P) (x-c) (x—D) (x-c)
haciendo:

vy (x=d) -, Sy (X=3) oo
Fo(x) = (x_b) F () F (x)= (x—0) F~(x)

__(x—=d) (x-a)

y H o (X) = (X—b)HZ(X)+(X—C)H3(X)

gueda el problema de salto:

F1+ (X) = F, (X) = Hy(X) (3.4.9)
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y se puede enunciar entonces el siguiente teorema:

dV(x,0")

a, <0 y V(xy) xvV(x0") y dy

Teorema 10: Si pertenecen a L,,(R),

entonces el problema para este caso tiene solucion Unica en la clase (3.1.6) dada

por U(x.Y) =V Y] ponde YY) esta dada por las féormulas (3.2.4) y

+ 1 (X - b) ¢ ixt
F'(X)=—=—"—"" | h,(t)e™dt
m(x‘d)l N (3.4.10)
_\/1
siendo My =V " Hxy] ; Si se cumple la condicién adicional
+eo ZO(T)EH':O
rr-a (3.4.11)

La primera parte de la demostracion es evidente por las técnicas de trabajo
mostradas anteriormente, luego, s6lo se demostrara la necesidad de la expresion

(3.4.11). En efecto, como la solucion del problema de Riemann se expresa por

F (x)= —X_C%f: h,o (t)e™ dt
\

(3.4.10) y se tiene que: , tiene un polo de orden

uno en X=a por lo tanto, se requiere, para que el problema de salto (3.4.9)

0 ixt
L [ ha (e dt | j
tenga solucién Unica, que tenga un cero de igual orden en dicho

punto. Como por la relacion entre las Integrales de tipo Cauchy y de Fourier se

1 +°”H20(T)dz_ _

= [ (et
. - 20
tiene que; 24 T2 \Jom ,

si Imz <0 entonces, desarrollando la primera de las integrales anteriores en

serie de potencias de (Z_a)e igualando a cero el coeficiente del término de
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grado cero del desarrollo, se obtiene (3.4.11) con lo cual se elimina el polo de
F (%)
En el caso homogéneo queda:

a, <0

Corolario del Teorema 10: Si , entonces el problema para este caso tiene

solucién Gnica en la clase (3.1.6) dada por Y(*:Y) =V U],

Nota: El caso 3.4.3.4-b) se incluye en el Anexo (Asg2s) por resolverse de la

misma manera que el caso 3.4.3.4-a).

Nota: El caso 3.4.3.4-c) se incluye en el Anexo (As26) por resolverse por técnicas

similares.
Nota: Los casos 3.4.3.4-d) y 3.4.3.4-e) se resuelven de la misma manera que el

caso 3.4.3.4-c) y se encuentran en el Anexo (As27 vy As2s), respectivamente.

3.4.3.5: Casos de indice menos dos

3.4.3.5-a) Caso donde se cumple que

sgC = sgD, sgF =sgC,

4DC|> F? (sgC, = sgD;,sgF, #sgC,,

4D1Cl‘ >F?

Teniendo dos polos complejos en el semiplano superior y dos ceros complejos en
el semiplano inferior, siendo:

Rea>0,Rea:—Reb,Ima:Imb<0y Rec>0,Rec=-Red,Imc=Imd >0

En este caso el problema de Riemann queda de la siguiente manera:

P = XD e 9+ KD
(x=c)(x—d) (x—c)(x—d) , donde haciendo:

Fl— (X) _ (X - a)(X B b)

) - - (x=3)(x=b)
F1+(x):|:+(x), _(X—C)(X—d)F (x) H,(X)=—-H,(x)+ H, (%)

y (x-c)(x-d)
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gueda un problema de salto de la forma:

Fl+ (x) - F (x) = H,, (X)
pero ahora al obtener la solucion del problema se obtiene que F (%) tiene polos
de orden uno en X=a vy x=b, Luego se puede enunciar un teorema similar al

+ ZZ(T)dz' -0
Teorema 11y al Corolario del Teorema 11 con las condiciones =~ 7—a y

o 7—h

j+OOH22(T)CiT -0

Nota: Los casos del 3.4.3.5-b) - 3.4.3.5-f) se resuelven de la misma manera que

el caso 3.4.3.5-a) y se encuentran en el Anexo (As29 -As.33).

@ _a_a %o @

3.4.4 Caso donde se cumple que Bo P B y Yo n 72 (Solamente

cuando B=0B;=0E=0E,=0A+0,4,#0,C+0,C; #0,D #0,D, #
0,F#0yF, +0)

Por lo que el problema de contorno se reduce a:
Uy (X, Y) —U,, (X, y) +a5u(x,y) =0,a, =0
Q={(xy) ER%:0<y < +1}

aUu(x1 ) +ayu, (X17) + a,u, (X17) = g, (X)
Bou(x,07) + B, (x,07) + B,u, (x,0") = 9,,(x), x < 0
¥oU(x,07) +71uy(x’0+) +7,U, (%,07) = g, (X), x>0

Ademas el coeficiente del problema de Riemann, después de hacer las

transformaciones algebraicas correspondientes, queda de la forma:
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(C — A)x? + ixF + (Aag + D + F)

D =
(x) (C1 — AX2 + ixF, + (Aaq + Dy + Fy)

Nota: La solucién de este problema con todos los casos de diferentes indices y

los teoremas correspondientes por su amplitud se incluyen en al Anexo (Ass4) de

la presente tesis.
3.4.5 Caso donde se cumple que oy =Bo=B2=VYo=V2 =0 (Solamente

B Oy E=+ O)

Por lo que el problema de contorno se reduce a:
Uy (X, ¥) —U,, (X, Y) +agu(x, y) =0,a, # 0
QO={(x,y) ER%:0<y < +1}

o U(X17) + U, (X,17) = g4 (X)

Bu, (x,07)=g,(x),x<0

7y (%,07) = g;,(x), x>0

El coeficiente del problema de Riemann queda de la forma:

[B (ag — x?) + ixE\/(a, — xz)]
[B1+/ (ag — x2) + ixE1/(ag — x2)]

Nota: La solucién de este problema con todos los casos de diferentes indices y

D(x) =

los teoremas correspondientes se incluyen en al Anexo (Aszs) de la presente

tesis.

3.4.6 Caso donde se cumple que

B=0yE=0(B,=0yE, =0)= % =P Yo & A _7y_ puy_tr
a B oo B N1
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Nota: La solucion de este problema con todos los casos de diferentes indices y

los teoremas correspondientes se incluyen en al Anexo (Asss) de la presente

tesis.
3.4.7 Caso donde se cumple que D+0y Dy # 0 con todos los demas
coeficientes iguales a cero.
El problema de contorno queda de la siguiente manera:
u, (X, y)—uyy(x, y)+a.u(x,y)=0,a,#0
Q={(x,y) ERZ:0<y < +1}
aU(XL) = 9, (X)
Lou(x,07) =g, (x),x<0

7OU(X’0+) =05 (X)’ x>0
donde el coeficiente del problema de Riemann queda de la forma:

D
00 = 5=

Nota: La solucién de este problema con todos los casos de diferentes indices y

los teoremas correspondientes se incluyen en al Anexo (Asz7) de la presente

tesis.
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CONCLUSIONES DEL CAPITULO

Se ha encontrado la solucion en cuadraturas para problemas de tipo hiperbdlico
con condiciones de contorno diferentes en cada semieje, tanto para una ecuacion
homogénea como para una no homogénea. Es interesante notar que, en forma
similar al caso parabdlico, la técnica utilizada consiste en reducir el problema
original con el auxilio de la transformada de Fourier a un problema de Riemann
con solucién conocida, y luego utilizar la transformada inversa de Fourier para
encontrar la solucién del problema original. Se ofrece la solucién analitica para

diferentes tipos de indices del coeficiente del problema de Riemann.

Como se sefiald en el caso parabdlico, los resultados obtenidos constituyen
inobjetablemente un aporte tedrico a la teoria de los problemas de contorno de
las ecuaciones diferenciales parciales, pues no existen técnicas analiticas
similares en la bibliografia consultada que aborden problemas de esta naturaleza,

en los que las condiciones de contorno difieren en diferentes partes del eje.
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CONCLUSIONES

A partir de las condiciones impuestas en cada caso estudiado, se ha encontrado
la solucién en cuadraturas de problemas con condiciones de contorno con un
notable nivel de complejidad de tipo parabdlico e hiperbdlico, tanto para
ecuaciones homogéneas, como para no homogéneas. Es interesante la técnica
utilizada consistente en reducir el problema original a un problema de Riemann

con el auxilio de la transformada de Fourier.

La solucion de dicho problema en las clases L4(R) ya habia sido estudiada para
el problema de tipo eliptico, por el grupo de Ecuaciones Diferenciales de la
Facultad de Matemética, Fisica y Computacién, de la Universidad Central “Marta
Abreu” de Las Villas, el cual corresponde a una publicacibn en la Revista

Ciencias Matematicas [ver [21]].

Los resultados obtenidos constituyen un aporte teérico a la teoria de los
problemas de contorno de las Ecuaciones Diferenciales Parciales, pues en la
bibliografia consultada hasta el momento no existen técnicas analiticas similares

a las presentadas en esta investigacion.

La solucion obtenida mediante cuadraturas permite que los profesionales que
utilizan modelos parabdlicos e hiperbdlicos puedan encontrar la solucién con

relativa facilidad, sobre todo si cuentan con la ayuda de un paquete matematico
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adecuado, sin que sea necesario que posean un dominio profundo de la teoria

antes expuesta.

La presente tesis ofrece la posibilidad de continuar esta investigacion en dos
direcciones. Una de ellas seria resolver los problemas parabdlicos, elipticos e
hiperbdlicos en las nuevas clases de funciones generalizadas definidas por el
grupo de Ecuaciones Diferenciales de la Universidad Central “Marta Abreu” de

Las Villas [ver [19] y Anexo (As)], lo que ampliaria considerablemente las

opciones de aplicacion de esta nueva teoria. La otra direccion posible es la
elaboracién de un software especializado, para la solucion de estos problemas de
la Fisica—Matematica con condiciones de contorno con un notable nivel de

complejidad.
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RECOMENDACIONES

A patrtir de las nuevas clases de funciones generalizadas definidas por el grupo
de Ecuaciones Diferenciales de la Facultad de Matematica, Fisica y
Computacion, de la Universidad Central “Marta Abreu” de Las Villas, es
recomendable que se continde el estudio de los casos parabdlicos, elipticos e
hiperbdlicos en dichas clases, o que ampliaria enormemente las posibilidades de

aplicacién de la teoria elaborada.

Se sugiere comunicar los resultados obtenidos a especialistas de diferentes
ramas de la ciencia y la técnica, que trabajen con modelos que utilizan las
ecuaciones diferenciales parciales, de manera que puedan contar con una nueva
herramienta matematica para la solucion de problemas de alta complejidad. La

elaboracién de un software adecuado potenciaria esta accion.

También es importante continuar trabajando en la linea de las aplicaciones, de

manera que se amplie el impacto de los resultados obtenidos en la presente tesis

con la solucion de variados problemas de la ciencia y la técnica.
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ANEXO

A1 Teorema de Cherski

[ver [4]]

Sean X y Y espacios vectoriales y

k:X-Y

k:x-vY

son operadores lineales. Entonces si:
1. La ecuacion kf = g tiene solucién tnica f.
2. g—g €Y, dondeY, es un subespacio linealde Y, Y, c Y.
3. El operador k — k estéa definido en X y toma valores en Y.
4. En Y, esta definido el operador inverso k~!' que toma valores en el

subespacio de Banach X,, X, c X.

5. El operador k~*(k — k) esta acotado en X, y tiene norma ||k~ (k — k)|| < 1.

Entonces la ecuacion kf = g tiene solucion Unica:

f=F+[1+k(k=k)] k(g - kf)
donde I es el operador idéntico; y se cumple ademas que:
a) f—fE€EX,
b) kf —g €Y,

) k=" (g-kDly
9 If =, < o,

108



Anexo

Az Reduccion de Problemas de contorno en ecuaciones diferenciales
parciales al problema de Riemann

([ver paginas 72-79 de [15] y paginas 181-188 de [16]])

En este trabajo se describe una clase de problemas de contorno de ecuaciones
diferenciales parciales que se reducen a un problema de contorno de Riemann-
Hilbert. Se dedica ademas, una parte importante del epigrafe a la descripcion del
método de reduccion.

Se considera la ecuacion:

P u(x,y)
3=ozg=oapq()’)axp—w=g(xi3’), —oo<x <+ 1

En el cual se requiere que los coeficientes a,,(y) no dependan de x, la region en

la cual estad definida esta ecuacion puede tener por frontera una de las tres

variantes siguientes:

1ro. Solo rectas y =1y, s=1,n; y en este caso las condiciones de

contorno deben ser de la forma:

p q
P u(x, ys) P u(x, y5)

Z Z l “pars (')xpayq ﬁpq” dxP oy = grs(x), —0 < x <+

p=0qg=0

Vs=1,n, s#j, 1<j<n, r=1mq, P
oP*u(x,y+0) AP au(xy;~0)] _

qu =0 [apqu oxPayd + ,qulj T oxPayd ] = glj(x), x <0 3
oP*du(x,y+0) AP au(xy;~0)] _

qu =0 [quzj oxPayd + Opqzj T oxPayd ] =g2j(x), x>0 4
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2do. Cémo maximo dos semirrectas y = y;, x < 0(x > 0) e y = yi, x > 0(x < 0);

1<jk<n,j#k,yelresto,rectasy =y, s=1,ns#j,s#k

entonces las condiciones de contorno sobre las semirrectas tienen que ser de

la forma:
P Q oP*u(x,y+0) P+ u(x,yj-0)] _
p=02q=0 [apquaxp—ayq t Boari —5maya | = 91i(¥),x <0(x > 0) 5
p Q oP*u(x,y+0) P u(x,y;-0)]
p=02q=0 [)/pquaxp—ayq-i- 5pq1jW = glj(x),x >0(x<0) 6

y en las rectas y =y, ,s # j,s # k las condiciones de contorno deben de ser de la
forma 2.
Se supondra por comodidad en todo lo que sigue que y; < y,.
A continuacion se describira el método de reduccion que se debe a Cherski [ver
[4]] y Anexo (A1), el cual consta de los pasos siguientes:

a) Aplicacion de la trasformada de Fourier a 1, donde se obtiene la ecuacion

diferencial siguiente:
. ad
p=0 Lq=0 Apg (V) (—ix)P iV y) =G6xy) 7

en el cual, y es el parametro.

b) Escritura de la solucion de 7 en una forma determinada.

Por ser la ecuacion lineal, la solucién general para cada banda determinada por
las rectas y=y,, s=1,n, y para los semiplanos y <y, vy >y, Sse puede

asegurar que es de la forma:

U(x,y) = Xk=o Crs (O Uis(x,y) + U3 (x, ) 8

Vs <Yy <ys+1l,yp41 =+, y,=—0s=0,n
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Donde U;(x,y) es una solucion particular de la ecuacion no homogénea y las

Uws(x,v), k = 1,B, s = 0,n son soluciones particulares de la ecuacion homogénea

en cada banda o semi-plano. Las Cis(x), k=1,B, s=0,n son funciones
desconocidas. Obsérvese que el numero de estas incognitas es el producto nB
del nimero n de regiones en que ha quedado dividido el plano, por el grado B de
la ecuacion 4.1.7.

¢) Introduccién de funciones desconocidas

Con el objetivo de poder aplicar la transformada de Fourier a las condiciones 3y

4 en la primera variante y a las condiciones 5 y 6 en las dos variantes restantes,
se introducen las funciones desconocidas f, y f _, tales que

funcién desconocida de L,(0,+),x >0

o ={ =

’

x>0
f-(x) = {funaon desconocida de L,(—,0),x <0 w0

Las condiciones 3 y 4 toman entonces la forma:

p Q oP*u(x,y+0) oP*u(x,yj-0)
p=02g=0 [apquaxp—ayq + Bpqij qu] 91j-(x) + fr(x) 11

p Q oP+u(x,y+0) P+ u(x,yj-0)] _
p=02g=0 [quzjax,,—ayq + 8pq2j axp—ayq] = g2+ () + fL(x) 12

_(g1j(x), x<0 (0 , x<0
glj_(x)—{o TS0 Y 2r®={g ) xs0
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Se supondra en todo lo que sigue que g;;(x) y g,;(x) pertenecen a
L,(—o0,0)yL,(0,4+00) respectivamente. De igual forma se procede en las dos
variantes correspondientes a las condiciones 5y 6.

d) Aplicacion de la transformada de Fourier a las nuevas condiciones de

contorno.

Se considerara solo la primera variante en este y en los pasos que siguen.

Aplicando transformada de Fourier a las condiciones 2, 11y 12 se tiene:

qu =0 [apqr]( ix)? —U(X Ys +0) +ﬁpqr1( Lx)p_U(x Vs — 0)] = Grj(x)

paras #j,1<j<n,r=1,m; 13
OZq —0 [apqu( ix)?P —U(x Yi +0) + g1 (— ix)P — U(x yj — 0)] Gj(x) +
F*(x), 14
. ad . dd
p=0Ze0 [ypqz j(ZEP U Ys +0) + 8pgaj (—ix)P -2 Ulx, ys — 0)] = G3;(x) +
F~(x) 15
De acuerdo a las condiciones 9 y 10 las funciones F*(x) yF (x) se pueden

considerar como los valores limites de las funciones F*(z)y F (z), analiticas en

el semiplano superior e inferior respectivamente, que satisfacen las condiciones:
i 2
HF*(x+iy)\ dx<M,siy >0
y

T‘F_(X+iy)‘2dx< M,siy <0
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respectivamente, donde M es el mismo para todas las y.
e) Obtencion de una ecuacion funcional en la cual las Unicas funciones
desconocidas son F*(x) yF (x)

A partir de la formula 8 se expresan las funciones
a1 a4
WU(X,}/S-FO) Yy WU(X,}/S—O) 16

en términos de funciones conocidas y de las funciones incégnitas C,s(x).
Sustituyendo las funciones 16 en 13, 14 y 15 por las expresiones encontradas
para las mismas se obtienen m; + --- + m;_; + m;,4 + - + m, + 2 ecuaciones.

En general, en la practica, a la solucion de un problema de tipo planteado es
necesario imponerle condiciones adicionales, como por ejemplo, la acotaciéon en
una o varias bandas (o semiplanos). La imposicibn a la solucién de esas
condiciones obliga a considerar que algunas de las C,;(x) sean nulas.
Supongamos que se imponen H condiciones adicionales.

Para que el problema esté correctamente planteado el nUmero de condiciones
my +--+mj_; + mjy +--+my +2 + H debe ser igual al nimero de incognitas
(grado de la ecuacion diferencial con respecto a y por el nimero de subregiones)
mas uno. En este caso trivialmente podremos obtener una ecuacién funcional en

la cual las Unicas incOgnitas sean F*(x) yF (x)

En efecto, resolviendo el sistema de ecuaciones que se forma con las mq + --- +
mj_; + mj,q + -+ m, + 1 ecuaciones, resultado de sustituir 16 en 13, 14 y de
considerar las H condiciones adicionales, se obtienen las incognitas C,;(x) en
términos de FE(x).
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Sustituyendo luego las expresiones 16 en 15 se obtiene el problema de Riemann-
Hilbert:

Fr(x) = AX)F (x) + H(x) 17
La ecuacion 17 corresponde a la condicion de contorno del problema de
Riemann-Hilbert para el semiplano. Donde A(x), H(x) son funciones conocidas,
coeficiente 'y término independiente del problema de Riemann-Hilbert
respectivamente. Obteniendo la solucidén de este problema, es posible encontrar
las funciones C,(x) a partir de sus expresiones en términos de F*(x).

Para que el proceso formal antes descrito permita encontrar la solucién del
problema 1-4 debe encontrarse la solucion de 17 en una clase tal que garantice
la existencia de la antitransformada de U(x,y) y ademas permita justificar todos
los pasos formales efectuados de la reduccion de 1-4 a 17.

Para que se cumplan estos requerimientos sobre la solucién de 17, basta que la

misma garantice que se cumplan las condiciones siguientes:

(—ix)? 22 U(6y) € L(R),  |x| <+00,q =0, B
d4
d—qu(x,y)ELz(]R), x| < +00,q =0,B

La solucion del problema de Riemann-Hilbert para el semiplano se encontré en
clases de funciones suficientemente buenas con respecto a los requerimientos del
meétodo de reduccién [ver epigrafe 3 de [20]] y se llega a la siguiente conclusion
en la pagina 78 de [15] y en la pagina 187 de [16]: se resuelve un problema de

contorno de ecuaciones diferenciales parciales de orden p + gq.
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As Problema de distribucién de temperatura en la linula.

(ver [15]], paginas 79-82y [16], paginas 194-196)
Mediante el siguiente ejemplo se pretende significar que las técnicas utilizadas no
se limitan a las regiones descritas, pues es posible en muchos casos transformar
la region inicial a una que posea las caracteristicas sefialadas antes.
Por ejemplo, supongamos que se desea encontrar la distribucion estacionaria
u(x,y) de la temperatura en una linula como la sefialada en la Figura 2

Y 4
|

Cr

Figura 2
Se denota por C, a la parte de la circunferencia de radio r con centro en 0 que
pasa por los puntos (—1,0) y (1,0). Se supone que hay una pequeifia transferencia
de calor por C, y por el segmento {(x,y):y =0,—1 < x <0} y que en la parte
restante de su frontera se conoce la temperatura y que la misma esta dada por la
funcion g(x,y).
Como es conocido, el planteamiento matematico de este problema consiste en

encontrar la solucion de la ecuacion
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Au=0 18
en la region sombreada de la Figura 2 y que satisface las condiciones de

contorno siguientes:

u(x,0) = g(x), 0<x<1 19
Uy(x,0) =h(x) 1< <0 s e 20
du(xy) _

dn(x,y) - 0; (x,)’) € Cr; |x| <1 21

donde n(x,y) es la normal del arco C, y h(x) es una funcidn conocida.

La region en que debe encontrase la soluciébn del problema 18-21, no
corresponde al tipo de regiones gque se exigen para aplicar el método descrito en
Az de este Anexo, que posteriormente en el capitulo 1l y Ill, se aplicard a
problemas de tipo parabdlico e hiperbdlico, ya que como se conoce la ecuaciéon
Au = 0, es de tipo eliptico, problema de contorno ya resuelto [ver [31]].

Se ha escogido este ejemplo porque cuando esto ocurre, se puede tratar de
encontrar una transformacion que convierta la region original en una region del
tipo deseado y el problema original en uno del tipo al que se le pueda aplicar el
método descrito.

En este ejemplo mediante el cambio de variables:

sha senf
X=-—-——, y=—————" 22
cha+cosf cha+cosf

se transforma la linula de la Figura 2 en la banda de la Figura 3
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p
y B=y
p=0
0 a
Figura 3

En efecto, trivialmente el segmento {(x,y): |x| < 1,y = 0}se transforma por 22 en
el eje a del plano af y teniendo en cuenta que la ecuacion de la parte C, que
limita a la linula en coordenadas cartesianas es: x? + (y + coty)? =r%, y >0,
|x|] < 1, no resulta dificil probar que C, se transforma en la recta g = y del plano
af, mediante 22. Ademas la ecuacién 18 se transforma por el cambio de

variables 22 en:
Upa + uﬁﬁ =0 23

las condiciones de contorno en el nuevo sistema de coordenadas toman la forma:
u(a,0) = g;(a),a >0
ug(@,0) = hy(a),a <0

du( ) =0
a5 a,f) =0,—0 < a<+w
donde gl(a) = g(x)' hl(a) — h(x) sha

cha+1 y x = cha+1’

Este nuevo problema esta

correctamente planteado pues se tienen tres condiciones de contorno, que es

igual al numero de regiones por el orden de la ecuacion con respecto a y, mas
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uno 3=1x2+1), por lo cual se le puede aplicar el método descrito en Az y

llevarlo a un problema de Riemann.

As: CAPITULO II: SOLUCION DE UN PROBLEMA DE TIPO PARABOLICO

CON CONDICIONES DE CONTORNO DIFERENTES POR SEMIEJES

Aa1: Solucion del subcaso 2.5.2-b): La expresion (2.2.12) toma la forma:

:B01(X - ai)(x — bi) F- (X) + 1301(X B ai)(x - bi)

F (x)= : : : :
Yo (X —Ci)(x —di) Yo (X—ci)(x—di)

H, (x)—H.(X)

pero ahora a, b, c y d son numeros complejos con parte imaginaria menor que
cero si 4kByBu|>k*B% v 4kyare|>K’r%, o nimeros imaginarios sobre el eje
imaginario negativo si 4kByByn| <K’B5 v 4Ky <k’rh. (También se puede

obtener un caso mixto), y nos queda:

(x —ci)(x — di) F+(X):&F_(X)+@H2(X)_ (x —ci)(x —di) H, (%)

(x —ai)(x - bi) Yo Yor (x—ai)(x - bi)
. Ces  (x=ci)(x—di) _, - =& _
haciendo: F* = (x—ai)x=bi) Fr(x), R (X ’ F (x)

B ~ (x=ci)(x —di)
y Hs(x) = v H, (x) (x—ai)(x_bi) H, ()

queda el problema de Salto: F"(x)—F, (x)=H.(X). Por un andlisis similar al

realizado en la demostracién del Teorema 5 y Corolario del Teorema 5, resulta

evidente un teorema con enunciado similar al anterior pero con H; en lugar de

118



Anexo

(x—ai)(x—bi) 1
(x—ci)(x—di) V21

H, y FF(x)= J.hs(t)e‘“dt, donde  h,=V7[H,]. Luego de
0

F*(X)+ H, (X) efy
(x — ai) (x — bi)

(2.2.2) y (2.2.11) se obtiene que: U (X, y) = +V(X,Y)

As2: 2.6.1.2 Solucién de los casos 2.4.2-c)y 2.4.2-e)
En estos casos la expresion (2.2.12) adopta la forma:

v ) = Pa(x=aD)(x=b0) __ ) S (x—ai)(x - bi) )
= Vo (X—ci)(x —di) F 00+ ¥or (X — i) (x — di) H,(x)-H,(x),

donde a>0, b>0si 4kB, Ly <k’Bh; e Ima>0, Imb>0si 4kBy,By,|>k*B,
ademas ¢>0, d <0 y c=—den el caso 2.4.2-e) queda el problema de salto:

(x—di) F+(X):MF‘(X)+MH2(X)—MH1(X)

(x—bi) Vor(X—ci) You(x—Ci) (x—bi)

. __ Bo1(x—ai) _ (x—di) . .
siendo Hy(x) = You(2cD) H,(x) s H,(x) , queda aplicando la misma
. (x—di) _, . C,
ideadelcaso 2.6.2.1: “F ' (X)—y " (X) = -, donde c,es una

(x—bi) X —bi

constante arbitraria y
Pr(x) = v% I, ho(t)e™dt, donde ho(t) = J% [ Ho(t)eitdt,

b Lo e
P O=0Cm” W e

y entonces U(X,y)queda determinado por las expresiones (2.2.2) y (2.2.11),

(x—bi) 1
(x—-di)V2m

I +0o .
siendo: F*(x) = , hg(t)elxtdt_i_ﬁ
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As3: 2.6.1.3 Solucién de los casos 2.4.2-b) y 2.4.2-d)
En estos casos la expresion (2.2.12) adopta la forma:

F+(X) — ﬂOl(X—a-i)(X—b-i) Fi(X) n ﬂOl(X_ al)(X—b|)
7o (X = e (x =l ou(x— i) (x — )

H, (x) - H,(x)

donde a<0, b>0 (a=-ben el caso 2.4.2-b), c<0, d <0 si 4kyyre|<k’rH; e
Imc <0, Imd <0si 4kyy,7o| > k7%, Se tiene que:

(x=ci)(x=di) .« Bu - LS (X —ai)(x—Dbi) B
a0y O e 0T

el cual es un problema de salto donde

fuGr=ai) o Gmd)

A ey RS R

gueda aplicando el mismo procedimiento del caso anterior:

x _CI.)(X_ dl.) Fr(xX)-w' (x)= % - donde c, es una constante arbitraria y
(x—ai)(x—bi) X —Dbi

Y = =7 " ho(t)etdt, siendo hy(t) = = [ Hyo(t)e™dt y

_ (x—ai)(x—bi) () + C,(x—ci)

Fr(x)= : : : .
(x=ci)(x—di) (x—ai)(x—di)

y entonces u(x,y) queda

determinado por las expresiones (2.2.2) y (2.2.11), siendo:

(x—ad)(x—=0bi) 1
@ —c)(x—d)Vzm

c3(x — ci)

100 = (x — ai)(x — di)

+00
f hio(t)e™tdt +
0

Por un analisis similar al realizado en la demostracion del Teorema 7 y Corolario

del Teorema 7, resulta evidente un teorema con enunciado similar al anterior

(x-ai)(x=bi) . Cs(x=c)

H lugar de H Fr(x) = '
pero con Hy, enlugarde Hy; y F7(x) (x —ci)(x — di) (x—ai)(x —di)
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As4: 2.7.1.3 Solucidon de los casos 2.4.4-c) y 2.4.4-d)

En estos casos la expresion (2.2.12) adopta la forma:

F+(X) — 1801(X_ai)(x—bi) Fi(X n ﬂOl(X—ai)(X—bi)

Yo (X —ci)(x — di) Ve (x— G (x— di) H,(x)—H,(x),

donde a<0, b>0(a=-ben el caso 2.4.4-c), c>0y d>0 si 4kyyre|<k’rh; e

Imc>0, Imd >0si 4Ky 76| > k*75. Haciendo: F"(x) =F*(x),

P (x=ai)(x=bi) __

0= e x—di

(x)

_ Boi(x—ai)(x—bi) _
y Hia(x) = Yo (i—ci) (x—di) Hy(x) — Hy (%)

gueda el Problema de Salto:
Fi (%) — Fy (x) = Hy4(x) (2.7.6)
Luego es posible enunciar un teorema similar al Teorema 8 pero situando H;,(x)

en lugar de H;,(x) y F*(x) = \/%_nfom hia(t)e™tdt siendo hy,(x) = V1 [H,(x)]; si

se cumple la condicién adicional: fjozo%g)dr = 0, Luego de (2.2.2), (2.2.11) se
Fr()+H,(X) v
obtiene: U (X, y) = ek +V(X,Y)

(x —ai)(x —bi)
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As: CAPITULO lll: SOLUCION DE UN PROBLEMA DE CONTORNO DE TIPO
HIPERBOLICO CON CONDICIONES DE CONTORNO DIFERENTES POR

SEMIEJES

As1: 3.4.3.1-b.2) Caso donde se cumple que sgF =sgC (sgF =sgC)

] iF iF . N : e
Las raices X = ey (x=—-—*) son imaginarias en el semiplano inferior. Por lo que
1

el problema de Riemann-Hilbert queda de la siguiente manera:

Loy (x—al) (x—ai)
P00 = iy 00 =H00+ £ H: (0

donde a<0y b<0. Transformando la ecuacién anterior se tiene:

(x—hi) (x—bi)
(x_ai )F() F () - (x_ai )H(X)+H(X)
haciendo: F,' (x) = &= bI)F ) E () = F ()Y H, () == &= bI)H L(X) + H, (X)

(x—ai) (x—ai)

gueda el problema de salto:

F(X)—F (X)=Hy(x).

Luego se pueden enunciar teoremas similares a los Teorema 7 y Corolario del
Teorema 7 con hy, yH, enlugarde h, yH,.

As2:3.4.3.1-c) Caso donde se cumple que

4D1€1‘ >F?)

sgC = sgD, sgF = sgC, > F?(sgC, # sgD,,sgF, #sgC,,

Teniendo dos ceros y dos polos en el semiplano superior complejos, donde

Rea >0,Rea=-Reb Rec>0,Rec=-RedYy Ima=|mb>0,|mc=|mb>0_

Por lo que el problema de Riemann-Hilbert queda de la siguiente manera:
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vy (X=ai)(x=bi) __ & (x—ai)(x—bi)
- (X)_(x—ci)(x—di)F 9 HZ(X)+(x—ci)(x—di)H3(X)
i N s N - — (X_ai)(x_bi)
haciendo: F,"(x) =F*(x), F (X) (x—ci) (x— di)

ai)xbi
y Ho(X) =—-H,(x)+ E);—ii?((:—dg H,(x), por lo tanto queda el problema de salto:

F ' (X)-F (X)=Hy(x).
Luego podemos enunciar teoremas similares a los Teorema 7 y Corolario del
Teorema 7 con hy yH, enlugardeh, yH,.

As3: 3.4.3.1-d) Caso donde se cumple que

sgC = sgD, sgF # sgC,

J-F?-4DC, <F)

, teniendo dos ceros y dos polos imaginarios puros en el semiplano superior,

4DC|< F?,</-F? -4DC < F(sgC, = sgD;,sgF, = sgC,,

4D,C,| < F?,

donde 28>0 0b>0 ¢>0y d>0 Egte caso se resuelve de la misma manera que

el 3.4.3.1-c).
As4:3.4.3.1-e) Caso donde se cumple que

sgC = sgD, sgF = sgC,

J-F?-4DC, > F)

Teniendo un cero y un polo en el semiplano superior y un cero y un polo en el

4DC|< F?,+/-F?-4DC > F(sgC, # sgD,,sgF, = sgC,,

4D1C1‘ <F?,

semiplano inferior imaginarios puros, donde 28>0 b<0 ¢>0,d<0,

Por lo que el problema de Riemann-Hilbert queda de la siguiente manera:

F*(x) = (x—ai)(x—bi) F () H,(x)+ (x—ai)(x —bi)

: : : ~H; ()
(x=ci)(x—=di) (x—=ci)(x—di)

de donde se obtiene despejando:
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(x=di) -, _(x—ai) __ . (x—di) (x—ai)
(x—bi) (X)_(x—ci)F ) (x—bi)HZ(X)+(x—ci)H3(X)

(=D ey = (X220

(X bi) x—cpy Y

haciendo: F,"(x) =

(x—di) H,(x) + M H,(x) , queda el problema de salto:

Ho ) == o (x—ci)

F(X)—F (X)=Hy(x).
Luego se pueden enunciar teoremas similares a los Teorema 7 y Corolario del
Teorema 7 con h, yH,, enlugarde h, yH, .

Ass: 3.4.3.1-f) Caso donde se cumple que
sgC # sgD, sgF = sgC,|4DC| > F?(sgC, # sgD;,sgF, =sgC,,4D,C,|> F?)

Teniendo dos ceros complejos y dos polos complejos en el semiplano inferior,

Rea>0,Rea=—Reb Rec>0,Rec=-Red ,, Ima=Imb<0,Imc=Imb<0

donde y

Por lo que el problema de Riemann-Hilbert queda de la siguiente manera:

_ (x=a)(x—b)

_ (x—a)(x—Db) H. (x)
(x—c)(x—d) :

FrO=Ha 00+ (=5

F*(x)
de la ecuacion anterior se obtiene transformandola:

wP(x): F‘(x)—sz(XHHg(X) ,

(x—a)(x—b) (x—a)(x—b)
: . + _ (X_C)(X_d) + - I
haciendo: F, (x)—mF xX), F(x)=F (x)y
(x—c)(x—d)

H,(X)=- H,(x)+ H;(x), queda el problema de salto:

(x—a)(x—b)

R (0)-F ()=H,((x
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Luego se pueden enunciar teoremas similares a los Teorema 7 y Corolario del

Teorema 7 con h; yH,, enlugarde h, yH,.

Ase: 3.4.3.1-g) Caso donde se cumple que

4DC|< F?,-/-F?-4DC > F
4DC, <F?-F*-4DC, >F)

Teniendo raices imaginarias puras, un cero y un polo en el semiplano superior y

sgC # sgD, sgF = sgC,

(sgC, #sgD;, sgF; =sgC,,

un cero y un polo en el semiplano inferior, (@>0,b<0,a=-b,c>0yd <0c=-d)

Por lo que el problema de Riemann-Hilbert queda de la siguiente manera:

_O=al=b) oy (g (XADXEDD

Fr(x)= : . : :
(x—=ci)(x—di) (x—=ci)(x—di)

donde (a>0,b<0,a=-b,c>0yd <0c=-d). Se tiene de la ecuacién anterior

transformandola la siguiente relacion:

(x=di) _, « (x=ai)__ + (x=di (x—ai)
(x—bi)F (X)_(x—ci)F ) (x—bi)Hz(X)+(x—ci)H3(X)
. gy (x=di) oy (x=ai) -
haciendo: F,"(x) = (x—bi) F'y R (X)) = (x—ci) F (X)y
H,(X)=- (X_d?) H,(x)+ (x—a.i) H,(x) , queda el problema de salto:
(x —bi) (x—ci)

Fl+ (x) - F (x) = H,, ()
Luego se pueden enunciar teoremas similares a los Teorema 7 y Corolario del

Teorema 7 con h, yH,, enlugarde h, yH, .
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As57:3.4.3.1-h) Caso donde se cumple que

4DC| < F2-F?-4DC <F
4ch1\ <F?,.-F?-4DC, <F)

Teniendo raices imaginarias puras, un cero y un polo en el semiplano superior y

sgC = sgD, sgF = sgC,

(Sgcl * Sng’SgFl = sgCl,

un cero y un polo en el semiplano inferior (@>0,b<0,a=-b,c>0yd <0c=-d)

As5:3.4.3.1-i) Caso donde se cumple que

4DC|<F?,</-F?-4DC > F
4D,C,| < F?,.[-F’-4DC, > F)

Teniendo raices imaginarias puras, un cero y un polo en el semiplano superior y

sgC = sgD, sgF # sgC,

(sgC, #sgD,,sgF, #sgC,,

un cero y un polo en el semiplano inferior (@>0,b<0,a=-b,c>0yd <0c=-d)

As9:3.4.3.1-)) Caso donde se cumple que

sgC =sgD, sgF =sgC,+/-F*-4DC > F
(sgC, = sgD,,sgF, =sgC,,./- F>-4D,C, > F))

Teniendo raices imaginarias puras, un cero y un polo en el semiplano superior y

un cero y un polo en el semiplano inferior (@>0,b<0,a=-b,c>0yd <0c=-d)

As,10:3.4.3.1-k) Caso donde se cumple que

sgC =sgD, sgF # sgC,+/-F? -4DC > F

(sgC, = sgD,,sgF, #sgC,,-/- F* —4D,C, > F,)

Teniendo raices imaginarias puras, un cero y un polo en el semiplano superior y

un cero y un polo en el semiplano inferior (@>0,b<0,a=-b,c>0yd <0c=-d)
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As11:3.4.3.1-1) Caso donde se cumple que
sgC =sgD,sgF =sgC,+/-F*-4DC < F
(Sgcl =sgD,,sgF, =sgC,, /- Flz -4D,C, < Fl)

Teniendo raices imaginarias puras, un cero y un polo en el semiplano superior y

un cero y un polo en el semiplano inferior (@>0,b<0,a=-b,c>0yd <0c=-d)

As,12:3.4.3.1-m) Caso donde se cumple que

sgC =sgD, sgF =sgC,+/-F*-4DC > F
(sgC, = sgD,,sgF, =sgC,,./- F>-4D,C, > F))
Teniendo raices imaginarias puras, un cero y un polo en el semiplano superior y

un cero y un polo en el semiplano inferior (@>0,b<0,a=-b,c>0yd <0c=-d)

As513:3.4.3.1-n) Caso donde se cumple que

sgC =sgD,sgF #sgC,./-F, —4DC > F
(sgC, = sgD;,sgF, =s9C,,4D,C,| < F?,.|-F?-4D,C, > F))

Teniendo un cero y un polo en el semiplano superior imaginarios puros y un cero

y un polo en el semiplano inferior imaginarios puros
(a>0,b<0,a=-b,c>0yd<0c=-d)
Nota: Todos estos casos se resuelven de la misma manera que el 3.4.3.1-9).
As14:3.4.3.1-f1) Caso donde se cumple que
sgC = sgD, sgF = sgC,[4DC|> F* (sgC, = sgD,,sgF, # sgCl,JW <F)
Teniendo raices complejas en el numerador e imaginarias puras en el
denominador, dos ceros y dos polos en el semiplano superior, donde

Rea>0,Rea=—-Reb,Ima=Imb>0 ¢>0,d >0
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Por lo que el problema de Riemann-Hilbert queda de la siguiente manera:

sy (x=a)(x=b) __ = (x—a)(x—b)
: (X)_(x—ci)(x—di)F ) HZ(X)+(x—ci)(x—di)H3(X)

haciendo: F,"(x)=F*(x), F, (X) = (x—ci)(x—di)F (X)y

(x-a)(x-b) H.(x), queda el problema de salto:

H13(X) =—H2(X)+ (X—Ci)(X—di)

F () -F (X)=Hg(x).
Luego se puede enunciar teoremas similares a los Teorema 7 y Corolario del
Teorema 7 con h; yH,; enlugarde h, yH,.

As,15:3.4.3.1-0) Caso donde se cumple que

sgC =sgD, sgF = sgC,+/~F* -4DC <F (sgC, # sgD;,sgF, =sgC,,[4D,C, > F?)

Teniendo dos ceros en el semiplano inferior imaginarios y dos polos en el

a<0,b<0

semiplano inferior complejos, donde y

Por lo que el problema de Riemann-Hilbert queda de la siguiente manera:

vy (x=ai)(x=bi) __ °© (x—ai)(x —Dbi)
F (x) = (x—0)(x_d) F(x) - H,(x) + (x—c)(x—d) H ()

transformando la ecuacion anterior se obtiene:

(x—Q)—d) _, = (x-c)x—d)
—apx—bi) . =T T ez T2 T
L N O I

haciendo: F,"(x) = ; A
(x —ai)(x —bi)

_ x= C_)(X - d? H,(x) + H,(x), queda el problema de salto:
(x—ai)(x —Dbi)

H14 (X) =

Rec>0,Rec=-Red,Imc=1Imd <0_
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I:1+ () —F () =H,(x)
Luego se pueden enunciar teoremas similares a los Teorema 7 y Corolario del
Teorema 7 con h, yH,, enlugarde h, yH, .
As,16:3.4.3.2-b) Caso donde se cumple que
sgC # sgD, sgF # sgC,[4DC| > F* (sgC, = sgD;,sgF; = sgCl,\/m >F)
Teniendo dos ceros complejos y un polo imaginario en el semiplano superior y un

polo imaginario en el semiplano inferior, donde Rea>0,Rea=—Reb,Ima=Imb>0

c>0,d<0.

Nota: Este caso se resuelve de la misma manera que el 3.4.3.2-a).

As517:3.4.3.2-c) Caso donde se cumple que

sgC =sgD, sgF = sgC,+/- F? —4DC > F (sgC, # sgD,,sgF, =sgC,,

2
4D1C1\ >F°)
Teniendo un cero imaginario puro en el semiplano superior y un cero imaginario
puro y dos polos complejos en el semiplano inferior, donde a > 0,b <0

y Rec>0,Rec=—-Red,Imc=1Imd <0.

Por lo que el problema de Riemann-Hilbert queda de la siguiente manera:

vy (x=ai)(x=bi) __ °© (x —ai)(x —Dbi)
F (x) = (x—0)(x_d) F(x) - H,(x) + (x—c)(x—d) H; ()

teniendo que:

(X_C)(X_d) F+(X): F—(X)_ (X_C)(X_d)

(x— ai)(x —bi) (x—ai)(x—bi) H, (x) +Hs(x)

de donde se llega al problema de salto:
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(x=0)(x=d) .o - _ (x=0)(x-d)
(x—ai)(x—bi)F (x)=F (x)+H;(x), siendo Hlﬁ(x)__(x—ai)(x—bi)

H, () +H;(x)

Utilizando una teoria similar al caso anterior se obtiene

de donde

(X_C)(X_d) + a7t - T _ Cl
(x—ai)(x—bi)F X -y ()=F (X)-y (X)_(x—ai)

_(x—ai(x=bi) Lo (x=bi)

F*(x) =
(x—c)(x—d) (x—c)(x—d)

(x—ai)(x—bi) 1
(x—c)(x—d) -2z

(x — bi)
(x—c)(x—d) "

siendo: F*(x) = _[hle (t)e™dt +
0

Luego se puede enunciar teoremas similares a los Teorema 8 y Corolario del

Teorema 8 con h, yH,, enlugarde hg yH,.
As18:3.4.3.2-d) Caso donde se cumple que

sgC = sgD, sgF =sgC,+/- F*-4DC > F (sgC, # sgD,,sgF, =sgC,,

4D1C1‘ >F?)

Teniendo un cero imaginario puro en el semiplano superior y un cero imaginario

puro y dos polos complejos en el semiplano inferior, donde 2~ 0,b<0

y Rec>0,Rec=-Red,Imc=1Imd <0.
Nota: Este caso se resuelve de la misma manera que el anterior.
As10:3.4.3.2-e) Caso donde se cumple que

sgC # sgD, sgF = sgC,4DC| < F?,+/- F? —4DC < F(sgC, # sgD,,sgF; # sgC,,

\J-F’-4D,C, > F)

Teniendo dos ceros y un polo imaginarios puros en el semiplano superior y un

4D1C1\ <F?,

a>0b>0,¢c>0,d<0

polo en el semiplano inferior imaginario puro, y
Por lo que el problema de Riemann-Hilbert queda de la siguiente manera:
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vy (x=ai)(x=bi) __ © (x—ai)(x —bi)
a (X)_(x—ci)(x—di)F (%) HZ(X)+(x—ci)(x—di)H3(X)

llegando al problema de salto:

vy (x=ai)(x=Di) __

F (X)_(X—Ci)(x—di)F (X)+Hy (x),

o - (x - ai) (x - bi)
siendo: H,,(x) = —H,(x) + (x— ci)(x— di) H,(x),

donde utilizando una teoria similar al caso anterior se obtiene:

(x —ai)(x —bi) F () -y (x)= “ —, lo cual implica que:

P =y 0= i di) (x — di)

C(x=ci)(x—di) _

(x—ci)
= a9

(x —ai)(x—bi) *

Fr0) =y () + y F (%)

Cl
(x —di)

1 7 ; c
de donde: F"(X) = —— J.h17 (te™dt+——=
0

2 (x —di)

Luego se pueden enunciar teoremas similares a los Teorema 8 y Corolario del
Teorema 8 con h, yH,;, enlugarde hg yH,.

As20: 3.4.3.2-f) Caso donde se cumple que

sgC # sgD, sgF = sgC,[4DC| < F2,\/~F2-4DC > F (sgC, = sgD;,sgF, = sgCl,\/m< F)
Teniendo un cero imaginario puro en el semiplano superior y un cero y dos polos

imaginarios puros en el semiplano inferior.

Por lo que el problema de Riemann-Hilbert queda de la siguiente manera:

vpgy . (X—ai)(x=bi) __ © (x—ai)(x —bi)
i (X)_(x—ci)(x—di)F ) HZ(X)+(x—ci)(x—di)H3(X)'

donde a>0 , b<0, c<0y d <0,
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transformando la expresion anterior se obtiene:

(x—ci)(x—=di) _, v —_,\ (X=ci)(x—di)
obieay 07T T Ciyxai 2

de donde se llega al problema de salto:

(x=ci)(x—=di) _., \ - . _ (x—=ci)(x—di)

(x—bi)(x—ai)F (x)=F (x)+H;(x), siendo HlS(x)_—mHz(x)+H3(x)
vy (Xx—ai)(x=bi) . (x —bi)

yF (X)_(x—ci)(x—di)‘// (X)+(x—ci)(x—di)cl

guedando determinado U (x,y) (3.2.4), con:

_ (x—ai)(x—bi) 1
© (x—ci)(x—di) 27

(x—bi)c,

P00 (x—ci)(x—di)

[ hig (t)e™ dt+
0

Luego se pueden enunciar teoremas similares a los Teorema 8 y Corolario del

Teorema 8 con h, yH,, enlugarde h, yH,.

As21: 3.4.3.2-g) Caso donde se cumple que

sgC =sgD, sgF =sgC, /- F, —4DC > F (sgC, # sgD,, sgF; = sgC,,4D,C,| < FIZ,JW< F)
Teniendo un cero imaginario puro en el semiplano superior y un cero y dos polos
imaginarios puros en el semiplano inferior.

Nota: Este caso se resuelve de la misma manera que el anterior.
As22: 3.4.3.3-b) Caso donde se cumple que

sgC # sgD, sgF = sgC,[4DC| > F? (sgC, = sgD;,sgF, = sgC,, /- ;> —4D,C, < F,

Teniendo dos ceros complejos en el semiplano superior y dos polos imaginarios
puros en el semiplano inferior.

Rea>O,Rea:—erb,Ima=Imb>0y c<0,d>0
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As23: 3.4.3.3-c) Caso donde se cumple que

sgC = sgD, sgF # sgC,

4DC|<F?,.[-F,—4DC <F

4D1C1‘ <F’,\/-F?-4DC, <F)

Teniendo dos ceros en el semiplano superior imaginarios puros y dos polos en el

(Sgcl # Sng, SgFl = SgCu

semiplano inferior imaginarios puros.

a>0b>0,c<0yd>0

As24: 3.4.3.3-d) Caso donde se cumple que

4D,C,| < F?,./-F’-4DC, <F)

Teniendo dos ceros en el semiplano superior imaginarios puros y dos polos en el

sgC = sgD, sgF # sgC, |- F, —4DC < F (sgC, # sgD,,sgF, =sgC,,

semiplano inferior imaginarios puros.

a>0b>0,c<0yd>0

Nota: Estos casos se resuelven de la misma manera que el caso 3.4.3.3-a).
As2s: 3.4.3.4-b) Caso donde se cumple que

sgC = sgD, sgF = sgC,

4DC|>F? (sgC, # sgD;, sgF, # sgC,,

4D,C,| < F?,.-F —-4DC, >F’

Teniendo un polo imaginario en el semiplano superior y dos ceros complejos y un

polo imaginario en el semiplano inferior.

Siendo: Rea >0,Rea=—-Reb,Ima=Imb<0y c>0,d <0

Nota: Este caso se resuelve de la misma manera que el anterior.

As26: 3.4.3.4-c) Caso donde se cumple que

4DC‘< F?,./-F —-4DC >F

4D1C1‘ >F?

sgC = sgD, sgF =sgC,

(sgC, #sgD,,sgF, #sgC,,
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Teniendo un cero imaginario puro y dos polos complejos en el semiplano superior
y un cero en el semiplano inferior imaginario puro.

Siendo: a>0,b<0y Rec>0,Rec=—Red,Imc=Imd >0.

En este caso el problema de Riemann-Hilbert queda de la siguiente manera:

Fr)= Xm0 oy g ZAXED) g

(x—c)(x—d) (x—c)(x—d)
(x-d) . (x-a) - (x-d) (x—a)
F (x) = F(x)- H,(x) + H(x)
de donde se obtiene: (X ~P) (x-¢) (x-b) (x-¢)
R = X ‘”F() F= D E ()
haciendo el cambio: (x-b) ©) y
_(x=d) (x-a)
H,,(x) = H
2 (0 == gy Ha00+ — T Hs00
lleva al problema de salto: R () —F () =Hu(X) (3.4.12)
luego se puede enunciar el siguiente teorema:
dv(x,07)

Teorema 11: Si % < 0 y Vixy) ,XV(X’O+), y dy

pertenecen a L, (R),
entonces el problema para este caso tiene solucién Unica en la clase (3.1.6) dada

or YY) =V U] ponde Y (% Y) esta dada por las formulas (3.2.4) y

N 1 (x-b i
F (x)—r(( )thl(t)e“dt
(3.4.13)
siendo hyy =V~ [HZO] ; si se cumple la condicion adicional:
I+wH l(T) 0
T (3.4.14)
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La primera parte de la demostracion es evidente por las técnicas de trabajo
mostradas anteriormente, luego, s6lo nos ocuparemos de la necesidad de la

expresion (3.4.14). En efecto, como la solucién del problema de Riemann-Hilbert

1 (x-D)
J2r (x—d)

F (x) =

[h, @)e™dt
se expresa por (3.4.13) y se tiene que: 0

, expresion
que tiene un polo de orden uno en X = d por lo tanto, se requiere, para que el

L [ hy (et
problema de salto (3.4.12) tenga solucién Unica, que *° tenga un cero

de igual orden en dicho punto. Como por la relacion entre las Integrales de tipo

. . 1 +=H
Cauchy y de Fourier se tiene: Z—ﬂiL ﬁdr =

1 e
e iy AL

»(7)e™dt, si Imz <0,

entonces, desarrollando la primera de las integrales anteriores en serie de
potencias de (z —d) e igualando a cero el coeficiente del término de grado cero
del desarrollo, se obtiene (3.4.14) con lo cual se elimina el polo de F*(x).En el
caso homogéneo se tiene:

Corolario del Teorema 11: Si a, <0 entonces el problema para este caso tiene
solucion Unica en la clase (3.1.6) dada por u(x,y) =V *[U(x,Y)].

As27: 3.4.3.4-d) Caso donde se cumple que

sgC = sgD, sgF # sgC,
N F?-4D,C, <F)

Teniendo un cero y dos polos imaginarios puros en el semiplano superior y cero

4DC| < F?,+/-F? -4DC > F(sgC, # sgD;,sgF, = sgC,,

4D,C,| < F?,

imaginario puro en el semiplano inferior, siendo & > 00 <0,c>0yd >0
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As2s: 3.4.3.4-e) Caso donde se cumple que

sgC # sgD, sgF = sgC,[4DC| < F?,+/~F —4DC > F (sgC, = sgD;,sgF, #sgC,,[4D,C,|< F?,.]-F, —-4D,C, <F?
Teniendo dos polos imaginarios puros en el semiplano superior y un cero
imaginario puro en el semiplano superior y un cero imaginario puro en el

semiplano inferior, siendo a>0b<0c>0yd>0

As29: 3.4.3.5-b) Caso donde se cumple que

4DC|<F?,./-F,—4DC <F (sgC, #sgD;,sgF, #sgC,,[4D,C, > F?

sgC = sgD, sgF =sgC,

Teniendo dos polos complejos en el semiplano superior y dos ceros imaginarios

puros en el semiplano inferior a<0,b<0y Rec>0,Rec=-Red,Imc=Imd >0

As30: 3.4.3.5-c) Caso donde se cumple que

4D1C1‘ <F?./-F?-4DC, <F,

Teniendo dos polos imaginarios en el semiplano superior y dos ceros complejos en

sgC = sgD, sgF =sgC,

4DC| > F? (sgC, # sgD;,sgF, #sgC,,

el semiplano imceric)rRea>O,Rea:—Reb,Ima= Imb<0yc>0,d>0

As31: 3.4.3.5-d) Caso donde se cumple que

sgC = sgD, sgF = sgC,

4ch1\ <F’

4DC| < F? (sgC, # sgD,,sgF,; #sgC,,

Teniendo dos polos en el semiplano superior imaginarios puros y dos ceros en el

semiplano inferior imaginarios puros a<0,b<0yc>0,d>0.

As32: 3.4.3.5-e) Caso donde se cumple que
sgC # sgD, sgF = sgC,[4DC| < F*,+/-F —4DC <F (sgC, # sgD,,sgF, # sgC,,[4D,C,| < F?,./[-F, —4D,C, < F?
Teniendo dos polos en el semiplano superior imaginarios puros y dos ceros en el

semiplano inferior imaginarios puros. a<0b<0yc>0,d>0.
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As33: 3.4.3.5-f) Caso donde se cumple que

sgC =sgD,sgF =sgC,./—F, —4DC < F (sgC, #sgD,,sgF, #sgC,,

4D,C,| < F?)
Teniendo dos ceros en el semiplano inferior imaginarios puros y dos polos en el
semiplano superior imaginarios puros & <0:p<0yc>0,d >0
Nota: Estos casos se resuelven de la misma manera que el caso 3.4.3.5-c).

o (04 a [94 (94 a
Aszs :Caso 3.4.4: Se cumple que —2=-"t="2 0 ="1="2 (Solamente

= = y
By B B Yo 71 72

cuando B =0,B,=0,E=0,E;, =0,A+ 0,4, #0,C #0,C; #0,D # 0,D, # 0,F #

0y F, #0)

Las raices del coeficiente del problema de Riemann quedarian de la forma:

_—iF+.,[~F?-4(C-A)(Aa, + D +F) —iF, £.[-F?-4(C,~ A)(Aa, + D, + F))

X2 = =

2(C-A) v 2(C,-A) :

Tanto el numerador como el denominador de D (x)son polinomios de segundo
grado. La solucién del problema de Riemann depende del indice del coeficiente
D(x) y para este problema solo se tienen los siguientes casos: Casos de indice

cero, Casos de indice positivos: uno y dos y Casos de indice negativo:

menos uno y menos dos.

Caso 3.4.4.1: Casos de indice cero

Caso 3.4.4.1-a) F =0(F, =0) =~ % =P _7o
a, B, 7,
las raices toman de la forma:
+ /-4(C-A)(Aa, +D + -4(C, — a,+D
X2 = \/ ( ) ° ) 12 = \/ ( : Al)(Ai ° 1)), (C — A)(Aao + D)‘ >0
2(C-A) 2(C,—A)
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las cuales son raices imaginarias conjugadas, dos ceros y dos polos: un ceroy
polo en el semiplano superior y un cero y un polo en el semiplano inferior.

coeficiente del problema de Riemann queda de la forma:

(C—A)X*+Aa, +D

D(x) = 5
(C,—A)X" +Aa, + D,

por lo que el problema de Riemann queda de la siguiente manera:

+ (x—ai)(x—bi) 2B1Yo0+/ ag—x2 _ (x—ai)(x—bi)
F*(x) iy d)F (x )+—A © H,(x) — H,(x) +—(x_ci)(x_di) H;(x),

e P, e ™)
P.(x) Py

P, (X) =, — 0448, - X’ —ixa,, P4(X) =7, + 714/ - X —iXy, y

P.(X) =y, —7,,/a8, —X* —ixy,, con donde a>0, b<0, c>0y d <0.

donde A, (x) = , siendo: P (X) =, +a;./a, —x* —iXa,,

Del problema de Riemann correspondiente se tiene:

(x di) Ft (x al) _ 2B1Vo ag-x2 (x— dl) (x dl) (x ai)
E D () = (e () + PR D (o) — C 1, () + S H (),

(x- dI)F ), Fr (X)_(x ai)

(x—Dbi) (X—C)F (X) y Hy3(x) =

donde haciendo: F," (x) =

210 ag—x? (x—di) (x dl) (x ai)
0000 Oy () — S8 b, ) + S (1)

queda el problema de salto: F," (x) — F,” (x) = H 5 (x)

un

El

Luego se pueden enunciar teoremas similares a los Teoremas 7 y Corolario del

Teorema 7 con h,; yH,.en lugar de hy y Hy.
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Caso 3.4.4.1-b) D=0(D, =0)= a, =008, =y, =0

las raices quedarian de la forma:

_ —iF£.-F?-4(C-A)(Aa, +F)

X1,2 -

(X T iFl i\/_ F12 _4(C1 - Al)(AiaO + Fl)
2(C-A) o 2(C, - A) :

(C—A)(Aa, +D) >0

las cuales son raices imaginarias si y el coeficiente del

problema de Riemann queda de la forma:

D(x) = (C- A)x22 +i?<F +(Aa, +F)
(C,—A)X"++ixkF +(Aa, + F)

Esto conduce a los siguientes subcasos, que se resuelven de igual manera:

Caso 3.4.4.1-b.1)

J-F?-4(C-A)(Aa, +F) > F(/-F’ —4(C, - A)(Aa, + F,) > F;),5gF = sg(C — A)(sgF, =59(C, — A))
, teniendo raices imaginarias: un polo y un cero en el semiplano superior y un polo

y un cero en el semiplano inferior.

Caso 3.4.4.1-b.2)

|- F? —4(C - A)(Aa, +F) >F(,|-F’ —4(C, - A)(Aa, +F,) > F,),50F #59(C — A)(sgF; =59(C; - A))
, teniendo raices imaginarias: un polo y un cero en el semiplano superior y un polo

y un cero en el semiplano inferior.

Caso 3.4.4.1-b.3)

J-F?—4(C- A)(Aa, +F) > F(./-F’ —4(C, - A)(Aa, + F,) > F,),s0F =5g(C - A)(sgF, #59(C, - A))
, teniendo raices imaginarias: un polo y un cero en el semiplano superior y un polo

y un cero en el semiplano inferior.
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Caso 3.4.4.1-b.4)

-F?—4(C- A)(Aa, +F) > F(,/-F’ —4(C, - A)(Aa, + F) > F,),50F #59(C — A)(sgF, #59(C, - A))
, teniendo: raices imaginarias un polo y un cero en el semiplano superior y un polo

y un cero en el semiplano inferior.

El problema de Riemann queda de la siguiente manera:

+ (x—ai)(x— bl) - 2B1Yoy Ao—x? _
F*(x) = SO0 po ) 3 20000y () () 4

(x—ai)(x—bi)
(x—ci)(x—di) 3 ().

/W —Jag—x?
Donde A,(x) = ¢ Iil(x) € P(%) , siendo P,(X) =a, + /8, — X* —ixa,,
P.(x) Ps(x)

Pil(x):ao — a4/ - X’ —iXa,, P5(X) =7, +714/8 - X —iXy, y

P.(X)=y,—7,+/a, —x* —ixy,; donde a>0, b<0,c>0y d<0

Despejando en el problema de Riemann se tiene:

(x di) F+ (x— al) _ 2B1Yoy ag—x2 (x—di) _ (x=di) (x—ai)
oo ) = P+ T T s Ha () — (o He (0 + o Ha (),

donde si se cumple que y, = 0 la expresion que multiplica a H, (x) se hace cero,

(X—dI)F = _ (x—ai)
(x_bi) (), F() (x—ci)

haciendo: F,"(x) =

F (X)y Hp(x) =

2B1Yov ao-x2 (x—di)

MG (x-bi)

H, (x) — (x dl) H, (x )+(x ot  H13(x); queda el problema de salto:

F1+ (X) - I:17 (X) = H24 (X)
Luego se pueden enunciar teoremas similares a los Teoremas 7 y Corolario del

Teorema 7 con h,, yH,, enlugarde h, y H,.
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Caso 3.4.4.1-b.5)

J-F?—4(C- A)(Aa, +F) <F(,/-F’ —4(C, - A)(Aa, + F,) <F,),sgF =s9(C — A)(sgF, =59(C, - A))
, teniendo raices imaginarias: dos ceros y dos polos en el semiplano inferior, el

problema de Riemann queda de la siguiente manera:

—ai —bi _ 2 _x2
F*(x) = oo 2 B () + PR () — Hy () +

—ai)(xobi fao i o
MHB (x), donde Al(X) — € I:i(x) : P3 (X)
(x—ci)(x—di) P,(x) P,(x)

P,(X) = a, +a,/a, —X* —ixa,, P,(X) =a, —a,/a, —X* —iXa,,

P.(X) =y, +7,+/a, =X —ixy, y P,(X) =y, —7/a, —Xx* —ixy,; con a<0, b<O0,

c<0yd<0.

, siendo

Del problema de Riemann se tiene que:

(x—c)(x—di) 2810/ @o-x? (x — ci) (x — di) (x — ci)(x — di)
G—ae—by OO s amae o) P T e ey oy 2®

(x —ci)(x - di)

haciendo: F"(x) = : -
(x—ai)(x —bi)

F'(x), FF()=F (x)y

2B1Yo ag-x? (x—ci)(x—di) _ (x—ch(x—di)
Hy5(x) L) emab D Hy(x) e bD H,(x) + Hy(x) , queda el problema

de salto F," (x) = F, (X) = H5(X)

Luego se pueden enunciar teoremas similares a los Teoremas 7 y Corolario del

Teorema 7 con h,, yH,.en lugar de hy y Hy.
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Caso 3.4.4.1-b.6)

J-F?—4(C- A)(Aa, + F) <F(,/-F’ —4(C, - A)(Aa, + F,) <F,),sgF #5g(C - A)(sgF, #59(C, — A))
, teniendo raices imaginarias: dos ceros y dos polos en el semiplano superior, de

donde el problema de Riemann queda de la siguiente manera:

—ai —bi ?
Goabb) p- vy 4 Zoarolaoi gy () 4

+ —
F* () = (x—ci)(x—di) Ay (x)

(x—ai)(x—bi)
(x—ci)(x—di) Hj (20),

e P (x) e R (x)
P.(Y) Py(¥)

Pil(x):ao — a4/ - X’ —iXa,, P3(X) =7y, + 7148 - X —iXy, y

P.(X)=y,—7,:/a, —x* —ixy,; donde a>0, b>0,c>0y d>0.

, P,(X) =, +a,/a, — X* —ixa,,

siendo A, (x) =

Haciendo en el problema de Riemann correspondiente el cambio: F"(x) = F " (x),

~(x—ai)(x—bi)

_ XAV R (X) Y Hy(x) = XN () — Hy (x) +
(x—=ci)(x—di)

A1(x)

F(x)

(x—ai)(x—bi) . ) N e _
e r—aD H;(x); queda el problema de salto: F,"(x) = F, (X) = H 5 (X)

Luego se pueden enunciar teoremas similares a los Teoremas 7 y Corolario del

Teorema 7 con h,, yH,, enlugar de h, y H,.
Caso0 3.4.4.1-b.7)

Si se cumple que ademéas Aa, + D =0siendo \(C - A)(Aa, + D)\ >0, el coeficiente

del problema de Ri da de la forma: D(X) = (C— A +ixF dond
el problema de Riemann queda ae la torma: (Cl—Al)XZ-I--I-iXFl’ onae

las raices serian de la forma:
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)

12 —

_iFi\/—Fz_{ 0 -+ Ff{ o

F =
R Y C.—A

las cuales son raices imaginarias y la raiz cero en el caso en el cual se restan los

términos del numerador

Caso 3.4.4.1-b.7-a) sgF = sg(C — A) (sgF, # sg(C, — A))

iF 1% . o
(x=- ) son imaginarias en el

Se cumple que las raices X=-—
C-A C,—-A

semiplano superior, por lo que el problema de Riemann queda de la siguiente

manera.

2
F+(x) = (" ‘”) F~(x )+—231§’1V(j;-" H,(x) — H,(x) +(" - > Hy(x), donde

e P e ™R
PO Py

PL(X) = g — a8 — X" —ixa,, Py(X) =y, T711/% —Xx* —ixy, y

P,(X) =y, —7,:/a, —X* —ixy,; donde a>0y b>0

Al(X) =

, siendo P,(X) =a, +a,./a, — X* —iXa,,

Haciendo en el problema de Riemann correspondiente el cambio: F"(x) = F " (x),

(X al) = (X) y H27(.X') — Zﬁﬂ’om

F(x)= (x—bi) A0

H,(x) — H,(x) + %Hg(x); gueda el

problema de salto: F," (x) - F, " (x) = H,, (X)

Luego se pueden enunciar teoremas similares a los Teoremas 7 y Corolario del

Teorema 7 con h,, yH,, enlugar de h; y H;.
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Caso 3.4.4.1-b.7-b) sgF =sg(C — A) (sgF, =sg(C, — A))

iF 1% . o
(x=- ) son imaginarias en el
C-A C,-A

Se cumple que las raices X=-—

semiplano inferior, donde el problema de Riemann queda de la siguiente manera:

+ _ (x—ai) o_ 2B1Yoy/ ag-x?> _ (x—ai)
F*(x) = —(x_bl.)F (x) + e H,(x) — Hy(x) + D H;(x), donde

e P e R
P00 Py

P.(X) =, —044|8, —x’ —ixa,, P4(X) =7, +714/3 —x? —iXy, y

P,(X) =y, —7,:/a, —Xx* —ixy,; donde a<0y b<0

, siendo P,(X) =a, +a,./a, — X* —iXa,,

Al(X) =

Despejando en el problema de Riemann correspondiente se tiene:

G0 bt (x) = F(x) + 22X OO0 0y~ B0 b () + Hy (),

(x—ai) Aq(x) (x—ai) (x—ai)

(x — bi)
(x— ai)

donde haciendo: F"(x) = F'(x), F,(X)=F (X)y Hyg(x) =

2f1Yov ao-x2 (x—bi) H,(x) — (x—b

Aq(x) (x—ai) (x—a

3 H,(x) + H3(x); queda el problema de Salto:

F"(X) = 7 (X) = Hyg(X)

Luego se pueden enunciar teoremas similares a los Teoremas 7 y Corolario del
Teorema 7 con h, yH,enlugarde h, yH, .

Los siguientes casos se resuelven de la misma manera:
Caso 3.4.4.1-¢c)

sg(C — A)=sg(Aa, + D+ F),sgF =sg(C — A),

4(Aa, + D+ F)(C — A) > F?
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4(A1a0 + D1 + Fl)(Cl - Ai)‘ > Flz)

(s9(C, - A) = sg(Aa, + D, + F),sgF, #sg(C, - A),
Teniendo dos ceros y dos polos en el semiplano superio complejos, donde:

Rea>0,Rea=-Reb, Rec>0,Rec=—-Redy Ima=Imb>0,Imc=Imb>0.

Caso 3.4.4.1-d)

sg(C — A) #sg(Aa, + D + F),sgF = sg(C — A),|4(Aa, + D+F)(C - A) < FZ,J— F?-4(Aa, +D+F)(C-A)<F

(Sg(cl - Ai) * Sg(Aiao + D1 + Fl)ingl * Sg(Cl - A1)1‘4(A1a0 + D1 + Fl)(cl - Ajl)‘ < F12)7\/_ ':12 _4(A1a0 + D1 + Fl)(Cl - A_L) < Fl
Teniendo dos ceros y dos polos imaginarios puros en el semiplano superior,

El problema de Riemann queda de la siguiente manera:

+ _ (x—ai)(x=bi) _ 2f1Y0y Ao-x? .
P () = GZ0G0 oy BB gy ) g, ) 4

(x—ai)(x—bi) Hs(x), donde A, (x) = € P.(x) e Py(x) , siendo:

(x—ci)(x—di) ﬁl(x) pis(x)

P,(X)=a, +a,./a, —X* —ixa,, P,(X) =a, —a,./a, —X* —ixa, y
Py(X) =70 +714/a -x* —ixy, y Py(X) =7, _7/1\/a0_X2 —ixy,

Haciendo el siguiente cambio de variable en el problema de Riemann

(x—ai)(x—bi)

correspondiente: F"(x)=F*(x), F ()= (x—ci)(x— di) Yy Hao(x) =

2B1Yoy Go-x? _ (x—ai)(x—bi) ) _
am H,(x) — H,(x) + G—ebe—d) H;(x); queda el problema de salto:

F(X)—F(X) = H,g(X)
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Luego se pueden enunciar teoremas similares a los Teoremas 7 y Corolario del
Teorema 7 con h,, yH,, enlugar de h, yH,

Caso 3.4.4.1-e)

sg(C — A) #5g(Aa, + D + F),sgF = sg(C — A),|4(Aa, + D+ F)(C - A)|< FZ,\/— F?-4(Aa, +D+F)(C-A)>F

(Sg(Cl _Ai) * 59(A130 + D1 + F1)|Sg|:1 * 59(C1 _A1)7‘4(A1a0 + D1 + Fl)(Cl _Al)‘ < Flz)’\/_ Flz _4(A1a0 + D1 + Fl)(Cl _Al) > Fl
Teniendo un cero y un polo en el semiplano superior y un cero y un polo en el

semiplano inferior imaginarios puros, siendo 8 >0, b<0 ¢>0y d <0; hor |0 que

el problema de Riemann queda de la siguiente manera:

by _ (mad)(e=bi) ._ 2B, Yo\ ag_x2 3
Fr(0) = aoman T O+ M) = Hy(x) +

—ai(x—bi Jag—x? _\/W
MHS (X), donde Al(x) _¢® I:Ll(x) : P, (x)
(x—ci)(x—di) P,(xX) P,(x)

P,(X)=a, +a,./a, —X* —ixa,, P,(X) =a, —a,./a, —X* —iXa,,
Py(X) =70 +714/a —x* —ixy, y Py(X) =7, _71\/30_)(2 —ixy,.

Del problema de Riemann correspondiente se tiene:

, siendo

(x—di) dl) +( )_ (x al) _( )_I_Zﬁlym/ao_xz (x—di) 1( ) (x dl) Hz( )+

(x=bi) A (x) (x—bi)
g:zg H;3(x), en donde haciendo: F," (x) = 8‘(:3'; F*(x), F,(x) = Ex a? -y

_ 2B1YovVao-x% (x—di) _ (x—di) (x—ai) .
H3o(x) = LG ebD Hy(x) b H,(x) + e H;(x); queda el problema

de salto: F,"(x) — F, (x) = Hy(x)
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Luego se pueden enunciar teoremas similares a los Teoremas 7 y Corolario del
Teorema 7 con h,, yH,enlugarde h, yH,.
Caso 3.4.4.1-f)

sg(C — A)=sg(Aa, + D+ F),sgF =sg(C — A),

4(Aa, + D +F)(C - A) > F?
(Sg(Cl - A1) # Sg(A1ao + D1 + Fl): ngl = Sg(C1 - A1)1‘4(A1a0 + D1 + Fl)(Cl - A1)‘ > Flz)

Teniendo dos ceros complejos y dos polos complejos en el semiplano inferior,

Rea>0,Rea=-Reb Rec>0,Rec=-Red ., Ima=Imb<0,Imc=Imb<0.

donde y

por lo que el problema de Riemann queda de la siguiente manera:

vy x—a)x=b) _ 2P1Yoy Ao-X? (x —a)(x —b)
F*(x) = =) (x = d)F (x) +WH1(X) — Hy(x) + (=) (x —d) H;(x)

[ag—x* —\Jag—x2
Donde A,(x) = e Iil(x) ° P(%) ; siendo P,(X) = a, +ay./a, — X* —iXa,,
P.(x) Ps(x)

P71(X) =Qy) —a;4q, - X’ —iXa,, P3(X) =7y, + 714/ —x? —ixXy, y
P73(X):7/0 _7/1\/ao_X2 —ixy,.

Del problema de Riemann correspondiente a este caso se tiene:

G-0G-d) , By E-ok-d,  G-dx-d
R M Ry W e R gy ey s LG Ry cvpyey ey s LGRS

Haciendo: F," (x) = (x_a)(x_b) F'(x), FF () =F () y Hz(x) =

2B170Ya0 X% (x=0)(x=d) (x) — E=0G=d)
0 (x)  (x—a)(x-b) ! (x-a)(x=b)

H,(x) + H;(x); queda el problema de salto:

I:1+ (X) - I:17 (X) = H31(X)
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Luego se pueden enunciar teoremas similares a los Teoremas 7 y Corolario del
Teorema 7 con h,, yH, enlugarde h, yH, .

Los siguientes casos se resuelven de la misma manera:

Caso 3.4.4.1-9)

sg(C — A) #sg(Aa, + D+ F),sgF =sg(C - A),|4(Aa, + D+ F)(C - A)|< FZ,J— F?-4(Aa, +D+F)(C-A)>F

(Sg(Cl _Al) * Sg(Alao + D1 + F1)759F1 = Sg(cl - A1)1‘4(A1a0 + Dl + Fl)(cl - Al)‘ < F12)1\/_ Flz _4(A1a0 + D1 + Fl)(cl - Al) > Fl
Teniendo raices imaginarias puras, un cero y un polo en el semiplano superior y

un cero y un polo en el semiplano inferior, (@>0,b<0,a=-bc>0yd<0c=-d)

Caso 3.4.4.1-h)

sg(C — A) #sg(Aa, + D + F),sgF =sg(C — A),|4(Aa, + D + F)(C - A) < FZ,J— F?-4(Aa, +D+F)(C-A)<F

(s9(C, —A) = sg(Aa, + D, +F,),sgF, =sg(C, _A1)v‘4(A1ao +D, +F)(C, - Al)‘ < Ff),\/— |:12 —4(Aa,+D, +F)(C,-A) <F
Teniendo raices imaginarias puras, un cero y un polo en el semiplano superior y

un cero y un polo en el semiplano inferior (@>0b<0,a=-bc>0yd<0c=-d)

Caso 3.4.4.1-i)

sg(C — A) #sg(Aa, + D+ F),sgF #sg(C — A),|4(Aa, + D+ F)(C - A) < FZ,J— F?-4(Aa,+D+F)(C-A) >F
(s9(C, — A) = sg(Aa, + D, +F,),sgF, = sg(C, _A1)1‘4(A1a0 +D, +FR)(C, _Al)‘ < F12)v\/_ R’ -4(Aa, +D,+F)(C,-A)>F

Teniendo raices imaginarias puras, un cero y un polo en el semiplano superior y

un cero y un polo en el semiplano inferior(a >0,b<0,a=-b,c>0yd <0c=-d)

Caso 3.4.4.14))

sg(C — A)=sg(Aa, + D+ F),sgF =sg(C - A),J— F?-4(Aa,+D+F)(C-A) >F

(Sg(Cl - Al) = Sg(Alao +D, + Fl)!ngl = Sg(Cl _Al)l \/_ Flz _4(A1ao +D, + Fl)(Cl _Al) >F

148



Anexo

Teniendo raices imaginarias puras, un cero y un polo en el semiplano superior y

un cero y un polo en el semiplano inferior(a >0,b<0,a=-b,c>0yd <0c=-d)

Caso 3.4.4.1-k)

sg(C — A)=sg(Aa, + D+ F),sgF = sg(C - A),\/— F? —4(Aa, +D+F)(C-A) >F
(s9(C, —A)) = sg(Aa, + D, +F,),50F, #59(C, —A),-/-F* -4(Aa, +D, +F)(C, ~A) > F,

Teniendo raices imaginarias puras, un cero y un polo en el semiplano superior y

un cero y un polo en el semiplano inferior (3> 0, <0,a=-b,c>0yd <0c=-d)

Caso 3.4.4.1-)

sg(C — A)=sg(Aa, + D+ F),sgF =sg(C - A),\/— F?—-4(Aa, +D+F)(C-A) <F
(Sg(Cl _Al) = Sg(Alao +D, + Fl)!ngl = Sg(Cl _Al)l\/_ Flz _4(A1ao +D, + Fl)(Cl _Al) <k

Teniendo raices imaginarias puras, un cero y un polo en el semiplano superior y

un cero y un polo en el semiplano in1“erior(a >0,b<0,a=-0c>0yd<0c=-d)

Caso 3.4.4.1-m)

sg(C — A)=sg(Aa, + D+ F),sgF =sg(C - A),\/— F?—-4(Aa, +D+F)(C-A) >F
(Sg(Cl _A:I.) = SQ(Aiao + Dl + Fl)ingl = Sg(Cl _Al)l\/_ I:12 _4(A1a0 + D1 + Fl)(Cl _Al) > Fl

Teniendo raices imaginarias puras, un cero y un polo en el semiplano superior y

un cero y un polo en el semiplano inferior(a >0.b<0,a=-b,c>0yd <0c=-d)

Caso 3.4.4.1-n)

sg(C — A)=sg(Aa, + D+ F),sgF = sg(C — A),J— F?-4(Aa, +D+F)(C-A) >F

(s9(C, —A) =sg(Aa, +D, +F,),sgF, =sg(C, - A1)r‘4(A1ao +D, +F)(C, _Al)‘ < Flz)'\/_ F’-4(Aa,+D, +F)(C,-A) >F

Teniendo un cero y un polo en el semiplano superior imaginarios puros y un cero

y un polo en el semiplano inferior imaginarios puros @>0%b<0.a=-bc>0yd<0c=-d)

149



Anexo

Por lo que el problema de Riemann queda de la siguiente manera:

+ _ (x—ai)(x—-bi) _ 2B1Yoy Ao-x? _
P () = S0 oy 3 2l g oy () 4

(x—ai)(x—bi)
(x—ci)(x—di) Hs (),

donde A, (x) = e Iil(x) € P(%) , siendo P,(X) =a, +a,./a, — X* —iXa,,
P.(x) P3(x)

P.(X) =0, — a3, —x* —ixa,, Py(X) =7, + 714/ —x* —ixy, y
P.(X) =y, —7,:/a, —X* —ixy,; donde (a>0,b<0,a=-h,c>0yd <0c=-d).

Del problema de Riemann se tiene:

(x—-di) . . (x—ai) _ 2B1Vo Ag-x? (x — di) (x —di) (x — ai)
(x—bi)F (x) —mF () + A, (x) (x — bi) Hl(x)_(x—bi)HZ(x)-l_ =) H3(x)
_ —di) ., . —ai) __
Haciendo: F,"(x) = Ei—b:; F'y Ro(x)= Ei_i;; F(X)y Hzz(x) =

7 o i s .
2B1Y0 ag-x? (x—di) Hl(x) _ (x—di) Hz (X) + (x—ai)

A1 (x) (x—bi) (x—bi) (x—ci)

H;(x), queda el problema de salto:
F(X)—F(X) =Hg(x)

Luego se pueden enunciar teoremas similares a los Teoremas 7 y Corolario del
Teorema 7 con h, yH,,enlugarde h, yH, .

Caso 3.4.4.1-i)

sg(C — A)#sg(Aa, + D +F),sgF #sg(C — A),|4(Aa, + D+ F)(C - A)| > F’

(Sg(Cl _Al) = Sg(Alao + D1 + Fl)!ngl * Sg(Cl _Al)’\/_ F12 _4(A1ao + Dl + Fl)(cl _Al) < Fl

Teniendo raices complejas en el numerador e imaginarias puras en el
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denominador, dos ceros y dos polos en el semiplano superior, donde
Rea>0,Rea=-Reb,Ima=Imb>0, c>0,d >0.
Por lo que el problema de Riemann queda de la siguiente manera:

troy _ (ma@)(x=b) ,._ 2B1Yo\/ao_x? _ (x—a)(x—b)
F(x) = (x—ci)(x—di)F (o) + Ay (x) Hy(x) = Hp(x) + (x—ci) (x—di) Hs(x), donde

Jao—x ~Jag
A(x) = Iil(x) ¢ P()'; siendo P,(X)=a, +a,./a, — X* —iXa,,
P.(x) P3(x)

PL(X) =g —ay+[ag = x* —ixa, y Py(X) =7, T 714/8 —x* —ixy,
I:)73()():7/0_7/1\/3-0_)(2 —ixy,.

Haciendo el siguiente cambio de variable en el problema de Riemann:

FIOO=F 700, (= (7T (Y Has(x) = 2P b ()

H,(x) + —(;x__ccg((i:sz) H;(x); queda el problema de salto: F," (x) — F (x) = Hy;(x)

Luego se pueden enunciar teoremas similares a los Teoremas 7 y Corolario del
Teorema 7 con h,yH,, enlugarde h, yH, .

Caso 3.4.4.1-0)

sg(C — A)=sg(Aa, + D+ F),sgF =sg(C - A),J— F?-4(Aa, +D+F)(C-A) <F

(Sg(cl _A1) * Sg(AlaO + D1 + F1)159F1 = Sg(Cl _A1)i

4(Aa, +D, +F)(C, - Al)‘ > F12
Teniendo dos ceros en el semiplano inferior imaginarios y dos polos en el
semiplano inferior complejos, donde 2 <0:0 <0y Rec>0,Rec=—Red,Imc=Imd <0;

por lo que el problema de Riemann queda de la siguiente manera:
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+ _ (x—ai)(x=bi) ,._ 2B1YVo ao_x? _ (x—ai)(x—bi)
F*(x) = ow—a) [ (x) + v Hy(x) — Hy(x) + o s (x), donde

A(X) = € Fl(x) : Ps(x) , siendo P,(X) = ¢, +a1\/ao—7x2—ix%,
P.(x) P3(x)

P, (X) = o, —0nQ — x* —ixa,, Py(X) =7y, + 7148 — x* —ixy, y
P73(X) =70 —711/Q -X? —iXy, .
Del problema de Riemann correspondiente se tiene que:

(x=0)x=d) g N _ e 2B1vov/ao-x* (x—c)(x—d) _ (xmox-d)
Gai) b () =F~(x) + Ay (x) (x—ai)(x—bi)Hl(x) (x—ai)(x—bi)HZ(x)+H3(x)’

donde haciendo:

(= S Oked)
(x—ai)(x —bi)

Fr(), FF()=F ()y

_ 2B1voVao-x? (x—c)(x—d) _ x=9x-d) .
Hzq(x) = A(x)  (x—ai)(x—bi) Hy (x) (x—ai)(x—bi) H, (%) + Hs(x); queda el

problema de salto: F,"(x)—F, (x) = H,, (X)
Luego se pueden enunciar teoremas similares a los Teoremas 7 y Corolario del

Teorema 7 con h,yH,,enlugarde h, yH, .
Caso 3.4.4.2: Casos de indice positivos

Caso 3.4.4.2-1: Casos de indice uno

Los siguientes casos se resuelven con la misma técnica:

Caso 3.4.4.2-1-a)

sg(C — A)=sg(Aa, + D+ F),sgF =sg(C - A),

4(Aa, +D+F)(C - A)|>F*
(Sg(c1 _Al) = Sg(A1ao + D1 + Fl)ngFl = Sg(cl _A1)’\/_ ':12 _4(A1a0 + Dl + Fl)(Cl _Ai) > Fl

Teniendo dos ceros complejos y un polo imaginario en el semiplano superior y un
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polo imaginario en el semiplano inferior, donde Rea>0,Rea=—Reb,Ima=Imb>0,

c>0,d<0.

Caso 3.4.4.2-1-b)
4(Aa, + D +F)(C-A)>F?

sg(C — A)=sg(Aa, + D+ F),sgF =sg(C — A),

(Sg(Cl - A1) = Sg(A1ao + Dl + Fl)!SgFl # SQ(Cl _A1)v\/_ F12 _4(A1ao + Dl + Fl)(cl _Al) > Fl

Teniendo dos ceros complejos y un polo imaginario en el semiplano superior y un

polo imaginario en el semiplano inferior, donde Rea>0,Rea=—Reb,Ima=Imb >0,

c>0,d<0.
Por lo que el problema de Riemann queda de la siguiente manera:

vy _ (@) (x=b) - 2B1YoV/ao_x2 3 (x-a)(x=b)
Ff(x) = (x_a_)(x_di)F (x) + ™) Hi(x) — H,(x) + Y —r H;(x), donde

e’ Fi(x) ei PS (X) , siendo Pl(X) =a, +al\/ao—7x2—ixaz,
P.(x) Ps(x)

P, (X) =, —044\|8, —x’ —ixa,, P4(X) =7, + 714/ —x? —iXy, y
I:T:e(x):?’o_7/1\/610_)(2 —ixy,

Del problema de Riemann correspondiente se tiene:

Al(X) =

(x—d (x—a)

(X=di) g~ (x=Q) 2B1yoy ao-x? (x—di) _ D)
(x—b) F* () = (x—ci)F (o) + A(x)  (x—b) Hy (%) (x—b) Hy () + (x—ci) Hs(x),

llegando al problema de salto:

(x=di) 4 _ (x-a) -
CIF ) = S22 (0 + Hys(3)

(3.4.15)
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donde:

Has(x) = 2LL=C 0y, () — LD, () + Z2 i (x) que es de Ly (R)

dV(x,0%)

Si 2, <0 y V(XY) XV (x0),y =

pertenecen a L,, (R) . Luego aplicando el

operador proyeccion a H,(x) queda

Hyus () =y (X) -y (X) (3.4.16)

donde: w* (X) = P*(Hy (X)), o0 sea; w* (x) =(VoT "oV ")H, (X), de donde

1 7 ; 1 8 ,
(X)) = ——— | h, (t)e™dt “(X) = ——— | h,.(t)e™dt, siendo
l// ( ) x/ﬂ'([ 35() y l// ( ) x/ﬂ_’[o 35()

. (De™dt,

h34(t)=/;7IH

luego sustituyendo (3.4.16) en (3.4.15) queda:

(x=di) oy o (x-3)
gy F W 0= C 8

F~(x) -y (x), donde aplicando el teorema de

prolongacién Analitica y el Teorema Generalizado de Liouville se tiene:

Ty F W 0= I E W 0= %

arbitraria. Luego ((); __‘:)) F () =y (X) = xc—lb

F00= v 02 (3.4.17)
VE 0= 0=
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Al tener F*(x) dado por la expresion (3.4.17) entonces U (X,y) queda

determinado, siendo

_(x-b) 1

P 0= ay 2r

C,

h.. (t)e™dt +
! s(edts

(3.4.18)

y se puede enunciar el siguiente teorema:

dv(x,0")

Teorema 8: Si a, <0y V(xY),xV(x,0"),y dy

pertenecen a L,,(R),

entonces el problema de contorno para el caso 3.4.4.2-1-a) y 3.4.4.2-1-b) tiene
solucion Unica que depende de una constante arbitraria ¢, en la clase (3.1.6)y viene

dada por las expresiones (3.2.4) y (3.4.18). (Demostracion similar al Teorema 6

del caso parabdlico)

Si la ecuacion del problema original es homogénea, es decir si V(x,y) =0 se
puede enunciar el siguiente teorema: Corolario del Teorema 8: Si a, <0,
entonces el problema de contorno para los casos 3.4.4.2-1-a) y 3.4.4.2-1-b) tiene
solucion Gnica en la clase (3.1.6) dada por u(x,y) =V *[U(x,Y)].

Los siguientes casos se resuelven con la misma técnica:

Caso 3.4.4.2-1-c)

sg(C — A)=sg(Aa, + D+ F),sgF = sg(C - A),\/— F?-4(Aa,+D+F)(C-A) >F

(Sg(Cl - Al) # Sg(AiaO + Dl + Fl)’ ngl = Sg(Cl - Ai):

4(A1a0 + Dl + Fl)(Cl - Al)‘ > F12)
Teniendo un cero imaginario puro en el semiplano superior y un cero imaginario

puro y dos polos complejos en el semiplano inferior, donde &~ 0b<0Oy

Rec>0,Rec=—-Red,Imc=Imd <0
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Caso 3.4.4.2-1-d)

sg(C — A)=sg(Aa, + D+ F),sgF =sg(C - A),\/— F?-4(Aa,+D+F)(C-A) >F
(Sg(Cl - Al) # Sg(AiaO + Dl + Fl)’ ngl = Sg(cl - Ai): ‘4(A1a0 + Dl + Fl)(Cl - Al)‘ > F12)
Teniendo un cero imaginario puro en el semiplano superior y un cero imaginario

puro y dos polos complejos en el semiplano inferior, donde a>0,b<0y

Rec >0,Rec=—-Red,Imc=1Imd <0.

Por lo que el problema de Riemann queda de la siguiente manera:

vrn (x—ad)(x—bi) _ 2B1Yo+ Qp_x? (x — ai)(x — bi)
F*(x) = =0 —d) F (X)+WH1(X)—H2(X)+ = —d) H;(x)

[ag—x* —\Jag—x2
donde A, (x) = e Iil(x) € P(%) , siendo P,(X) =a, +a,./a, — X* —iXa,,
P.(x) Ps(x)

P, (X) =, —044\|8, —x’ —ixa,, P4(X) =7, +714/3 —x? —iXy, y
I:T:e(x):?’o_7/1\/610_)(2 —ixy,.

Del problema de Riemann correspondiente se tiene:

(x=0)(x=d) 4N _ e 210V ao—x% (x—c)(x-d) _ (x=0)(x-d)
(x—ai)(x—bi) Fr() =F~(x) + A1 (x) (x—ai)(x—bi) Hy (x) (x—ai)(x—bi) Hy(x) + Hs (),
(x=c)(x—d)

llegando al problema de salto: (x—ai)(x_bi) F*(x) =F (x)+H,(x), donde:

H36(x) _ 2B1Y0y/ ag-x? (x—c)(x—d)

_ (x—c)(x—Aa)
A1 (x) (x—ai)(x—bi) H, (x) (x—ai)(x—bi) H, (x) + Hj (x),

utilizando una teoria similar al caso anterior se obtiene:

(x=c)(x=d) . v Lo G |
(x—ai(x_bi) T TV W=F )=y ()=~ de donde:
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o (x—ai)(x—bi) . (X bi)
R iy s v S R

(x=bi)
(x=c)(x—d) "

. ey (x=ai)(x=bi) 1 7F ot
siendo: F*(x) = =0 ) @!h%(t)e dt+

Luego se pueden enunciar teoremas similares a los Teoremas 8 y Corolario del
Teorema 8 con h,,y H,en lugar de h,,yH,. .

Los siguientes casos se resuelven de la misma manera:

Caso 3.4.4.2-1-e)

sg(C — A)#sg(Aa, + D+ F),sgF #sg(C — A),|4(Aa, + D+ F)(C - A)| < FZ,J— F?-4(Aa, +D+F)(C-A) <F

“(sg(C, —A) #sg(Aa, + D, +F),sgF #s9(C, — A1)7‘4(A1a0 +D,+FR)(C, - Al)‘ < Flz)'\/7 F’-4(Aa, +D,+F)(C,-A)>F

Teniendo dos ceros y un polo imaginarios puros en el semiplano superior y un

polo en el semiplano inferior imaginario puro, a>0,b>0yc>0,d<0.

Caso 3.4.4.2-1-f)

|~ F? ~4(C— A)(Aa, +F) <F(,[-F ~4(C, ~ A)(Aa, +F,) > F,),sgF # s9(C ~ A)(sgF, =s9(C, ~ A)) -

Teniendo raices imaginarias: dos ceros y un polo en el semiplano superior y un polo

en el semiplano inferior, a>0,b>0y ¢c>0,d <0

Caso 3.4.4.2-1-9)

-F?—4(C- A)(Pa, + F) <F(,/-F’ —4(C, - A)(Aa, + F,) > F,),sgF # g(C — A)(sgF; #59(C, - A)) -

Teniendo raices imaginarias: dos ceros y un polo en el semiplano superior y un polo

en el semiplano inferior, a>0,b>0y c>0,d <0
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Caso 3.4.4.2-1-h)

J-F?—4(C - A)(Aa, + F) <F(/-F? -4(C, - A)(Aa, + F,) > F,),sgF =sg(C — A)(sgF;, =sg(C, — A)) -
Teniendo raices imaginarias: dos ceros y un polo en el semiplano superior y un polo
en el semiplano inferior, a>0,b>0y ¢>0,d <0.

Por lo que el problema de Riemann queda de la siguiente manera:

+ _ (x—ai)(x=bi) _ 2B1Yo+ ag-x2 _ (x—ai)(x—bi)
Fr(x) = pRy—— F~(x) + YR Hi(x) — H,(x) + Py —— H;(x), donde

e’ Fi(x) ei PS(X) : siendo Pl(x) =a, +alm—ixa2,
P.(x) P3(x)

I:Tl(x):ao —Q0\[q, —x* —iXa,, P3(X) =7y, +714/Q —x? —ixy, y
I:Ts(x):?/o_71X/ao_x2 —iXy, .

Del problema de Riemann correspondiente a este caso se llega al problema de

Al(X) =

_ (x—ai)(x—bi)
~(x—ci)(x—di)

— 1 —_ 2
Fo()+Hy (%), iando: Ha7 = (0 PR Hy () -

F(x)

salto:

H,(x) + %m (x). Utilizando una teoria similar al caso anterior se obtiene:

Frx) -y ()= XTI ey oy = % e donde:

(x=ci)(x—di) (x—=di)
iy s C, oy (X=ci)(x—di) (x—ci) .
PO =v 0% Y F = e ? O aiyx - bp & SO

C,

(%) = J% [y, (De™dt-+ i

Luego se pueden enunciar teoremas similares a los Teoremas 8 y Corolario del

Teorema 8 con h;,y H,, enlugar de hyyH,. .
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Los siguientes casos se resuelven con la misma técnica:

Caso 3.4.4.2-1-i)

sg(C — A) #sg(Aa, + D+ F),sgF =sg(C — A),|4(Aa, + D + F)(C - A)| < FZ,J— F?-4(Aa, +D+F)(C-A) >F
(s9(C, —A) =59(Aa, + D, +F,),50F, =s9(C, —A),-/—F’ —4(Aa, +D, +F)(C, - A) <F,

Teniendo un cero imaginario puro en el semiplano superior y un cero y dos polos
imaginarios puros en el semiplano inferior.

Caso 3.4.4.2-14))

sg(C — A)=sg(Aa, + D+ F),sgF =sg(C - A),\/— F?-4(Aa, +D+F)(C-A) >F
(s9(C; — A) # S9(Aa, + D, + F,),50F, =50(C, - A),[4(A, + D, +F)(C, - A) < F),[-F’ -4(Aa, + D, +F)(C, - A) <F,

Teniendo un cero imaginario puro en el semiplano superior y un cero y dos polos
imaginarios puros en el semiplano inferior.

Caso 3.4.4.2-1-k)

-F? —4(C - A)(Aa, +F) > F(,[-F’ —4(C, - A)(Aa, + F) <F,),50F =s9(C — A)(sgF, =59(C, — A))
Teniendo raices imaginarias: un cero en el semiplano superior y un cero dos

polos en el semiplano inferior.

Caso 3.4.4.2-1-1)

J-F?—4(C- A)(Aa, +F) > F(./-F’ —4(C, - A)(Aa, + F,) <F,),sgF #5g(C - A)(sgF, =sg(C, — A))
Teniendo raices imaginarias: un cero en el semiplano superior y un cero dos

polos en el semiplano inferior.
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Por lo que el problema de Riemann queda de la siguiente manera:

+ _ (x—ai)(x—-bi) _ 2B1Yoy Ao-x? _
P () = S0 oy 3 2l g oy () 4

(x—ai)(x—bi)
(x=ci)(x—di)

e P, e R (x)

H;(x), donde A, (X) = ik -
P.(x) P3(x)

siendo

Pl(X)=a0+a1JaO—7X2—iXa2,
Pil(x):ao_alm_ixa21P3(X):7o +7/ﬂ/a0—x2 —ixy, y
ﬁg(x):yo—ylm—ixyz; donde a>0 , b<0, c<0y d <0

Del problema de Riemann correspondiente a este caso se tiene:

(x—ci)(x—di) 4 o 2B1Yo ao_x2 (x—ci)(x—di) _ (x=ci)(x—di)
(x—ai)(x—bi)F () =F~0) + A (x)  (x—ai)(x—bi) H, (x) (x—ai)(x—bi) Hy () + Hy (x),

(x=ci)(x—di)
(x—bi)(x—ai)

se llega al problema de salto: F*(X) =F (x)+H(X): donde

__ 2B1Yoyao-x? (x—ci)(x—di) _ (x=ci)(x—di)
Hsg(x) = A (x)  (x—ai)(x—bi) H, (x) (x—ai)(x—bi) Hy(x) + Hs(x) y

(x-ai)(x=bi) . (x=bi

F+(X): A . A Y
(x=ci)(x—di) (x=ci)(x—di)

Al tener F*(x) dado por la expresion:

(x —bi)

_ (x=ai)(x=hi) 1 c
- (x—ci)(x—di) *

P )= e —di) J2x

[ hss (D™ dit +
0

entonces U (X, y) queda determinado.

Luego se pueden enunciar teoremas similares a los Teoremas 8 y Corolario del

Teorema 8 con hy,y H,,enlugar de h,yH,. .
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Los siguientes casos se resuelven por la misma técnica:
Caso 3.4.4.2-2: Casos de indice dos

Caso 3.4.4.2-2-a)

4(Aa, +D+F)(C - A)>F?

sg(C — A)=sg(Aa, + D+ F),sgF =sg(C — A),

4(A1ao + D1 + Fl)(Cl - Al)‘ > Flz) .

'(Sg(cl - A1) * Sg(A1ao + D1 + Fl): ngl = Sg(Cl - A1)a
Teniendo dos ceros complejos en el semiplano superior y dos polos complejos en

el semiplano inferior. Rea>0,Rea=-Reb,Ima=Imb>0y

Rec >0,Rec=—-Red,Imc=1Imd <0

Caso 3.4.4.2-2-b)

4(Aa, + D +F)(C - A) > F?

sg(C — A) =sg(Aa, + D+ F),sgF = sg(C — A),

(sg(C, ~ A) =sg(Aa, + D, +F,),sgF, =sg(C, —~ A~ F? —4(Aa, + D, +F)(C, - A) <F,

Teniendo dos ceros complejos en el semiplano superior y dos polos imaginarios

puros en el semiplano inferior. Rea>0,Rea=—Reb,Ima= Imb>0y c<0,d>0

Caso 3.4.4.2-2-c)

sg(C — A) = sg(Aa, + D +F),sgF = sg(C — A),|4(Aa, + D+ F)(C - A)| < FZ,J— F?-4(Ma, +D+F)(C-A)<F

(Sg(Cl _Al) * Sg(Alao + D1 + F1)1 SgF1 = Sg(C1 - Al)!‘4(A1a0 + Dl + F1)(C1 - Al)‘ < F12)’\/_ ':12 _4(A1a0 + Dl + Fl)(cl _Al) < Fl
Teniendo dos ceros en el semiplano superior imaginarios puros y dos polos en el

semiplano inferior imaginarios puros, > 0.0>0,c<0yd >0
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Caso 3.4.4.2-2-d)

sg(C — A)=sg(Aa, + D+ F),sgF = sg(C — A),J— F?-4(Aa, +D+F)(C-A) <F

(Sg(C1 _A1) * Sg(AlaO + D1 + F1)v 59F1 = 59(C1 _A1)1‘4(A1a0 + D1 + F1)(C1 - A1)‘ < F12)v\/_ F12 _4(Alao + D1 + Fl)(cl _Ai) < Fl
Teniendo dos ceros en el semiplano superior imaginarios puros y dos polos en el

semiplano inferior imaginarios puros. a>0b>0c<0yd>0 .

El problema de Riemann para estos casos quedaria de la siguiente manera:

— 2
F*(x )_% () +’”A— O Hy () — Ho () + ;‘32 Hy (x), donde

, siendo: P,(X) = o, +a,+/a, — X* —ixa,,

e P e R
P00 Py

P, (X) =, —044\|8, —x’ —ixa,, P4(X) =7, +714/3 —x? —iXy, y
I:TE»(X):?/O_7/1\/810_)(2 —iXy, .

Donde despejando en el problema de Riemann correspondiente a este caso

Al(X) =

gueda:

(x—b)? 4 2B1Yo Go-x? (x—b)? (x b)
G0 o o) = =) o+ 20 G gy By ) 4 ),

2B1Yoy ao-x? (x—b)? 1( ) — (x b)

A (x-a)? —H,(x) + H3(x). Tomando la misma
) =

siendo Hso(x) =

idea de demostracion de los casos de indice uno pero ahora el orden del polo es

dos, se obtiene:

(x-b)*
(x-a)’

F'(X)-yv (X)=F (X)—w (X), aplicando el teorema de prolongacion

analitica y el teorema generalizado de Liouville se tiene que:
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(X_b)z F+(X)_W+(X):F7(X)—y/’(x): C, n C,X
(x—a) x—a (x-a)

donde ¢,y C, son

2 )

constantes arbitrarias. Luego

(x-a)* . C C,X
x-by? O T )

Fr(x) = (3.4.19)

Al tener F*(x) dado por la expresion (3.4.19) entonces U (X, y) queda determinado
por las expresiones (3.2.4) y (3.4.19) siendo:

v , C C,X
[y (D™ dt + x—lb + (X_Zb)z (3.4.20)
0

_ (x—a)® 1

= oy

Por lo tanto se puede enunciar el siguiente teorema con enunciado y demostracion

similar al Teorema 8 y Corolario del Teorema 8:

dVv(x,0")

Teorema 9: Si a, <0y V(x,¥),xV(x,07),y dy

pertenecen a Ly, (R),

entonces el problema de contorno para el caso de indice dos tiene solucién Gnica
que depende de dos constantes arbitrarias ¢, y ¢, en la clase (3.1.6)y viene dada
por las expresiones (3.2.4) y (3.4.20).

Corolario del Teorema 9: Si a, <0 , entonces el problema de contorno para los
casos de indices dos tiene solucion unica que depende de dos constante arbitraria
¢, y ¢, en laclase (3.1.6)y viene dada por u(x,y) =V *[U(x,y)], donde U (X, Y) se

define por las expresiones (3.2.4) y (3.4.20).
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Caso 3.4.4.3: Casos de indice negativos
Caso 3.4.4.3-1: Casos de indice menos uno
Estos casos se resuelven de la misma manera:

Caso 3.4.4.3-1-a)

sg(C — A) #59(Aa, + D+ F),sgF =sg(C — A),|4(Aa, + D+ F)(C - A)| < FZ,J— F?-4(Aa, +D+F)(C-A)<F

(Sg(cl _A1) * Sg(Alao + D1 + Fl)lngl * SQ(C1 _A1)1‘4(A1a0 + D1 + Fl)(cl _Al)‘ < F12)r\/_ F12 _4(A1a0 + D1 + Fl)(cl _Al) > F1
Teniendo un polo imaginario puro en el semiplano superior, dos ceros y un polo

imaginarios puros en el semiplano inferior. a<0b<0,c>0yd<0

Caso 3.4.4.3-1-b)

sg(C — A)=sg(Aa, + D+ F),sgF =sg(C - A),

4(Aa, +D+F)(C - A)>F?

(s9(C, - A) #sg(Aa, + D, +F,),sgF, =sg(C, - A), ‘4(Ala0 +D,+F)(C, - Al)‘ < F12),\/— F’-4(Aa, +D,+F)(C,-A)>F
Teniendo un polo imaginario en el semiplano superior y dos ceros complejos y un

polo imaginario en el semiplano inferior. Rea>0,Rea=-Reb,Ima=Imb<0

c>0,d<0

Caso 3.4.4.3-1-c)

- F? —4(C- A)(Aa, + F) <F(/- F’ —4(C, - A)(Aa, + F,) > F,),sgF =sg(C — A)(sgF; #59(C, — A))
Teniendo raices imaginarias un polo en el semiplano superior y dos ceros y un

polo en el semiplano inferior, @ <00 <0,c>0yd <0
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En estos casos el problema de Riemann queda de la siguiente manera:

+ _ (x—a)(x=b) — 2P1Yoy ao-x? _ (x—a)(x—b)
Ft(x) = y—y— F~(x)+ T Am Hy(x) — Hy(x) + yoy— H;(x), donde

/W —Jag—x?
e Pix) e TR giendo P, (x) = a, tay[a, —x* —ixa,,
P.(x) P;(x)

P, (X) =, — 0448, - X’ —ixa,, P4(X) =7, + 7143 - X —iXy, y
Pis(x):%_?/l\/ao_xz —iXy, .

Del problema de Riemann correspondiente para estos casos se tiene que:

Al(x) =

(x—d) F*(x) = ((i:cg F=(x) + 2B1Yov @o-x? (x=d) Hy(x) — Hy(x) + gc:g H;(x),

(x—-b) Aq(x) (x—=Db)
haciendo:

+ _ (x—d) -, - _ (x—a) - _ 2B1vovao-x% (x=d) _
F(x) = (x_b) F'(x), F (x)= (x—0) Fry  Hao() === H1(0)
H,(x) + g:‘g H(x); queda el problema de salto:

F (%)= F (%) = H(X) (3.4.21)

De donde se puede enunciar entonces el siguiente teorema:

dVv(x,07)

Teorema 10: Si a, <0 y V(X,¥) ,xV(x,07),y dy

pertenecen a Ly, (R),

entonces el problema de contorno para estos casos tiene solucion Unica en la
clase (3.1.6) dada por u(x,y) =V '[U(x,y)]. Donde U (x,y) esta dada por las
férmulas (3.2.4) y

1 (x-b)

F+(X)=@(x—d)

Thw (t)e™dt (3.4.22)
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siendo h,,(X) =V [H,,(X)]: si se cumple la condicién adicional:
Imdr =0 (3.4.23)
Jr-a

La primera parte de la demostracion es evidente por las técnicas de trabajo
mostradas anteriormente, luego, sélo se demostrara la necesidad de la expresion
(3.4.23). En efecto, como la soluciéon del problema de Riemann se expresa por

(3.4.22) y se tiene que:

0 1
(x—a) -2z

0
F (x) = J.h40 (tle™dt, tiene un polo de orden uno en X =a, por lo

tanto, se requiere, para que el problema de salto (3.4.21) tenga solucién Unica,

0
que jhm(t)emdt tenga un cero de igual orden en dicho punto. Como por la relacion

—00

entre las integrales de tipo Cauchy y de Fourier se tiene:

1 IMM - 24t , si Imz <0, entonces, desarrollando la

1 +o0
=———— | h,(t)e
272i_ 7T—a x/27Z"(|). 40()

primera de las integrales anteriores en serie de potencias de (z—a) e igualando a

cero el coeficiente del término de grado cero del desarrollo, se obtiene (3.4.23)
con lo cual se elimina el polo de F~(x).

En el caso homogéneo queda: Corolario del Teorema 10: Si a, <0 entonces el
problema de contorno para estos casos tiene solucion Unica en la clase (3.1.6)

dada poru(x,y) =V U (x,y)]-
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Los siguientes casos se resuelven por las mismas técnicas:

Caso 3.4.4.3-1-d)

sg(C — A) #sg(Aa, + D+ F),sgF =sg(C — A),

4(Aa, +D+F)(C—A)|<F?,.[-F2—4(Aa, + D+F)(C - A) >F
(Sg(cl _Al) # Sg(A1a0 + Dl + Fl)!SgFl # Sg(Cl - A1)1‘4(A1a0 + D1 + Fl)(cl - Al)‘ > F12)
Teniendo un cero imaginario puro y dos polos complejos en el semiplano superior

y un cero en el semiplano inferior imaginario puro. & 0,b<0y

Rec>0,Rec=-Red,Imc=Imd >0

Caso 3.4.4.3-1-e)

sg(C — A) = sg(Aa, + D + F),sgF =sg(C — A),

4(Aa, +D+F)(C—A)\<F2,\/—F2 —~4(Aa, +D+F)(C-A)>F

(Sg(C1 - A1) # Sg(Alao + D1 + Fl)! SgF1 # sg(C1 - A1)v‘4(A1ao + D1 + F1)(C1 - A1)‘ < Flz)'\/7 F12 74(A1a0 + D1 + Fl)(Cl 7A1) < F1
Teniendo un cero y dos polos imaginarios puros en el semiplano superior y y cero

imaginario puro en el semiplano inferior, 8 > 0.0 <0.c>0yd >0

Caso 3.4.4.3-1-f)

sg(C — A) #sg(Aa, + D+ F),sgF =sg(C — A),[4(Aa, + D+ F)(C - A)|< FQ,J— F?-4(Aa, +D+F)(C-A) >F

(s9(C, —A) =sg(Aa, + D, +F,),sgF, #sg(C, - A),|4(Aa, +D, +F)(C, - A)| < Ff),Jf F?-4(Aa,+D, +F)(C,-A)<F
Teniendo dos polos imaginarios puros en el semiplano superior y un cero
imaginario puro en el semiplano superior y un cero imaginario puro en el

semiplano inferior, ¢~ 0,b<0c>0yd>0

Caso 3.4.4.3-1-9)

|~ F? ~4(C - A)(Aa, +F) >F(,[-F ~4(C, - A)(Aa, + F) <F),5gF =s9(C - A)(sgF, #s9(C, - A))

Teniendo raices imaginarias: un cero y dos polos en el semiplano superior y un
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cero en el semiplano inferior, 8> 0.p<0,c>0yd >0

Caso 3.4.4.3-1-h)

- F? —4(C - A)(Aa, +F) > F(,[- F’ —4(C, - A)(Ag, + F;) <F,),50F # sg(C — A)(sgF, #59(C; — A))
Teniendo raices imaginarias: un cero y dos polos en el semiplano superior y un

cero en el semiplano inferior, 8> 0P <0,c>0yd >0

En estos casos el problema de Riemann queda de la siguiente manera:

F*(x) = 80 () + 2L, () — Hy (x) + S22 i (x),

—0)(x— Aq(x) c)(x—
e P 1(x) e P(X) ; siendo P, (X) =, + ;- /a, —X* —ixXa,,
0 1 0 2
P.(x) P5(x)

Pil(x):ao — a4/ - X’ —iXa,, P3(X) =7y, + 7148 - X —iXy, y
P. JX) =7, —7/a, —x? —ixy,.

De donde despejando del problema de Riemann queda la expresion:

donde A,(X) =

o () = S0 ) 4 22 0D gy )y () + S ),

(X=d) s e (- 3)
by 0 0= T

haciendo F,"(x) = F (x)y

Hy (%) = 2[’)”2”(;1;’ g ‘Z; Hy (x0) = Ha () + (x 8) -, H3(x). Donde queda el problema

de salto:

R (X) - F (%) =H, (%) (3.4.24)
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Se puede enunciar entonces el siguiente teorema:

dV(x,0")

Teorema 11: Sia, <0 y V(X,y) ,xV(x,07),y dy

pertenecen a L,,(R),

entonces el problema de contorno para estos casos tiene solucién Unica en la
clase (3.1.6) dada por u(x,y) =V '[U(x,y)]. Donde U (X, y) esta dada por las

férmulas (3.2.4) y

1 (x-b) Thﬂ(t)emdt (3.4.25)

F+(X):E7(x—d) 0

siendo h,,(X)=V "[H,,(X)]: si se cumple la condicién adicional

T 41(7) =0 (3.4.26)

—00

Demostracion similar al Teorema 10.

En el caso homogéneo queda: Corolario del Teorema 11: Si a, <0 entonces el
problema de contorno para estos casos tiene solucion Unica en la clase (3.1.6)
dada por u(x,y) =V '[U(x,y)].

Caso 3.4.4.3-2: Casos de indice menos dos

Los siguientes casos se resuelven de la misma manera:

Caso 3.4.4.3-2-a)

sg(C - A)=sg(Aa, + D+ F),sgF =sg(C - A),

- A)>F?
(SQ(C:L - A:L) * Sg(Alao + Dl + Fl)! SgFl 7= Sg(cl - A1)1 ‘4(A1a0 + Dl + Fl)(cl - Al)‘ > Flz)
Teniendo dos polos complejos en el semiplano superior y dos ceros complejos

en el semiplano inferior Rea>0,Rea=—-Reb,Ima=Imb<0 Y Rec>0,Rec=-Red,Imc=Imd >0
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Caso 3.4.4.3-2-b)

sg(C — A) = sg(Aa, + D + F),sgF =sg(C — A),|4(Aa, + D+ F)(C — A)| < FZ,J— F? -4(Aa, +D+F)(C-A)<F
(SQ(Cl - Al) * Sg(AlaO + D1 + F1)-Sg':1 > Sg(cl - A1)-‘4(A1ao + D1 + Fl)(Cl - A:L)‘ > F12)

Teniendo dos polos complejos en el semiplano superior y dos ceros imaginarios

puros en el semiplano inferior, & < 0.b<0y Rec>0,Rec=—Red,Imc=Imd >0

Caso 3.4.4.3-2-c)
4(Aa, +D+F)(C- A)\ >F?

sg(C - A)#sg(Aa, + D+ F),sgF =sg(C - A),

(Sg(cl - Al) * Sg(A1a0 + D1 + F1)ngF1 #* Sg(c1 - A1)r‘4(A1a0 + D1 + Fl)(cl - Al)‘ < F1Z)v\/_ |:12 _4(A1a0 + D1 + F1)(C1 - Al) < Fl
Teniendo dos polos imaginarios en el semiplano superior y dos ceros complejos

en el semiplano inferior. Rea>0,Rea=-Reb,Ima=Imb<0yc>0,d >0

Caso 3.4.4.3-2-d)
4(Aa, +D+F)(C - A)\ <F?

sg(C-A)#sg(Aa, + D+F),sgF =sg(C - A),
(SQ(Cl - Al) * Sg(A:LaO + D1 + F:L)ngF:L * Sg(cl - A1)-‘4(A1ao + D1 + F1)(C1 - A:L)‘ < Flz)
Teniendo dos polos en el semiplano superior imaginarios puros y dos ceros en el

semiplano inferior imaginarios puros. a<0b<0yc>0,d>0.

Caso 3.4.4.3-2-e)

sg(C — A) = sg(Aa, + D + F),sgF =sg(C — A),|4(Aa, + D+ F)(C — A)| < FZ,\/f F?>—-4(Aa, +D+F)(C—-A) <F

(sg(01 _A1) * 59(A1ao + D1 + F1)v59|:1 * Sg(Cl _A1)1‘4(A1a0 + D1 + Fl)(cl _Al)‘ < Flz)v\/_ Flz _4(A1a0 + D1 + Fl)(cl _Al) < F1

Teniendo dos polos en el semiplano superior imaginarios puros y dos ceros en el

semiplano inferior imaginarios puros. a<0b<0yc>0,d>0.
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Caso 3.4.4.3-2-f)

sg(C — A)=sg(Aa, + D+ F),sgF =sg(C - A),\/— F?-4(Aa, +D+F)(C-A)<F
(Sg(Cl - A1) > Sg(Alao + Dl + Fl)ngFl * Sg(Cl - A1)1‘4(A1a0 + Dl + Fl)(cl - Al)‘ < Flz)
Teniendo dos ceros en el semiplano inferior imaginarios puros y dos polos en el

semiplano superior imaginarios puros. a<0b<0yc>0,d>0.

En estos casos el problema de Riemann queda de la siguiente manera:

brn _ (m@)(x=b) 2610/ @ 22 _ (x-a)(x-b)
F*(x) = (=) F~(x) + T MG Hy(x) — Hy(x) + O (=) H;(x),

P.(x) Ps(x)

P, (X) =, —044\|8, —x’ —ixa,, P4(X) =7, +714/3 —x? —iXy, y
I:T:e(x):?’o_7/1\/610_)(2 —ixy,.

Donde haciendo el siguiente cambio de variables en el problema de Riemann

donde A,(Xx) =

(x—a)(x—h)

x—oyx—d) XY He®=

correspondiente: F"(x)=F"(x), F, (X) =

2B1Yoy Go-x? (x—a)(x—b) .
THl(x) — H,(x) + mH3(x), gueda un problema de salto de la

forma: I:1+ (x)- F (x)= H, (%),
pero ahora al obtener la solucion del problema se obtiene F~(x) con polos de

ordenunoen Xx=a y x=Db. Luego se puede enunciar un teorema similar al

Teorema 11y Corolario del Teorema 11 con las condiciones:
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IH42(T)C|T=O y IH42(T)dT=O.
s r—a s Tt-b

Aszs: Caso 3.4.4: a; = By = B2 =Vo =y, = 0 (Solamente B#0yE #0)

B+ (ag—x2)+ixE./(ag—x2)
Sea D(x) = [ - l - ] , haciendo w=./a, - x*;
|B1v/(@o—x7)+ixE;/(ao—x7)| queda la

.. Bw+ixEw=0 . p =
ecuacion quetleneralzenzx iE i’E E

B, Bi B
( iE, i’E, E )

B B, . B B,
Este es un caso de indice cero si E>0yE1>OO E<0y71<0’ un caso de

i . B B - :
indice unosi — >0y —* <0y un caso de indice menos uno si E<0y E—l>0
1

1

Caso 3.4.4.1 Caso indice cero

El Problema de Riemann quedaria de la forma:

vy (X—ai) oo (x—ai)
P00 = gy F 00— Ho00+ (7 Hs 00

B
donde A,(X)=0y a>0,b>0si E>0y 1 >0ya<0b<0si —<0y *<0y
E E E E,

1

tenemos que si:

+ + - (X—ai) _ (x—ai
FI00=F 00, 00 = (= DF 00y Hisl) = ~Ha() + o Ha(x),

queda el Problema de Salto: F,"(X)—F (X)=H,(X). Luego podemos enunciar el

siguiente teorema:
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dVv(x,0")

Teorema 12: Si a,<0 y V(X y) ,xV(x,0%),y dy

pertenecen a L,,(R),

entonces el problema de contorno para este caso tiene solucién Unica en la clase

(3.1.6) dada por u(x,y) =V U (X, y)].
Donde U (x,y) = C,(x)e '@ +.C,(x)e '™ 1V (x,y) y

F+(X) = * h43 (t)eixtdt, S|end0 h43 == V_l[H43]

=l
Para el caso Homogéneo, es decir para V(x,y) =0 se tiene el siguiente teorema:
Corolario del Teorema 12: Si a, <0, entonces el problema de contorno para el
caso 3.4.5.1 tiene solucion unica en la clase (3.1.6) dada por

u(x,y) =V U (x y)l.

Caso 3.4.4.2 Caso indice uno

El problema de Riemann quedaria de la forma

o (x—ai) (x - ai) _
F'(x)= (x_bi) F (xX)—H,(x)+ (x_bi) H,(x) ’pues A,(X)=0y a>0,b<0,
donde se tiene que si: F," (x) = F* (x), Fi-(x) = X =30 £~

(x—=Dbi)

Yy Hoa(x) = —H, (x) + g‘c:‘;g Hs(x), queda el problema de salto:

F (X)-F (xX)=H,(x).
donde hay un polo en x—bide F(x)6 en x—ai de F*(x) si pasamos el

coeficiente del problema de Riemann para el otro miembro). Luego aplicando el

operador proyeccion a H,,(x) queda:
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Ha(X) =" (x) -y (%) (3.4.27)
donde: * (x) = 7= J; " has(De™dt y () = 7= [ has(De™d,
siendo hy,(t) = \/%ff;o H,.(t)e™tdt. Luego queda que:

(x—ai)

Fr-v W= (o

F-() -y (x)

Aplicando el teorema de prolongacion analitica y el teorema generalizado de

(x—ai)

Liouville se tiene que: F*(X)—w " (x) = ZF (X)—w (X)= G -, siendo ¢C, es
(x—bi) X —bi
una constante arbitraria. Luego (x—a!) F (X)-yv (X)= G
(x—bi) X —Di
C

Froo=p " ()+ — 3.4.28

)=y 00+ — ( )

. (x—=bi) _ C,

F~(x)= X) +
YEO= a7 ai

Al tener F*(x) dado por la expresion (3.4.28) entonces U(X,Yy)queda

“ hy,(De*tdt + xi—l y se puede enunciar el

determinado, siendo: F*(x) = e

1 f+
\V2m Y0
siguiente teorema:

dV(x,0%)

Teorema 13: Si a,<0 y V(X,¥),xV(x,0"), y dy

pertenecen a L,,(R),

entonces el problema de contorno para el caso 3.4.5.1 tiene solucion Unica que
depende de una constante arbitraria C, en la clase (3.1.6) y viene dada por las
expresiones (3.2.4) y (3.4.28). (Demostracién similar al Teorema 6 del caso

parabdlico)
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Para el caso Homogéneo, es decir para V (x, y) =0 se tiene el siguiente teorema:

Corolario del Teorema 13: Si a, <0, entonces el problema de contorno para el

caso 3.4.5.2 tiene solucién Unica en la clase (3.1.6) dada por u(x,y) =V U (x, y)]

Caso 3.4.4.3 Caso indice menos uno
El Problema de Riemann quedaria de la forma

0=ab £y, 0+ $73 ()

P00 = b (x—bi)

Pues A,(x)=0y a<0,b>0.

Donde se tiene que si: F'(X)=F"(x), F (x)= EX_?; F (X)y Hys(x) = —H,(x) +
X —bi
(x—ai)
pp H3(%)
queda el Problema de Salto: F,"(X)—F (X) =H ,4(x) (3.4.29)
y se puede enunciar el siguiente teorema:
dVv(x,07)

Teorema 14: Si a, <0 y V(X,y),xV(x,07), y pertenecen a L,,(R),

dy

entonces el problema de contorno para el caso 3.4.5.3 tiene solucién Unica en la
clase (3.1.6) dada por u(x,y)=V '[U(x,y)]. Donde U(x,y)estd dada por las
férmulas (3.2.4) y

F*(x) = \/%_n 7 has(Det¥tdt (3.4.30)
siendo h,s = V~1[H,s]; si se cumple la condicién adicional

[rofsBgr =g (3.4.31)

- T-—qi
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La primera parte de la demostracion es evidente por las técnicas de trabajo
mostradas anteriormente, luego, sélo demostraremos la necesidad de la
expresion (3.4.31).

En efecto, como la solucion del problema de Riemann se expresa por (3.4.30) y

se tiene que:

x—bi

F~(x)=— \/%f_ooo h,s(t)e™*tdt, tiene un polo de orden uno en x=ai,

X—al
por lo tanto, se requiere, para que el problema de salto (3.4.30) tenga solucion
Unica, que f_ooo hss(t)e™tdt tenga un cero de igual orden en dicho punto. Como

por la relacion entre las Integrales de tipo Cauchy y de Fourier se tiene:

tooHas(® o _ L 0 izt ,
) i dt == mf—m h,s(t)e'?tdt, si Imz <0, entonces, desarrollando

la primera de las integrales anteriores en serie de potencias de (z —ai) e igualando
a cero el coeficiente del término de grado cero del desarrollo, se obtiene (3.4.31)
con lo cual se elimina el polo de F~(x).

Para el caso Homogéneo, es decir para V(x,y) =0 se tiene el siguiente teorema:
Corolario del Teorema 14: Si a, <0, entonces el problema de contorno para el
caso 3.4.5.3 tiene solucion Unica en la clase (3.1.6) dada por u(x,y) =V *[U(x,Y)]

As 36 Caso 3.4.5

B=0yE=0(B,=0yE,=0)= % =P Yo (@ _A_Ny_ py_ A
o P oa B v, 71

Esto es un caso de indice cero y el problema de Riemann quedaria de la forma:
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Fr() = B Fm (o) - 200y, () — Hy (o) + 22y (0

ag_x%+(ag_ay)?

donde sii F (x)=F*(x), F (X)= &F‘(x) Y Hye(x) = —azﬁly"— V0-X"_ (x) —

L 0-X2+(ap-a3)?

H,(x) + %Hg,(x) queda el problema de salto: F"(X)—F (X)=H,(X).
Luego se puede enunciar el siguiente teorema:

dV(x,0%)

Teorema 15: Si a,<0 y V(X,y),xV(x,07), y dy

pertenecen a L,,.(R),

entonces el problema de contorno para este caso tiene solucion Unica en la clase
(3.1.6) dada por u(x,y) =V U(x, y)].

Donde

U(x,y)= Cl(x)e‘\my +C, (x)e\my +V (X,Y)

y

F*(x) = v% [ has(D)ei¥edt, siendo hys = V™1 [Hyg].

Para el caso homogéneo, es decir para V(x,y) =0 se tiene el siguiente teorema:

Corolario del Teorema 15: Si a, <0, entonces el problema de contorno para el

caso 3.4.6 tiene solucion Gnica en la clase (3.1.6) dada por u(x,y) =V *[U(x, y)].

As37. Caso 3.4.6 D # 0 y D; # 0 con todos los demas coeficientes iguales a cero.

D . . ..
Como D(x) = — = % es un caso de indice cero. En este caso como el coeficiente
1 0

del problema de Riemann es una constante esto implica que no hay raices ni en
el numerador ni en el denominador por lo que el problema de Riemann

correspondiente seria:
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Bo 210\ Ap-x? Bo

PR = JLF () =R e () — Ha() + U ()

haciendo: F(xX)=F"(x), Fr(x) = %F‘(x) y Hy,(x) =

_ 2B1YoV ao-x>
/ 2 2
aoYo(e F0mF gm0 )

I:1Jr (X) - R (X)= Hy ().

Hl(x)—Hz(x)+%H3(x), gueda el Problema de Salto:
0

Luego se pueden enunciar teoremas similares a los Teoremas 5 y Corolario del
Teorema 5 con h,,(x) y Hy7(x) en lugar de h,(x) y Hy(x).

Ae: Nuevas clases de Funciones Generalizadas

Las nuevas clases de funciones generalizadas definidas por el por el grupo de
Ecuaciones Diferenciales de la Universidad Central “Marta Abreu” de Las Villas,
amplia el campo de funciones aplicables para los problemas de la Fisica-
Matemaética.

En el articulo [19] se exponen una serie de definiciones, que se daran a
continuacion:

Definicién # 1: Espacio de funciones fundamentales

Sea L una curva seccionalmente suave en el plano complejo y sea E un
subespacio vectorial del conjunto de todas las funciones medibles de L en C. Se
desea formar un espacio mas amplio que E. Se denominara al espacio K, espacio
de funciones fundamentales con relacion a E si es un subespacio lineal normado
de funciones medibles con las propiedades siguientes:

oVpeK y VWYeE 3laintegral,
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o« [17W (x)p(x)dx
que se denotara por (¥, @),
e K es lo suficientemente amplio para que si
YViyW, e Ey (Y, 0) = (Y2 0)
Vo(x) € K esto implique que ¥; = ¥,.
Definicién # 2: (Funcién generalizada)
Se llama funcién generalizada sobre el espacio fundamental, a toda funcién lineal
f:K — C acotada en el sentido siguiente:
|(f (), el < clp(x)], c€RT
donde |p(x)| es la norma definida en K y la constante ¢ es la misma para todas
las @(x). Al conjunto de todas las funciones generalizadas f(x) se le llama
espacio de funciones generalizas.
Definicion # 3
Se considerara al espacio denotado por L,{—m, —n} y definido como:

n

d
Lo{=m,—n} = {p(@): (= + 1) (G +DMp(0) € Lo(R)}

donde m y n son nimeros enteros no negativos. La norma en este espacio se

puede definir como:

ol =

Puede verificarse que el espacio L,{—m, —n} cumple con las condiciones de un

N =

dx < 400

{(x +D)"p(x)}

espacio fundamental. Con el simbolo L,{m,n} se designa el espacio K de las

funciones generalizadas correspondientes a L,{—m, —n}.
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Considerando un conjunto de pares de valores enteros desde (0,0) hasta (m,n)
se tiene asi un conjunto de espacios fundamentales, donde el mas amplio es
L,{—0,—0} = L,(R) y el mas estrecho de todos L,{—m,—n}, por otra parte en el
conjunto de espacios de funciones generalizadas el mas amplio es L,{m,n} y el
mas estrecho es L,{0,0} = L,(R) .

Por todo lo expuesto anteriormente, se puede decir que las clases de funciones
L,(R) son un caso particular de las nuevas clases de funciones generalizadas.
Luego en el articulo [20], se resuelve el problema de Riemann en estas clases,
por ello es importante como linea futura resolver los problemas de contorno dados
por semiejes de tipo, parabdlicos, hiperbdlicos y elipticos en estas nuevas clases;
pues se ampliaria de gran manera el numero de aplicaciones en la Fisica-

Matematica.

180



