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Resumen.

La teoria de las ecuaciones diferenciales es con toda seguridad, la disciplina de las
matematicas con una mas clara motivacién aplicada. Tengamos en cuenta que la
inmensa mayoria de estas ecuaciones deben sus nombres a personalidades cientificas de
la ciencia tecnologica aplicada y surgen como modelos matematicos asociados a
diferentes fendmenos de la Fisica (movimiento vibratorio, difusion del calor, ...),
Quimica (procesos de reaccion-combustion), Biologia (estudio del comportamiento de
las especies), Optica (procesos de difusion de la luz), Ingenieria (disefio 6ptimo de
estructuras) por citar algunos ejemplos de la interminable lista. Por todo ello, el estudio
de estas ecuaciones es muy importante y resulta de indudable interés para matematicos

y no matematicos.

El presente trabajo muestra la aplicacion de las ecuaciones diferenciales a dos ramas
muy especificas de a la Biologia: la dindmica de poblaciones y la epidemiologia.
Especificamente se investigan los modelos matematicos de la dinamica de poblaciones
estructuradas segun la edad y el de propagacion de enfermedades dentro de un sector de

la poblacion.

Para ello hemos estudiado dos modelos matematicos: La ecuacion de McKendrick y el
Sistema de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Kermack - McKendrick. En ambos
casos se analizan los métodos de solucién y la aplicacion a un problema concreto. Se
utiliza ademas el Paquete MATHEMATICA V.5.1 como herramienta de trabajo para

comprobar la solucion analitica de los problemas planteados.



Introduccion

Debido a la complejidad de los problemas que surgen a diario en el mundo, es necesario
trabajar con profesionales que pertenecen a diferentes ramas, solo asi se podra alcanzar

el éxito en cualquier investigacion.

En los ultimos afos una de las ramas donde se aprecian importantes cambios en el plano
cientifico es la Biologia y dentro de esta ciencia, la Biologia Tedrica ha alcanzado un

papel preponderante.

La Biologia Tedrica consiste en formularse una pregunta en Biologia o plantear una
hipdtesis bioldgica y tratar de dar una solucidn, en general para ello se hace uso de la
quimica, la matemdtica o la fisica, tipicamente se asocia con la bioquimica, la
bioestadistica, la biomatematica y la biofisica. Recientemente se reconoce que han
surgido dos areas nuevas: La bioinformdtica y la biocomputacion. [1]. Este trabajo se

enmarca dentro de la biomatematica.

La Biomatematica, también identificada por muchos como Biologia Matematica, es una
rama en la que trabajan de manera coordinada bidlogos y matematicos dedicada a la

modelacion matematica de los problemas biologicos.

Es dificil saber cuando y donde se formuld el primer modelo matematico de un
fendmeno biologico. Uno de los primeros modelos matematicos, quizas el primero, que
describia un proceso bioldgico, fue el desarrollado en 1202 por Leonardo de Pisa
(Fibonacci)' consistente en determinar el crecimiento de una poblacién de conejos,
desde entonces, tanto las ciencias de la vida como la matematica han crecido
enormemente. Hoy, muchos problemas planteados en la biologia crean la necesidad de
desarrollar teorias matematicas y reciprocamente, el desarrollo de la matematica permite

plantearnos problemas complejos dentro de la biologia.

La construccion de modelos matematicos es una de las herramientas utilizadas hoy en
dia para el estudio de problemas en medicina, biologia, fisiologia, bioquimica,
epidemiologia, farmacocinética, entre otras areas del conocimiento; sus objetivos

primordiales son describir, explicar y predecir fendmenos y procesos en dichas areas.

" Leonardo de Pisa (Fibonacci) (1170 — 1250) describi6 en su famoso libro sobre la Aritmética, “Liber
abaci”, de 1202 el crecimiento de una poblacion de congjos.



La cuestion es ;qué puede ser prescindible para generar un modelo matematico de un

sistema biologico y qué es imprescindible? ;Cuanto nos aproximamos a la realidad?
En Biologia surgen problemas como:

(Qué tan rapido se disemina una enfermedad? ;Qué tan rapido cambia una poblacion?,
(Como interactian en un sistema ecologico las especies? Estas y otras preguntas
presuponen recoleccion de datos, razones de cambio, etc., de aqui que el matematico
cuando intenta modelar dichos fenémenos para dar respuesta a las interrogantes puede
considerar como herramientas matematicas el uso de la estadistica, las probabilidades o
puede utilizar la modelacion mediante ecuaciones matematicas, muy especialmente las

ecuaciones diferenciales.

La estadistica es el area de las matematicas mas usada en biologia, donde en general se
requiere poco conocimiento del sistema biologico que se esta estudiando, pero se
necesita una considerable cantidad de datos para tener una muestra representativa. Con
la estadistica se pueden realizar inferencias a posteriori, clasicas. Si se hacen

proyecciones, éstas resultan ser confiables a corto plazo.

El uso de la probabilidad se recomienda cuando se tiene un conocimiento intermedio
del sistema biologico y por lo tanto, se requiere de menos cantidad de datos. Con la
probabilidad se busca el grado de verosimilitud de una hipdtesis. En este caso se pueden

realizar prondsticos confiables a mediano plazo.

Para aplicar la modelacion matematica mediante ecuaciones diferenciales se requiere
conocer a fondo el fendémeno bioldgico en cuestion y no se requiere de muchos datos, a
veces ni siquiera se necesita de ellos. Aqui se pueden hacer deducciones a priori y se
pueden realizar predicciones confiables del comportamiento del sistema bioldgico a
largo plazo. A partir de un profundo conocimiento del problema biologico se logra
definir si es 0 no necesario utilizar las ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales, es
decir si existe una o varias variables dependientes interactuando o si el problema en

cuestion posee una o varias variables independientes.

La aplicacion de las ecuaciones diferenciales en la biologia fue posible a partir de las
contribuciones de Newton® y Leibniz® en la segunda mitad del siglo XVIL. En un

comienzo estas ecuaciones modelaban problemas de la Mecanica, la Hidromecanica, la

“Isaac Newton (1642-1727) inglés, considerado entre los fisicos - matematicos mas grandes de la historia.

3Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) aleman el rival mas grande de Newton en Matematica hace
grandes contribuciones al Calculo junto a Newton.



Astronomia, etc., hoy en dia podemos observar que el campo de las aplicaciones de las
ecuaciones diferenciales es tan grande como la mateméatica misma y entre las ramas de
biologia donde mas se utiliza esta teoria se destacan la dindmica de poblaciones,

conservacion de las especies y la epidemiologia.

En la dindmica de poblaciones el primer modelo conocido fue el de Malthus®, el cual
plantea que “la tasa de crecimiento de una poblacion es proporcional a la poblacion

presente” describiéndose mediante la ecuacion:
p'@&)=rmp(), plty) = py ,r>0 (0.1)

Donde p(t) representa la cantidad de poblacion en funcion del tiempo y 7 la tasa de

crecimiento de dicha poblacion, la solucion de este modelo es:

p(t)=py et =" (0.2)

Malthus, en su ensayo de 1798 “Acerca de los fundamentos de la poblacion”, basado en
la solucién (0.2) de su ecuacion, predijo un colapso socioecondmico pues proclamo que
la capacidad procreadora de los humanos es tan grande que siempre nacen mas nifios
que los que pueden sobrevivir, lo cual se agrava por el hecho de que la cantidad de
alimentos no crece exponencialmente (creia que dicho crecimiento era aritmético),
concluy6 que un gran nimero de humanos estd predestinado a sucumbir en la lucha por
la existencia, esta suposicion es la que se conoce como teoria malthusiana. Aunque hoy
no se consideran ciertas las teorias malthusianas, en su momento tuvieron gran
influencia; de hecho fue la lectura del ensayo de Malthus lo que inspiré en Darwin’, el

mecanismo de seleccion natural de las especies universalmente aceptado hoy dia.

Este modelo que expresa el crecimiento de una poblacion a tasa constante, tenia como
inconveniente que cuando se comenzo el estudio de la dinamica de poblaciones a través

de €1, se comprobd que no se ajustaba a la realidad .Ninguna poblacién puede crecer

indefinidamente a una tasa constante. S6lo para casos de cultivos de bacterias en cortos

periodos de tiempo en los que el sustrato es suficiente, el modelo malthusiano puede

tenerse en cuenta. [2]

El alcance y la sofisticacion de los modelos matemadticos en dindmica de poblaciones, o
en epidemiologia, se ha incrementado y evolucionado notablemente, alcanzando grados

considerables de refinamiento.

*Thomas .Robert Malthus (1766-1834) economista inglés, considerado el padre de la demografia
> Charles Robert Darwin (1809 — 1882) bi6logo britanico, precursor de la teoria de la evolucion.



La evolucion de los modelos se puede identificar como un proceso de debilitamiento de
las hipotesis (acercamiento a la realidad), o supuestos generales que subyacen al
proceso de modelaje, dicho proceso tiene limites reales impuestos por el cardcter
intrinsecamente impredecible de la naturaleza (primer hilo conductor de la

biomatematica).

El modelo de Malthus es un ejemplo de ello. Si se introducen los comportamientos no
lineales de las tasas de natalidad y mortalidad, el modelo seria no lineal y si ademas se
tienen en cuenta la estructura en edades, la dinamica poblacional ya no estaria modelada
mediante una ecuacion diferencial ordinaria sino mediante una ecuacion diferencial en

derivadas parciales.

Uno de los procesos bioldgicos mas estudiados en estos momentos son los relacionados
con los problemas ecoldgicos, entre los cuales se destacan los modelos matematicos que
describen el balance entre las especies de un determinado sistema ecoldgico, lo que se
conoce como modelos presa — depredador. Si se tiene en cuenta que el desarrollo de una
enfermedad constituye una posibilidad de exterminio de una determinada especie,
manifestado en el numero de individuos infectados que infectan a personas sanas,
entonces el modelo que puede describir la dindmica de contaminacion y curacién de

esta especie puede considerarse dentro de la familia de los modelos presa — depredador.

En términos historicos, las enfermedades infecciosas han constituido una amenaza muy
grave para la sociedad. Durante la mayor parte del siglo XX las epidemias que se
propagan por areas y poblaciones de enorme tamafo (pandemias) se habian ya
considerado amenazas del pasado; la medicina moderna se habia ocupado para siempre
de la peste, la viruela y otras catastrofes de cardcter contagioso. No obstante, los
cambios ambientales actuales han propiciado cambios en las distribuciones geograficas
de organismos en general y de parasitos en particular. La resistencia a los agentes
antimicrobianos también se ha convertido en un grave problema mundial. Algunas
infecciones, antes faciles de tratar con antibidticos, representan ahora una grave

amenaza para la salud en todas partes.

En afos recientes, las enfermedades infecciosas como la malaria, la tuberculosis, el
Sindrome de Inmunodeficiencia Adquirida (SIDA), el Sindrome Respiratorio Agudo
(SRAG) y la posibilidad del uso intencional de agentes infecciosos, o gérmenes, para

causar enfermedades (bioterrorismo), han provocado de nueva cuenta un gran efecto



econdmico y de salud, ya sea en paises desarrollados o del tercer mundo, lo cual indica

que esta amenaza sigue presente. [3]

Es probable que el hombre formulara ya teorias acerca de la naturaleza de las
enfermedades infecciosas desde mucho tiempo atras. Por ejemplo, se atribuyd a una
lenta nube de aire dafiino la difusion de la peste negra en el siglo XIV como una

explicacion causal.

D’Alembert ® en el siglo XVIII fue el primero en describir la propagacién de
enfermedades infecciosas mediante un modelo matematico Sin embargo, el primer
articulo conocido que incluye un modelo explicito para una enfermedad infecciosa
apareci6 en 1760. El documento lo publicoé Daniel Bernoulli ', quien tenia
conocimientos médicos y matematicos. Bernoulli propuso varios modelos matematicos
mediante ecuaciones diferenciales para modelar algunas enfermedades infecciosas. Sus
resultados parecen validos atn y el principio de utilizar una técnica matemadtica de
investigacion para evaluar medidas alternativas de salud publica es tan aplicable hoy

como hace 200 afios.

El segundo desarrollo se debe al famoso epidemidlogo y malariélogo Ronald Ross®,
quien explico el ciclo completo de la malaria humana, con la inclusion del mosquito
como vector y el pardsito Plasmodium. Ross estaba convencido de la necesidad de usar

las matematicas para apoyar las investigaciones epidemiologicas.

El siguiente gran avance fue el trabajo matematico de Kermack®’ y McKendrick ',
realizado durante el periodo de 1927 a 1939. En su trabajo también se consideraron las
enfermedades endémicas y diversos hallazgos interesantes se relacionaron con datos
experimentales en ratones. El resultado excepcional fue el célebre teorema del umbral
[1], segun el cual la introduccion de individuos infectados dentro de una poblacioén de

susceptibles podia originar una epidemia solo si la densidad de susceptibles rebasa un

6Jean le Rond D'Alembert (1717-1783) Gedmetra y filosofo francés primero en describir la propagacion
de enfermedades infecciosas mediante un modelo matematico en el siglo XVIIL.Su Tratado de Dinamica
(1743) fue el primer trabajo donde se formularon las ecuaciones diferenciales del movimiento de un
sistema material arbitrario.

7 Daniel Bernoulli (1700-1782) Catedratico de matematicas, el mas multifacético de los geometras
Bernoulli. destacado en matematicas puras en campos como la teoria de .ecuaciones diferenciales, el
calculo de probabilidades y la sumacion de series infinitas.

8 Ronald Ross (1857-1932), Indio, matematico aficionado, epidemidlogo y malaridlogo, Premio Nobel en
1902.

? William O. Kermack (1898-1970) Epidemiologo inglés, junto a Mckendrick elabora el célebre Teorema
del umbral.

'°A. G. Mckendrick (1876-1943) Fisico inglés pionero en usar métodos matematicos en epidemiologia



cierto valor critico o umbral. Si el umbral se excede, entonces sobreviene el brote, de lo

contrario, desaparece.

La relevancia de la construcciéon de los modelos matematicos para enfermedades

infecciosas es evidente:[3]

a) La construccion de modelos revela algunas veces relaciones que no son obvias a

primera vista.

b) Una vez construido el modelo matematico es posible extraer de ¢l propiedades y
caracteristicas de las relaciones entre los elementos que de otra forma permanecerian

ocultas.

¢) En la mayor parte de los problemas de enfermedades infecciosas del mundo real no
es factible experimentar con la realidad, ya que puede ser muy costoso, peligroso,
inmoral o incluso imposible. Por lo tanto, es natural intentar superar esta dificultad con
la construccion de un modelo que describa de manera adecuada las caracteristicas
basicas de la epidemia y entonces usar el modelo para predecir las consecuencias de

introducir cambios especificos.

d) La funcién principal de un modelo para una enfermedad infecciosa consiste en
proveer un medio que posibilita entender la dispersion de una enfermedad infecciosa a

través de una poblacion bajo diferentes escenarios.

Los modelos matematicos para enfermedades infecciosas se utilizan como herramienta
para tomar decisiones y deben valorarse en su justa medida, ya que dificilmente es
comprensible un problema complejo sin una minima modelacion, aunque también hay
que reconocer que no es posible modelar la totalidad de las situaciones reales. En
esencia, la funcion central de crear y analizar modelos matematicos es mejorar la
comprension de un sistema para prevenir futuras situaciones de enfermedades,
determinar la prevalencia e incidencia y coadyuvar a tomar decisiones objetivas para

controlar o erradicar las enfermedades.

Planteamiento del problema

En este trabajo se modelan y analizan dos procesos relacionados con la Biologia,
haciendo uso de las herramientas que hoy nos brinda la Matematica. Un primer modelo
esta relacionado con la dindmica de poblaciones y el segundo modelo con la transmision
y control de enfermedades. En ambos casos se emplea la teoria de las ecuaciones

diferenciales.



Como se explica anteriormente, el modelo de Malthus descrito por la ecuacion (0.1) no
goz6 de gran utilidad, teniendo en cuenta que aplicadas a los seres vivos conducian a
soluciones totalmente contradictorias. Basado en ello se comienzan a resolver modelos
de dinamica de poblacion en los cuales se tenian en cuenta las estructuras de la

poblacion, ya sea por edades, por sexo, etc.

Uno de los modelos méas usados fue el modelo de McKendrick, que sale a la luz en 1927

y describe la dindmica de poblacidon con estructura segun la edad.

Op(@t) , OP(D) | ) pla,ry =0 (03)
ot Oa

Sujeto a condiciones del tipo

p(0,1) = !ﬁ'(a)p(a,f)da, (0.4)

,O(a,O) = pO

Donde p(a,t) representa la densidad de los individuos de la poblacion de edad aen un
instante de tiempo ¢ty u(a)representa la tasa de mortalidad dependiente de la edad.

p(a) representa la tasa de natalidad también dependiente de la edad.

Se trata entonces de analizar el comportamiento de la densidad de una poblacion
asexual, estructurada seglin la edad, dados distintas tasas de mortalidad y natalidad, para
un determinado rango de edades comprendida entre a y a+ Aa sujetas a diferentes

condiciones iniciales, lo cual conduce a diferentes modelos matematicos.

Una de las condiciones que puede influir en la dinamica de poblacion estructurada
segin la edad, es el brote de enfermedades, lo cual sugiere estudiar el modelo
matematico que describe la difusion de una enfermedad. El modelo que utilizaremos
relaciona dentro de una poblacion, los individuos susceptibles (S) a contraer una
determinada enfermedad, los infectados (I), y los recuperados de la misma (R) (Modelo
SIR). Este proceso estd descrito mediante un sistema de ecuaciones diferenciales

ordinarias del tipo:

ds

—=-rpIS

dt g

dl

—=rflS-al 0.5
P (0.5)
d—R=a1

dt




donde de S(¢), I(¢) y R(t) s6lo nos interesan sus soluciones positivas.

La poblacion sobre este sistema se comporta acorde a la ecuacion:

a5 Al R o sy« 1)+ R(t)= N (0.6)
dt dt dt

N es el total de la poblacion.

La formulacion matematica de este problema de epidemias es completada usando las
condiciones iniciales:

S0)=S§,>0, 1(0)=1,>0, R(0)=0 (0.7)
Para la solucion de ambos modelos se aplicaran métodos analiticos y a partir de datos

reales aplicaremos métodos numéricos con ayuda del Software MATHEMATICA.

Objetivos.

B El objetivo general de este trabajo es aplicar la teoria de las ecuaciones
diferenciales a la solucién de los modelos de dinamica de poblacion y al de
trasmision de una determinada enfermedad ambos aplicados a condiciones

concretas.
Este objetivo general se desglosa en los siguientes objetivos especificos:

e Estudio del Problema de la Dindmica de la poblacion estructurada segun la edad,

mediante el Modelo de Mckendrick

e FEstudio del Problema de transmision de enfermedades infecciosas en una
determinada poblaciéon mediante el modelo de Kermack-Mckendrick del tipo

Susceptibles — Infectados — Recuperados.
e Aplicar estos modelos al estudio de la influenza como enfermedad infecciosa.

e Aplicar el Software MATHEMATICA tanto para las soluciones analiticas como

numéricas.
Ademas se deben responder a las siguientes preguntas de investigacion.

e ;Como se manifiesta la dindmica de poblacion estructurada por edades ante un

determinado fenomeno?
e Es posible predecir si se desarrollard o no una epidemia?
e Es posible controlar el desarrollo de una enfermedad con progresion atipica?

Estructura del trabajo.

A partir de los objetivos planteados, se ha definido la siguiente estructura en capitulos:
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Capitulo 3. Estudio del comportamiento de la influenza mediante la modelacion

matematica.
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Capitulo 1.

“Las ecuaciones diferenciales se convirtieron 'y permanecen
en el corazon de las matemdticas’.

Morris Kline

CAPITULO [: Modelacion matematica de la dinamica de
poblaciones.

Modelos de poblaciones

Los modelos de poblaciones se han aplicado en el estudio de comportamiento de

poblaciones humanas, de animales, virus, etc.

El crecimiento o el declive de poblaciones naturales y la lucha de las especies por
predominar unas sobre otras ha sido objeto de interés en todas las épocas. Hace siglos
que se observo la aplicacion de conceptos matematicos muy simples al estudio de tales
cuestiones. Son muchos los cientificos que desde hace siglos han aportado al estudio de
poblaciones, pero muy especialmente Fibonacci, Malthus y Mckendrick, se destacan
ademas Verhulst'', Lotka'? y Volterra', de estos ultimos se publicaron varios trabajos
entre los afios 20 y 30 del siglo pasado. Cabe sefialar que Euler'*, ya habia sugerido el
llamado modelo malthusiano o de crecimiento exponencial. Por otro lado Lotka y
Volterra llegaron, independientemente, a modelos similares relativos a dos especies en
competencia del tipo depredador-presa. Sus trabajos tuvieron una profunda influencia
en el campo que ahora se denomina biologia de poblaciones. Ellos fueron los primeros
en estudiar el fendmeno de la interaccion entre dos especies, haciendo ciertas
simplificaciones que conducen a modelos matematicos no triviales. En este capitulo

brindamos una panoramica de algunos modelos clasicos de dindmica de poblaciones.

Modelo de Fibonacci
Quizas el modelo mas antiguo de crecimiento de poblaciones es el modelo que

Leonardo de Pisa (o Fibonacci, como se le conoce desde el siglo XVIII) utiliz6é para
describir el crecimiento de una poblacion de conejos y que describié en su famoso libro

sobre la Aritmética en 1202. El problema es el siguiente: Partiendo de una pareja de

"' Pierre. F. Verhulst (1804-1849) Matematico y biélogo belga.

12 Alfred J. Lotka (1880 -1949) Ucraniano, quimico, demografo, ecologista y matematico.

13 Vito Volterra (1860 — 1940) matematico italiano, desarrollo modelos matematicos aplicados a la
ecologia

'* Leonard Euler (1707-1783) Suizo, el matematico mas prolifero de la historia.
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conejos (macho y hembra) ;Cuantas parejas habra al principio de cada temporada?

(Qué cantidad hay después de n temporadas?
Para resolverlo Fibonacci supuso ciertas reglas:
1. Se comienza con una Unica pareja de conejos (macho y hembra).

2. Cada pareja de conejos madura puede reproducirse pasado cierto tiempo T (una temporada

de crianza).

3. Cada pareja madura de conejos produce una Unica nueva pareja de conejos cada

temporada de crianza.
4. Los conejos son inmortales.

Si denotamos por N, el numero de parejas de conejos al principio de cada temporada y

por ¢ la correspondiente temporada, entonces la poblacion de conejos se describe por la

ecuacion en diferencias (recurrencia).

N, =N,+N,_ (1.1)
Si empezamos por ¢ =1 con las condiciones iniciales N, = N, =1 la férmula anterior
nos genera la famosa sucesion de Fibonacci:
1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55,

La solucion general de la ecuacion (1.1) es muy sencilla pues es una ecuacion en

diferencias lineal y homogénea.

N Hl'lllmn_t
P ¥ e pa;ems
:* "—‘
%
f 2 1
;‘- ﬂI’ -‘--"'-'I-.-__l-__
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i ¥ 2
— -.F- -ﬂ.\ :‘* :'-I|
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¥ L f j f 5 3
:.:p =’ :.sp S e o s
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A L] % L] L
f i M " f 1l j f -

e PR L .:* st o s

13



Esta sucesion de Fibonacci es muy utilizada para describir diferentes fenomenos de

crecimiento que poseen este mismo comportamiento

Modelo de Malthus

El primer aporte significativo en el estudio de la dindmica de poblaciones fue el de T.
Malthus en 1798 cuando modela la dinamica de una poblacion mediante la ecuacion
diferencial ordinaria lineal de primer orden (0.1) cuya solucién (0.2), describia un
comportamiento exponencial del crecimiento poblacional, lo cual indicaba que parte de
la poblacion estaba condenada a morir, ya que segun Malthus los alimentos no crecian a
la misma velocidad. En [4] se hace un analisis exhaustivo de este modelo
demostrandose lo irreal del mismo, debido a que la hipotesis mas fuerte, consiste en
suponer que la tasa intrinseca de crecimiento 7 (o velocidad especifica de crecimiento, o
velocidad de crecimiento por unidad de tiempo y por individuo, o tasa relativa de
crecimiento) es constante y coincide con la diferencia entre los nacimientos promedio n
y la mortalidad promedio m, es decir: »=n-m. Esta hipotesis asume consigo varias

suposiciones:[5]
i) Los recursos son inagotables y estan uniformemente distribuidos.

Este es un factor sumamente restrictivo, aceptable bajo condiciones muy estrictas y
especiales, por ejemplo, durante la primera etapa del crecimiento de bacterias en un

cultivo a nivel de laboratorio
ii) Las generaciones de la poblacion se superponen.

Esta hipotesis no es tan restrictiva y por ello es facil de aceptar. Ademas son
relativamente pocas las especies que no cumplen tal premisa, como insectos y algunas

plantas.
iii) Todos los individuos de la poblacién son iguales.

También es una hipdtesis muy restrictiva y se cumple solamente en poblaciones
unicelulares. En poblaciones de organismos pluricelulares existen rasgos que hacen
distinguibles a los individuos entre si, y que son relevantes cuando se deben considerar

clases por edad y sexo, generando diferencias en los parametros de mortalidad y

fecundidad.
iv) La poblacién esta uniformemente distribuida en su habitat.

Nuevamente estamos frente a una hipodtesis altamente restrictiva y dificil de aceptar,

dado que al menos, aparecen dos fuentes de inhomogeneidad; una basada en la
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tendencia natural de muchas especies a formar colonias o mostrar conductas gregarias, y
otra basada en lo accidentado que son los habitat, que propician distribuciones no

uniformes de los individuos de la poblacion.
v) La poblacion es cerrada

Es decir, no existen fenomenos de migracion (no hay emigracion ni inmigracion). Esta
hipdtesis puede aceptarse en poblaciones aisladas geograficamente, por ejemplo en islas

o a nivel de laboratorio.
vi) La poblacién se encuentra aislada.

El medio en que se desarrolla la poblacion se considera que no cambia. En caso de
convivir con otras especies, se considera que lo hace sin influencias mutuas con esas

especies y con el medio. Esto es dificil de lograr.

Es claro entonces que el crecimiento exponencial de los sistemas vivos N0 puede ocurrir
por largos periodos de tiempo; ellos mismos restringen su crecimiento hasta un cierto
limite superior (capacidad del medio). En esta situacion, la tasa de mortalidad es igual a

la tasa de natalidad (tamafio de la poblacion constante).

De hecho hay mas hipotesis, pero nos restringimos a las enunciadas para mostrar lo que
acontece a medida que vamos quitando hipotesis. Prescindir de una o mas restricciones
fenomenoldgicas, implica un modelo mas cercano a la realidad, pero a un costo

matematico mas grande, es decir, un modelo mateméatico mas complicado.

Ahora bien estamos en presencia de un modelo deterministico que puede ser tratado

también por vias discretas.

En el modelo de Malthus, se asume que la poblacion se reproduce con una tasa
proporcional al nimero de individuos. En este caso el nimero de nacimientos durante el

n-ésimo ciclo es n p,, donde n es la tasa de natalidad. Igualmente, se asume que el

nimero de muertes en el n-ésimo ciclo es asimismo proporcional al tamafio de la

poblacion. Por tanto, el nimero de muertes serd m p, , donde m es la tasa de mortalidad.

El nimero de individuos en el n-ésimo ciclo que no mueren serda (1-m)p,

Reescribiendo, tenemos que el nimero de individuos que sobreviven en el n-é€simo ciclo

es o p,,donde o =1-m es la tasa de supervivencia.

En consecuencia, podemos calcular la poblacion del siguiente ciclo (n+1) a partir de la

poblacion en el n- ésimo ciclo:
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Pia =0p,tnp, =(c+n)p,

Haciendo » = o +n y usando la ecuacion anterior teniendo en cuenta que la poblacion

inicial es p,, podemos calcular fdcilmente el valor de p, paratodo k. Se tiene:

Pr=TPDy
Py =17 pyp
py=71"p,
y en general
Pr = rt Py

A partir de la ultima expresion podemos analizar completamente el comportamiento a
largo plazo de la poblacion. Si » < 1, la poblacion tiende a extinguirse lentamente. Por
otra parte, si » > [, entonces la poblacion crece indefinidamente con & creciente. Esto
nos lleva a la prediccion estandar de Malthus de que la poblacion aumenta
exponencialmente. Notese que » > [ equivale a n > m, es decir, que la tasa de natalidad
es mayor que la de mortalidad. Finalmente, si » = /, entonces la poblacion no cambia en

este caso.

Este modelo no es practicamente usado para el estudio de poblaciones humanas pero

puede ser util en poblaciones de microorganismos en determinados medios ambientes.

El modelo logistico
Como se ha visto anteriormente el modelo de Malthus funciona razonablemente bien

para poblaciones grandes, pero hay que hacer varias correcciones pues si p(¢) empieza
a crecer demasiado habrd muchos otros factores como la falta de espacio o de alimentos
que frenaria el crecimiento. Asi pues, varios afios después, en 1837, P. F. Verhulst,
propuso un modelo algo mas realista conocido como el modelo logistico (1o publicé 10
anos mas tarde). En ocasiones, la ecuacion es también llamada "ecuacion Verhulst-
Pearl" por su redescubrimiento en 1920. Alfred J. Lotka obtuvo de nuevo la ecuacion en
1925, llamandola "ley del crecimiento poblacional". Verhulst razoné que, como

estadisticamente el encuentro de dos individuos es proporcional a p” entonces al

término » p de la ecuacioén (0.1) habria que sustraerle el término c p° Asi, que el

problema de valores iniciales que modeliza el crecimiento de la poblacion sera:
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p'()=mp(®)—cp(t)*, p(ty) = p, r,c>0 (1.2)

En general ¢ ha de ser mucho mas pequefio que » ya que si » no es muy grande la

ecuacion (1.2) es una aproximacion bastante buena, pero si p comienza a crecer

demasiado entonces el término cp’ no se puede obviar y termina frenando el
- . . . r
crecimiento exponencial. Usualmente ¢ se escribe como el cociente — donde K es la

capacidad de carga que esta ligada a los recursos del habitat.

La ecuacion diferencial ordinaria (1.2) es una ecuacion en variables separables, luego:

d, d 1
—p:a’t:j—p:—log P :t+C:>p( B ):Ce”
p(r—cp) pr—cp) r “jr—cp =
p=Ce"(r—cp)
rC r
1) = =
P() e +cC e +c
Para p(t,) = p, r,c>0 queda:
rp r(t—to)
0@ p
p(t) = r(t—to) = : r(t—to) (13)
Fr—cpy+Ccpye cpo"‘(’”‘@’o)e

Notese que lim p(¢) = LY , p(t) = L independientemente del valor inicial p,.
t—— o C C

r . . , .
En el caso 0 < p, < — la evolucién de la poblacion estd representada en la grafica. de la
c

figura 1.

Analisis de la estabilidad de la solucién

Un ejercicio sencillo resulta comprobar que p =0 es un punto de equilibrio inestable de
(1.2) mientras que p(t) =K es estable. También varia la forma de la curva si

P, >K o p,<K, ademas, en este ultimo caso hay que discernir dos posibilidades

gg P, <K y 0<p, <§ (para mas detalles ver [7]).
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K_________________—_ ______
=
No /
No b
ftime
Figura No. 1

Este modelo se ha comprobado con varias especies y ha dado muy buenos resultados.
En particular, el hecho de que la poblacion se estabilice ha sido comprobado en distintos
experimentos con paramecios, obteniéndose una gran concordancia entre los resultados

teoricos y experimentales.

Vamos a aplicar el modelo logistico a la poblacion mundial. Segun los ecologistas, el

valor “natural” de 7 es de 0,029, asi que si tomamos los datos de 1965 tenemos que

! !

Azr—cp y el incremento anual en 1965 era AzO,OZ , luego

p
0,02 = 0,029—¢(3,34..10°) y por tantoc =2,695..10™"

El modelo logistico predice que la poblacion mundial se estabilizaria en torno a la

cantidad p,_ = ’= 1,07..10" lo cual ocurriria segiin la ley malthusiana en el 2024.
c

Obviamente este modelo sigue siendo muy simple ya que no tiene en cuenta ni las

guerras (habituales desde hace cientos de afios) ni las epidemias.

Otro ejemplo que ilustra esta ecuacion es el crecimiento embrionario ya que en el
desarrollo de un embrion, el huevo fecundado comienza a dividirse y el nimero de
células empieza a crecer: 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, etc. Este es un crecimiento exponencial.
Pero el feto solo puede crecer hasta un tamafio que el ttero pueda soportar; asi, otros
factores comienzan a disminuir el incremento del nimero de células, y la tasa de
crecimiento disminuye. Después de un tiempo, el nifio nace y continia creciendo.
Finalmente, el nimero de células se estabiliza y la estatura del individuo se hace

constante. Se ha alcanzado la madurez, en la que el crecimiento se detiene.
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Modelo de von Bertalanffy
En pesquerias, el estudio del crecimiento de los organismos es uno de los temas de

investigacion de mayor importancia. Varios han sido los autores que mediante métodos
matematicos han tratado de describir el crecimiento animal; entre ellos, von Bertalanfty
(1938) precursor de la teoria de sistemas, es quien ha logrado desarrollar la formulacion

matematica que mejor satisface ciertas condiciones primordiales, como son:
a) la ecuacion matematica sea coherente con el proceso biologico del crecimiento.

b) la formulacion se pueda incorporar facilmente en los modelos de dindmica de

poblaciones y de administracion de recursos pesqueros.

¢) la ecuacion se ajuste bien a la mayor parte de los datos observados acerca de

crecimiento en peces).

La ecuacion que describe el crecimiento en longitud de una especie esta dada por:

IO _ g, — L)
dt

Las variables involucradas en esta ecuacion son: L (), talla en el tiempo ¢ de la especie;

t, edad de la especie, L . es la talla maxima permisible en la especie, o de otra forma es

max
la talla media de un pez "muy viejo"; k£ es un "parametro de curvatura", y que como
veremos mas adelante tiene unidades de frecuencia (1/tiempo). Finalmente, ¢, es el
"parametro de condicidn inicial" y no tiene un significado bioldgico directo, puesto que
necesariamente debe ser negativo, si bien es cierto que su unidad es la unidad de tiempo
(por lo general afios), ya que si no es negativo, entonces la variable ¢ que indica la edad

del pez en algiin momento alcanzara el valor de #, (si lo suponemos positivo), y en ese
valor tendriamos el absurdo que L(#,)=0.
Ludwing von Bertalanffy ' desarrollé este modelo de crecimiento en funcion del

tiempo de vida, es un modelo de tipo exponencial para el crecimiento individual y es

aplicado a la gran mayoria de especies de peces.

El modelo matematico en cuestion demuestra que:

Lit)y=L__(1-e ")) (1.3)

max (

Si en la expresion (1.3) suponemos los siguientes valores para los pardmetros

'’ Ludwing Von Bertalanffy (1901 — 1972) Bi6logo, austriaco, uno de los fundadores de la Teoria
General de Sistemas.
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L. =50cms, k= O.S(LN), ty
ario

=—0.2(arios) (1.4)

De modo que, para un mismo pez, los siguientes datos representan la evolucion de su

crecimiento a través de los anos:

edad del peztalla del pez

(afios)
0.5
1
1.5
2
2.5
3
3.5
4
4.5
5

(cm)
14.7655
22.5594
28.6292
33.3564
37.0379
39.9051
42.1381
43.8771
45.2315
46.2863

La solucion L(?) (1.3), es bastante utilizada en la investigacion de recursos pesqueros,

incluyendo en este modelo a especies de moluscos.

El papel de la constante k

El siguiente grafico muestra el comportamiento del modelo (L, la talla en centimetros, y

t en afos) para tres valores diferentes de 4, teniendo en cuenta los valores dados en (1.4)

pa'ra Lmax y tO :

Talla

Edad

Analiticamente, y confirmado a través del grafico, la constante & es crucial en la tasa de

crecimiento del pez.
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Otro modelo de crecimiento relacionado con las especies de peces es el que modela la

variacion del peso de los peces.

La expresion analoga para el crecimiento en peso (W) no se obtiene mediante una

solucion directa de una ecuacion diferencial; ésta se calcula al sustituir la expresion de
la longitud del pez en la ecuacion que relaciona el peso con la longitud W = h L, donde

h'y b son constantes, lo cual da:
W(t)=W,(1-e ™)

W representa el peso asintdtico. En el caso de crecimiento isométrico, b toma el valor
tres.

Solucion de la Ecuacion Diferencial de Mckendrick y sus variantes.

Una caracteristica fundamental de los ultimos tres modelos matematicos aplicados a la
dinamica de poblaciones es el uso de la teoria de las ecuaciones diferenciales ordinarias
en las cuales la funcion incognita, para el caso del modelo de Malthus y Verhulst, es la
densidad poblacional y en el caso del modelo de Bertalanffy la funcidén incégnita
consistia en la talla de los peces, en todos los casos dependientes del tiempo. La
dificultad esencial de estos modelos es que se analiza toda la poblacion sin tener en
cuenta que las densidades de cualquier poblacion pueden variar segin edad, sexo,
factores ambientales, etc. Por tal motivo surgen modelos en los cuales se introducen
otros elementos, entre ellos, la edad de la poblacion en estudio, que es un dato decisivo
para las tasas de natalidad y mortalidad, por ejemplo las mujeres pueden dar a luz en
edad fértil y las personas que fallecen en su mayoria pertenecen al grupo con mayor
edad siempre y cuando no estén afectadas por fendmenos impredecibles como
terremotos, epidemias, etc.. Este tipo de modelos se formulan mediante ecuaciones

diferenciales en derivadas parciales.

Modelo de dinamica de poblacién estructurado segun la edad
A. G. Mckendrick, F. R. Sharpe'® y A. Lotka fueron los primeros en introducir la edad

en los modelos de dinamica de poblacion.

El modelo de Sharpe-Lotka-Mckendrick también llamado modelo de Von Foerster-

Mckendrick o simplemente ecuacién de Mckendrick supone que una poblacién asexual

puede ser descrita por una funcion de dos variables, edad y tiempo. Ademdas suponen

que esta funcion sea diferenciable.

'® F. R. Sharpe Trabajo junto a Lotka y McKendrick en los modelos de poblacién
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Denotando por p(a,t) la densidad de los individuos de edad a en un instante de

tiempo ¢, se tiene que el nimero de individuos con edad entre @ y a+Aa en un

instante de tiempo ¢ es aproximadamente p(a,t) Aa. Luego la poblacion total en un

instante ¢ es aproximadamente Zp(a,t)Aa y considerando el limite cuando

a

Aa——>0 sellegaa lim Zp(a,t)Aa = J.p(a,t)da .
Aa——>0 " 0
Asi se define la poblacion total en un instante de tiempo ¢:
P(t)= [ pla.t)da
0

Suponen también que los individuos dejan la poblacién solamente por muerte,

denotando la tasa de mortalidad dependiente en edad con u(a) .Matemdaticamente
significa que en el intervalo temporal (7,#+A¢) una fraccion u(a)At de los miembros

de la poblacién con edades entre ay a +Aa en el instante ¢ mueren.

Se sabe que en el instante de tiempo ¢ hay p(a,t) Aa individuos con edades entre ay

a+Aa. Luego entre el tiempo ¢ y t+A¢ el nimero de individuos muertos de edades

comprendidas en ay a+Aa es p(a,t) Aa u(a) Aty el resto sobreviven teniendo

edades entre a +At y a+At+Aa en el instante 1+A¢.
Luego
pla+ At t+At)Aa = p(a,t)Aa — p(a,t)Aau(a)At
Dividimos por A ay obtenemos:
pla+At,t+At)— p(a,t)+ p(a,t)u(a)At =0
Dividiendo por At y sumando y restando p(a , ¢+ At ) tenemos que:

p(a+At,t+At)— p(a,t)
At

+ p(a,t)u(a) =0 (1.5)

Como que p(a,t)es una funcion diferenciable en a 'yt tomando Az——0 en el primer

término de la expresion anterior se tiene

lim pla+ At t+At)— p(a,t + At) + p(a,t + At) — p(a,t)

At—>0 At
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pla+At,t+ At)— p(a,t + At) + lim pla,t+At)— p(a,t)

= lim
At——0 At Ar——0 At
_9pla,n)  Op(a,t) (1.6)
oa ot

Sustituyendo (1.6) en (1.5) se obtiene la ecuacion de Mckendrick.

op(a.t)  op(at)

2 o u(a)p(a,t)=0 (1.7)

Se supone que el proceso de nacimiento viene regido por una funcion f(a) ,
denominada razon de natalidad es decir B(a) At es el nimero de recién nacidos

producidos por los miembros de la poblacion con edades comprendidas entre ay

a+ Aa en el intervalo de tiempo (¢,¢+ At) . Asi el niimero total de nacimientos

producidos entre los instantes de tiempo ¢ y ¢ + At es At Z p(a)p(a,t) y se tiene:

lim OAZZ B(a)p(a,t)Aa = AtT L(a)p(a,t)da

Como esta cantidad debe ser p(0,7)At se obtiene la condicion:

p(0,0) = [ B(a)p(a,t)da.
0
Para completar el modelo se supone que la distribucion inicial de edad, es decir la
densidad de poblacion de edad a que hay en el instante 0, es conocida, por
p(a.0) = py ().
Luego el modelo completo es:

op(a,t) . op(at)
ot oa

p(0.0) = [ Ba)p(a.t)da (18)

+u(a)p(a,t) =0

p(a,0) = py(a)

El modelo (1.8) es una ecuacién en derivadas parciales de primer orden con una

condicion inicial no local.
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Las graficas (a) y (b) muestran el comportamientos de las muertes y los nacimientos
seglin la edad en una poblacion natural dependiendo de las edades, la idea basica es
estudiar un fendmeno cualquiera que tenga diferentes comportamientos en dependencia

de la edad, digamos una enfermedad.

(a)
B la)

10 50 ¢

(b)

jLia)

0 1 I
10 70 4

El método normal para resolver una ecuacion de Mckendrick es el de una ecuacion

diferencial parcial lineal de primer orden, debemos notar la existencia de curvas que se

distinguen en el plano (a,¢)de la grafica que mostramos a continuacién, conocidas como

curvas caracteristicas, a medida que se reduce a una ecuacion diferencial ordinaria, es

decir, si escogemos la curva paramétrica como ¢t =#(s) y a=a(s) y p evaluada en

la curva por p(s) = p(a(s),t(s)) entonces se verifica :

P2 patsyis = L4, L&

1.9
ds a ds ot ds (1.9)
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a=1t+ap

Ahora eligiendo las curvas #(s) y a(s) por las condiciones

dr da

sl | i | 1.10
da ds ( )
y combinando (1.10)con la ecuacion (1.9) se llega a:
dp ~
ot ua()p =0 (112)

r=t,+s .
soluciones de (1.10)

a lo largo de las curvas representadas en
a=a,+s

La ecuacion (1.11) es una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden con variables

separables por lo que la solucion se puede desarrollar de la siguiente forma:

dp ~
=L = —u(a, +)p
ds

J.cll;?ﬁ = poj._,u(ao +5)ds

=In5 = p, (- a, + $)d¢

ap+s

_ —jy(a0+a)d0' - Iﬂ(P)dP K(Cl + S)
p(s)=p,-e’ =p,re " =py———
U(a,)
Donde
- j u(a)da

[(x)=e"®
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Este método general funciona incluso si los coeficientes en (1.7) son variables y

dependientes de la poblacion total P (2).

Este modelo desarrollado anteriormente permitié dar un paso adelante por jugar un
papel unificador en la teoria matematica de las poblaciones y en la teoria de las
epidemias. Dicho sea de paso la propagacion de un hecho por “contagio” sirve también
para modelar asuntos tan lejanos de la dinamica de poblaciones como la propagacion de

un rumor o una informacion.

Esta ecuacion se puede ver como una representacion de los efectos locales de la
dinamica de la poblacion, que se deriva del hecho de que como la edad y el tiempo estan
medidos en la misma unidad, el rango de variacidon con respecto al tiempo del tamafio
de la poblacion de la edad especifica tendra un balance exacto de la derivada con
respecto a la edad, que no depende de la fuerza de la mortalidad o el rango de muerte

instantanea.

Este modelo tiene la desventaja que s6lo da la posibilidades de abandonar la poblacién

por muerte, o sea no incluye las migraciones, por lo que sigue siendo un modelo simple.

Modelos no lineales estructurados en edad: El modelo de Gurtin y
MacCamy.

En 1974 MLE. Gurtin'” y R.G.MacCamy'®, introducen una formulacién mas realista de

un modelo de dindmica de poblaciones, no lineal, determinista y estructurada en edad.
Consideran tanto la tasa de natalidad como la tasa de mortalidad funciones no lineales

variando con la poblacion total. Asi, el modelo que ellos proponen es:

op(a,t) N op(a,t)
ot oa

p(0,0) = [ Bla, P(t) pla,t)da (1.12)

+ p(a, P(t))p(a,t) =0

p(a,0) = p,(a)

Donde P es la poblacion total, es decir

P(t) = Tp(a,t)da (1.13)

En los ultimos veinte afios este modelo ha sido punto de partida para gran cantidad de

estudios de poblaciones. Se han estudiado hipdtesis de crecimiento de los datos para la

" M.E. Gurtin EEUU ingeniero mecanico y fisico matematico.
'8 R.G.MacCamy Autor de més de 200 articulos junto con Gurtin sobre dindmicas de poblaciones.
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existencia de solucién global o de explosion en tiempo finito. Se ha analizado la
estabilidad de los mismos y algunas pruebas constructivas de la solucién que permiten
su aproximacion numérica. Este modelo se ha resuelto con la aplicacion de diversos

métodos numéricos para el problema tanto lineal como no lineal.
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CAPITULO II. Modelacion matematica de epidemias. Modelos de
Kermack — McKendrick.

La epidemiologia es, en la acepcion mas comun, el "estudio de las epidemias" es decir,
de las "enfermedades que afectan transitoriamente a muchas personas en un sitio

determinado"”

Su significado deriva del griego Epi (sobre), Demos (Pueblo) y Logos (ciencia). Una
definicion técnica es la que propone que la epidemiologia es "el estudio de las causas,

distribucion y control de enfermedades en poblaciones humanas"

Ambas definiciones, se corresponden con el significado que la disciplina ha tenido en

diferentes momentos historicos.

Es asi como la primera definicion corresponde a la conceptualizacion surgida en los
albores de la epidemiologia, cuando ésta centrd su interés en el estudio de procesos
infecciosos transmisibles como la peste (primera gran epidemia conocida, data del siglo
XIV) que afectaban grandes grupos humanos. Estas enfermedades, llamadas epidemias,
provocaban un gran nimero de muertes frente a las cuales, la medicina de aquella época

no tenia nada efectivo que ofrecer.

La primera epidemia mayor en los Estados Unidos fue la epidemia de la fiebre amarilla
en Filadelfia en 1793 en el que aproximadamente 5000 personas se murieron, de una
poblacion de alrededor de 50,000, aunque algunos estiman que aproximadamente
20.000 huyeron de la ciudad, esta epidemia también afectd nuestro pais y es un
cientifico cubano, Carlos J. Finlay quien descubre el mosquito trasmisor de esta

enfermedad.

La literatura cientifica reconoce en el Inglés John Snow'” al padre de la epidemiologia.
Snow, utilizando magistralmente el método cientifico, aporté importantes avances al
conocimiento de la epidemia de colera que, en aquella época, afectaba a la ciudad de
Londres. Las acertadas conclusiones de Snow acerca de la etiologia de la enfermedad,
forma de transmision y control de la misma, se anticiparon a los progresos que en este

sentido hicieran la microbiologia, la infectologia y la clinica.

1 John Snow
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De acuerdo con lo expuesto, hoy en dia se acepta como la mas simplificada y completa
definicion de epidemiologia la siguiente: Epidemiologia es la disciplina que estudia las

enfermedades en poblaciones humanas.

La epidemiologia se aboca como desafio cientifico, a estudiar el proceso de mas
implicacion en el ser humano: el proceso salud — enfermedad, el cual se aborda en su
mas amplia conceptualizacion, pues a partir de la determinacion de la intensidad de las
enfermedades en la poblacion se pueden planificar los requerimientos de servicios y la

prioridad para la asignacion de recursos.

Es importante ademas detectar tendencias en la incidencia o prevalencia de las
enfermedades identificando los patrones y los grupos de riesgo a fin de controlar la

proliferacion de las mismas

En Cuba el control de las enfermedades trasmisibles y no trasmisibles es una prioridad

politica del sistema de salud cubano

La potencialidad de nuestro desarrollo en salud exige un enfoque racional, integral,
sistémico, en la solucion de los problemas de salud y un enfoque clinico-epidemioldgico

y social [§]

El fundamento de este enfoque integral se lograra, por supuesto, con la aplicacion del
método cientifico, con todos sus componentes y, haciendo un analisis adecuado del
cuadro de salud de la comunidad, proyectado a personas, al tiempo y al espacio con
criterio individual y colectivo Debe valorarse, por tanto, lo que cientificamente se
demuestre, que es los mas efectivo para la solucion de los problemas de salud de la

poblacion.

Todas estas consideraciones estan dentro del campo de la epidemiologia, mediante la
aplicacion de la metodologia cientifica y el razonamiento estadistico para la solucion de

los problemas de salud de la comunidad.

El uso de la epidemiologia, sus conceptos y el método epidemioldgico son esenciales
para estimular el dafio de la enfermedad en la poblacion, identificar sus riesgos
ambientales, psicosociales, ocupacionales, establecer la eficiencia de las medidas
preventivas, diagndsticas y terapéuticas, y establecer el costo-eficiencia de los diferentes
recursos (equipos y medicamentos) y servicios (técnicas-procederes-normas) en elevar

el nivel de salud del individuo, la familia y la comunidad.
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La epidemiologia es una ciencia basica tan importante como la fisiologia, la bioquimica
y la inmunologia, fue originalmente concebida por los clinicos, pero en los ultimos afios
se ha desarrollado a tal nivel que en sus estudios intervienen fisicos, bidlogos, quimicos
y matematicos entre otros. La insercion de matematicos en estas investigaciones ha

permitido ampliar el horizonte de la biomatematica.

Entre los métodos cientificos utilizados para el estudio de las epidemias, desde la

primera mitad del siglo XX, estd la modelacion matematica.

El estudio de los modelos de epidemias es relativamente reciente como un area de

investigacion en las ciencias matematicas.

En este capitulo analizaremos varios modelos matematicos disefiados con el objetivo de
lograr la erradicacion de una determinada enfermedad o infeccion. En la
implementacion practica de estos modelos debe tenerse en cuenta que no siempre se
logran incluir todas las consideraciones necesarias para pensar que el modelo es una
copia fiel del proceso, ya que no todas las causas o efectos se pueden expresar
matematicamente, por tal motivo, se debe tener sumo cuidado antes de hacer un uso

practico de cualquier modelo de epidemia.

Durante el proceso infeccioso y dependiendo del tipo de enfermedad, los individuos

pueden pasar por todos o algunos de los siguientes estados:

e Susceptible (S), estado en el cual el individuo puede ser contagiado por otro

agente que esta infectado.

e Latentes (L) Individuos que poseen el microorganismo en su interior pero no

estan infectados.

e Infectado (I), estado durante el cual el individuo se halla infectado y puede

ademas trasmitir la enfermedad.

e Recuperado(R), estado durante el cual el individuo no puede ni ser infectado por
haber adquirido inmunidad (temporal o permanente) ni afectar(por haber

recuperado o pasado la etapa contagiosa de la enfermedad).

El progreso de los individuos se comporta esquematicamente asi
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r IS al

Figura No.2

Los modelos en los cuales intervienen estos individuos se denominan modelo SIR.

Estos modelos pueden variar en dependencia de la enfermedad, la cual define cudntas

clases se involucran en el mismo, los mas conocidos son

SIR: El modelo susceptible-infectado-recuperado se relaciona con las

enfermedades que confieren inmunidad permanente.

SIRS: El modelo susceptible-infectado-recuperado-susceptible es un modelo
idéntico al anterior, pero aplicable a casos en que la inmunidad no es permanente

y el individuo vuelve a ser susceptible después de un cierto periodo, tal como la
gripe.
SIS: El modelo susceptible-infectado-susceptible, se usan en casos en que la

enfermedad no confiere inmunidad y el individuo pasa de estar infectado a

susceptible nuevamente, saltando la etapa R.

En un modelo epidemioldgico deben tenerse en cuenta la forma de transmision de la

infeccion y el proceso de incubacion de la enfermedad.

Existen cuatro tipos de microorganismos que pueden causar enfermedades: virus,

bacterias, parasitos y hongos. Entre las enfermedades infectocontagiosas encontramos

dos grupos principales:

Las que confieren inmunidad al infectado (temporal o permanente) una vez

recuperado, la mayoria de origen viral (sarampidn, varicela).

Las que una vez recuperado el individuo vuelve a ser susceptible

inmediatamente, entre las que encontramos las causadas por agentes bacterianos

(enfermedades venéreas, malaria).

Generalmente hay 2 modos de transmitir directamente una enfermedad infecciosa:
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e La transmision vertical, es el contagio producido de una generacion a otra en el

utero o en el parto.

e La transmision horizontal, es el contagio de individuo a individuo a través de
otros métodos que los transmitidos verticalmente, como puede ser por contacto

directo con individuo infectado.

El primer modelo completo que dio una descripcidn matematica para la transmision de
una enfermedad con una poblaciéon no estructurada, basado en las consideraciones

anteriores, fue el modelo (0.5) — (0.7) de Kermack —Mckendrick en 1927.

ﬁ:—rIS

dt
ﬂerS—aI
dt

d—R:a[

dt

Este modelo es determinista, con tres ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales, y
con condiciones iniciales S(0)=S, >0, 1(0) =1, >0, R(0)=0 que demuestran la
naturaleza del problema. Se cumple ademds que la poblacion N es cerrada, pues se

mantiene constante, es decir:

dS dlI dR
—+—+—=0=S5@)+1()+R(1t)=N
Tt (D) +1(1) + R(?)

Esto ademads significa que no ocurren nacimientos, muertes, inmigraciones, ni
emigraciones, lo cual constituye una consideracion muy fuerte en la modelacion del

problema.

En estos modelos se ‘“ganan” individuos en la clase de infectados en la misma
proporcion que existen los infectados y susceptibles, es decir »S/ donde » > 0 es un
pardmetro constante que significa la tasa de infeccion. En esa misma proporcion se
pierden individuos en la clase de los susceptibles. En la clase de los recuperados se
“ganan” individuos que representan una proporcion del nimero de infectados a/, donde
o > (0, es un parametro constante que ilustra la tasa de infectados que se recuperan, o
sea, representa una “pérdida” para la clase de infectados, aqui los términos “ganar” y

“perder” expresan dinamica y cambio.

Otra de las consideraciones que se tienen en cuenta en estos modelos es que todos los

individuos de la poblacion tienen la misma posibilidad de enfermarse, ademas //o es
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una medida de periodo de incubacion, que es tan breve que puede ser despreciable, por

lo que un individuo susceptible puede enfermar enseguida.

Este es un modelo bésico pero, aun asi, a través de ¢él, podemos hacer algunos
comentarios generales muy pertinentes sobre las epidemias y, de hecho, se pueden
describir adecuadamente algunas epidemias especificas con tal modelo.

En una situacion de epidemia, dados los valores r,a,S, y el valor inicial /; las
preguntas clave son: ;Se extenderd o no se extendera la infeccidon al transcurrir el

tiempo? Si se extiende ;De qué forma lo haria? ;Cudndo comenzaria a declinar?

Para dar respuesta a estas y otras interrogantes analizamos el modelo a partir de la teoria

de los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Al evaluar la segunda ecuacion del sistema (0.5), en las condiciones iniciales, se

observa que:
>0 > A
{ﬂ} =1,(rS, - ) si S, , A=2
dt ], <0 <A r
. ds . a
De la segunda se aprecia que como o <0 entonces S<S§, , st §,<—,
t r
dl

d_:[(rS—a)SOparatodo t=0.
t

En tal caso /,>1(f)—>0 cuando ¢ — oo y la infeccion se extingue, o sea N0 ocurre la
. . . a . ) -
epidemia. Por otro lado si S, > —, entonces /() inicialmente se incrementa y ocurriria

r
la epidemia. El término “epidemia” significa que /(¢) > I, para las ¢ > 0. Estamos ante

. : . o
un fenémeno conocido como fenémeno del umbral. En este caso S, =— =41, es un
r

punto critico a partir del cual el fenomeno cambia. Si S, > S, ocurre la epidemia de lo

. . a . .
contrario no ocurre. El parametro S, =— =4 es conocido como tasa de recuperacion
r

relativa y su reciproco como tasa de contacto de la infeccion.

S
El valor R, = "2

es la tasa de reproduccion basica de la infeccion en una poblacion
a

totalmente susceptible, si este valor es mayor que 1, entonces la epidemia se desarrolla.
Una via para reducir la tasa de reproduccion es reduciendo el nimero de susceptibles y

entre los métodos mas que mas se utilizan para ello se encuentra la vacunacion.
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Haciendo uso de la relacion que poseen las variables R(z), S(?) e I(t) con la poblaciéon N,
se elimina la tercera ecuacion y obtenemos un sistema equivalente al sistema (0.5) que

tiene la forma:

as _ —r1(t)S(t)
j,t @2.1)
—=rlI®)S@O)—al(t
5 0850 -al)
Este sistema permite obtener la expresion
dar_a-rS_a |_A_, 2.2)
ds rS rS S
Como es una ecuacion en variables separables obtenemos:
SH)+1t)-AInS@)=C (2.3)

Ajustando la solucion (2.3) a las condiciones (0.7) se puede encontrar el valor de C:
C=S,+1,-AInS, (2.4)

Las trayectorias de fase de la ecuacion (2.2) se muestran en la figura 3.

Linan

Fig. No.3

Una de las cuestiones basicas a investigar en epidemiologia es, una vez desarrollada la

epidemia, cuan severa serd, o sea cual sera el nimero maximo de infectados 7, . Este

valor se alcanza para S =1
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I, =AlnA-A+1,+S,—AlnS,

=1,+(S, —/1)+/11n(Si) (2.5)

0

A
=N-2A+Aln(—
)

0
Es decir las expresiones (2.5) nos permiten calcular la severidad de la epidemia.
El niimero de recuperados en esta solucion analitica puede calcularse a través de la

expresion R(t)=N —1(t)—S(?).

Similarmente, podemos combinar la primera y tercera ecuacion del sistema con el
objetivo de eliminar /(z) que representa el numero de infectados. El sistema que se

necesita resolver es:

as _ —rl(t)S(1)
dt 2.5)
dr _ al(t)
dt
Ay r
—=——5(
dR a ©
_R®) L
= St)=Se * =2S,e *>0 (2.6)
= 0<S(0)< N
Puede notarse en la Figura 3 que O<S(®)<4 g 1(®)=0 jnplica que
R(@) =N - 5(w)
A A
Entonces °(®) es la raiz positiva de la ecuacion trascendente
A\ exp[— N; Z} =z (2.7)

Entonces el nimero total de personas que se infectan en el transcurso de la epidemia es:

1., =1I,+8,-S()

total
Donde S(x) es la solucion de (2.7). Una consecuencia importante de este analisis es
que /() > 0 y, o sea la enfermedad se extingue por falta de infectados pero no por

falta de susceptibles.
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El resultado del umbral para una epidemia esta directamente relacionado con la tasa de
recuperacion relativa A . Para una enfermedad dada esta tasa varia con la comunidad y

permite determinar si un brote puede ocurrir en una comunidad y no en otra.

El nimero de susceptibles S, también tiene un importante papel. Por ejemplo si la

densidad de susceptibles es alta y la tasa de recuperacion es baja entonces tendriamos
que analizar si los profesionales de la salud estdn tomando todas las medidas necesarias
para que no se extienda la epidemia. En la mayoria de las epidemias es dificil estimar
cuantos infectados y recuperados nuevos habra en un dia, semana o mes, aunque los
archivos de las entidades competentes llevan los datos reales de los nuevos casos, pero
después de ser identificados. Por tal motivo podemos aplicar el modelo a situaciones
reales para estimar por unidad de tiempo el numero de recuperados, o sea estimar el

ritmo de recuperacion.

Tomando la tercera ecuacion en (0.5), (0.7) y (2.6) obtenemos:

dR -2

—=al=a(N-R-S)=a(N-R-S,e *), R(0)=0
dt (2.8)
Esta ecuacion puede resolverse analiticamente por vias paramétricas, sin embargo la
solucion en esta forma no es conveniente. Por supuesto, si conocemos los valores de

a,r, S, ¥y N, que no es complejo lograrlo, podemos encontrar numéricamente la
solucion.
Una via para solucionar la ecuacion (2.8) es utilizando las aproximaciones de la funcién

exponencial por series de McLaurin, en este caso se toman los tres primeros términos de

dicha serie, obteniéndose:

2
d—R:O{N—SO +[5—1JR—S°R }

2
dt A 22 2.9)

Factorizando el miembro derecho de la ecuacion cuadratica en R, podemos integrar

dicha ecuacion y haciendo arreglos algebraicos rutinarios, la solucién es como sigue:

R(@) =§ (%—1) + ﬂtanh(ﬂTa—@ , (2.10)

donde
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2 el
5 [%_lj L 25N =S)

/12

tanh ™ (io—l)
p=—"7""—

a
Estos modelos son ampliamente utilizados, algunos autores los han aplicado al estudio

de trasmision de enfermedades como la influenza o las venéreas.

El modelo descrito anteriormente se ajusta bien al estudio de la influenza tal y como
veremos en el Capitulo 3, en el caso de la modelacion matematica de las enfermedades
de transmision sexual (ETS), tales como la gonorrea, clamidia, sifilis y por supuesto el

SIDA se hace necesario realizar otras consideraciones.

La incidencia de enfermedades de transmision sexual (ETS), constituyen un grave

problema de la salud tanto en paises subdesarrollados, como desarrollados.

En el U.S.A., por ejemplo, segun informes aparecidos en el sitio www.cdc.gov, en 1996
se informar 300.000 casos de gonorrea, mas de 11.000 casos de sifilis y casi 500.000
casos de clamidia. Se considera que la incidencia de la gonorrea y la sifilis ha

disminuido y que ha crecido la de clamidia.

En Cuba existe un especial control sobre este tipo de enfermedades pero aiin se hace
necesario aplicar métodos cientificos para el control de la propagacion a fin de evitar

que afecte gran nimero de la poblacion.

Las ETS tienen ciertas caracteristicas que la diferencian de otras infecciones, tales como

el sarampion o la rubéola.

Una diferencia es que se restringen principalmente a comunidades sexualmente activas,

por lo que no se puede considerar susceptible a la poblacion total.

Otra diferencia es que a menudo el portador asintomatico (o sea el portador no muestra

sintomas abiertos) y se desarrolla bastante tarde la infeccion.

Una tercera diferencia crucial es las ETS es que luego de tener la infeccion el individuo

no queda inmune.

En este tipo de infecciones predomina la falta de conocimiento de algunos de los
parametros que caracterizan la dindmica de la transmision. Estas enfermedades pueden

producir esterilidad en mujeres una vez presentada la enfermedad. En estos momentos
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existen refinadas técnicas del diagndstico que son suficientes para hacer diagnostico

mas exactos y menos caros y podria considerarse.

El carécter asintomatico de estas enfermedades entre mujeres es serio. En ocasiones
causa inflamaciones pélvicas, que se acompana a menudo por dolor crénico fiebre y
esterilidad. Si la mujer se encuentra embarazada puede causar partos prematuro y en
ocasiones provoca embarazos ectopicos (el huevo se implanta fuera del ttero) en cuyo
caso la vida de la mujer estd amenazada. En el caso de la gonorrea, si no es tratada a

tiempo puede causar ceguera, deficiencia cardiaca y en ocasiones la muerte.

Otra de las tragedias es la transmision vertical de las ETS pues es el caso en que se

trasmite de madre a nifio.

En estos momentos se conoce la aparicion de nuevas tensiones: en relacion con VIH
SIDA, el VIH-1 es el virus comun pero existe uno relativamente nuevo, que es el VIH -
2. Con la gonorrea también se ha detectado que algunas variantes de ella son resistentes

a la penicilina.

En esta seccion presentamos un modelo cldsico simple de la epidemia donde la

trasmision de la enfermedad se efectua en poblaciones heterosexuales.

En el modelo que se presenta se asume que hay un comportamiento uniformemente
promiscuo en la poblacion que estamos considerando. Para simplificar consideramos

solo hay heterosexuales.
La poblacion consta de dos clases que actian reciprocamente, varones y hembras, y los

discutimos en detalle mas tarde en este capitulo un ejemplo mas complejo practico de

una infeccion del criss-cruz entre tejones y ganado, llamada tuberculosis bovina.

Dividimos la poblacion masculina promiscua en susceptibles, S, e Infectados /, y una

clase de recuperados, R.
Con los grupos de las mujeres lo hacemos similar lo que denotamos por S* [*y R*.

Si no incluimos ninguna transicion de la clase de recuperados al grupo de susceptibles,

esquematicamente la dindmica de la infeccion es:

S

k3

. f;" > R
-
¢~

S > [* — R*,

(2.11)
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Aqui I* infectaa S e [ infectaa S*.

Cuando abordamos el problema de la gonorrea que no confiere inmunidad queremos
decir que un individuo recuperado después de un tratamiento vuelve a ser susceptible de
después de la recuperacion. En este caso la dindmica de la gonorrea se comporta segin

el diagrama:

~
i > R

e
e Y -~
T

S
= .
S* — I* — R*.

- - 2.12)

Una version igual pero mas simple que Uinicamente envuelve a susceptibles e infectados

€S

S— 1
-
o

5’* ’ H.I "
. - '

Asumimos que el nimero total de varones y hembras son constantes e iguales a Ny N*

respectivamente. Entonces, por el diagrama anterior se tiene:
SH+It)=N y S @O+I'()=N" (2.13)

Como antes tomamos que la tasa de disminucién de susceptibles masculinos es
proporcional a la tasa de los susceptibles en el tiempo de infeccion de susceptibles
masculinos, la poblacion infecciosa femenina se toma con una forma similar por la tasa
femenina. . Asumimos entonces que la clase de infectados que se han recuperado se

unen con la clase de los susceptibles y un modelo completo de (2.12) y (2.13) sera:

*

d—S=—rSI*+a[ di:—r*s*ua*l*

dt . (2.14)
ﬁ=r51*—051 di:r*s*l—a*l*

dt dt

Donde 7, a,r* son pardmetros positivos. Nos interesamos por el progreso de la

enfermedad dada las condiciones iniciales:
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s

Sy=8, , 10O=1, , SO=S, , I'(0)=1, (2.15)

Aunque (2.14) es un sistema de 4to orden, con (2.13) se reduce a un sistema de

2do.ordenen Sy S*olel*

Para esto hacemos:

£=r[*(N—I)—aI, di:r*[(N*—I*)—a*I* (2.16)
dt dt

que puede ser analizado en la fase (Z, /*) .Los puntos de equilibrio, de (2.16), son
I=0=1I*y

:M, ]:‘:M,p:g’ p*:a* (2.17)
p+N ‘ p +N r r

1

N

Asi el estado positivo diferente de cero sostiene o nivela que las poblaciones de

infectados existe solo si: NN* >1 ésta es la condicion del umbral , algo andlogo a lo
PP

discutido anteriormente.
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"La enfermedad experimento de la naturaleza.

Solo vemos sus resultados, ignorando las condiciones en que se realizo el experimento”.
Klemperer

CAPITULO III: Estudio del comportamiento de la influenza
mediante la modelacion matematica.
La zoonosis es la palabra que sirve para definir todo el catalogo de enfermedades que

pueden ser transmitidos de un animal a un hombre y viceversa.

Una de las preocupaciones mas importantes de la Organizacion Mundial de la Salud es
el creciente nimero de enfermedades que en estos momentos son transmisibles en esta
forma, la grafica muestra como han ocurrido fenémenos de brotes violentos de

epidemias en el periodo 1996 —2004.

Zoonosis emergentes y re-
emergentes, 1996-2004

Ebola and CCHF
Influenza H5N1
Hantavirus
Lassa fever
Monkeypox
Nipah /Hendra
vCJD

Rift Valley Fever
SARS-CoV

VEE

Yellow fever
\rest Nile

o ‘ﬁ? Brucellosis Py
77 Cryptospporidiosis <’  EColi0157

W Leptospirossis -if? Multidrug resistant Salmonelia
77 Lyme Borreliosis Y  Plague

el JeReRojoloNoRel X

Como se aprecia en el mapa anterior la influenza se encuentra entre las enfermedades
esperadas para los proximos afos, y se puede presentar en el humano a partir de la gripe

aviar, de la cual se han identificado brote en varios paises de Asia.

La ultima pandemia de influenza ocurrié hace 38 afios y el intervalo mas grande entre
pandemias es de 39 afios, entonces se deduce que puede estar proxima a ocurrir una

pandemia de influenza.
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Segun los prondsticos de la Organizacion Mundial de la salud de producirse una

epidemia de influenza ocurriria lo siguiente:
e Enelsiglo 21, la diseminacion global de la influenza seria muy rapida

e La mayoria de los servicios de salud en todos los paises del mundo trabajarian

bajo enorme presion por varios meses
¢ Lamorbilidad y mortalidad podrian ser extremadamente alta.
e Los nifios y adultos jovenes serian los mas afectados

En Cuba, como se vera mas adelante esta enfermedad constituye una de las que mas
influyen en los indices de mortalidad y en la pérdida de afos potenciales de vida, por lo
que nuestro objetivo es abordar como se describe y controla la enfermedad con

ejemplos concretos.

Descripciéon de la enfermedad

La influenza o gripe es una enfermedad viral de gran incidencia mundial. Aunque
parece una patologia comlin y poco riesgosa, ha producido pandemias de inmensas

proporciones. ;Por qué es tan dificil de controlar y prevenir?

Su agente causal es el virus de la influenza, que se presenta en tres tipos: A, By C. Los
dos primeros son los serotipos mds importantes porque pueden mutar y producir
diferentes cepas cada afio. Sin embargo, su capacidad de mutaciéon es diferente.
Mientras que el A sufre cambios menores en su estructura, el B puede producir

mutaciones estructurales mayores y dar origen a un nuevo subtipo.

El virus de la influenza no es exclusivo de las personas, sino que vive también en
algunos animales. Las mutaciones en el humano ocurren paulatinamente y son menores.
Pero otras especies, como aves y cerdos, funcionan como reservorios del virus y en
ellos se generan los mayores cambios. El contagio animal-hombre se produce

fundamentalmente por contacto aéreo y también por el consumo de su carne.

El virus tipo B puede mutar en estos animales porque tiene unos componentes
antigénicos que le permiten producir modificaciones extremas. Cuando se produce asi
un nuevo virus, con el cual ningin humano ha tenido contacto previamente, puede
originarse una pandemia. Este nuevo agente no puede detectarse con anterioridad ya que
no existe un registro. El caracter altamente contagioso del virus de la gripe, y el hecho
de que nadie tenga anticuerpos contra la nueva version, hace que se disemine de forma

mas rapida.
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Son muy pocas las personas que no han sufrido el ataque de la influenza. Esta virosis
aparece todos los inviernos, afectando desde nifios a ancianos. Sin embargo, por
extendida y conocida no se vuelve poco peligrosa, ya que las estadisticas mundiales
sefalan que anualmente mueren 175 de cada cien mil contagiados mayores de 65 afios.
En los nifios sin factores de riesgo la mortalidad es de dos casos por cada 100 mil

pacientes.

Ciertas circunstancias hacen que la gripe sea mas peligrosa para algunas personas, que

son denominadas grupos en riesgo:

e individuos con problemas cardiacos y/o enfermedades pulmonares crénicas,

alteraciones en los mecanismos de defensa,
e cdad mayor de 65 afios,
e embarazo en el Gltimo trimestre,
e diabetes y/o insuficiencia renal.

En dichas personas una gripe puede derivar mas facilmente en enfermedades

pulmonares o complicaciones por infecciones, las que aumentan el riesgo de mortalidad.

En los demads pacientes, por lo general la enfermedad evoluciona en un término de cinco
a siete dias, y su tratamiento consiste en guardar reposo, mantener buenos niveles de
hidratacion y alimentaciéon adecuada. Aun asi, en algunos casos pueden generarse

complicaciones.

La influenza es una enfermedad respiratoria y el virus que la provoca se contagia a
través de la saliva o mucosidades, ingresa por la via respiratoria y se reproduce en el
pulmoén. Desde alli, se difunde al resto del cuerpo. Sus sintomas caracteristicos se
manifiestan a partir de las primeras horas de producida la infeccion: cefalea, tos seca,
dolor en el cuerpo y fiebre con escalofrios. Durante mucho tiempo, el tratamiento de la
gripe se limitaba a tratar sus sintomas. Hoy, la medicina puede atacar al virus con los

modernos antivirales. ;Como actiian?

El virus necesita de una sustancia llamada neuroaminidasa para multiplicarse. Estas
drogas son inhibidoras de la neuroaminidasa, y logran que el virus no se reproduzca,
interrumpiendo el proceso de la enfermedad si son administradas dentro de las 48 horas

posteriores al contagio.
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La mejor prevencion para la gripe es la vacuna, cuya efectividad depende de la
coincidencia entre las cepas que causen la enfermedad y las que se usen para su
fabricacion. El otro factor importante es que la vacunacion se haya realizado en el
momento adecuado. La época ideal es el otofio y los primeros meses de invierno. Entre
los 7 a 10 dias posteriores a su aplicacidn, la persona ya esta protegida y la cobertura se

extiende de doce a quince meses:
e cn adultos sanos tiene una efectividad cercana al 90%
e en los mayores de 65 reduce las muertes del 85% de la poblacion vacunada

e entre el 70 % y el 80% de los nifios vacunados no contraeran la enfermedad.
Periodo de incubacion: Usualmente es de dos dias, pero puede variar de 1 a 5 dias.

Periodo de transmision: El paciente es infectante 24-48 horas antes del inicio de los
sintomas hasta 4-5 dias de la enfermedad, puede ser més largo en niflos pequefios e

inmunocomprometidos. No existe estado de portador.

Fuente de infeccion: Secreciones respiratorias de personas infectadas.
Susceptibilidad y resistencia: Es universal y tipo especifica.
Manifestaciones clinicas:

La gravedad de la enfermedad dependerd de la experiencia inmunologica previa,
aproximadamente 50% de las personas infectadas desarrollard los sintomas clasicos de

influenza.

La influenza clasica se caracteriza por fiebre de inicio subito, con escaloftrios, cefalea,
malestar general, mialgias difusas y tos seca. Posteriormente signos respiratorios
consistentes en dolor de garganta, congestion nasal y tos intensa. Puede haber infeccion
y dolor conjuntival, dolor abdominal, nauseas y vomitos. En nifios pequefios puede
producir un cuadro séptico o neumonia. Los sintomas sistémicos y la fiebre duran de 2 a
3 dias, rara vez mas de 5. No debe utilizarse aspirina en nifios o adolescentes por el

riesgo de desarrollar sindrome de Reye.

Las complicaciones mdas frecuentes son la neumonia bacteriana secundaria, o viral
primaria por virus de influenza, sindrome de Reye, miocarditis, agravamiento de la

bronquitis cronica o de otras enfermedades pulmonares cronicas. La mortalidad
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reportada en EUA es de 0.5-1 por 1000 casos. La mayoria de las muertes se observan en

personas mayores de 65 afios.
Diagnostico:

El diagnéstico de influenza se sospecha con base en los hallazgos clinicos. El
diagnostico especifico se basa en el cultivo viral de secreciones nasofaringeas obtenido
dentro de los 3 dias de iniciada la enfermedad, o por deteccion de anticuerpos séricos

especificos.

Prevencién

No existe tratamiento especifico para la influenza, deberan aplicarse medidas
preventivas generales contra las infecciones respiratorias agudas, que consisten en:
ofrecer liquidos abundantes, aumentar el consumo de frutas de color amarillo o
anaranjado que son ricas en vitamina "A" y "C", en nifios pequefios no suspender la
lactancia materna, evitar contacto con personas enfermas, lugares concurridos, asi como
cambios bruscos de temperatura, tabaquismo y exposicion a contaminantes dentro de la

casa, por mencionar algunos.

En el paciente con influenza deberdn proporcionarse liquidos abundantes, mantener
libre de secreciones las vias respiratorias (aseos nasales con agua de sal tibia), insistir en
la alimentacion habitual, control de la fiebre por medios fisicos, evitando la
automedicacion y el consumo de salicilatos por el riesgo de sindrome de Reye. Hacer

énfasis en la identificacion oportuna de signos de alarma de neumonia.

Notificacion: La influenza es uno de los padecimientos incluidos en el Sistema de
Vigilancia Epidemiologica de las enfermedades evitables por vacunacidn, sujetos a

notificacion inmediata (casos, brotes y defunciones).

Medidas de control: Las acciones de control se realizaran ante todo caso con
diagnostico clinico de influenza y en los casos confirmados. Las actividades incluyen
cuando es factible la vacunacion de personas de grupos en riesgo, vigilancia de casos y
contactos, asi como profilaxis o tratamiento de personas en alto riesgo de desarrollar

complicaciones graves o muerte.

Si se tiene en cuenta que a nivel mundial constituye una de las enfermedades mas

devastadoras (como muestra la tabla que sigue), independientemente de estas medidas
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de control se hace necesario realizar prondsticos del comportamiento de la enfermedad
en un determinado momento y dado que el periodo de incubacion de la influenza es
muy corto es importante aplicar técnicas matematicas como herramientas de trabajo

unidas a las empleadas por el sistema de salud.

Enfermedad

1. Enfermedad coronaria izquémica

2. Depresion unipolar aguda

3. Accidentes y circulacion

4. Enfermedades cerebro vasculares

5. Enfermedades pulmonares

6. Infecciones respiratorias

7. Tuberculosis

8. Guerras

9. Diarreas

10. VIH

En nuestro pais la influenza es una de las enfermedades mas seguidas por el Ministerio
de Salud Publica y esta incluida dentro de las enfermedades con mas alto riesgo para la
vida. A continuacion aportamos algunos datos sobre la incidencia de la influenza en
nuestro pais, aportados por los anuarios del Ministerio de Salud Publica con datos reales

hasta el afio 2003.

En Cuba, la Influenza junto a la Neumonia constituyen la cuarta causa de muerte para
todas las edades y en ambos sexos, segun los datos del afio 2003 y fue la quinta causa de
afios de vida potencialmente perdidos en los hombres y la cuarta por este indicador en
las mujeres. Ambos indicadores han tenido una tendencia al incremento en los ultimos
diez afios en ambos sexos.

En el 2003 solo por esta causa fallecieron 5 645 personas, con un riesgo de morir de

0.503 por 1000 habitantes, en el pais.
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Por otro lado el numero de fallecidos por esta causa representa el 7.2% del total de las
defunciones. Afect6 en mayor medida a la poblaciéon masculina con una tasa de 0.527
fallecidos por cada 1000 hombres.

En el 2003 solo por esta causa se dejaron de vivir 85 264 afos, lo que representa el
5.2% del total de afios de vida potenciales perdidos. La mayor cantidad de afos la

aportaron los hombres. Ellos perdieron 7.8 afios de vida como promedio.

Grafico No. 1: Tasas de mortalidad por Influenza y Neumonia segln
aiio y sexo. Cuba 1594-2003.
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Grafico No. 2: Tasas de Afos de Vida Potencialmente Perdidos por
Influenza v Neumonia seglin afio vy sexo. Cuba 1994-2003.
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Los mayores de 60 afios aportan el 92.4% del total de fallecidos y el 78.2% de los afios
perdidos por esta causa, en el afio 2003, en Cuba. Por lo que constituyen el grupo etareo
que mayores tasas de mortalidad y afios de vida potenciales reportan. Este es un grupo

de edad de alto riesgo.

47



Grafico No. 3: Tasas de mortalidad por Influenza y Neumenia segun
grupos de edades y sexo. Cuba 2001-2003.
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Grafico No. 4: Tasas de Afios de Vida Potencialmente Perdidos por
Influenza y Meumonia segun grupos de edades y sexo. Cuba 2001-
2003.
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Factores de riesgo con mayor representacion en la
carga global de la enfermedad

Factor de Riesgo % Contribucion con la CGM
Malnutricion 15.8%
Calidad de agua 6. 7%
Sexo inseguro 3.7%
Aleaohaol 3.3%
Contaminacion ambiental 3.3%
Tabacao 3.1%
Riesgos ocupacionales 2.6%
Hipertension 1.5%
Inactividad fisica 1.0%
Drogas ilicitas 0.5%
Polucion ambiental domestica 0.4%




En conclusion, estas son las principales caracteristicas de la incidencia de influenza en
Cuba lo cual justifica nuestro estudio.

e 4ta causa de muerte / todas las edades.

e Entre 5000 y 6900 fallecidos anualmente.

e 2004: 8,1% el total de fallecidos (26% de incremento en relacion al 2003).

e 5Sta causa de afios de vida perdidos.

e Los mayores de 65 afios aportan el 56,4% y dentro de ellos los mayores de 85

aflos aportan el 53% (1405).

e 5 millones de consultas (25 — 30% de las consultas externas).

e Alrededor del 30% de las hospitalizaciones.

e Primera causa de mortalidad hospitalaria (de 1447 ingresos en los dos ultimos

afos, falleci6 el 32%, en Cienfuegos).

A continuacidon analizaremos varios casos de epidemias de influenza con el objetivo de
demostrar la utilidad de las herramientas matematicas y computacionales en el andlisis
del desarrollo y diseminacion de una epidemia de influenza. Contamos con datos
estadisticos de dos brotes ocurridos en diferentes paises y en diferentes momentos. Uno
en la ciudad de Nueva York, donde toda la poblacion estuvo a expensas de contraer la

enfermedad y otra en Inglaterra dentro de un internado de adolescentes.

Un caso de influenza en los Estados Unidos de América

Durante el invierno de 1968-1969, la ciudad de Nueva York fue afectada por un virus de
influenza. Por diversas razones la epidemia se extendid y afectd a una gran parte de la
poblacion. Analizaremos entonces la progresion de esta enfermedad en una poblacion
urbana, la ciudad de Nueva York.

Los datos con los que contamos estan referidos a las muertes ocurridas en el periodo en
que se prolongd la enfermedad Esta enfermedad ocasioné un ntiimero considerable de

muertes como se aprecia a continuacion.
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Semana Promedio de
muertes
1 14
2 28
3 50
4 66
5 156
6 190
7 156
8 108
9 68
10 77
11 33
12 65
13 24

200

Fromedio 150

de
tmuette 8 100

50

Las figuras reflejan proporcionalmente el levantamiento y declive subsiguiente en el
nimero de casos nuevos de gripe. Analizaremos entonces la transmision de tal
enfermedad de manera que podemos predecir lo que puede pasar con epidemias
similares en el futuro.

El objetivo fundamental es saber el nimero de personas que se infectan en un tiempo
dado, durante una epidemia de gripe. Si tenemos en cuenta el movimiento hacia fuera 'y

dentro del 4rea de infeccion, entonces toda la poblacion es susceptible a la enfermedad.
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Por tanto, la poblacion total N de Nueva York en aquel momento era de
aproximadamente 7.900.000 y por tanto esta cifra serd considerada el valor de N. Esta
poblacion se divide en tres grupos diferentes: Los que se infectan, los que se han
recuperado y los que se mantienen susceptibles.

Para investigar el desarrollo de esta enfermedad utilizaremos el modelo SIR descrito en
el capitulo anterior.

En este modelo descrito mediante ecuaciones diferenciales la variable independiente es
el tiempo ¢, medido en dias. Consideramos dos juegos relacionados de variables
dependientes.

Consideremos como variable dependientes las siguientes:

S = S(¢) es el nimero de individuos susceptibles,
I = I(t)es el nimero de individuos infectados
R = R(¢) es el nimero de individuos recuperados.

El modelo seria entonces el descrito en (0.5) — (0.7).
Para simplificar el mismo se introducen las variables que representan una fraccion de la
poblacion total en cada uno de las tres categorias. Asi, si N es la poblacion total

(7,900,000 en nuestro ejemplo), tenemos:

S (t) = %t) Fraccion de susceptibles de la poblacion.

7 (t)= %t) Fraccion de infectados de la poblacion.
~ R(1) ., .y
R(t) = TFraccmn de recuperados de la poblacion.

Pareceria mas natural trabajar con la poblacién total, pero, en cambio, algunos de
nuestros calculos seran mas simples si usamos las fracciones de las variables. Los dos
juegos de variables dependientes son proporcionales el uno al otro, por lo que nos
aportaran la misma informacion sobre el progreso de la epidemia.

En el momento que ocurre la epidemia apenas existian personas inmunes, corria la
década del 60 en Nueva York, casi toda la poblacion estaba susceptible. Asumiremos
que inicialmente existian alrededor de 10 personas infectadas. Asi, nuestros valores
iniciales para las variables de la poblacion son:

S(0) = 7.900.000
1(0) =10
R(0)=0
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Como estamos trabajando con las fracciones de las variables expresamos las

condiciones iniciales en funcion de estas fracciones:

S0)=1
7(0)=127x10"°
R(0)=0

Nuestro modelo completo es:

ds

—=-b5(0T @)

dl

~

dR

t =bS(OIT)-kI®)

=k1(r)

S(0)=1
1(0)=1,27x16"°

R(0)=0

(3.1)

Aun no sabemos los valores de los parametros b y k, pero podemos estimarlos, y

ajustarlos. Se estima que el periodo medio de incubacion de esta enfermedad es de

. , 1 .. :
aproximadamente tres dias, de manera que k = 3 Si suponemos que cada infectado

: : , 1 e
contagia por contacto a un susceptible cada dos dias, entonces b = E.Hacemos énfasis

en que estos, son valores estimados a partir del progreso de esta enfermedad.

A continuacion mostramos una implementacion de este ejemplo en el paquete
MATHEMATICA versién 5.1.
(* MODELO PARA EL ANALISIS DEL BROTE DE INFLUENZA EN NUEVA

YORK¥*)
b=1/2;
k =1/3;
DE1l = D[s[t], t] = (-b)*s[t]l*i[t]
DE2 = D[i[t], t]l== b*s[t]l*i[t] - k*i[t]
DE3 = D[r[t]l, t] = k*i[t]
SIRsys = {DEl, DE2, DE3}
, 1
s'[t] - -5 i[t] s[t]
iy - D s
== — + —
3 2
, it
rit] =
3 _
/ 1 3 =7/ I[t] 1 =
(STt =S itsit, Vit = -~ =« - it s, rig

initial= {s[0]

1,i[0] ==

1.27*10~(-6),r[0] ==
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{S[O] == 1, i[O] == 1-27)( 10_6, r[O] == O}
NDSolve[Join[SIRsys,initiall, {s,i,r},{t,0,150}]
{{s—=InterpolatingFunction[{{0.,150.}},<>],i—»>Interpolating

Function[{{0.,150.}},<>],r>InterpolatingFunction[{{0.,150.
Pro<>1}}

solution = Flatten[%];

splot = Plot[Evaluatel[7
900000*s[t]/.solution[[1]]1],{t,0,150},PlotStyle-»RGBColor[0
,0,1]1,DisplayFunction-»Identity];

iplot = Plot[Evaluatel[7
900000*i[t]/.solution[[2]]1],{t,0,150},PlotStyle-»RGBColor[1l
,0,0],DisplayFunction-»Identity];
rplot = Plot[Evaluatel[7
900000*r[t]/.solution[[3]11],{t,0,150},PlotStyle-RGBColor|[0
,1,0],DisplayFunction—»Identity];
Show[splot, iplot, rplot,AxesLabel-{"t","s,i,r"},DisplayFunc
tion-»$DisplayFunction]

R . L ‘ ‘ t
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=-Graphics-
El grafico muestra que el nimero maximo de infectados estuvo cercano a un millon.
Atendiendo a que el valor inicial de S era el total de la poblacion y que el valor del

umbral:
p= %N =0.67* N =4740000 < S, = 7900000,

entonces se demuestra que hubo epidemia.

S, 790

Por otro lado, la tasa de reproduccion, R, = —> = ye) >1, lo cual verifica que si hubo
Yo,

epidemia.
La influencia del valor del parametro b, recordemos que significa tasa de infeccion, se

apreciaria si realizamos un cambio en el valor de este parametro y de nuevo hiciéramos
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una prueba con el programa anterior. Supongamos que la frecuencia de contacto de un
individuo infectado con otro susceptible se realiza todos los dias en que transcurre la

epidemia, el grafico de este proceso seria:

s,i,r
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240° |

1:0° t

- ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ t
40 60 80 100 120 140

Como se aprecia, al crecer el valor de b aumenta el ritmo de infestacion y por tanto
tiende a un brusco crecimiento del nimero de infectados, el valor maximo aumenta a un
valor cercano a los dos millones, en ambos casos se demuestra lo expuesto en el

capitulo II: cuando el valor de t — oo, I(t) > 0.

De esta manera sin conocer los datos reales del comportamiento del nimero de

infectados por dia logramos conocer datos importantes del desarrollo de la epidemia.

Un caso de influenza en Inglaterra

Este caso ocurri6 en un internado inglés en el afio 1978.

Los datos del comportamiento de esta enfermedad en aquella ocasion fueron publicados
en un diario inglés “The Lancet” con todos los detalles estadisticos de la epidemia de
gripe, donde estudiaban 763 alumnos (N) y se supone que uno de ellos comenzo6 a
trasmitir el virus 7(0)=1.

Se conoce que 512 estudiantes fueron recluidos y aislados, durante la epidemia que se
prolong6 desde el 22 de Enero hasta el 4 de Febrero de ese afo.

Esta epidemia llegd a ser severa dentro de esta poblacion tal y como muestra la tabla:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 (11 |12 |13 |14

1 2 5 20 |80 |220 ]300 |250|230|190|130|80 |40 |5 1

Este comportamiento se muestra en la figura que sigue:
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La ventaja de este ejemplo es que al estar recluidos los infectados era muy féacil
contabilizar el nivel de infestacion y de recuperacion, esto significa que I(?) y R(?)
pueden tomarse directamente, lo cual no ocurria en el ejemplo anterior.

Los datos principales son:

N =763

S, =762

I=1

p =202

Si tenemos en cuenta que en este ejemplo toda la poblacidon considerada se encontraba

en un internado, suponemos que en menos de un dia cada infectado hacia contacto con

un susceptible, proponemos entonces que el valor sea 0.6, de esta forma la tasa de
recuperacion es igual a 2.18 x107°.

Las condiciones para que una epidemia ocurra son: S,> p , como se satisface
claramente se demuestra la existencia de la epidemia.

800r
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La grafica demuestra que hay una cercania entre la dispersion de los puntos y la grafica

de la solucion analitica.

Estos modelos tienen la ventaja de que no es preciso ser un experto en la materia para
hacer un uso apropiado de ellos. Sin embargo, dada la compleja naturaleza de la
dindmica de transmision de algunas enfermedades infecciosas, también existen modelos
muy complejos que a menudo son incomprensibles para el profano en la materia. Por lo
tanto, para hacer un uso adecuado de ellos se necesitan mayores herramientas
matematicas y computacionales. Por otro lado, vale la pena mencionar que no existe una
metodologia sistematica para la modelacion y pruebas de hipotesis de enfermedades
infecciosas para profesionales de la salud.

Por ello es importante que los profesionales de la salud tengan conocimiento de la
existencia de estos modelos y fortalezcan su colaboracion con modeladores de
enfermedades, para disefiar en forma conjunta medidas eficaces de control y
erradicacion de enfermedades infecciosas.

Por tultimo, es prudente mencionar que dado que el mundo actual es cada vez mas
interconectado e interdependiente, las amenazas de brotes de epidemias son muy altas,
por lo que es sumamente importante fortalecer un sistema de vigilancia epidemiologica
para prevenir y combatir la aparicion de enfermedades infecciosas capaces de alterar la

salud y la economia.
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Conclusiones

l.

El empleo de modelos matematicos para dinamica de poblaciones permite
abordar diferentes problemas relacionados con la ecologia y la medicina, en lo
que es necesario considerar la edad.

La modelacion matematica aplicada al estudio de epidemias proporciona
informacioén util para tomar decisiones, e instituir medidas operativas en el
control o erradicacion de una enfermedad infecciosa.

Modificando los parametros del modelo se pueden representar o descubrir
situaciones que dificilmente se pueden obtener mediante experimentacion. Por
lo tanto, contribuyen a prevenir futuras situaciones patologicas, determinar la
prevalencia e incidencia y coadyuvar a tomar decisiones objetivas para el control
o erradicacion de las enfermedades infecciosas.

La aplicacion de los paquetes computacionales como el MATHEMATICA
permiten obtener informaciéon en breve tiempo y ajustar condiciones para
estudiar enfermedades tan importantes como la influenza, la tuberculosis y el

VIH con incidencia en nuestro pais.
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Recomendaciones

Los sistemas que hemos valorado son sistemas deterministas. Se recomienda

analizar variantes estocasticas de estos sistemas

Se encuentran soluciones a problemas de dindmicas de la poblacion

estructuradas segun edad, este resultado puede aplicarse a otras estructuras.
Aplicar modelos SIR del tipo Ecuaciones en Derivadas Parciales.

Extender este analisis al estudio de enfermedades como el SIDA, el Dengue y la

tuberculosis que afectan nuestro pais.
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