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RESUMEN
]

La Geometria Fractal es una nueva manera de ver la matematica en la

naturaleza. En la actualidad tiene un notable aumento en cuanto a su desarrollo
tedrico y aplicado. A pesar de ser ideal para describir los procesos naturales,
no se explota a cabalidad todo su potencial. Por tanto, en el presente trabajo se
presenta como una herramienta para agilizar el proceso de actualizacién
cartografica. A partir del algoritmo Box-Counting, se determina la dimension
fractal Box-Counting de los objetos naturales para utilizarla como un indicador
de comparacién en cuanto a la capacidad que tiene el objeto de ocupar espacio
en el terreno, y poder determinar asi la necesidad de llevar a cabo dicho

proceso.




SUMMARY
=S,

Fractal Geometry is a new way of mathematics’ nature behavior. At present, it
has a remarkable increase in theoretical and applied development’s theory.
Although it’s ideal for describing natural processes, its full potential is not fully
exploited. Therefore, in this paper is presented as a tool to streamline process
of cartographic updating criteria. From the Box-Counting algorithm, it calculates
the fractal dimension of natural objects to be used as a comparison index in
terms of the capacity of the spatial domain object in terrain surface, and thus
determine the need for carry out this actualize process.
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INTRODUCCION

Los avances de la matemética vinculados a la geografia, asi como a la
complejidad de los fractales y su presencia constante en el entorno antrépico,
son problemas abordados y carentes de respuestas en diversas ramas del
saber. La presencia de leyes fisico-mateméaticas que sustentan los
fundamentos bésicos de la cartografia digital posee sus origenes en la
geometria euclidiana, la cual se considera poco recomendable para abordar
fenomenos del tipo multi-escala, dimensiones fraccionarias; por citar algun

ejemplo al medir con méas exactitud, la longitud de una costa aumenta.

La geografia, desde sus principios ha estado relacionada de manera muy
intima con las matematicas. Ambas han crecido de manera tan espectacular,
gue parecerian haberse alejado sin posibilidad de reconocerse mutuamente a
punto de parecer dos ciencias independientes, pero a su vez dejando

beneficios mutuos a ambas disciplinas.

La recopilacion de datos acerca de la distribucion espacial de la superficie del
planeta y su representacion cartografica ha sido una necesidad vital de
cualquier sociedad. Desde las primeras civilizaciones, como es el caso de los
agrimensores romanos hasta los tiempos de la tecnologia satelital, pasando por
los navegantes y gedgrafos, la recogida de datos espaciales ha sido continua y
ha dado como resultado todo tipo de diversos mapas. En el siglo XVIIl, los
estados europeos alcanzaron un nivel de organizacion tan elevado que les
permitio crear cuerpos encargados de la elaboracion de mapas topograficos de

todos sus territorios.

Los avances tecnoldgicos en el estudio cientifico de la superficie de la tierra,
generd la necesidad de cartografiar nuevas regiones y cubrir mayores
distancias. El desarrollo del conocimiento y de la gestiéon de los recursos
naturales, tales como geoldgicos, geomorfologicos, edaficos, ecoldgicos,
hidrolégicos o de uso del suelo, que tuvo sus inicios en el siglo pasado, ha
continuado aprovisionandonos de nuevas necesidades de cartografias
teméaticas (Duefias & Alvarez, 2010). Surge entonces la definicion de la
cartografia como ciencia que se encarga de representar la forma de la
superficie terrestre en un plano, basado en las leyes fisico-matematicas que

fundamentan la validez de un sistema de proyeccion.
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La tecnologia de los Sistemas de Informacién Geografica (SIG), constituye una
de las herramientas comunes de manejo de informacion, ya que al usar el
modelo de base de datos geoespaciales se asocia un conjunto de informacion
gréfica en forma de planos o mapas a bases de datos digitales. Esto
sintéticamente quiere decir que los SIG tienen como caracteristica principal que
el manejo de la informacion gréfica y alfanumérica se realiza de forma
integrada, pudiendo abordar de este modo aspectos de alta complejidad
relacional en el tema planteado .

Ademas, es cierto que uno de los principales problemas de los SIG es la
Informacién Geogréfica (IG) a partir de los elementos nativos (punto, linea,
area, celdas) por los cuales se puede realizar cualquier representacién del
entorno. Si se considera lo voluminosa que es la IG en comparacion con las
bases de datos tradicionales que se gestionan, se requiere de un hardware
mas potente y plataformas informéaticas de mayor desarrollo en cuanto a
velocidad de célculo y gestion de la informacion. Utilizando un enfoque fractal,
es decir, la dimension fractal de los objetos mas relevantes en el terreno, el
problema de la representacion no solo se resume a una solucion béasica de
geometria, sino que el factor escala se convierte en un elemento importante a
considerar. (Alvarez & Gomez, 2008; Duefias & Alvarez, 2010; Méndez J. &

Rosales B., 2005; Ramos, 2001).

Los SIG generalmente son adimensionales, por lo que la nocion del enfoque
multiescala es una solucion alternativa que posibilita la cartografia digital
cuando se utiliza la teoria fractal. Logicamente, no sélo la linea de costa, por
citar un ejemplo, es fractal, también lo son otras lineas como los margenes de
los rios, los bordes de lagos y pantanos, las vertientes de aguas, los perfiles
gue describen el relieve y también aquellos otros fendmenos que pueden ser
considerados como superficies 0 volumenes, tienen en ocasiones, en mayor o
menor medida, un caracter fractal, es decir, presentan mayor riqueza de
detalles al aumentar la escala: el relieve de las montafas, las cadenas

montanosas, el fondo marino.

Es por ello que la informacién geografica puede dividirse en dos grandes

grupos: todo aquello cuya morfologia se debe a fenbmenos naturales, cuya
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geometria es fractal; y todo aquello que ha sido construido por el hombre, cuya
geometria no es fractal en el rango de escalas habituales.

La Geometria Euclidiana pudiera ser la herramienta que permita relacionar la
cartografia y la mateméatica. Entonces, ¢por qué a menudo se describe la
geometria como algo frio y seco? Una de las razones es su incapacidad de
describir la forma de una nube, una montafia, una costa o un arbol. Ni las
nubes son esféricas, ni las montafias conicas, ni las costas circulares...
(Mandelbrot, 1982). Las figuras comunes de la geometria clasica o euclidiana
no son las mas adecuadas para generar formas complejas como la hoja de un

helecho o el perfil de una montafia.

Su limitacibn se debe a que tienden a perder su estructura cuando son
ampliadas; un arco de circulo se transforma poco a poco en una recta; la
superficie de una esfera se hace cada vez mas plana. La Geometria Fractal ha
llegado como la solucion matematica al problema existente en la naturaleza
gue no se podia expresar mediante formulas o cartografiar en planos. En la
naturaleza hay abundantes ejemplos de formas pertenecientes a la geometria
euclidiana (hexagonos, cubos, tetraedros, cuadrados, etc.) pero en esta
diversidad también existen objetos que eluden la descripcién euclidiana. Los
fractales permiten modelar, por ejemplo, objetos tales como una hoja de

helecho o un copo de nieve.

La Geometria Fractal es bastante reciente en la matematica, su desarrollo se
ha acelerado debido tanto a su gran cantidad de aplicaciones en diferentes
campos de la ciencia y la tecnologia como al desarrollo de las computadoras.
Estudia figuras altamente irregulares generadas a través de procesos
recursivos que tienen como caracteristica fundamental autosimilaridad y
dimension no entera. Lo primero significa que poseen alguna propiedad
invariante bajo el cambio de escala, por ejemplo, a veces la rama de un arbol
estd compuesta por pequefias ramas que tienen una forma muy parecida a la
totalidad de la rama. Lo segundo significa que no posee las dimensiones
usuales: uno, la de la linea; dos, la del plano y tres, la del espacio. Es decir,
son figuras que pueden habitar en espacios intermedios, por ejemplo,
encontrarse en el plano y en el espacio. Lo fundamental es reconocer cada una

de las caracteristicas del fractal y de su construccién (Aguilera, 1995).
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En la actualidad es de suma importancia la actualizaciones cartogréafica, si se
considera que un mapa estd envejecido cartograficamente en un periodo de 5
afios segun varios autores (Dalda, Cano, Gonzalez, & Sanchez, 2003; Franco,
2000; Greenwalt & Shultz, 1962; Pellicer, 1980; Ramos, 2001; Salitchev, 1979).
Se hace necesario actualizar los planos cartogréaficos nacionales a escala 1:
25000 que fueron creados en una campafa fotogramétrica alrededor del 1980.

Este problema se ha logrado solucionar con fotos parciales de diferentes
épocas en el mismo mosaico provenientes de diferentes fuentes aero-
satelitales. Esta solucion cre6 diversas situaciones problematicas en las que los
elementos a cartografiar no son continuos o desaparecen en la imagen
contigua, de aqui el error o incertidumbre que existe asociada a este proceso;
coloca al cartografo en el centro de todo proceso para definir con su
experiencia vivencial qué es cierto y qué no. Es por ello que el mantener al dia
toda la informacion acerca de los terrenos, la distribucion de las aguas y el

desarrollo poblacional cobra mayor importancia.

Acontecimientos como el avance de la erosion, el progreso de los incendios
forestales, la expansion de las ciudades o la invasion de una plaga forestal,
pueden ser seguidos e interpretados espacialmente gracias a la incorporacion
de estas informaciones a bases de datos digitales computarizados. En Cuba es
ampliamente utilizado el software Google Earth y el SAS Planet como
proveedores de estas imagenes para llevar a cabo la actualizaciéon cartografica

en el pais.

Dada la evidente relacion entre la Geometria Fractal -conocida también como
la geometria de la naturaleza- y la geografia, no seria descabellado tratar de
usarla en el proceso de actualizacion cartogréfica, pues a primera vista deberia
ser una herramienta poderosa en estos trabajos. El poder identificar objetos
naturales por su dimension fractal y garantizar geometrias cartograficamente
complejas acorde a los fendmenos naturales, implica una solucion préactica a la
cual se enfrentan los dibujantes y cartdégrafos en la confeccion de planos y

mapas actu almente.
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Teniendo como campo de estudio la Geometria Fractal y la cartografia digital,
se ha podido evidenciar el poco aprovechamiento de la teoria que brinda la

Geometria Fractal para la realizacion de las actualizaciones cartogréficas.

Todas las problematicas previamente comentadas, posibilitaron plantear el
siguiente problema cientifico:

¢Como se puede utilizar la teoria matemética de fractales para actualizar los

objetos lineales a cartografiar con la utilizacion de imagenes aereosatelitales?
Por tanto, se presenta como
Objetivo general:

1. Proponer la dimensién fractal Box-Counting como indice decisor en el
proceso de actualizacion cartografica de objetos naturales a partir de

imagenes aereosatelitales.
Para ello se pretende llevar a cabo los siguientes
Objetivos Especificos:

1. Organizar la bibliografia especializada en la teoria de fractales y el
proceso de actualizacion cartografica a partir de imagenes
aereosatelitales para la deteccion de los principales autores, topicos y

tendencias actuales en el tema de la investigacion.

2. Seleccionar un algoritmo matematico que utilice la teoria de la

fractalidad para identificar patrones lineales y su variacion espacial.

3. Comprobar el uso de la dimension fractal Box-Counting como indice
espacial en el proceso de actualizacion cartografica a partir de imagenes

aereosatelitales a diversas escalas de objetos naturales.

Para cumplir estos objetivos, se proponen las tareas de investigacion

siguientes:

1. Determinacion de los referentes tedricos en la teoria matematica de la
Geometria Fractal relacionados con los elementos basicos sobre la

actualizacion cartografica.
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2. Utilizacion del software SAS Planet y otras plataformas similares en la
obtencion de imagenes aereosatelitales.

3. Comprobacion del posible uso de la dimension fractal Box-Counting
como indice decisor en la actualizacion cartografica a partir de la
comparacién de las dimensiones de objetos naturales cartografiados

anteriormente.

4. Valoracion de los resultados tedricos y practicos obtenidos al aplicar el

proceso de comparacion propuesto en una zona de estudio conveniente.

La contribucion teérica de este trabajo estd dada por la aplicacién de
fundamentos matematicos de la teoria de la Geometria Fractal que aportan el
como decidir si es necesario el proceso de actualizacion cartografica a objetos

fractales que requieren ser cartografiados sistematicamente.

El aporte practico consiste en presentar un indice fractal que permite decidir si
es necesario o no llevar a cabo el proceso de actualizacion cartografica a partir
de calcular la dimension fractal de un objeto natural cartograficamente complejo

y compararlo con ese mismo objeto en otras escalas y en diferentes momentos.

Para el desarrollo coherente de las tareas son utilizados distintos métodos de

investigacion, los cuales han sido:

Métodos del nivel tedrico

e Analisis-sintesis

Al realizar la revision bibliografica, para reconocer las caracteristicas
principales de la teoria fractal, la informacion geografica (IG), la cartografia

digital y los Sistemas de Informacion Geogréaficos (SIG).
e Induccién-deduccion

Posibilité realizar inferencias y deducciones de los principales sustentos
tedricos que fundamentan la investigacion, permitiendo la creacién de nuevas
ideas que condujeron a la solucién de la problematica presentada, como fue la

posible utilizacién de los fractales en la actualizacién cartografica.
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Historico-logico

Se utiliz6 para ver la evolucién del tema, principalmente en el proceso de

evolucién de la cartografia clasica a la cartografia digital expresada en SIG o

Infraestructuras de datos espaciales, viendo asi la necesidad de utilizar nuevas

teorias matematicas en el tema objeto de estudio para la aceleracion del

proceso de actualizacion cartografica de los datos (IG).

Métodos del nivel empirico

Anélisis documental

Este método fue considerado para la revision bibliografica de un grupo

relevante de documentos relacionados con el tema, el cual incluye articulos,

libros, tesis, datos de la practica y sitios de Internet. Los documentos mas

valiosos para la configuracion del trabajo han sido:

La Geometria de la Naturaleza. Benoit Mandelbrot. 4ta Edicion. 1999
Geometria Fractal y Geometria Euclidiana. Vera W. de Spinadel. 2002
Fractals Everywhere. Michael Barnsley. 2000

Introduccion y Principio de Investigacion de los SIG. M. Alvarez, A.
GoOmez. 2008

El trabajo de diploma se estructura de la siguiente forma:

Capitulo 1. Elementos teoricos de la dimension fractal y el proceso de

actualizacion cartografica.

En este capitulo se dara una introduccion a la terminologia necesaria
para entender el proceso investigativo, la definicion de fractal, su
representacion en la naturaleza, el proceso histérico evolutivo del tema,
asi como su vigencia y necesidad. Ademas, se introducird un andlisis de
la bibliografia consultada a partir del trabajo con procesadores

bibliograficos.

Capitulo 2. Fundamentos algoritmicos asociados a la determinacién de

la dimension fractal.

El algoritmo de Box-Counting sera eje fundamental en el desarrollo de

este capitulo, su origen, su evolucion y la teoria que encierra seran
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expuestas como predmbulo de las herramientas a utilizar en la creacion
del algoritmo para la actualizacion cartogréfica mediante la teoria de
fractales.

Capitulo 3. Propuesta de actualizacion cartogréfica a objetos naturales a
partir de un algoritmo de dimension fractal.

La exposicién de los resultados obtenidos y cdmo se llegd a ellos sera
tratada en el tercer capitulo, todo el proceso de investigacion practico,
asi como los aportes alcanzados seran presentados e interpretados

técnica y matematicamente.

Como elementos de validacion y presentaciéon de los resultados alcanzados se
listan los principales logros alcanzados por el autor en la participacion en

eventos nacionales e internacionales, premios y publicaciones:

1. Poster: Propuesta para introducir los conceptos basicos de la geometria
fractal, 2016. CIFAC’ 2016 Universidad Central “Marta Abreu” de la
Villas, Cayo Santa Maria, Villa Clara, Cuba.

2. Forum de Ciencia y Técnica Facultad de Matematica, Fisica y
Computacion, Destacado con: La Geometria Fractal en el proceso de
actualizacion cartografica, 2018. Universidad Central “Marta Abreu” de la
Villas, Ciudad de Santa Clara, Villa Clara, Cuba.

3. Forum de Ciencia y Técnica Empresa de Investigaciones y Proyectos
hidraulicos de Villa Clara (IPH VC), presentando: La Geometria Fractal
en el proceso de actualizacion cartografica, 2018. Empresa de
Investigaciones y Proyectos hidraulicos de Villa Clara (IPH VC),
Universidad Central “Marta Abreu” de la Villas, Ciudad de Santa Clara,

Villa Clara, Cuba.
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CAPITULO 1. ELEMENTOS TEORICOS DE LA DIMENSION FRACTAL Y
EL PROCESO DE ACTUALIZACION CARTOGRAFICA

CAPITULO 1. ELEMENTOS TEORICOS DE LA DIMENSION FRACTAL Y EL PROCESO DE

ACTUALIZACION CARTOGRAFICA
1.1 FRACTALES. HISTORIA, BELLEZA Y ACTUALIDAD

Hace unos cuatro mil quinientos millones de afios se formo el planeta sobre el
gue todos los seres humanos viven. En aquel pasado remoto la tierra caliente
comenz6 a enfriarse rapidamente y a la actividad volcanica se uni6é pronto el

agua condensada sobre la superficie.

Empez6 el juego del fuego y el agua, que junto con el viento dibujaron las
formas de la naturaleza inanimada, del mundo mineral. Son formas complejas
generadas por la repeticion de simples mecanismos que machaconamente,
segundo a segundo, van conformando una geometria en la que predomina la

curva y la ramificacion (Juan Manuel Garcia Ruiz, 2009).

Figura 1 Imagen aérea de un rio.

Figura 2 Pozo natural de agua.

A las fuerzas geoldgicas que dibujaban las formas de la tierra se le unié la vida
hace unos tres mil millones de afios. Lo hizo como el fiel aprendiz del taller
mineral, copiando, retocando aqui y alla, pero sin romper el estilo del maestro.

La geometria de la vida se funde con la geometria de la tierra en un Unico
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paisaje donde predominan las curvas y las ramificaciones, el paisaje natural
(Juan Manuel Garcia Ruiz, 2009) (Figura 1).

Hace menos de un par de millones de afios aparecié en este planeta el ser
humano y, como una especie mas de la evolucién de la vida, dibujaba sobre la
tierra sus senderos en busca de caza o de agua, senderos que se ajustaban
suavemente al relieve mineral, o que se bifurcaban, como los que resultan del
continuo paso de los animales que buscan en las mafianas del verano el agua.
(Figura 2).

¢Por qué la humanidad dio la espalda a las formas sinuosas y ramificadas de la

naturaleza y se decant6 por la linea recta, el circulo y la esfera?

Cuando aparece sobre la Tierra, tan soélo tenia tres ejemplos de esa geometria
en los que basarse, tres formas que eran distintas a todas las demas: la linea
del horizonte, una recta interminable y los circulos perfectos en el ocaso del Sol

y la Luna, y el iris de los ojos de sus congéneres cuando le miraban.

¢ Por qué se ha roto el patron natural que venia dibujando la piel de la tierra

desde su formacion hace cuatro mil quinientos millones de afios?
La respuesta es: para medir.

La geometria euclidiana es un monumento intelectual. Uno de los hitos del
pensamiento deductivo que basandose en cinco axiomas crea un sistema de
descripcion del mundo que colmo6 las necesidades de las ciencias de la
naturaleza, de la Historia Natural, hasta bien entrado el siglo XIX (Amir Al-
Majdalawi Alvarez, 2006).

Pero hoy en dia, se ha llegado a un punto en el que esa abstraccion que realiza
la geometria euclidiana no es suficiente para entender la verdadera
complejidad del mundo natural. Nuestra forma de ver el planeta ha cambiado,
pero no fue facil para geografos como Richardson o matematicos como
Mandelbrot convencer al mundo cientifico de que la geometria euclidiana que
se usaba desde los tiempos clasicos no servia para describir la naturaleza;
Benoit Mandelbrot propuso el uso de una nueva geometria, la Geometria
Fractal, que describe mejor la complejidad de las formas naturales, porque

esas formas son objetos fractales(Juan Manuel Garcia Ruiz, 2009).
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La Geometria Fractal, cuyos primeros desarrollos datan de finales del siglo
pasado, ha recibido durante los ultimos cuarenta afios, desde la publicacion de
los trabajos de Mandelbrot, una atencién y un auge crecientes. Lejos de ser
simplemente una herramienta de generacion de impresionantes paisajes
virtuales, la Geometria Fractal viene avalada por la teoria geométrica de la
medida y por innumerables aplicaciones en ciencias tan dispares como la

Fisica, la Quimica, la Economia o, incluso, la Informatica.

Al mundo de los fractales muchos llegan (el autor incluido) atraidos por el
estallido de color de alguna representacion del conjunto de Mandelbrot o de un
conjunto de Julia. Sin embargo, una vez que se profundiza en la magia de los
fractales, no se sabe qué admirar mas, si las cascadas multicolor o la belleza
de las matematicas que las engendran(Juan Antonio Perez Ortiz, 1998).

A pesar de que la historia de los fractales comienza en los ultimos afios del
siglo XIX, gran parte del XX permanece ajena a ellos. En las ultimas décadas
de ese siglo, y casi paralelamente a la evolucion de la investigacion de los
sistemas caodticos, los fractales van cobrando un auge creciente, hasta

convertirse en un concepto cada vez mas extendido en todas las ciencias.

A finales del siglo XIX, el matematico Charles Hermite tildaba de “plaga
lamentable” (Juan Manuel Garcia Ruiz, 2009) la fascinacion que algunos otros
matematicos sentian por determinadas curvas que desafiaban los cimientos de
la geometria de la época. Muchos como él consideraban patolégico aquel tipo
de curvas, desentendiéndose de sus insolitas propiedades. Uno de aquellos
primeros monstruos geométricos era el denominado conjunto de Cantor. Su
definicion es muy sencilla: se toma un segmento de determinada longitud (por
ejemplo, el intervalo [0, 1] de la recta real) y se divide en tres subsegmentos de
igual longitud, se suprime el segmento central y el proceso se repite con los
dos nuevos segmentos resultantes. El resultado de iterar este proceso infinitas

veces (paso al limite) es el conjunto de Cantor.

Ahora bien, ¢tiene elementos el conjunto de Cantor? Un espectador
infinitesimal que contemplase la iteracién anterior durante una eternidad, ¢no
terminaria por ver desaparecer la totalidad de los puntos? El consolidado
sistema de medidas de la época (medida Lebesgue) daba para dicho conjunto

longitud nula.
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En 1890, Peano ide6 otro de estos “monstruos”. una curva que rellenaba el
plano. ¢Cémo podia una region cuadrada del plano ser una curva? Afos mas
tarde, Hilbert ide6 una curva con idéntica propiedad, pero de méas sencilla

elaboracion.

Otro ejemplo lo constituye la curva ideada por el matematico sueco Helge von
Koch en 1904. Un segmento se divide en tres partes iguales, sustituyendo la
central por los dos segmentos que junto a dicha parte formarian un triangulo
equilatero. El proceso se repite ad infinitum con los cuatro segmentos
resultantes. La curva de Koch oculta otra caracteristica sorprendente: un

perimetro infinito aloja un &rea finita.

Todas estas formas que se retuercen sobre si mismas terminaron por
revolucionar muchos de los conceptos dados por validos hasta el siglo pasado,
desembocando en la denominada teoria geométrica de la medida desarrollada
en las primeras décadas del siglo XX. Uno de los aspectos mas relevantes
surgidos de esta teoria es la redefinicion del concepto de dimension a cargo de

Hausdorff, que permite que estas curvas tengan dimension fraccionaria.

Asi la curva de Koch tiene una dimension de Hausdorff de 1,2618 lo cual indica
gue esta mas cerca de ser una recta (dimension 1) que un area (dimension 2).
La curva de Hilbert, por tanto, tiene una dimension de Hausdorff de 2. Los
trabajos de Hausdorff fueron continuados durante la década de los afios 20 por

Besicovitch derivando en la teoria geométrica de la medida.

Hoy en dia todas las curvas anteriores se incluyen dentro de una clase mas
amplia de objetos matematicos denominados fractales. El término fue acufiado
por Benoit Mandelbrot (descubridor de uno de los mas bellos y complejos
conjuntos matematicos, que lleva su nombre) hace apenas cuarenta afos
como un neologismo derivado de la palabra latina fractus!, estando atn por
establecer una definicion exacta y definitiva del término. Sin embargo, de algo

no hay duda: las curvas descritas anteriormente son genuinamente fractales.

Basicamente los fractales se caracterizan por dos propiedades: autosemejanza

(o autosimilitud) y autorreferencia. La autorreferencia determina que el propio

1 Aunque Mandelbrot definié el sustantivo fractal con género femenino, son raras las
referencias en castellano que se refieren a “las fractales”.
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objeto aparece en la definicion de si mismo, con lo que la forma de generar el
fractal necesita algun tipo de algoritmo recurrente. La autosemejanza implica
invariancia de escala, es decir, el objeto fractal presenta la misma apariencia
independientemente del grado de ampliacién con que se mire. Por mas que se
amplie cualquier zona de un fractal, siempre hay estructura, hasta el infinito,

apareciendo muchas veces el objeto fractal inicial, contenido en si mismo.

De todas formas, no fue hasta los afios 70 del siglo pasado que comenzaron a
vislumbrarse las aplicaciones de los fractales. En su tan citada obra The Fractal
Geometry of Nature, Mandelbrot razon6 que la naturaleza entiende mucho mas
de Geometria Fractal que de geometria diferenciable. La Geometria Fractal
aborda el estudio de formas geomeétricas no diferenciables o quebradas a

cualquier escala que se miren.

La geometria diferenciable, por otra parte, asume que a pequefa escala formas
gue no lo son se suavizan, con lo que se pierde la perspectiva global del objeto.
La Geometria Fractal ofrece un modelo alternativo que busca una regularidad
en las relaciones entre un objeto y sus partes a diferentes escalas. El objeto se
expresa como el limite de un proceso geométrico iterativo, el cual puede
provocar en cada iteracion una ruptura (fractura o quebramiento) de la

suavidad que lleva a la ausencia de diferenciabilidad en el objeto limite.

También fue crucial la publicacién por Hutchinson en 1981 de un trabajo en el
gque se desarrolla el concepto de conjunto autosemejante, de gran
trascendencia en el desarrollo posterior de la Geometria Fractal. A partir de ahi,
muchos cientificos se han encontrado fractales en sus campos de estudio (el
titulo de uno de los libros sobre el tema es bastante sugerente, Fractals
Everywhere). La distribucion de las galaxias, los procesos fisicos de
ramificacion, agregacion y turbulencia, la aparicibn de ruido en sefiales
eléctricas (precisamente una especie de conjunto de Cantor en su distribucion)
e incluso los fendmenos econdmicos o socioldgicos son algunos de los lugares

en los que se esconde el serpenteo incansable de los fractales.

Es muy comun encontrar afirmaciones como “la naturaleza es fractal”. Sin
embargo, es necesario advertir aqui que, realmente, “la naturaleza no es

fractal”. Cuando se dice que un objeto real como una costa o la red capilar del
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sistema venoso es un fractal se quiere decir que existe un modelo fractal que

aproxima con bastante precision dicho objeto.

En el mundo real no existen fractales, como tampoco existen rectas ni esferas.
Hablar de la dimension fractal de una costa no es mas absurdo que hablar del
radio de la Tierra. La ciencia avanza gracias a todas estas aproximaciones,
aunque probablemente las cosas no comprendan en su esencia los modelos

mateméaticos(Juan Antonio Perez Ortiz, 1998).

Los fractales, ademas, abren la puerta a numerosas conjeturas sobre la
complejidad del mundo. Las pautas de generacion de fractales son
extremadamente sencillas si se comparan con los resultados obtenidos. Es
posible que numerosos comportamientos de la naturaleza que hoy dia se
antojan extremadamente complicados respondan de igual forma a mecanismos
de enorme sencillez. La Geometria Fractal es una rama muy joven cuyos
progresos deben repercutir muy directamente en una creciente utilidad de la

Geometria Fractal para el estudio de la realidad.

“La Geometria Fractal cambiara a fondo su vision de las cosas. Seguir leyendo
es peligroso. Se arriesga a perder definitivamente la imagen inofensiva que
tiene de nubes, bosques, galaxias, hojas, plumas, flores, rocas, montafas,
tapices, y de muchas otras cosas. Jamas volverd a recuperar las
interpretaciones de todos estos objetos que hasta ahora le eran familiares”
(Barnsley, 2000).

Con estas rotundas palabras inicia el profesor Michael Barnsley su famoso libro
sobre fractales. En efecto, una vez que se conoce esta nueva geometria es
dificil contemplar la naturaleza, y el mundo que nos rodea, con los mismos
ojos. La Geometria Fractal, no sélo es interesante por la belleza de las
imagenes que crea, sino que en la actualidad es dificil encontrar una rama de
conocimiento donde los fractales no estén presentes (Juan Navas Urefia &

José Maria Quesada Teruel,1998).
1.2 COMPARACION ENTRE LA GEOMETRIA EUCLIDIANA Y LA GEOMETRIA FRACTAL

Los elementos de la geometria euclidiana son puntos, lineas, curvas, etc., esto
es, entes ideales concebidos por el hombre para modelizar los fenémenos

naturales y cuantificarlos midiendo longitudes, areas o volumenes. Pero estos
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entes pueden ser tan complejos e irregulares que la medicion usando la
métrica euclidiana deja de tener sentido. Sin embargo, hay una manera de
medir el grado de complejidad e irregularidad, evaluando cuan rapido aumenta
la longitud, la superficie o el volumen, si se mide en escalas cada vez mas

pequeias

La Geometria Fractal es, antes que todo, un nuevo lenguaje. Los elementos de
la Geometria Fractal escapan a la percepcion directa. Ello se debe a que son
algoritmos que solamente la computadora puede trasladar a formas y

estructuras.

La Geometria Fractal se aparta radicalmente de la geometria euclidiana
tradicional, las nuevas formas de ver el mundo han separado la visién del
hombre de la geometria clasica y lo han llevado a expandir horizontes en

cuanto a la dimension en la que vive.

Al enfrentarse a un problema por primera vez, se quiere comprender cOmo
funciona una cosa, normalmente se realizan simplificaciones. Es tan sencillo
como considerar que, si se estudia el movimiento de un cuerpo, conviene
despreciar la fuerza de rozamiento; que, si la Tierra se desplaza alrededor del
Sol, seria conveniente que su trayectoria forme un circulo. Si se mira por un
instante el primer dibujo de un nifio de un atardecer en la playa: se observa el
Sol, redondo como un plato; las montafas, triangulos casi perfectos; las

gaviotas, dos arcos circulares (Amir Al-Majdalawi Alvarez, 2006).

Esta forma de comenzar a entenderse con el mundo es muy util tanto en el
ambito cientifico como en la vida cotidiana. Sin embargo, no siempre queda
claro cual es el mejor camino para lograrlo. Por ejemplo, empefiarse en
reproducir con todo detalle un paisaje boscoso utilizando tan sélo elementos de
la geometria clasica (circulos, triangulos, esferas, etc.) es una tarea ardua y
muchas veces improductiva. Cuando se esta interesado en descubrir coémo
surgieron las formas y estructuras tan diversas y complejas que se encuentran
en la naturaleza, es posible preguntarse si no habra otras maneras de

representarlas (Amir Al-Majdalawi Alvarez, 2006).

La geometria euclidiana tiene mas de 2000 afios, es la geometria tradicional

gue se imparte en los primeros niveles de ensefianza. Estd basada en

15



CAPITULO 1. ELEMENTOS TEORICOS DE LA DIMENSION FRACTAL Y
EL PROCESO DE ACTUALIZACION CARTOGRAFICA

simetrias simples, reflexiones, rotaciones, transformaciones conformes, todas
ideas béasicas de esta geometria. Posee objetos que se caracterizan a partir de
magnitudes significativas, la longitud de un segmento, el valor del area de una
figura geométrica. Describe las formas presentes en la vida cotidiana del ser
humano y que han sido creadas por él, una mesa se puede dibujar utilizando
tres rectdngulos, una casa con un cuadrado y un triangulo y una pelota
mediante un circulo. Como dato caracteristico principal, la geometria euclidiana
es posible describirla mediante formulas algebraicas, teoria conocida como
geometria algebraica.

Por otra parte, la Geometria Fractal es una rama de la matematica que se
puede considerar moderna, surge a finales del siglo XIX, con las curvas que
fueron denominadas “monstruos”, -ejemplo la curva de Weisstras, que contiene
infinitos picos, siendo continua y no diferenciable, algo impensable en aquel
tiempo- aunque su mayor desarrollo viene dado alrededor de 1970, a partir del

propio avance de las computadoras.

Esta nueva geometria esta caracterizada por la presencia de las simetrias
homeomeétricas, que no seria mas que el mantenimiento de la distancia a
diferentes escalas; la auto semejanza estadistica, donde solo se conservan
algunas propiedades estadisticas durante el cambio de escala; la irregularidad
en todas las magnitudes, pues no existe una longitud que permanezca estable

en distintas escalas para dos puntos distintos.

La facilidad para describir procesos no lineales es otro de los aspectos que
convierte a la Geometria Fractal en un mecanismo factible para la descripcion
de procesos naturales, siendo superior en este punto a la geometria euclidiana.
El uso de férmulas iteradas que devuelven figuras semejantes a los objetos que
se aprecian dia a dia, nos indica que la naturaleza mantiene una estructura
fractal dentro de su compleja formacion. Dichos algoritmos, faciles de
representar mediante el uso de ordenadores, son el resultado del cambio de
vision con respecto al mundo por parte de los matematicos. En forma de
resumen, se presenta la siguiente tabla como método conclusivo para una

mejor comprensién de la comparacion realizada.

Tabla 1 Comparacion de la Geometria Fractal y la Geometria Euclidiana.
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GEOMETRIA EUCLIDIANA: GEOMETRIA FRACTAL:

Tradicional; mas de 2000 afnos. Moderna. Fractales: 1970.

"Monstruos" a comienzos del siglo XX.

Simetrias simples. Rotaciones. Simetrias homeomeétricas.

Auto-semejanza (estadistica).

Objetos con magnitudes

_ Irregularidad en todas las magnitudes.
caracteristicas.

Adecuada para describir objetos | Adecuada para describir procesos no
fabricados por el hombre. lineales en la Naturaleza.

Descrita por algoritmos recursivos

Descrita por formulas algebraicas. :
ideales para una computadora.

1.3 ANALISIS BIBLIOMETRICO DE LA BASE DE DATOS BIBLIOGRAFICA A PARTIR DEL

SOFTWARE ZOTERO+VUE.

Para el desarrollo de esta investigacion en el proceso de la busqueda y
consulta bibliogréafica, se opta por la utilizaciéon de indices bibliométricos que
asociados a una prueba estadistica valida la veracidad y actualidad de la
informacion compilada por el autor y contenida en su base de datos o gestor

bibliografico.

Al realizar el analisis de la base de datos bibliografica, se decide emplear la
aplicacion Zotero v5.0 como gestor bibliografico, el cual es un complemento de
Firefox con el plugin VUE (Visual Understanding Environment) para realizar los

analisis de la bibliografia.

Esta seleccidon de programas se basa en la posibilidad de emplear plataformas
de cddigo fuente libre acorde a las posibilidades tecnolégicas minimas sobre
las cuales permita realizar una serie de analisis que impliquen un bajo costo
computacional en el empleo del tiempo de célculo y recursos fisicos disponibles
en el hardware (Michael Alvarez Gonzalez & Lamberto Moisés Alvarez Gil,
2016).

Se persigue el propodsito de la disminucion del tiempo efectivo a la hora de
realizar la revision de los documentos mas importantes, asi como detectar los

autores lideres en el tema.
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Se parte de obtener una nube de dispersion de la base de datos bibliograficos
en la que estan representados los cuarenta y ocho (48) documentos

consultados y registrados en el gestor bibliografico (Figura 3).
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Figura 3 Nube de dispersién de base de datos bibliograficos.

Posteriormente se definen estrategias de consulta de la bibliografia, las cuales
son relacionadas a continuacion acorde a las propuestas realizadas por
(Michael Alvarez Gonzélez & Lamberto Moisés Alvarez Gil, 2016):

e Andlisis cronoldégico

Para determinar la dispersién en el tiempo del volumen de informacion
consultado y corroborar la actualidad o no del tema y el desarrollo que ha
tenido en los ultimos afos.

e Andlisis de autoria

Para determinar los autores lideres que han trabajado en el tema y que
marcan pauta en la investigacion internacional.

e Analisis sobre la interrelacion

Para determinar cuan relacionados estan los articulos, libros, revistas, etc.,
mediante las palabras claves o topicos que los definen.

A partir de la herramienta Zotero+VUE se obtuvieron los siguientes resultados:

e Andlisis Cronoldgico
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2011 1,952-1,990
1002 1,991-1,999
14 G 2,000-2,007
15 Q4 2,008-2,017

Figura 4 Cuartiles por afios de publicacién de los elementos de la base
de datos bibliogréfico.

Se parte de la concepcion estadistica de los cuartiles, dividiendo asi el tiempo a

analizar en cuatro partes diferentes que darian el surgimiento de la tematica, el

enfoque clésico, el desarrollo y las tendencias actuales (Figura 4).

Teniendo como fecha inicial el ailo 1982, afio en el que Mandelbrot publica la

obra maestra “The Fractal Geometry of Nature”, libro que da comienzo al

estudio intenso de la Geometria Fractal, quedaria teéricamente expresada de

la siguiente manera la linea temporal:

P»-<25%

Inicio

~ S
Surgimiento de
la tematica

25%

Enfoques
clasicos

25%

25%

Figura 5 Linea temporal teodrica.

Tendencias y actualidad
del tema

Fecha Actual

Al contrarrestar el caso de estudio de la base de datos bibliografica consultada,

con el ejemplo tedrico, se obtienen los siguientes resultados:

Inicio

4,17
%

Surgimiento de
la tematica

Ultimos‘20 afios
0,83 7,50 7,50
% % %

~
Enfoques
clasicos

Tendencias y actualidad

del tema

Fecha Actual

Figura 6 Linea temporal resultante luego del analisis.
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A partir de estos resultados podemos identificar como nacleo de la
investigacion dos elementos béasicos del surgimiento de la teméatica, A partir de
estos resultados podemos identificar como nucleo de la investigacion dos
elementos basicos del surgimiento de la tematica, representando un 4.17% del
total. Ademas, se observa cdmo en la etapa de desarrollo del tema hubo un
aumento en las publicaciones que representa un 20.83% del total. Por dltimo,
se aprecia cdmo ha ocurrido un aumento en los ultimos 20 afios en cuanto a la
cantidad de publicaciones, lo que trae como consecuencia el desarrollo del
tema y la actualidad de la bibliografia consultada.

Este aumento de las publicaciones se puede apreciar mejor en el grafico que
se presenta a continuacién, donde al observar la linea de tendencia, se ve el
auge que a través del tiempo ha tenido la cantidad de publicaciones sobre el

tema en cuestion.

(5]

indice bibliométrico y = 0,0096x - 17,227

--- Lineal (indice bibliométrico) R®= 0,003

4]

4]

%]

Cantidad de publicaciones (u)

1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010 2015 2020
Tiempo en anos

Figura 7 Grafico de tendencia en el tiempo de la cantidad de
publicaciones por afo.

e Analisis de autoria

Al realizar el analisis por autores se pueden identificar los lideres actuales en la
tematica que no son mas que aquellos que dictan las direcciones a seguir en
las investigaciones futuras. Con una revisidbn mas detallada se puede observar
cémo Mandelbrot se encuentra en lo mas alto de la lista, lo que conlleva a decir
gue la investigacion esta sustentada en las ideas de los clasicos y fundadores
del tema. En el caso de los autores que poseen similar cantidad de

publicaciones fueron ordenados por el orden cronolégico en el que publicaron.
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Tabla 2 Cantidad de publicaciones por autor.

Autor Publicaciones (u)
Benoit Mandelbrot 3
Carina Jovanovich

Rufino lturriaga
Gilberto Arenas
Juan Antonio Perez Ortiz
Sonia Sabogal
Vera W. de Spinadel

MR OR KR W W

e Andlisis sobre la interrelacion

El andlisis sobre la interrelacion de los elementos de la bibliografia revisada es
uno de los mas importantes. Pone de manifiesto como cada documento
presenta una dependencia con algun otro que permite dar continuidad al
estudio sin perder tiempo ni recursos. Este analisis es llevado adelante a partir
de las palabras claves o teméaticas fundamentales que trata cada articulo, libro,
tesis de grado, etc., que se encuentra en la base de datos analizada. Se parte
de una nube de datos donde cada punto representa un titulo y se pasa a unir, a
partir de flechas unidireccionales, cada punto con aquellos con los que guarda
relacion en cuanto a titulo, palabras claves, resumen o idea central. Una red de
flechas intensa demuestra la alta interrelacion presente entre los elementos de

la bibliografia consultada.
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Figura 8 Interrelacion entre los elementos de la base de datos bibliografica.

Luego de concluido el proceso de aplicacion del gestor bibliografico con las

herramientas bibliométricas, se puede afirmar que se ha abordado de forma
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objetiva la biblioteca sobre la cual se sustenta la investigacion en curso, con lo

cual se pueden resumir los siguientes elementos:

e Se logra probar que la base de datos analizada estd actualizada, el
aumento notable de publicaciones citadas en los ultimos afios sobre la

temética demuestra la importancia del al tema.

e La investigacion en curso esta sustentada sobre las bases de los
clasicos y sigue las lineas y tendencias mas modernas de los principales

autores en los ultimos 20 afos.

e Todos los elementos de la biblioteca en cuestion presentan un alto grado
de interrelacion, lo que proporciona un mayor aprovechamiento del
tiempo y permite probar la homogeneidad en cuanto a la idea central en

toda la bibliografia.
CONCLUSIONES PARCIALES

1. La Geometria Fractal como parte de la matematica es la mejor manera de
describir los procesos de la naturaleza a partir de férmulas sencillas. Es
superior a la Geometria Euclidiana en cuanto a su uso para representar los
elementos naturales

2. Quedo demostrado que la bibliografia consultada para el desarrollo de este
trabajo esta actualizada, acorde a las lineas actuales de investigacion del
tema tratado, basada en los autores mas reconocidos y lideres en el tema,
presentando una alta interrelacion entre todos los elementos a partir del

titulo, palabras claves, resumen y autores.
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CAPITULO 2. FUNDAMENTOS ALGORITMICOS ASOCIADOS A LA DETERMINACION DE LA

DIMENSION FRACTAL.
2.1 PARTICULARIDADES DE LA DIMENSION FRACTAL

En este capitulo se presentaran los conceptos preliminares y necesarios para
una lectura continua y comprensiva del contenido. Se presenta el concepto de
fractal, algunas de las caracteristicas principales, el algoritmo de Box-Counting
y las nociones principales acerca de la actualizacion geografica. En la
Geometria Fractal es frecuente hablar de distintas dimensiones, por lo que a
continuacién se introduce de manera breve los conceptos de dimension

Euclidia, Topoldgica, de Hausdorff o Hausdorff-Besicovitch y fractal.
e Euclidia:

Es el maximo numero de vectores linealmente independientes que se puede

encontrar en el espacio.

Ejemplos: Un punto tiene dimension uno, un plano dimension dos y el

espacio dimension tres.
e Topologica:

La dimension topologica (D7) mide la habilidad para cubrir en un espacio
topolégico un objeto con conjuntos abiertos de radio pequefio. (Rivera

Henao, Eduard; & Lopez Varona, Ricardo., 2011).
Entonces

DT = -1 El vacio
DT =0 Un punto
DT =1 Un segmento
DT =2 Un cuadrado
DT =3 Un cubo

e Hausdorff-Besicovitch:

La dimension de Hausdorff o dimension de Hausdorff-Besicovitch es una
generalizaciéon métrica del concepto de dimension de un espacio topoldogico,
gue permite definir una dimensién fraccionaria (no entera) para un objeto

fractal.
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La medida fue introducida hacia 1917 por Félix Hausdorff, aunque fue
estudiada mucho mas extensivamente por Abram Besicovitch, a quien se
deben la mayoria de los resultados tedricos y teoremas concernientes tanto a
la medida de Hausdorff como a la dimension fractal.

De la medida de Hausdorff (Valdés Vasquez, Patricio Alejandro, 2016) se tiene
la dimension de Hausdorff-Besicovitch o dimension Box-Counting:

_ log(V) ®

t0g (7)

donde N es la cantidad de cajas que se superponen sobre el objeto al cual se
le esta calculando la dimension y r el tamafio de las cajas con que se hace el

recubrimiento de la mallaZ.
e Fractal:

En un sentido genérico es un namero que sirve para cuantificar el grado de
irregularidad y fragmentacion de un conjunto geométrico o de un objeto natural.
La dimension fractal no es necesariamente entera (Rivera Henao, Eduard; &

Lopez Varona, Ricardo, 2011).

2.1.1 Definicion formal de fractal.

Mandelbrot definio un “fractal” como un conjunto cuya dimension de Hausdorff:
es estrictamente mayor que su dimension topoldgica.(Benoit B. Mandelbrot,
1982)

El concepto de dimensién que us6 Mandelbrot es una simplificacion del de
Hausdorff y corresponde exactamente a la definicién establecida en 1958 por el
matematico ruso Kolmogorov?® de la “capacidad” de una figura geométrica. Asi,

la capacidad de un conjunto E se define como:

4 = tim [ 290 @

I\ g (D)

2 El método de Box-Counting sera explicado mas adelante junto con el significado de caja y

recubrimiento por una malla de razén r .

3 Andrei N. Kolmogorov (1903-1987). Matematico de la Unién Soviética que produjo notables
avances en la teoria de la probabilidad.
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donde si el conjunto E es un subconjunto acotado de un espacio euclidiano p-
dimensional, entonces N(r) es el minimo nimero de cubos p-dimensionales de

lado r necesarios para cubrir E. Para un punto N(r) = 1; para una linea es
N(r) =% y para una superficie es N(r) = riz Aplicando la expresion (2) se

puede comprobar que dz =0,1,2 para un punto, una linea y una superficie

plana, respectivamente.

La definicion de Mandelbrot tiene el inconveniente que excluye conjuntos que
por su autosemejanza debieran ser reconocidos como fractales. Se han
propuesto otras definiciones de fractales, pero no existe todavia una,
suficientemente general. En principio, se acuerda en no definir un fractal sino

enumerar sus propiedades caracteristicas, a saber:

e Un fractal tiene una estructura fina; esto es, mayor detalle en escalas

arbitrariamente pequeiias;

e Un fractal es demasiado irregular para ser descrito con la Geometria

Euclidiana tradicional, tanto local como globalmente;

e Con frecuencia, un fractal tiene una cierta forma de auto-semejanza,

quizas aproximada o estadistica,

e En muchos casos interesantes, el fractal se define en forma muy simple,

por lo general, recursiva.
En el caso de figuras geométricas construidas por procesos recursivos, si S es
la cantidad de réplicas y r es el factor de reduccion, entonces L = % es el factor
de ampliacion o de escala. A partir de la relacion S = (L)¢ = (%)d se tiene que

la dimension de Hausdorff d viene dada de la manera siguiente:

logS =dloglL
Despejando d quedaria:
g log$ (3)
~logl
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2.1.2 Principales ejemplos. La curva que llena el plano. El conjunto de
Cantor. La curva de Koch. El triangulo de Sierpinski.

e Lacurvaque llena el plano

e
G U el %E‘i,gg

ﬂ%ﬁﬁaa
Sl

Figura 9 Curva de Hilbert que IIenaeI plano )

Existen curvas llamadas de relleno de dimension n, la cual puede llenar una
superficie, una de estas es la curva de Hilbert, la cual tiene un patron y se va

uniendo hasta completar el plano.

Esta curva es una muestra de como un objeto que naturalmente deberia tener

dimension uno es capaz de llenar el plano y tener dimensién 2.
e El conjunto de Cantor:

El matematico Georg Cantor* es considerado como uno de los fundadores de
la teoria de conjuntos. Pero en el presente contexto, su contribucion radica en
el hecho de haber introducido uno de los mas antiguos fractales que se
conocen, el llamado “conjunto ternario de Cantor”. En este conjunto, se parte
de un segmento unitario que se divide en tres partes iguales, eliminado el tercio
central. Y asi sucesivamente, hasta llegar a tener solamente puntos discretos

gue constituyen el llamado “polvo de Cantor”.(Vera W. de Spinadel, 2002)

Construccion:

4 GEORG CANTOR (1845-1918) era un matematico aleman de ascendencia danesa, nacido en San
Petersburgo. Su nombre estd ligado con la nueva, rigurosa y brillante teoria de los nimeros irracionales,
pero mas que esto, con la teoria general de conjuntos, creada por él y considerada como la base de toda
la matematica moderna. Esta circunstancia le atrajo las criticas de muchos matematicos conservadores
de su época y nunca llegé a ser Profesor de la Universidad de Berlin en Alemania, aun cuando fue
Profesor Titular de la Universidad de Halle de 1872 a 1905. Hoy en dia, esta considerado como uno de
los mas importantes pioneros de la ciencia.
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Siendo la longitud inicial igual a la unidad, después de tres pasos se tendran
23 = 8 segmentos, cada uno de longitud 373 = ;—7 . Tras n pasos se
mantienen 2™ segmentos, cada uno de longitud 37", la longitud total de los

cuales esigual a (2/3)™, que tiende a cero cuando n — oo,

Concretamente, el Polvo de Cantor parte del intervalo [0,1] , se divide en tres
segmentos iguales, los cuales serian los intervalos [0,1/3], (1/3,2/3), [2/3,1].
Luego se debe eliminar el intervalo abierto intermedio, es decir, se quita el
segmento (1/3,2/3). Entonces C1 seria la unién de los dos intervalos:

C1=[0; 1/3] U [2/3; 1]

Ahora, se toma cada intervalo y se realiza el mismo procedimiento anterior,
dividir cada segmento en tres intervalos iguales y el intervalo abierto, o sea, el

segmento intermedio, se elimina. Con ese proceso C2 estaria compuesto asi:
C2 =[0; 1/9] U [2/9; 3/9] U [6/9; 7/9] U [8/9; 1]

Una iteracion mas, quedaria:

C3=[0,1/27] U [2/27,3/27] U [6/27,7/27] U [8/27] U [9/27] U [18/27,19/27] U
[20/27,21/27] U [24/27,25/27] U [26/27,1]

Este proceso sigue indefinidamente. Es decir, para obtener a C, se debe
conocer C,_,. Como se puede observar en la Figura, su construccion se
obtiene después de infinitas iteraciones de un algoritmo o patrén geomeétrico

sencillo.

I b e } i 1
I i l / — — Co

H H H H H H H Oy

Figura 10 Conjunto de Cantor en las primeras 3 iteraciones.

Se destaca el hecho de que, si se toma a partir de cualquier iteracion una
seccion del conjunto, la figura resultante es exactamente igual a la figura

generadora, o figura del comienzo.
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A primera vista se diria que la dimension del conjunto de Cantor es igual a
cero, pues tiende a desaparecer el conjunto. Sin embargo, al calcularla se tiene
S=2, L=3:

_ logS  log2
“log(L)  log[3]

= 0,6309

e Lacurvade Koch

En 1904, el matematico sueco von Koch® descubrié una curva “patolégica”, que
obtenia como limite de una sucesion de poligonos. El caracter patolégico del
copo de nieve estd dado por el hecho de cubrir un area finita; siendo su
perimetro infinito. Ademas, es una curva continua que no tiene tangente en
ningan punto. Este fractal esta estrechamente vinculado al conjunto de Cantor
y es, a su vez, el prototipo de una extensa familia de fractales, basados en la

repeticion de una transformacién geométrica sumamente simple.
Construccion:

Se forma partiendo de un segmento unidad K,, el cual se divide en tres partes
iguales. La parte central se sustituye por dos segmentos del mismo tamafio que
el eliminado, que junto con dicha parte anulada formaria un triangulo equilatero;
se obtiene asi la poligonal K;. A continuacion, se repite el proceso por cada

segmento formado y se obtiene entonces una sucesion (Kj)j € N. El “limite” de

esta sucesion, denotado K, se llama curva de Koch.

Nuevamente se percibe la autosimilitud de la figura limite, se detectan cuatro
copias o réplicas (S=4), y un factor de ampliacion igual a tres (L=3), de modo

gue por (3) su dimensiéon de Hausdorff es:

log 4 (4)
Dy = 1093 ~ 1.26186

mientras que la dimension topoldgica es DT = 1 (Barnsley, 2000).

/\\ ‘/\f
- /N A0 (Al
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frac K.(} Kfl K,g K}

“Imagen 11 Curva de Koch

28



CAPITULO 2. FUNDAMENTOS ALGORITMICOS ASOCIADOS A
LA DETERMINACION DE LA DIMENSION FRACTAL

Se destaca en esta curva las caracteristicas de autosimilitud y recursividad,
pues a cada segmento K, que aparece se sustituye por K;, y asi cuando n —
o aparece la figura limite K;. Ademas K, se puede apreciar que esta

compuesta por tres veces K.
e Lacribade Sierpinski

En 1915, el matematico polaco Waclaw Sierpinski®, descubrié una variante del
arbol ternario, que se conoce como “criba de Sierpinski”. Es un fractal que se
obtiene partiendo de un triangulo equilatero que se divide en cuatro tridngulos
equilateros iguales, de los cuales se elimina el del centro. De este modo se
produce un agujero triangular. Con los tres triangulos equilateros restantes se
procede de igual modo. El triangulo de Sierpinski tiene una dimensién fractal
correspondiente a S=3, L=2 (de Spinadel, Jorge H. Perera, & Jorge G. Perera,
2005):

_log3 (5)

~log2

Figura 12 Criba de Sierpinski

2.2 ALGORITMO BOX-COUNTING

La dimension fractal es presentada como una nueva forma de tratar aquellos
objetos que no pueden ser analizados con la geometria euclidiana y que no son
comunes encontrarlos en la matematica clasica. Los objetos autosimilares son

de facil manejo, la curva de Koch, el polvo de Cantor..., pero en la naturaleza

5 WACLAW SIERPINSKI (1882-1969). Fue uno de los mas influyentes matematicos de su época en su
Polonia natal y logrd reputacion mundial. Uno de los crateres de la Luna lleva su nombre. En 1916
introdujo dos fractales que actualmente son clasicos; la criba [5] y la carpeta [6] de Sierpinski.
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existen objetos con alto grado de autosimilitud, que no son exactamente
iguales, esto es lo que se denomina autosimilitud estadistica (Benoit B.
Mandelbrot, 1982). En estos casos también se puede hablar de una dimension

fractal en los objetos naturales.

El algoritmo de Box-Counting viene a generalizar en objetos naturales el
método de célculo de la dimensién fractal en objetos autosimilares, mediante
generalizaciones apropiadas.

e Dimensién de los objetos euclidianos
A partir de un segmento de linea de longitud uno, se puede escalar el

1 . . 1
segmento por -y observar 2 copias de longitud 5 que cubren el segmento
.. . 1
original. Se necesitan tres segmentos escalados por 5 cuatro segmentos

escalados por i etc. Se debe tener en cuenta que 2 =1/(1/2), 3 = 1/(1/3),

y 4 = 1/(1/4). En general, representando la escala por r y el niumero de

segmentos de escala r por N(r), tenemos la relacion N(r) = 1/r

Escalado por 112 Escalado por 1/3 Escalado por 14

Figura 13 Escalado de un segmento.

Para cubrir un cuadrado de lado 1 se necesitan 4 copias del cuadrado escalado
por 1/2 a lo largo de sus lados. Similarmente necesitamos 9 cuadrados

escalados por 1/3, 16 cuadrados escalados por 1/4, etc. Nbotese que 4 =
(1/(1/2))%,9 = (1/(1/3))%, y 16 = (1/(1/4))%. En general, N(r) = (1/1)2.

Escalado por 1/2 Escalado por 1/3 Escalado por 1/4

Figura 14 Escalado de un cuadrado
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Para cubrir un cubo de lado 1 se necesitan 8 copias de cubos escalados por % a
lo largo de todos sus lados. Similarmente se necesitan 27 cubos escalados por
%, 64 cubos escalados por i etc. Nétese que 8 = (1/(1/2))3, 27 = (1/(1/3))3,

y 64 = (1/(1/4))3. En general, N(r) = (1/7)3.

ST A A
v

i

Escalado por 1/2 Escalado por 1/3 Escalado por 1/4

Figura 15 Escalado para un cubo.

Para lineas, cuadrados y cubos se ha visto que hay una relacion entre un factor
de escala r y el nUmero N(r) de copias de una forma similar, escalada por un

factor r, necesitado para cubrir la forma original.

Representando por d la dimension Euclidiana de estas formas, la relacion es:
N(r) = (1/r)%. Ahora, se puede afirmar que, si esta relacion de escala se
mantiene para una forma, entonces el valor de d es la dimension de dicha

forma.

Se puede aplicar esta férmula a cualquier objeto auto-similar, pero no a los
fractales naturales, objetos fisicos (no necesariamente exactamente auto-
similares) que giran y giran tanto y en tantas escalas que se les puede
considerar fractales. Para hacer frente a estos se necesita un método de

aplicacion mas general para calcular las dimensiones.

e Las Cajas del Box-Counting
Una malla es un conjunto de poligonos (triangulos, cuadrilateros, pentagonos),

que definen una superficie en el espacio tal que, si t; y t; son dos elementos de
una malla T, entonces: t; Nt; es un vértice, una arista comdn, o una cara

comun, o el conjunto vacio. Una malla tiene asociado un conjunto de elementos

geométricos tales como: vértices, aristas y caras poligonales.

Para elementos finitos con una definicion formal, una malla es un conjunto de

nodos, o puntos representativos de un elemento, junto a sus relaciones de
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adyacencia [aristas, segmentos que unen nodos adyacentes de la malla (Ana

Garcia Domene, 2011)].

En el caso del Box-Counting se utilizaran mallas regulares compuestas por

lineas paralelas y perpendiculares entre si formando cuadrados o cajas.

Figura 16 Malla que se utiliza en el algoritmo Box-Counting.

e Dimension Box-Counting
Los fractales naturales no contienen copias similares de si mismos. ¢Como se
puede medir su dimension si no hay aparentemente un factor de escala? La

respuesta es motivada por las observaciones euclidianas anteriores.

e Se cubre la forma con una malla de cajas y se cuenta el nUmero de
cajas que tocan cualquier parte de la forma.
e Se repite para mallas con cajas mas y mas pequefas.
Se denota por N(r) el niumero de cajas de la malla de lado r tocando cualquier

parte de la forma, se adopta la suposicion, que

N(@) = k((1/1)Y (6)

donde k es la constante de proporcionalidad, 1 en los ejemplos previos. A partir

de (6) tomando el log en ambos miembros, se obtiene la forma
log(N(r)) = dlog(1/r) + log(k) (7)

En (7) d y k son constantes, log(N(r)) y log(1/r) varian con r, de modo que
tiene la forma y = mx + b de la ecuacion de la linea recta con pendiente d

donde la variable dependiente seria log(N(r)) y la independiente log(1/r).

Debido a que d es interpretado como una dimension en la escala original, se

32



CAPITULO 2. FUNDAMENTOS ALGORITMICOS ASOCIADOS A
LA DETERMINACION DE LA DIMENSION FRACTAL

interpreta también como una dimension en esta forma mas general. Este d se
llama dimension Box-Counting.
Se realiza el proceso de conteo para las cajas de lado r1,r2,...,rN. Para
calcular d desde estos box-counts:

e se plotean los puntos (log(r1),log(N(r1))),..., (log(rN),log(N(rN))),

e luego se traza la linea del mejor ajuste a través de esos puntos y se

calcula su pendiente.

Para fractales naturales la relacién (6) so6lo es vdlida para una coleccién
limitada de valores de r, el rango de escalamiento. La dimensiéon Box-Counting
puede ser calculada para fractales matematicos. En general, mas detalles son
revelados con valores de r mas pequefios, tendiendo a 0, de modo que para

fractales matematicos se toma el limite:

J = lim log(N(r)) B log(k)

7\ tog(7) 108 ()

. log(k
Debido a que k es una constante, y % — 0 cuando r - o, (8) quedaria
og

(8)

r

(9)

0\ log(7)
Para fractales naturales con un rango de escala limitada, este limite no es el
enfoque mas acertado debido a la no existencia de la autosimilitud exacta. De
aqui que se pasa a trazar los puntos (log (1/r), log (N (r))), identificando el
rango de escalamiento, y encontrando la pendiente de la recta que mejor se
ajusta a través de los puntos en el rango de escalamiento (Rodolfo Camacho

Velazquez & Mario Vasquez Cruz, 2015).

Figura 17 Seleccidn de las cajas que contienen parte de la forma en el algoritmo
Box-Counting

33



CAPITULO 2. FUNDAMENTOS ALGORITMICOS ASOCIADOS A
LA DETERMINACION DE LA DIMENSION FRACTAL

2.3 ANALISIS DE LA MALLA EN EL ALGORITMO BOX-COUNTING.

En diferentes literaturas se trata el tema de la colocacién de la malla para el
calculo de la dimension fractal y la influencia que presenta sobre el resultado
final. (Ana Garcia Domene, 2011) (Sonia Sabogal & Gilberto Arenas, 2011) (M.
Lépez-Martin & P. Fraile-Jurado, 2011). Se conoce que la colocacién de la
malla sobre la figura en andlisis es muy importante, pues la eleccién realizada
trae consigo variaciones importantes en el célculo de los valores de N(r), a
partir de cada tamafio de caja r tomado. (Sonia Sabogal & Gilberto Arenas,
2011). Una colocacion exacta sobre la figura permite que la dimension fractal
no pase de dos, manteniendo el sentido de la dimension usada en este trabajo
como la capacidad que posee el objeto de llenar el espacio en que vive (Figura
18).
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Figura 18 Se aprecia como la colocacion influye en el conteo de cajas. De color
verde 10 cajas y de color amarillo 12 cajas.

Por otra parte, un topico muy mencionado, pero poco trabajado es el de la
eleccion del tamafio de caja y el rango de escalamiento de estas para poder
llevar a cabo el conteo necesario, siendo esto otro punto importante en la
elaboracién del algoritmo Box-Counting. La pregunta seria, ¢,cual es el tamafio

ideal para usar, y en qué razon deberia disminuir dicho tamafio?

Se presenta como objeto de analisis para dar solucion a esta pregunta, un
fotograma a partir de la imagen aerosatelital del rio Bélico ubicado en la ciudad
de Santa Clara (Figura 19). Este rio posee la caracteristica de ser confinado
por las construcciones urbanas que se han desarrollado a todo lo largo de su
ribera, elemento este que implica poca variabilidad espacial de su cauce en el
tramo objeto de estudio. Ademas, se posee una amplia cartografia a diferentes
escalas y afios de mapificacibn para aplicar los elementos previamente

comentados.
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La Figura resultante de la zona geogréfica en cuestion presenta un tamafio de
18,14cm X 16,52cm.

Figura 19 Imagen aerosatelital de un tramo del Rio Bélico utilizado para realizar
el andlisis de la malla en el algoritmo Box-Counting.

A patrtir de las necesidades de los softwares computacionales utilizados — Imaje
J, software libre muy utilizado para el calculo de la dimension fractal Box-
Counting con un algoritmo ya implementado y que se utiliz6 como verificacion
de los resultados obtenidos del cédigo creado por el autor implementado con
una cuenta gratuita en la nube del software Wolfram Mathematics- se realiz6 un
trabajo de edicién de imagen como preparacién al uso de los algoritmos antes
mencionados, donde se transformd la imagen aerosatelital en una imagen
binaria, es decir, el objeto a analizar, el rio, se colore6 de negro y el resto de la

imagen se transformo en color blanco.

Figura 20 Resultado del proceso de edicion de imagen realizado a la foto
aerosatelital del tramo de Rio Bélico en anélisis.

Para llevar a cabo el algoritmo Box-Counting se utilizaron los pixeles de la

imagen como malla, tomando los pixeles de color negro como las cajas que se
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superponian sobre el rio. Por tanto, se realizaron varias pixelaciones de la
imagen, desde 5 pixel por centimetro, que equivale a 25 pixeles por centimetro
cuadrado, hasta 1000 pixel por centimetro que equivale a 1000000 de pixeles

por centimetro cuadrado. Como resultado se obtuvo la siguiente relacion:

Tabla 1 Resultado del conteo de cajas. N(r) representa las cajas de la
malla sobre el rio y r el tamafio de caja.

Tamafio
Pixel por | Tamafio en
cm en cm pixeles r log 1/r N(r) log N(r)
S5ppcm 18,14x16,52 | {90, 82} | 0,2000000 | 0,69897000 677 2,830588669
10ppcm | 18,14x16,52 {181, 0,1000000 | 1,00000000 29865 4,475162519
165}
25ppcm | 18,14x16,52 {453, 0,0400000 | 1,39794001 86636 4,937698393
412}
50ppcm | 18,14x16,52 {907, 0,0200000 | 1,69897000 | 749182 | 5,874587334
826}
100ppcm | 18,14x16,52 | {1814, 0,0100000 | 2,00000000 | 2996728 | 6,476647326
1652}
150ppcm | 18,14x16,52 | {2721, 0,0066666 | 2,17609126 | 6742638 | 6,828829844
2478}
200ppcm | 18,14x16,52 | {3628, 0,0050000 | 2,30103000 | 11986912 | 7,078707317
3304}
500ppcm | 18,14x16,52 | {9070, 0,0020000 | 2,69897000 | 74918200 | 7,874587334
8260}
600ppcm | 18,14x16,52 | {10884, | 0,0016666 | 2,77815142 | 10788220 | 8,03294982
9912}
700ppcm | 18,14x16,52 | {12698, | 0,0014285 | 2,8450981 | 14683967 | 8,16684340
11564}
800ppcm | 18,14x16,52 | {14512, | 0,0012500 | 2,9030899 | 19179059 | 8,2828273
13216}
1000ppcm | 18,14x16,52 | {18140, | 0,0010000 | 3,0000000 | 29967280 | 8,47664732
16520}

A partir de esta tabla y como siguiente paso del algoritmo se continud con el

proceso de graficacion logaritmo-logaritmo, que no es mas que la
., ;o 1
representacion grafica de los pares ordenados (log=,logN(r)), a los cuales se

les calcula la recta de regresion y cuya pendiente es la dimension fractal Box-

Counting.
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Figura 22 Grafico log-log. Recta de regresion.

Luego de llevado a cabo el proceso se obtiene como resultado la recta y =
2,2586x + 1,8121. Por tanto, la dimensién fractal Box-Counting del rio en
analisis seria 2,2586. Pero si se toma en cuenta la definicion con que se esta
trabajando, -la capacidad del objeto para llenar el espacio en que vive-, ¢como
es posible que la dimensidn entonces sea mayor que 2? No es posible, se esta

incurriendo en un error tedrico. Pero, ¢ donde esta ese error?

Las mallas utilizadas para este proceso, como se aprecia en la Tabla 1, llevan
a disminuir el tamafo de la caja, pero de forma desproporcionada, -no existe un
valor k de proporcion-, por lo que el rango de escala se ve afectado y el

algoritmo no devuelve el resultado correcto.

A partir de estos resultados se llevaron a cabo modificaciones en el algoritmo.
Se realiz6 una primera pixelacion de la imagen donde el tamafio de la caja se
tomé como la unidad. Luego cada nueva pixelacién seria el doble de la
anterior, lo que conllevaria a que la caja siguiente seria la mitad de la anterior.

Por tanto, los tamafios de caja fueron los siguientes:

Tabla 2 Primeras seis pixelaciones teniendo como valor de proporcion de
caja k=1/2.

lra 2da 3ra 4ta 5ta 6ta
pixelacién | pixelacion | pixelacion | pixelacién | pixelacion | pixelacién
1 unidad Y unidad Y4 unidad 1/8 unidad | 1/16 unidad | 1/32 unidad
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Con estas nuevas mallas, se procedio a realizar de nuevo todo el proceso del
algoritmo, es decir, el calculo de los nuevos valores de N(r) a partir de los

valores de r de la Tabla 1, donde se obtuvieron los siguientes resultados:

Primero el grafico log-log y su recta de regresion.

14l

(=]

2 < i 8 10
Figura 23 Grafico log-log para los valores de r de la Tabla 1.

La ecuacion de la recta de regresion obtenida es: y = 1,4078x — 0,46776. Por
tanto, la dimensiéon fractal Box-Counting seria 1,4078. Este resultado es
correcto y verificado por los dos softwares mencionados anteriormente.
Ademas, tedricamente también es correcto, pues es menor que dos, que no es

mas que la dimensién del plano donde “vive” el rio analizado.

CONCLUSIONES PARCIALES

1. En el proceso de estudio y seleccion de los diferentes algoritmos de
analisis matamatico para la estimacion de un indice fractal se opta por el
principio de Box-Counting dada la facil adecuacion

2. El algoritmo Box-Counting proporciona un mejor resultado para el
célculo de la dimension fractal de objetos naturales teniendo como base
la definicion utilizada de dimensién fractal —capacidad de un objeto para
llenar el espacio en que vive- pues mantiene la dimension fractal
siempre inferior a la dimensién topolégica del objeto.

3. En el uso del algoritmo Box-Counting se evidencié la necesidad de
mantener la razén de escalado de la malla para poder tener un resultado
matematicamente correcto, es por ello, que al utilizar el algoritmo Box-
Counting la primera malla puede tener la cantidad de cajas que el

usuario considere necesarias. Sin importar el tamafo real del objeto o
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fendmeno que se estudiase, se asume como valor r, la dimension real
en el terreno, o sea, valor inicial de r, 1 unidad, y a partir de ahi

utilizando un factor k de proporcion ir disminuyendo el tamafio de la caja.
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CAPITULO 3. RESULTADOS SOBRE EL PROCESO DE CALCULO DE LA DIMENSION

FRACTAL BOX-COUNTING EN OBJETOS NATURALES
3.1 ANALISIS DE UN TRAMO DEL RiO BELICO DE SANTA CLARA. RESULTADOS

En este capitulo se hard la presentacion de los resultados obtenidos en el
proceso de investigacion. Los datos utilizados fueron proporcionados por el
Instituto Nacional de Recursos Hidraulicos (INRH) en Villa Clara. Ademas, con
el uso del software libre SAS Planet, se obtuvieron imagenes aereosatelitales
utilizadas para realizar el célculo de la dimensién fractal a objetos naturales por
cartografiar.

En un primer momento se realizé el analisis del mismo sector del rio Bélico
utilizado en el Epigrafe 2 del Capitulo anterior, seleccionado debido a la
caracteristica de confinamiento a la que esta expuesto por ser un rio ubicado
dentro de la ciudad. Esto debia traer como consecuencia que la dimension
fractal Box-Counting no variara mucho, pues su posicion en el terreno no lo

hacia.

e Ao 1984

Figura 24 Rio Bélico 1984 Técnicas fotogramétricas 1-25 000.
Resaltado en verde.

En (Figura 24) se muestra un primer momento del rio Bélico en el afio 1984,
siendo este el punto de partida para el calculo de su dimension fractal Box-

Counting.
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V

Figura 25 Resultado del procesamiento de imagen del rio Bélico en 1984.

En (Figura 25) se muestra el resultado luego del procesamiento de (Figura 24)
para poder calcular la dimension Box-Counting. El resultado obtenido fue:

Figura 26 Grafico log-log para (Imagen 2)

A partir del uso del algoritmo y la obtencion del grafico anterior la dimensién
fractal obtenida fue: 1.38442.

e Ao 1990

Figura 27 Técnica de levantamiento con plancheta antes del 1990 de la
ciudad de Santa Clara, resaltado el rio bélico, Zona Norte, de la ciudad. para
la escala 1:2 000.
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En (Figura 27) se muestra un segundo momento del rio Bélico en el afio 1990,
siendo este el primer punto de comparacion en el calculo de su dimension

fractal Box-Counting.

Figura 28 Resultado del procesamiento de imagen del rio Bélico en 1990.

En (Figura 28) se muestra el resultado luego del procesamiento de (Figura 27)
para poder calcular la dimensién Box-Counting. El resultado obtenido fue:

-~

o

Figura 29 Grafico log-log para (Figura 5).

A partir del uso del algoritmo y la obtencién del grafico anterior la dimension
fractal obtenida fue: 1.41385.

e Ao 2014

Figura 30 Rio Bélico 2014 Técnicas fotogramétricas 1-2 000.
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En (Figura 30) se muestra un tercer momento del rio Bélico en el afio 2014,
siendo este el segundo punto de comparacién en el calculo de su dimensién

fractal Box-Counting.

Figura 31 Resultado del procesamiento de imagen del rio Bélico en 2014.

En (Figura 31) se muestra el resultado luego del procesamiento de (Figura 30)
para poder calcular la dimension Box-Counting. El resultado obtenido fue:

L : ! L I 1

2 4 8 8 10

Figura 32 Grafico log-log para (Figura 8).

A partir del uso del algoritmo y la obtencidén del grafico anterior la dimension

fractal obtenida fue: 1.35626.

e Afo 2018

Figura 33 Rio Bélico imagen satelital del 2018.
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En (Figura 33) se muestra un cuarto momento del rio Bélico en el afio 2018,
siendo este el primer punto de comparacion en el calculo de su dimension

fractal Box-Counting.

Figura 34 Resultado del procesamiento de imagen del rio Bélico en 2018.

En (Figura 34) se muestra el resultado luego del procesamiento de (Figura 33)
para poder calcular la dimensioén Box-Counting. El resultado obtenido fue:

Figura 35 Grafico log-log para (Figura 11).

A partir del uso del algoritmo y la obtencién del grafico anterior la dimension
fractal obtenida fue: 1.36531.

En modo resumen, se presenta la siguiente tabla:

Tabla 3 Resumen de la dimensién fractal B-C del rio Bélico en los
distintos momentos.

Afo Escala Dimensién Fractal B-C
1984 1:25000 1,38442
1990 1:2000 1,41385
2014 1:10000 1,35626
2018 Imagen Satelital 1,36531

Se puede apreciar que todos los valores obtenidos se aproximan a 1.4, por lo

gue se puede garantizar que la dimensién fractal del rio Bélico es este valor.
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Pero a qué se debe la pequefia variacion en los digitos después de la coma. A
pesar de ser un rio confinado dentro de la ciudad con el pasar de los afios sufre
leves cambios (Figura 36), lo que queda ejemplificado en dicha variacién

numeérica.

Esc. 1:25 000 (1984)
—Esc. 1:10 000 (2014)

Esc. 1:2 000 (1990)
S./Esc. Act. Img. Sat. (2018)

Figura 36 Rio Bélico multiescala en el tiempo.

3.2 ANALISIS DEL LAGO POOPE. RESULTADOS.

El lago Poope es un lago de agua salada, el segundo mas grande de Bolivia
después del lago Titicaca. Ambos estan conectados por el rio Desaguadero. De
los lagos ubicados exclusivamente en territorio boliviano es el de mayor
tamanfo. El 16 de diciembre de 2015 desaparecio tras un acelerado proceso de
desertificacion, sin embargo, con las lluvias que se registraron los meses de
diciembre de 2016 y los primeros meses de 2017 pudo recuperar un tercio del
agua perdida. Normalmente este lago sufre grandes crecidas, por lo que el
espacio que ocupa en el terreno es muy variante. A partir de esto se esperarian
cambios un poco mas significativos en cuanto a la dimension fractal, razén por

la cual fue seleccionado para realizar un analisis teérico-practico.

e Lago Poope en tiempo de sequia
En (Figura 37) se observa como el lago Poope disminuye su volumen de
agua en tiempo de sequia. Se puede apreciar las tierras que en tiempo

de lluvias terminan siendo ocupadas por el agua.
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Figura 37 Lago Poope en tiempo de sequia.

Después del procesamiento de la imagen para su uso el resultado fue el

\
Figura 38 Resultado del procesamiento de imagen del lago Poope en
tiempo de sequia.

siguiente.

En este caso al aplicar el algoritmo la posicion de la malla es de suma
importancia a la hora de poder comparar con otro momento del lago, pues es
necesario utilizar el mismo terreno que se utilizaria cuando el lago se encuentra

con mayor volumen.

(8]

Figura 39 Gréfico log-log para (Figura 38).
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A partir del uso del algoritmo y la obtencién del grafico anterior la dimension
fractal obtenida fue: 1.81232.

e Lago Poope crecido.

Figura 40 Lago Poope crecido.

En (Figura 40) se observa como aumenta el volumen del agua notablemente en
comparacién con (Figura 37). Por tanto, se esperaria un cambio en la
dimension fractal. Es importante tener en cuenta que en este caso -lago Poope-
todo lo que esta cubierto por agua entra dentro del analisis, no solo el contorno

del lago.

Después del procesamiento de la imagen para su uso el resultado fue el

siguiente.

Figura 41 Resultado del procesamiento de imagen del lago Poope crecido.

Se mantuvo la posicién de la malla para ocupar la misma cantidad de terreno

gue en (Figura 38).
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Figura 42 Gréfico log-log para (Figura 41).

A partir del uso del algoritmo y la obtencion del grafico anterior la dimensién
fractal obtenida fue: 1.93688.

Resumiendo, se realizaron las siguientes comparaciones:

e Imagen:

Figura 43 Lago Poope. Antes y después.

e Tabla Resumen:

Tabla 4 Resumen de la dimension fractal del lago Poope.

Objeto natural Dimensién Fractal B-C

Lago Poope crecido 1,93688

Lago Poope tiempo sequia 1,81232

Como se puede apreciar, existio un cambio en la posicion en el espacio que
ocupa el lago, lo que provocd que existiera una variacion en la dimension
fractal del objeto lineal. Si se aproximan los valores quedarian 1,9 y 1,8; un

punto decimal completo de diferencia.
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3.3 ANALISIS DEL RiO EBRO. RESULTADOS.

El Ebro es el rio mas caudaloso de Espafia, segundo de la peninsula ibérica
después del Duero. Es, ademas, el mas largo de Espafia y también el segundo
de la peninsula, solo por detras del Tajo. Discurre enteramente por Espafa,
donde ocupa la primera posicién entre los rios que nacen y desembocan

netamente en el pais, tanto por su longitud como por su caudal.

e Elrio Ebro en un dia con caudal normal.

Zaragoza

Figura 44 Rio Ebro. Dia con caudal normal.
En (Figura 44) se aprecia como en un dia normal el rio Ebro presenta un
caudal no muy llamativo, es un rio tranquilo que pasa por dentro de la ciudad
de Zaragoza en Espafa. Sin embargo, cuando comienza el deshielo de las
montafias luego del invierno, el caudal del rio aumenta de manera notable

ocasionando cambios en su trayecto.

Después del procesamiento de la imagen para su uso el resultado fue el

siguiente.

Figura 45 Resultado del procesamiento de imagen del rio Ebro con
caudal normal.
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Figura 46 Grafico log-log para (Figura 45).

Luego del uso del algoritmo Box-Counting y el andlisis del grafico anterior la

dimension fractal obtenida fue 1,37578.

e Elrio Ebro en 2015 luego de una gran crecida.

Ebro a su paso por Zaragoza crecida extraordinaria marzo 2015

Zaragoza

déZaragogg.qs

Figura 47 Gran crecida del rio Ebro en 2015.

Luego del deshielo del invierno de 2015 se puede notar un gran cambio en el

caudal del rio lo que provoco grandes cambios en su trayectoria.

Luego del procesamiento de la imagen el resultado fue el siguiente:

Figura 48 Resultado del procesamiento de imagen del rio Ebro crecido.
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Al aplicar el algoritmo se obtiene:

om

10

M-
NN
(2]
[=-]

/‘
Figura 49 Grafico log-log para (Figura 25).
De aqui la dimension fractal es 1,73584.

Resumiendo, se realizaron las siguientes comparaciones para poder llegar a

conclusiones:

e Imagen

Ebro a su paso por Zaragoza un dia normal - Satélite Landsat 8

Zaragoza

Ebro a su paso por Zaragoza crecida extraordinaria marzo 2015

Zaragoza

Figura 50 Rio Ebro. Antes y después de una gran crecida.

e Tabla Resumen:
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Tabla 5 Resumen de la dimensién fractal del rio Ebro.

Objeto Lineal Dimensidn Fractal B-C
Rio Ebro crecido 1,73584
Rio Ebro tiempo sequia 1,37578

Como se puede apreciar, a partir de las grandes variaciones ocurridas en el
terreno debido al aumento del volumen de agua del rio, dichos cambios se
pueden apreciar en la dimension fractal calculada, existiendo una diferencia

superior a 0,3.
CONCLUSIONES PARCIALES

1. El indice calculado para estimar el valor de fractalidad para los
diferentes objetos de estudio muestra el proceso de variacion espacial y
su relacion numérica directa en correspondencia a la precision del valor
fractal calculado. Es por ello que se comentan los siguientes principios:

a. A pequefios cambios en el terreno de un objeto natural se
aprecian pequefios cambios en el valor de la dimension fractal del
objeto.

b. A grandes cambios en el terreno de un objeto natural se aprecian

grandes cambios en el valor de la dimension fractal del objeto.
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CONCLUSIONES
Al concluir con la investigacion, se presentan una serie de conclusiones que
resumen los principales aspectos contenidos en la memoria descriptiva, los

cuales se enumeran a continuacion:

1. El andlisis bibliografico realizado para definir los nucleos teéricos a partir
de las diversas fuentes bibliograficas consultadas y compiladas por el
autor, evidencian una correcta actualizacién del tema y acertada
panoramica de las tendencias, lideres y cronologias en la que se ha
desarrollado el campo en el cual versa la presente investigacion.

2. Fueron evidenciados los principales métodos de analisis y calculo de
indices de fractalidad, principalmente aplicado a fenémenos en
condiciones ideales y tedricas, donde se evidencia la carencia de estas
aplicaciones a fenbmenos naturales y con mayor contradiccion a las
implicaciones de la cartografia en el proceso de representar las
variaciones espaciales de los objetos lineales y de superficie que fueron
previamente seleccionados.

3. La seleccion del método Box-Counting resulta numéricamente adecuado
para la geometria espacial y la fuerte variacion espacio-temporal de los
objetos de estudio, razén por la cual se opta utilizar este método en el
proceso investigativo.

4. La utilizacion de diversas fuentes cartograficas y su comparacion
variacion espacio-temporal a partir de los valores fractales indizados
para su analisis espacial, se logra cuantificar numéricamente la
magnitud en la que se manifiesta este cambio a pesar de poseer valores
fractales inalterables o propios de identidad para cada objeto,
manifestandose esta variabilidad numérica en precisiones superiores a
1073,
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RECOMENDACIONES
Como posibles campos de desarrollo en los cuales se vislumbré potencialidad
de implementacion del método y los andlisis utilizados en la presente

investigacion se recomiendan los siguientes aspectos:

1. Implementar el algoritmo con diferentes valores fractales indizados a
otros niveles de precisibn numérica para la deteccion y reconocimiento
de patrones en los fendmenos y objetos de la naturaleza.

2. Vincular los indices fractales ante las fuertes variaciones espaciales de
los objetos de estudio en la implementacion de analisis de amenaza,
vulnerabilidad y riesgo (AVR) ante eventos hidro-meteorologicos en el

territorio nacional.
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