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Abreviaturas usadas en la tesis

En la tesis usaremos las siguientes abreviaturas

Abreviatura | Significado

AdS Anti-de Sitter

CC Constante Cosmoldgica

CEND Condicién de Energia Nula Dominante (del inglés)
CESM Campo Escalar Sin Masa

CMB Radiacién del Fondo Césmico de Microondas (del inglés)
DGP Dvali-Gabadadze-Porrati

EDO Ecuacién Diferencial Ordinaria

EDP Ecuacién Diferencial en Derivadas Parciales

EO Energia Oscura

FL Friedmann-Lemaitre

FLRW Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker

FRW Friedmann-Robertson-Walker

LCDM Modelo con Constante Cosmoldgica y Materia Oscura Fria (del inglés)
LSS Estructuras en la Amplia Escala (del inglés)

MO Materia Oscura

RSII Randall-Sundrum tipo IT

RW Robertson-Walker

SNIa Supernovas tipo Ia (del inglés)

TGR Teoria General de la Relatividad

WIMP Particula Masiva de Interaccién Débil (del inglés)
WMAP Wilkinson Microwave Anisotropy Probe

Tabla 1: Abreviaturas
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Sintesis

Se investiga, desde el punto de vista cualitativo, un modelo relativista de energia oscura (EO) con
dos campos escalares interactuando a través de un potencial (exponencial y arbitrario no exponen-
cial) que hace cruce de la barrera fantasma, llamado cosmologia quintasma. Con este propésito,
se construyen cuatro sistemas dindmicos describiendo: i) la dindmica de los modelos cosmoldgicos
Friedmann-Roberson Walker (FRW) con curvatura negativa que se expanden por siempre provistos
de fluido perfecto con ecuacién de estado p = (y — 1)p, 1 < < 2y campo de energia quintasma con
potencial exponencial; ii) la dindmica de los modelos cosmolégicos FRW con curvatura negativa en
contraccién con igual contenido de materia; iii) la dindmica de los modelos cosmolégicos FRW planos
en expansién, provistos de fluido perfecto con ecuacién de estado p = 0 (polvo) y campo de energia
quintasma con potencial exponencial; y iv) la dindmica de los modelos cosmoldgicos Friedmann-
Roberson Walker (FRW) con curvatura positiva provistos de fluido perfecto con ecuacién de estado
p=(y—1)p, % <~ <2y campo de energia quintasma con potencial exponencial. Luego se estudian
modelos con potenciales arbitrarios, disenando dos sistemas dindmicos adaptados, respectivamente, a
la region donde los campos escales son finitos y a la region donde ambos divergen. En cada caso se
extienden resultados previos y se obtienen resultados novedosos. Por ejemplo, los atractores del futuro
en i) son tipicamente dominados por curvatura y en ausencia de estos, dominados por energia oscura,
en ii) el comportamiento tipico es el reverso temporal de i); en iii) el atractor del futuro tipico es de
tipo escalante por materia, y en ausencia de estos, es dominado por energia oscura; en el modelo iv)
tenemos la existencia de soluciones comenzando en y terminando en una singularidad caracterizada
por una cosmologia con campo escalar sin masa; asi como soluciones comenzando en un big-bang
y terminando en un big-crunch. El estudio para modelos con potenciales arbitrarios indica que la
existencia de atractores fantasmas no es genérica, sino que, pueden existir bien atractores de Sitter
asociados con los puntos de ensilladura de potencial (en la regién donde los dos campos son finitos),

o, atractores escalantes (y otros comportamientos) en la regién donde ambos campos divergen.



Introduccion

El desarrollo de varias areas de la Matematica ha dejado una huella importante en el desarrollo de
la Cosmologia Tedrica. Particularmente, la mateméatica subyacente en el andlisis estadistico de los
datos provenientes de numerosas fuentes: Supernovas I a (SNIa, sus siglas en inglés), formacién de
Estructuras en la Amplia Escala (LSS, sus siglas en inglés) y de la radiacién ! del Fondo Césmico de
Microondas (CMB, sus siglas en inglés; ver en el anexo A.3 algunas propiedades del CMB) [1, 2, 3,
4,5, 6,7, 8,9, 10] combinado con la interpretacién fisica de esas observaciones, ha propiciado una
revolucion en la Cosmologia: el universo actual parece sufrir una fase de expansién acelerada y la

explicacion tedrica de este fenémeno debe ser en tltima instancia provista.

Una de las explicaciones mas populares a la aceleracién observada es la existencia de una componente

desconocida del contenido material del universo nombrada genéricamente: energia oscura (EO).

El tema de la EO es uno de los topicos modernos mas debatidos en la era de la Cosmologia de Precisién,
siendo la llamada Constante Cosmolégica (CC) la més econdémica y sensiblemente discutible solucién.
Sin embargo, en este modelo sufre del bien conocido problema de la constante cosmolégica, de acuerdo
al cual existe una todavia inexplicada diferencia de orden de magnitud (de cerca de 120 6rdenes) entre
el valor cosmoldgicamente observado y el valor tedrico obtenido de la Teoria de Campos. Por tanto,
han sido propuestos modelos alternativos: quintaesencia, energia “fantasma”, campos de taquidnes,
gas de Chapligin y, recientemente, la energia oscura “quintasma” (de los términos QUINtaesencia y
fanTASMA, por los tipos de campos que la componen) (revisar en las referencias [11, 12] la diversidad
de modelos propuestos para la aceleracién actual). Estas propuestas tienen sus propias deficiencias
tedricas (lo que senala que la Fisica Tedrica actual sufre un periodo de crisis), sin embargo sobre ellas
se tiene un interés elevado, vistas como elementos para la construccién de modelos los cudles podrian
ayudar a descifrar muchos aspectos sobre la naturaleza de la Energia Oscura que permanecen siendo

un enigma.

Idealmente, en los préximos decenios contaremos con argumentos mas poderosos que nos permitan

'En el Apéndice A.2 se discute la fisica de la radiacién.
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acercarnos a un eventual desentranamiento de los misterios mas oscuros que la historia césmica nos
ha ido legando: la Materia Oscura y la Energia Oscura, las cuales son componentes de la densidad
de energia del Universo que aiin nos resultan parcialmente incomprensibles pero que dejan sentir sus

efectos en la geometria del espacio-tiempo.

Herramientas matematicas de uso general en Cosmologia Tedrica

Por una gran variedad de razones, es deseable analizar la evoluciéon de diferentes clases de modelos.
Este problema primario ha conducido a los investigadores a aplicar la teoria de los sistemas dinamicos

a la Cosmologia Tedrica.

En la literatura se pueden encontrar innumerables trabajos que explotan la fortaleza de la teoria de
los sistemas dinamicos a la hora de dar una descripcién cualitativa de modelos cosmolégicos. En estos
estudios, usualmente se introduce una variable temporal, 7 adimensional (logaritmica) para que los
modelos sean vélidos en todo el rango temporal (o sea, 7 se construye de tal manera que puede tomar
todos los valores reales). Ademds se requiere introducir un conjunto de variables normalizadas entre
otras razones porque normalmente conducen a un sistema dindmico compacto, son bien definidas y
tienen una interpretacion fisica directa y principalmente porque dada una simetria en las ecuaciones,
una de ellas se desacopla del resto (en la Teoria General de la Relatividad (TGR) la expansién es
utilizada para normalizar las variables en los modelos que se expanden eternamente, desacoplandose

la ecuacién de Raychaudhuri) y el sistema simplificado resultante es entonces estudiado.

De modo maés preciso, usando la nueva variable temporal adimensional y un conjunto de variables
normalizadas, las ecuaciones diferenciales que rigen la evolucién del modelo cosmolégico bajo estudio
definen un flujo (éste es el caso si el sistema es auténomo) y las ecuaciones cosmolégicas pueden ser
analizadas mediante el estudio de las érbitas de dicho flujo en el espacio de estados fisico el cual es
un subconjunto de R™. Cuando el espacio de estados es compacto, cada orbita tendrda asociado un

conjunto a y w-limite no vacios, asi existirdn atractores tanto del pasado como del futuro [13, 14, 15].

La conveniencia de considerar variables normalizadas en lugar de usar las mismas variables fisicas
radica en que, tipicamente, en la vecindad de una singularidad inicial hipotética las variables fisicas

divergen, mientras que en tiempos recientes, ellas cominmente tienden a cero [15].

Debido a consideraciones fisicas, la normalizacion con el factor de Hubble es, en la mayoria de los
casos, una seleccién apropiada. Ademds, se tiene bastante evidencia matemadtica que sugiere que las
variables normalizadas con el factor de Hubble son acotadas hacia el pasado (esto es, cuando nos

acercamos a la singularidad inicial), y si existe una constante cosmoldgica (o algo que la mimetice)
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estas variables pueden ser acotadas hacia el futuro. Sin embargo, atin en el caso en que el espacio de
las fases no sea acotado, es sensible esperar que las ecuaciones de evolucién puedan admitir conjuntos

o'y w-limite.

A modo de resumen, enumeraremos las diferentes perspectivas desde las cuales han sido examinados

los modelos cosmolégicos:

1. Métodos topologicos. Por esto entendemos el andlisis global que conduce a teoremas sobre sin-
gularidades [16]. Estos teoremas establecen que, sujeto a condiciones muy generales las cuales
parecen satisfacerse en el universo fisico, un modelo cosmoldgico comienza en una singularidad
en el espacio-tiempo (la cual representa una ruptura de la fisica clasica). Estos resultados no
dependen de ninguna simetria ni de ninguna otra hipétesis simplificadora acerca de la geometria,
ni de ningun analisis detallado de las ecuaciones del campo; sino que ellos se obtienen a partir
de desigualdades geométrica y fisicamente motivadas, en conjunto con un anélisis cuidadoso
de las propiedades de varias regiones causales en el espacio-tiempo y sus fronteras, basadas en
propiedades genéricas de ecuaciones claves (especificamente la ecuaciéon de Raychaudhuri y las

ecuaciones de conservacion).

2. Métodos cualitativos. Por esto entendemos los métodos para analizar las ecuaciones de Einstein
del campo con vistas a deducir el comportamiento evolutivo de clases generales de modelos cos-
moldgicos. El grueso de resultados hasta la fecha concierne a modelos espacialmente homogéneos.

Han sido utilizados tres acercamientos diferentes:

(i) métodos de aproximacién por partes,
(ii) métodos hamiltonianos,

(iii) métodos de sistemas dindmicos.

En el primer acercamiento, la evoluciéon de un modelo cosmoldgico en el tiempo es aproximada
mediante una sucesién de periodos durante los cuales ciertos términos en las ecuaciones del
campo se desprecian, conduciendo a un sistema de ecuaciones mas simple. Este acercamiento
heuristico puede ser fundamentado sélidamente en las llamadas secuencias heteroclinicas en el

acercamiento desde la perspectiva de los sistemas dinamicos.

El segundo acercamiento consiste en que las ecuaciones de Einstein son reducidas a un sistema
hamiltoniano dependiente del tiempo para una particula (universo puntual) en dos dimensiones.
El sistema es analizado heuristicamente aproximando los potenciales dependientes del tiempo

moviendo “paredes de dominio”, las cuales se asumen que reflejan la particula en movimiento
)
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instantaneamente. Este acercamiento ha sido utilizado principalmente para analizar la dindmica

en las proximidades del Big-Bang.

El tercer acercamiento se basa en el hecho de que las ecuaciones de Einstein del campo para cos-
mologias espacialmente homogéneas se puede escribir como un sistema auténomo de ecuaciones
diferenciales de primer orden. Las curvas soluciones particionan R™ en drbitas, las cuales a su

vez definen un sistema dindmico en R"™. Este acercamiento es el que utilizaremos en esta tesis.

3. Métodos numéricos. Con el desarrollo de las computadoras, los métodos numéricos han sido
utilizados para investigar varios aspectos de la evolucién de cosmologias, en especial de las in-
homogéneas, con énfasis en el caso de un grado de libertad espacial (ecuaciones diferenciales
parciales con una variable temporal y una espacial). Estos métodos son muy importantes en
relacion con los métodos de sistemas dindmicos, porque ellos permiten explorar el espacio de
estados en situaciones en las cuales los métodos analiticos y las técnicas cualitativas no pueden
implementarse totalmente. En esta tesis nos valdremos modestamente de estos métodos para
obtener informacion inaccesible para las técnicas analiticas en todos los modelos que estudiare-

mos.

4. Métodos perturbativos. Los métodos de este tipo han sido, en general, usados para estudiar
las perturbaciones de modelos Friedmann-Lemaitre (FL) en conexién con el crecimiento de las
perturbaciones de densidad. La teoria de las perturbaciones por otra parte permite estudiar
modelos inhomogéneos mediante la reduccién de las ecuaciones diferenciales en derivadas par-
ciales (EDP) a ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO). Desde la perspectiva de los sistemas
dindmicos el método permite explorar el espacio de estados infinito-dimensional asocia-do con
las EDP mediante la investigacion del espacio de estados finito-dimensional asociado a la EDO

aproximante.

5. Soluciones exactas. Solo se puede esperar encontrar soluciones exactas a las ecuaciones de
Einstein del campo mediante la imposicién de restricciones fuertes sobre la geometria del espacio-
tiempo, en primer lugar suponiendo la existencia de simetrias, o imponiendo restricciones al
tensor de Weyl u otras cantidades cineméticas. A pesar de las propiedades especiales inherentes
a su propia existencia, las soluciones exactas pueden jugar (casi siempre) un papel importante
en la evolucién de clases completas de modelos, actuando como estados asintéticos o intermedios

en muchos espacios de fases.
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Preguntas de investigacion

Aunque existe un amplio concenso sobre el comportamiento dindmico de la EO, un aspecto crucial

del pardmetro de la ecuacién de estado (w = densidad/presién) esta atin bajo debate:

1. zSe ha transformado la energia oscura en energia fantasma, recientemente?

2. Si este es el caso, jcomo podemos modelar dicha transicion? en otras palabras, ses posible

modelar el cruce reciente de la barrera fantasma? 2

Para responder afirmativamente a estas preguntas de investigacion presentaremos en esta tesis un
modelo cosmoldgico en el que, para una seleccion apropiada de las constantes libres del potencial, la
parametro de la ecuacion de estado, w, de la EO evoluciona en forma continua desde valores mayores

a —1 hasta (recientemente) valores menores que —1 ocurriendo asi el cruce la barrera fantasma.

Objetivos de la presente tesis
En esta tesis nos hemos trazado como objetivos generales:

1. Proveer al investigador de herramientas de la Teoria de los Sistemas Dindmicos ttiles para
el estudio cualitativo de modelos cosmoldgicos. Estas herramientas son muy generales y de

aplicacién en otras areas del conocimiento.

2. Aplicar conjuntamente técnicas cualitativas (de la Teoria de los Sistemas Dindmicos) y el uso
de integradores numéricos para ecuaciones diferenciales para caracterizar el espacio de fase de
modelos cosmoldgicos concretos con el propdsito de esbozar conclusiones generales sobre los
modelos objeto de estudio de esta tesis. Estas conclusiones nos permitiran inferir el compor-
tamiento tipico de nuestro Universo complementando la informacién que se obtiene a partir de

las observaciones.

Objetivos especificos

i) Modelar el cruce de la barrera fantasma mediante un modelo relativista de energia oscura (EO)
con dos campos escalares interactuando a través de un potencial exponencial. Investigar el

papel de la curvatura espacial en la evolucién de las cosmologias quintasma con potenciales

2El pardmetro de la ecuacién de estado de la EO tipo fantasma, w, es menor que —1, este dltimo valor es el que
corresponde la llamada constante cosmoldgica. Nos referiremos al valor wgo = —1 como la frontera fantasma.
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exponenciales y la dinamica de los modelos tanto en contraccién como la de los modelos que
se expanden eternamente. Particularmente, investigar condiciones para la existencia de fases

escalantes y fase de de Sitter en modelos con curvatura cero que se expanden por siempre.

ii) Probar que la existencia de atractores fantasmas no es genérica en los modelos de EO con dos
campos escalares: para potenciales generales pueden existir atractores de de Sitter en los puntos
de ensilladura del potencial y atractores escalantes en el limite donde ambos campos escalares

divergen.

Novedad Cientifica

En esta tesis hemos obtenido varios resultados novedosos los cuales resumimos en lo siguiente. Hemos
hallado que, para modelos con curvatura negativa en expansién (contraccién), el atractor del futuro
(del pasado) es la solucién cosmolégica dominada por curvatura. Bajo las condiciones que excluyen la
existencia de estos atractores, los estados asint6ticos (hacia el pasado y hacia el futuro) corresponde a
soluciones dominadas por la EO. Que pueden ser soluciones fantasmas (w < —1) o soluciones de de Sit-
ter (w = —1), o soluciones de quintaesencia. Esto representa una diferencia en relacién con la situacién
en [17]. Debemos senalar, sin embargo, que si la solucién escalante por materia existe, es el atractor
del sistema para valores de 7y en el intervalo 0 < v < 2/3 (con esta restriccién se excluye la posibilidad
de que la solucién dominada por curvatura sea el atractor del sistema). Mimetizando una componente
adicional de EO. Para modelos en contraccién el atractor del sistema corresponde a una cosmologia de
campo escalar sin masa (CESM). Hacia el pasado la situacién tipica es el reverso de la antes descrita.
En el caso de los modelos con curvatura positiva: hemos extendido a nuestro contexto, resultados re-
portados en [18] seccién VI.A tales como la existencia de érbitas comenzando desde y recolapsando a
una singularidad (correspondiendo a cosmologias con campo escalar sin masa). También verificamos la
existencia de soluciones Friedmann-Roberson-Walker (FRW) cerradas (curvatura positiva) comenzan-
do desde una singularidad inicial (“big-bang” o gran explosién) y recolapsando hacia una singularidad
de “big-crunch” (el reverso temporal de la singularidad inicial). Adicionalmente hemos disenado algu-
nas (nuevas) funciones mondtonas las cuales garantizan la existencia de atractores globales, ademas
de que nos permiten descartar érbitas periodicas, érbitas homoclinicas u 6rbitas recurrentes, lo que
nos permite reforzar nuestra conjetura en [17] que establece que la dindmica en el espacio de fases de

las cosmologias quintasma estd dominada por puntos criticos y orbitas heteroclinicas que los unen.

Cuando nos restringimos al caso de los modelos FRW planos (curvatura cero) en expansién eterna,

encontramos como resultado novedoso que la hipétesis en Zhang et al. [19], que plantea que en
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ausencia de interacciones, la solucion dominada por el campo fantasma es el atractor del sistema y
la interaccion no afecta el comportamiento atractor de la fase dominada por el campo fantasma, es
correcta solo en los casos en que la existencia de la fase fantasma excluye la existencia de atractores
escalantes (en los cuales las densidades de energia del campo quintasma y la materia oscura fria
son proporcionales). La importancia de las soluciones escalantes reside en que sus efectos dindmicos
mimetizan una constante cosmoldgica que se diluye con el tiempo. Tales soluciones pueden carecer
de algunos de los problemas de ajuste fino que sufre la constante cosmoldgica precisamente por la

independencia de las condiciones iniciales.

También, en esta tesis, hemos desarrollado una metodologia para investigar modelos de energia quin-
tasma con potenciales arbitrarios y curvatura cero. Usando esta metodologia hemos obtenido condi-
ciones generales para el potencial las cuales conducen a regimenes de de Sitter y escalante, lo cudl es

importante en relacién con el destino final del Universo.

Estado del arte del problema del cruce de la barrera fantasma

En esta seccién haremos una breve resena sobre el estado del arte del problema del cruce de la barrera
fantasma, o sea, la posibilidad de que la pardmetro de la ecuacién de estado de la EO pueda cruzar

continuamente por el valor w = —1 (pardametro de la ecuacién de estado de la CC).

En muchos de los analisis la mayor coincidencia con los datos observacionales es provista por los
modelos los cuales, cuando el tiempo transcurre, la parametro de la ecuacion de estado de la EO
w = p/p cruza la frontera w = —1 (para hacerse ain mds negativo). Sin embargo, dentro de los
datos mas recientes sobre SNla, algunos sugieren la conveniencia de que el cruce sea solo una ilusién
debido a los errores sistematicos en las observaciones [20], mientras que otros concluyen que todas
las clases de modelos de EO son vilidos dentro del rango de observaciones [21]. Asi, no existe un
concenso completo sobre la preferencia del cruce de la barrera fantasma y, para anadir al problema,
los resultados tienen una dependencia fuerte de la parametrizacién seleccionada para w en términos

de corrimiento al rojo (w(z)) [22].

Si la EO fuera de tipo fantasma (la EO fantasma tiene pardmetro de ecuacién de estado, w, menor
—1) en tiempos recientes, entonces, tipicamente, nuestro universo (si estuviera siempre en expansién)
puede evolucionar hacia una singularidad en el futuro cercano, caracterizada por las divergencias del
factor de escala, el escalar de expansién de Hubble y su derivada temporal. Este es el caso si la

densidad fraccional de energia dominante fuera de tipo fantasma.

Si fuera eventualmente corroborada (desde el punto de vista observacional) la posibilidad del cruce de
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la barrera fantasma, entonces podriamos pensar en dos posibles explicaciones/implicaciones: o bien
la EO consiste de multiples componentes con (al menos) una componente fantasma (no canénica), o
la Relatividad General (RG) tiene que ser modificada a escalas cosmolégicas [23]. La posibilidad de
tratar con varios campos escalares estd sustentada, ademds, por la teoria efectiva (de baja energia)
de la cuerda bosénica, donde varios campos como el dilaton, el axiéon y otros campos modulo pueden

encontrarse [24].

Algunos aspectos interesantes del cruce de la barrera fantasma han sido discutidos en [25], donde se
analizaron la viabilidad del parametro de la ecuacion de estado y la velocidad del sonido. Adn cuando
algunas realizaciones del cruce puedan tener un origen extradimensional, bien en la brana [26] como
en el contexto de un gas de cuerdas [27], los modelos con campo escalar [28] (en la fisica estdndar
4-dimensional) son las opciones mas populares del inventario. También ha sido considerado un gas de
Chapligin interactuante [29]. Debemos senalar que se han venido haciendo esfuerzos en la construccién
de modelos de EO que hagan el cruce de la barrera fantasma, basados en teoria de campos. Se conoce
que un solo campo escalar con energia cinética canénica (quintaesencia) o energia cinética no candnica
(fantasma) no da el resultado esperado [30, 31, 32]. Sin embargo, para un teoria con campo escalar
conteniendo operadores en derivadas superiores en el Lagrangiano [33], asi como un solo campo escalar
acoplado a priori a un campo vectorial no dindmico de fondo [34], si ocurre el cruce. En [35], por
ejemplo, se ofrece una construccién explicita de un modelo inspirado en Teorfas Escalares-Tensoriales
que hace el cruce. La imposibilidad (en general) de modelar el cruce de la barrera fantasma, mediante
un solo campo escalar, ha motivado la propuesta modelos con dos campos (quintaesencia y fantasma)
y han sido nombrados modelos de energia quintasma [17, 19, 36]-[66]. Aqui nos mantendremos en la

corriente principal y consideraremos estas cosmologias.

El modelo de energia quintasma es un hibrido de quintaesencia, usualmente modelada como un cam-
po escalar minimamente acoplado a la gravedad, y un campo fantasma: otro campo escalar real
(minimamente acoplado a la gravedad) con energfa cinética negativa. 3 Este tipo de modelos puede
conducir, de una manera muy simple, a un marco teérico en el que la quintaesencia domina en tiempos
tempranos con w > —1 y donde el campo fantasma domina mas tarde, con w < —1. Estos modelos
son totalmente diferentes de los de quintaesencia y energia fantasma que le dieron origen en relacién
con el destino final de nuestro universo y no sufren de los problemas de ajuste fino de los campos
fantasmas: para que el universo actual sea bien descrito mediante un modelo fantasma, este debe ser

severamente ajustado en tiempos tempranos porque la densidad de energia crece con la expansién.

3El comportamiento tipo quintasma, (con cruce de w = —1) ha sido hallado también en el contexto de la EO holografica
[65, 67, 68].
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El modelo de energia quintasma preserva el cardcter escalante de la quintaesencia, donde se requiere

menos ajuste fino.

En [56] y [57, 17] ha sido estudiado, usando herramientas estdndares de la teorfa de los sistemas
dindmicos, un universo homogéneo e isotrépico, conteniendo materia oscura (MO) y EO. La EO fue
modelada mediande un modelo de energia quintasma con un potencial exponencial. 4 La diferencia
entre [56] y [57, 17] estd en que, en el segundo caso, el potencial describe la interaccién entre el
campo escalar convencional y el campo fantasma. Algunos aspectos cruciales de la interaccién entre
estos campos no fueron resueltos apropiadamente en [57] a consecuencia de las variables dindmicas
propuestas por los autores. En la mencionada referencia fue probado que en ausencia de interacciones,
la solucién dominada por el campo fantasma es el atractor del sistema y que la interaccién no afecta
su cardcter atractor. En [17] fue estudiado el caso en el que el término de interaccién domina frente
a los otros términos del potencial. Un conjunto de variables dindmicas mejor adaptadas a dicha
situacién (dominio del término de interaccién) que aquellas en [57] fue disenado. La diferencia sutil
de nuestra seleccién tuvo consecuencias inesperadas. En primer lugar, existe la posibilidad de que la
EO quintasma (con condiciones iniciales muy generales) escale a la MO, significando que la evasién
del comportamiento escalante en modelos de energia quintasma no es genérico. Resultados similares
han sido obtenidos en la referencia [53], donde fue mostrado que en el contexto de los modelos de
EO tipo quintasma (modelos h-esencia) con potenciales exponenciales y con ley de potencia (inversa),
pueden existir atractores estables los cuales son bien soluciones escalantes o soluciones dominadas por
la h-esencia (aunque con ecuacién de estado mayor o igual que —1). En segundo lugar, en algunos
casos en el que los valores de los parametros del potencial se excluye la existencia de atractor escalante,
el modelo podria tener una atractor puramente fantasma. Este comportamiento es contrario a lo que
se observaba previamente para modelos de energia quintasma con potenciales exponenciales, en los
cuales el comportamiento asintéotico de tiempo reciente correspondia simplemente a w = —1, a pesar

de la existencia transitoria de una época con w < —1. °

También hemos obtenido resultados similares en [58], seccién 4. En dicha referencia fue estudiada una
cosmologia FRW plana con campo quintasma para potenciales arbitrarios (no exponenciales), y fue
establecido bajo cuales condiciones sobre el potencial es posible la existencia de soluciones escalantes.
En [58] fue probado que, para potenciales arbitrarios teniendo asintéticamente comportamiento expo-

nencial, los regimenes escalantes estan asociados con el limite donde ambos campos escalares divergen.

4Los potenciales exponenciales han sido considerados como fuente de la interaccién entre campos escalares en cos-
mologfa convencional [69, 70, 71, 72, 73].

°En nuestra opinién, estos hallazgos muestran que la casuistica del comportamiento evolutivo de los modelos de
energia quintasma es de hecho més rica de lo que se conocia hasta la fecha, lo que hace que el tema valga la pena para
futuras investigaciones.
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Quizas, la més importante conclusién en [58] es la confirmacién del resultado en la referencia [17] (la
existencia de atractores fantasma no es genérica) en el contexto mas general de modelos de EO quintas-
ma con potenciales arbitrarios (no exponenciales) y consecuentemente las correspondientes soluciones
cosmoldgicas carecen de singularidad de gran desgarro (big-rip). ¢ Particularmente, en nuestro marco
de trabajo, los atractores de de Sitter (w = —1) estan asociados solo con los puntos de ensilladura
del (logaritmo natural del) potencial. Este estudio resulta, en este sentido, complementario al de las
referencias [57, 56, 17]. Como es costumbre, este tipo de andlisis descansa en una seleccién apropiada
de variables, las cuales se construyen parcialmente de acuerdo a las consideradas en las referencias

(17, 74).

En [66] han sido investigados elementos adicionales que complementan los resultados en las referencias
[56, 57, 17] al removerse la restriccién de considerar modelos con geometria FRW plana y considerarse
modelos con curvatura tanto negativa como positiva. También fueron investigados modelos tanto en
expansion eterna como en contraccion y el posible recolapso. De esta manera fue posible generalizar

resultados previos reportados en la literatura.

La existencia de funciones mondtonas en el espacio de estados de las cosmologias quintasma permiten
descartar la existencia de érbitas periddicas, érbitas homoclinicas, érbitas recurrentes y cualquier tipo
de comportamiento complejo en conjuntos invariantes del flujo. Siendo asi, la dindmica es dominada
por puntos criticos (y posiblemente, 6rbitas heteroclinicas conectdndolos). Especulamos que este
comportamiento podria tenerse también para cosmologias con potenciales arbitrarios. Adicionalmente
pueden obtenerse resultados globales. Un acercamiento similar al aqui propuesto (o sea, el disefio de
funciones mondétonas) para cosmologias con miltiples campos escalares convencionales con materia ha
sido utilizado en [18, 69, 70]. Sin embargo, en dicho trabajo los autores no consideran campos fantasma,
como aqui hacemos. En nuestra investigaciéon hemos hallado una galerfa de funciones monétonas, *

en cambio reportaremos solo aquellas que contienen la mayor informacion posible sobre los estados

asintoticos de nuestro sistema.

Estructura de la tesis

FEn la seccion introductoria se comenta sobre el estado del arte del objeto de investigacién y se plantea

el problema de investigacion.

SCuando se incluye curvatura en el modelo se puede encontrar que, para modelos en expansién eterna, el compor-
tamiento asintético fantasma es genérico [66].

" Algunas de ellas son sencillamente reinterpretaciones de las funciones propuestas por otros autores a nuestro contexto
(ver por ejemplo [18, 69, 70]).
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En el capitulo 1, se enuncian los principios que sustentan la Teoria General de la Relatividad. Se
presentan los fundamentos de la cosmologia estandar, introduciendo evidencia para la homogeneidad
y la isotropia y los modelos Friedmann-Robertson-Walker (FRW). Algunos aspectos importantes sobre
la evolucion del Universo, particularmente aquellos relacionados con la historia térmica del universo,

se ofrecen en el Anexo A.

En el capitulo 2, se responde al primer objetivo general de la investigacién. Se introducen algunos
conceptos, teoremas y proposiciones de la Teoria de los Sistemas Dinamicos. Lejos de ser una lista
de resultados, en el capitulo, se le plantea de manera coherente al investigador como proceder y que
herramientas usar ante determinadas situaciones concretas. Se describe la metodologia de trabajo
que se sigue en la tesis. En el capitulo 3, se responde al primer objetivo especifico (incluido en el
tercer objetivo general). Investigamos cuatro sistemas dindmicos describiendo: i) la dindmica de los
modelos cosmoldgicos Friedmann-Roberson Walker (FRW) con curvatura negativa que se expanden
por siempre provistos de fluido perfecto con pardmetro de la ecuacién de estadop = (y—1)p, 1 <y < 2
y campo de energia quintasma con potencial exponencial; ii) la dindmica de los modelos cosmoldgicos
FRW con curvatura negativa en contraccién con igual contenido de materia; iii) la dindmica de los
modelos cosmologicos FRW planos en expansién, provistos de fluido perfecto con ecuacién de estado
p = 0 (polvo) y campo de energia quintasma con potencial exponencial; y iv) la dindmica de los
modelos cosmolégicos Friedmann-Roberson Walker (FRW) con curvatura positiva provistos de fluido
perfecto con ecuacién de estado p = (7 — 1)p, % <~ <2y campo de energia quintasma con potencial

exponencial.

En el capitulo 4, se responde al segundo objetivo especifico (incluido en el tercer objetivo general).
Investigamos modelos con energia quintasma con potencial arbitario. Se provee de elementos adi-
cionales que fundamentan el interés en los modelos de energia quintasma mediante el estudio de casos
con potenciales arbitrarios (no exponenciales) también desde la perspectiva de los sistemas dindmicos.

En este sentido nuestro estudio complementa el estudio en las referencias.

Incluimos dos secciones finales con conclusiones generales, un resumen de los resultados de la tesis
vy hacemos algunas recomendaciones sobre como dar continuidad a esta investigacién y se adelantan
algunas ideas sobre nuestros proyectos futuros. En los anexos B y C se incluyen gréficos, figuras y

tablas complementarias. Usamos los programas DSolver y Mathematica en las integraciones numeéricas.



Capitulo 1

Cosmologia Moderna

La corriente principal en Cosmologia es el estudio de modelos relativistas, o sea, aquellos sustentados

en la Teorfa General de la Relatividad (TGR) de Albert Einstein.

El capitulo ha sido organizado en la siguiente forma: en la seccién 1.1 se enuncian los principios
que sustentan la TGR y se presentan las ecuaciones tensoriales del campo gravitatorio (ecuaciones
de Einstein), por otra parte en la seccién 1.1.4 se describe a grosso modo como construir modelos
cosmoldgicos realistas, particularmente prestamos mayor interés a las cosmologias con campo escalar.
En la seccién 1.2, se presentan los fundamentos de la cosmologia estandar, introduciendo evidencia
para la homogeneidad y la isotropia y los modelos Friedmann-Robertson-Walker (FRW). Estos modelos
son los modelos mateméticos mas sencillos de la cosmologia (satisfacen el Principio Copernicano) y
se cree que son los que mejor describen el Universo reciente. Se estudian las ecuaciones cosmoldgicas
para diferentes fuentes materiales y se comenta sobre el papel de la curvatura espacial en el destino
del Universo. Consideramos el estado de nuestro universo actual, el cual conduce a una discusién
sobre su mas sorprendente razgo problemético: la existencia de energia oscura. En la seccién 1.2.8, se
presentan y discuten algunos modelos tedricos para esta componente. En la seccién 1.3 se ofrece un

resumen sobre aspectos mas notorios en relacion a los modelos cosmoldgicos.

1.1 Teoria general de la Relatividad

La formulacién de la Teoria de la Relatividad General (TGR) por Albert Einstein fue fundamental
para el nacimiento de la Cosmologia debido a dos hitos importantes: se contaba por primera vez
con una nueva teoria de la gravedad compatible con la Relatividad Especial, y por que ésta nueva
teoria relacionaba la energia-materia con la geometria del espacio-tiempo. En efecto, conjugando

audazmente su principio de equivalencia con las novedosas técnicas matematicas sobre espacios curvos

13
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creada por Riemann, Einstein alcanzé la maravillosa conclusién de que la curvatura del espacio-tiempo

era simple y llanamente una manifestaciéon del mismisimo campo gravitatorio. Dicho de otra manera,

no hay fuerza de gravedad, sino que las grandes masas deforman la geometria del espacio—tiempo y

las particulas siguen las orbitas extremales naturales de dicha geometria.

El conjunto de principios fundamentales en los que la TGR se basa son:

(i)

El principio de covariancia general: las leyes de la fisica deben tomar la misma forma en todos

los sistemas de coordenadas.

— Matematicamente, el principio de covariancia implicaba que las leyes de la fisica deben ser
leyes tensoriales en las que las magnitudes medidas por diferentes observadores se relacionan

de acuerdo a la transformacion de coordenadas de cada observador.

— Fisicamente, el principio de covariancia se basa en la observacion de que, para diversas clases
de sistemas de coordenadas de referencia, no existe procedimiento fisico para distinguir entre

ellos.

Influido por el principio de equivalencia y otras observaciones, Einstein y otros llegaron a teorizar
que era posible construir una teoria donde todas las ecuaciones pudieran ser escritas en una forma
suficientemente general como para tener la misma forma en cualquier sistema de coordenadas.
Un ejemplo de esto era el equivalente relativista de la segunda ley de Newton que se escribe para
cualquier sistema de coordenadas, en términos del tiempo propio, los simbolos de Christoffel del

sistema de coordenadas y las componentes de la cuadrifuerza como:

d*z’ ;. dxtdak i

Asi la distincién aparente entre sistemas inerciales y no inerciales de la mecanica newtoniana es
ilusoria, ya que estos no son mas que sistemas en los que los simbolos de Christoffel que aparecen
en la expresién anterior se anulan, y por tanto, los sistemas inerciales son sélo un caso particular
de sistema de referencia, y no un tipo privilegiado o de ningiin modo destacado de sistema de

referencia, una vez que las leyes se formulan en la forma covariante adecuada.

El principio de equivalencia: cualquier sistema de referencia no inercial es localmente equivalente
a un ststema inercial con un cierto campo de gravitacion, y viceversa, todo campo gravitatorio
puede hacerse desaparecer localmente escogiendo un sistema de referencia adecuado. De esta

manera todas las leyes de la fisica deben ser las mismas para todos los observadores (inerciales
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o no). Asi, el principio de equivalencia en relatividad general establece que no hay experimentos
locales que sean capaces de distinguir una caida no-rotacional en un campo gravitacional del
movimiento uniforme en ausencia de un campo gravitatorio. Es decir, no hay gravedad en un

sistema de referencia en caida libre.

(iii) El principio de invariancia local de Lorentz: las leyes de la relatividad especial se aplican local-
mente para todos los observadores inerciales. En la teoria especial de la relatividad se asume
que los sistemas de referencia pueden ser extendidos indefinidamente en todas las direcciones
en el espacio-tiempo. Pero en la teoria general se reconoce que sélo es posible la definicién
de sistemas aproximados de forma local y durante un tiempo finito para regiones finitas del
espacio. En relatividad general, las leyes de Newton son asumidas sélo en relacion a sistemas
de referencia locales. Las particulas libres viajan trazando lineas rectas en sistemas inerciales
locales (Lorentz). Cuando esas lineas se extienden, no aparecen como rectas, siendo llamadas
geodésicas. Entonces, la primera ley de Newton se ve reemplazada por la ley del movimiento

geodésico.

(iv) El movimiento inercial tiene lugar a través de drbitas geodésicas (circunferencias de radio maximo
en una esfera): estas son las érbitas determinadas por la forma del espacio, que simplemente van

por los caminos menos esforzados de un espacio que no es plano.

(v) La curvatura del espacio tiempo, causada por la interaccién entre la masa y la energia con el
espacio—tiempo, permite explicar los efectos gravitacionales como movimientos inerciales en un
espacio tiempo curvo. La curvatura del espacio-tiempo esté creada por la tensiéon que la masa
y la energia ejercen sobre el mismo. El sistema de referencia escogido es definido por eleccion

particular. Por lo tanto, todo movimiento es definido y cuantificado relativamente a otro cuerpo.

El concepto bésico de la teoria es el campo tensorial métrico fundamental g, que es arbitrario y que

siempre se puede expresar como

3
g= Y gapda®@da’ = gpda® @ da’ (1.1.2)
a,3=0

(aqui hemos usado el convenio de sumacién de Einstein) en una cierta carta local (sistema de coorde-

nadas) de una variedad diferenciable 4-dimensional, donde g, 3 = ga g son funciones sobre la variedad

L. Un espacio con un tensor métrico fundamental tiene asociados automéaticamente, una conexién

!Denotaremos los indices del espacio-tiempo y los fndices espaciales con respecto a bases coordenadas respectivamente
por o, 3,---=0,1,2,3 y 4,7,--- = 1,2, 3, respectivamente.
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local V —la conexién denominada de Levi-Civita, que satisface Vg = 0 y no tiene torsién, o sea,

\Y )?17 - V};)_f = [)_(' , }7} —, v la correspondiente curvatura R:

—

(V)?V?—V?VX’—V[X*7}7])ZER()Z,?)Z. (1.1.3)

La curvatura define las érbitas geodésicas, que son a su vez extremales de la longitud L definida como

A
L:Afwg@mux (1.1.4)

para cualquier arco continuo de curva (), que una los puntos p = v(A;) y ¢ = 7(A), sea diferenciable
a trozos, y cuyo campo vectorial tangente en los trozos diferenciables es ¥ —naturalmente la suma se
compone de la suma de los trozos diferenciables concatenados—. Estas geodésicas son las orbitas que
describen los cuerpos de prueba, o sea, los no sometidos a influencia externa alguna, aparte de la
gravedad. Y esto es tanto si g describe un campo gravitatorio real, como si es la manifestacion de
fuerzas no inerciales. Observemos que hay curvas tales que L = 0 (las curvas luminosas, por las que se
mueve la radiacién electromagnética de la luz), y que por ello es evidente que L no puede minimizarse

para puntos con separacién temporal. En este caso, no obstante, L puede maximizarse.

Por su parte el tensor de curvatura R mide, a través de la ecuacién de los campos de Jacobi

[x.7].2] +[[2.%].7] + [[V.7] . %] =0, (1.1.5)
o igualmente a través de la ecuacion de Ricci (1.1.3), la aceleracién o desviacién relativa de geodésicas
cercanas. De esta manera, si R = 0 no hay aceleracién relativa, lo que sirve para describir los sistemas
no inerciales, mientras que si R # 0 si que la hay, y se tiene un modelo de un cierto campo gravitatorio

real. Matematicamente la condicion

R=0

identifica el caso en el que el espacio tiempo es plano, o sea, sin curvatura, y un teorema fundamental
de Riemann asegura que se pueden escoger localmente coordenadas cartesianas tales que g adopta la
forma

g=-dtedt+dredr+dydy+dz®dz
siysélosi R=0.

Ahora bien, jcémo cuantificar la curvatura del espacio—tiempo, es decir, la deformacién producida por

una distribuciéon de masa? ;Cémo determinar el tensor métrico en casos de interés fisico?
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Las ecuaciones que propuso Einstein para describir los efectos gravitatorios en el espacio—tiempo, y

aun vigentes hoy, fueron

Ric— " I;icg - SZf T, (1.1.6)
o usando notacion de indices
Rap — %975376 Jap = 8:—4GTaﬁ
donde Ric = tr R, o bien
Rop = RZW,

donde Rj -6 representa el tensor de Riemann asociado a la curvatura R. Ric es un campo tensorial
2-covariante simétrico. tr Ric denota la traza respecto de g de Ric, o sea, la curvatura espacial.
G = Ric — @g es un campo tensorial 2-covariante simétrico, llamado tensor de Einstein y T
(también un campo tensorial 2-covariante simétrico) es el tensor de energia-momento de la materia en
el espacio tiempo. En virtud de las identidades de Bianchi para la curvatura, G satisface idénticamente
la propiedad

V-G =0,

(donde V- denota la divergencia) recuperandose asi de manera manifiesta la ley V- T = 0 en toda

situacién posible.

Como se puede apreciar, las ecuaciones de Einstein relacionan las propiedades métricas del espacio—
tiempo junto con su deformacién (en términos de la curvatura), con la cantidad y distribucién ener-
gético-material que crea esa deformacién. La férmula (1.1.6) representa un sistema de diez ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales, no lineales y acopladas de segundo orden, por lo que en general,
el problema resultante es mateméaticamente muy complicado. Desde el punto de vista fisico este
planteamiento supuso una tremenda revolucion, ya que si bien las fuentes materiales crean un campo
gravitatorio (que es una deformacién de la geometria subyacente), la propia materia se tiene que mover

segin dicta esa geometria, y asi sucesivamente.

1.1.1 Coordenadas curvilineas

Al estudiar campos gravitatorios nos encontramos ante la necesidad de considerar fenémenos en coor-

denadas curvilineas.

Consideremos el paso de un sistema de coordenadas z, z!, 22, 23 a otro 2/0, 2*, /2, 23

= fi(:v'o,xll,:va,x'?’), (1.1.7)
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donde las f* son ciertas funciones. Cuando transformamos las coordenadas, sus diferenciales se tran-

forman de acuerdo con la relacion:
oz’

Ozl

da’ dx" . (1.1.8)

Todo conjunto de cuatro cantidades A'(i = 0,1,2,3), que en una transformacién de coordenadas se
transforma como las diferenciales de las coordenadas, se llama cuadrivector contravariante. Asi, en

una transformacién de coordenadas
ox’
Ol

A A, (1.1.9)

Designaremos las componentes de los vectores contravariantes mediante un superindice. También
podemos definir el cuadrivector covariante como:

p
0V .
T o9t T

A; (1.1.10)

Designaremos los componentes de los vectores covariantes mediante un subindice.

1.1.2 La ecuacion geodésica

En el espacio de Minkowsky, las particulas viajan en linea recta a menos que sobre ellas actie una
fuerza. No nos sorprende, que las trayectorias de las particulas en espacio-tiempos mas generales sean
mas complicadas. La nocién de liena recta se generaliza a trayectoria geodésica, el camino seguido por
una particula en ausencia de fuerzas. Para expresar eso en forma de ecuaciones, debemos generalizar

la ley de Newton sin considerar existencia alguna de fuerzas, d2#/dt?> = 0, a un Universo en expansion.

La maquinaria matemdtica para generalizar d°Z/dt> = 0, es quizas mejor introducida comenzando
por un ejemplo simple: el movimiento de una particula en el plano FKuclideano 2D. En este caso, las

ecuaciones del movimiento en coordenadas Cartesianas ' = (z, y) son

d?axt
— =0. 1.1.11

No obstante si usamos coordenadas polares 2" = (r,0), las ecuaciones para una particula en libre
lucen significativamente diferentes. La fundamental diferencia entre los dos sistemas de coordenadas

es que los vectores bases para las cordenadas polares 7,0 varfan en el plano. Por tanto, A2 /dt? =0

. . . 2.0
no implica que cada una de las coordenadas r y 6 satisfagan ddng = 0.

Para determinar las ecuaciones satisfechas en coordenadas polares debemos proceder por considerar

la transformacién infinitesimal de coordenadas dada por la ecuacién (1.1.8).



COSMOLOGIA MODERNA 19

ozt
oz'7

es llamada matriz de transformacion de una base a la otra. En el caso de las coordenadas polares

1 2 .2

cosz’?, 2% =2/t

en 2D, 2! = 2/ sin 22, y la matriz de tranformacién es:

Ox' cosz? —z'lsina’?
rl < sinz? 2! cos z'? (1.1.12)
Por tanto la ecuaciéon geodésica se transforma en
d [da d [0zt daV
dt =0 ; =0. 1.1.13
dr [ dr } dt [837’3 dt ] (1.1.13)

La derivada con respecto al tiempo actia en ambos miembros dentro de los corchetes. Si la transfor-
macion de la base Cartesianas a las nueva base fuera lineal, entonces la derivada actuando en la matriz
de transformacion se anularia, y las ecuaciones geodésicas en la nueva base serian invariantes de forma.
Sin embargo, en el caso de las coordenadas polares la transformacién no es lineal, y requerimos del

hecho de que

d % d i 2.0 d 1k
d(oa\ _ 0 (de'y 02 dah (1.1.14)
dt \ Ox" Ox'7 \_dt Ox" Oz'F  dt

La primera de las igualdades procede por que las derivadas conmutan y la segunda procede de insertar

dz'/dt de la ecuacion (1.1.8) luego d ehacer el cambio de indices “mudos” j — k. La ecuacién geodésica

en las nuevas coordenadas es por tanto:

= 0. (1.1.15)

d [0z da’ B ozt d? 2" n 0%zt da'* da'd
dt [0z dt | Ox' dt2 Oz 9x'% dt dt
Notemos que el término multiplicando la segunda derivada con respecto al tiempo es la matriz de

transformacion. Si esta ecuacién se multiplica por la inversa de la matriz de transformacion, entonces

la segunda derivada con respecto al tiempo queda libre y le ecuacién anterior se re-expresa como:

I . .

a2z’ oxr )t 0% xt da'* dx'i
= — . =0. 1.1.16
az T ({ ax'} ) O3 oz'* | dt  dt ( )

Es facil verificar que esta expresién aparentemente complicada (1.1.16) da lugar a las ecuaciones

correctas del movimiento en coordenadas polares. Los méds importante, dejenado las cosas generales,
hemos derivado las ecuaciones geodésicas en bases no Cartesianas.

Es conveniente definir el stimbolo de Christoffel, Fé- > como el coeficiente de %dg—t/j en (1.1.16). Notar

que por definicién estos coeficientes son simétricos respecto de sus indices inferiores j y k.
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En coordenadas Cartesianas, los simbolos de Christoffel se anulan y las ecuaciones de las geodésicas
son simplemente d?x’/dt?> = 0. Pero en general los simbolos de Christoffel no se anulan; su presencia
describe las geodésicas en sistemas coordenados méas complicados. La razén por la cual esta ecuacion
geodésica generalizada es tan poderosa es que para espacio-tiempos no triviales como lo es el Uni-
verso en expansién no es posible encontrar un sistema de coordenadas Cartesianas, de manera que

necesitamos conocer como se mueven las particulas en el caso mas general.

Cuando exportamos le ecuacién geodésica (1.1.16) a la relatividad es necesario introducir dos pequenos
cambios. El primero de ellos es trivial: dejar que los indices tomen valores desde 0 hasta 3 para incluir
el tiempo y las tres coordenadas espaciales. La segunda que como el tiempo es ahora una coordenada,
no suele ser utilizado como un parametro de evolucién. En su lugar se introduce un parametro \ es

cual crece mondétonamente a lo largo de la trayectoria de la particula.

La ecuacién geodésica (1.1.16) se transforma entonces en

2 b a B
dzt o dz® dat (1.1.17)
dN? @B dx dx
Para el modelo del Universo en expansién con elemento de linea (1.2.36) tenemos que los simbolos de
Christoffel no nulos son:

9 =6 jaa, T, = 5”% (1.1.18)

donde §; ; es igual a 1 si ¢ = j y cero en otro caso.

Consideremos ahora la ecuacién geodésica correpondiente a una particula. Particularmente investige-
mos como cambia la energia de una particula con la expansién del Universo. Comencemos por el
4-vector de momento energia P* = (E , P) cuya primera componente es la energia. Utilizaremos este

4-vector para definir el parametro A en la ecuacién geodésica (1.1.17):

_dx®

PY == 1.1.1
o (1.1.19)

Esta es una definicién implicita de A. Afortunadamente no es necesario determina A explicitamente,

esta puede ser eliminando notando que

d di® d d d
— = - _pYZ_fF_. 1.1.2
d\x  d\ dxg dt dt ( 0)

La ecuacién geodésica (1.1.17) se reescribe como
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dpP+

o —Ih 5, P* PP, (1.1.21)

Para el Universo FRW con factor de escala a(t) las componentes de la ecuacién geodésica son

dE

EE = —FoijPin = —(5ijdaPin,
dP? . a .
=21, Pt =—-2—-P° 1.1.22
dt OH‘ a ( )
Que tienen por solucién
i Pg 1 i pJ 2 i pJ ) 2
Pr=—5, E=—y0ii By Py — <_E0 +i; By Po) a?, (1.1.23)
a a

donde el subindice cero significa el valor de la correspondiente magnitud en el tiempo t = ty tal que

a(tp) = 1 (en la unidades que hemos seleccionado en este curso esto corresponde al tiempo actual).

Teniendo en cuenta que la magnitud de P® estd dada por P? = Guv PH PV = -E? + i j a’? P' PJ en

valor de E se reescribe segiin

1 -
o 5\/5ijp5pg ~ P2l a?. (1.1.24)

En el caso de una particula sin masa el vector de energia-momento tiene magnitud P? = 0 de modo
que en este caso 0;; Pg Pg = Eg y por tanto E = Ey/a. Esto es consistente con el hecho de que la
energfa de una particula sin masa (la cual es inversamente proporcional a su longitud de onda) decrece
con la expansion del Universo dado que la longitud de onda se alarga con la expansién en proporcién

directa al factor de expansién a(t).

En el caso de una particula de masa m la magnitud del vector de energia-momento es P? = —m?. En

Copipl 2 2 _ 1 2 _ 2 2 2
este caso 0;; Py Py = E — mg por tanto £ = - \/Eo m + mga=.
1.1.3 Ecuaciones de Einstein en bases coordenadas

Las ecuaciones de Einstein se pueden escribir como:

1 8tG
Raﬁ_igaﬁR"i_gaﬂA: —02 Ta/87 (1125)

donde R, g es el tensor de curvatura de Ricci, I? es el escalar de curvatura de Ricci, g, es el tensor

métrico, A es la constante cosmoldgica, T,, g es el tensor de energia, c es la velocidad de la luz y G es
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la constante gravitatoria universal, de forma similar a lo que ocurre en la gravedad newtoniana. FEn

lo siguiente usaremos unidades donde ¢ = 1.

Las ecuaciones de Enstein (1.1.25) relacionan la curvatura del espacio (parte izquierda de la ecuacién)
con la masa-energia (parte derecha). Una masa cualquiera curva el espacio y esta curvatura modula

la trayectoria de cualquier particula en el espacio curvado alrededor de la masa.

Las derivadas parciales de la métrica respecto a las coordenadas permiten determinar los simbolos de

Christoffel:

1
By = igau (98uy + Gy s — 9y ) (1.1.26)

donde g3, = 093,/0x7. Con ayuda de estos simbolos se puede expresar la derivada covariante de un
vector arbitrario V3, como V,Vg = dVj/8z* — T 3V~ La derivada covariante del tensor métrico es
nula: V,gg, = 0. Esta es la propiedad fundamental de la geometria de Riemann sobre la cual se sienta
la TGR. A partir de la métrica y sus derivadas se pueden construir otros objetos covariantes de la
. : : i _TH Iz I I
geometria de Riemann como, por ejemplo, el tensor de Ricci: Rog =T, ﬁ,u_rua,ﬂ'{'rl' Wl s—Tav Zﬁ’

que define las propiedades de curvatura del espacio-tiempo conjuntamente con el escalar de curvatura:

R=g""R,,.

La generalizacién de la ley de conservacién de los momentos y la energia, en forma covariante se puede
escribir como:

VAT, o = 0. (1.1.27)
1.1.4 Los modelos cosmolégicos

Un modelo cosmoldgico representa el universo en una escala particular [75]. Se supone dentro de
la visién mas comuinmente aceptada que, en la macro—escala, la geometria del espacio-tiempo esta

descrita por la Relatividad General (ver por ejemplo [16, 77, 78, 79]).

Cada modelo cosmolégico queda definido especificando ([80, 81]):

(i) la geometria del espacio-tiempo, representada en una escala promedio especifica y determinada

por la métrica gas(2?) ?;

2Debido al requerimiento de la compatibilidad con las observaciones, la métrica de un modelo cosmolégico debe tener
como limite regular una de las geometrias Robertson- Walker (‘RW’) en expansion, o si no, debe poder demostrarse que
tiene propiedades observacionales compatibles con las que segin las observaciones se infieren para la etapa del Universo
que se pretenda que describa ese modelo.
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(ii) la materia presente, representada sobre una escala promedio, y su comportamiento fisico 3; y

(iii) la interaccion entre la geometria y la materia —como la materia determina la geometria, y a su
vez, como la geometria determina el movimiento de la materia (ver [82])—-. Suponemos que esta

relacién est4 dada por las ecuaciones de Einstein del campo gravitatorio (EEC) dadas por
GQ@ERQQ—%RQQQZTQQ—AQQ/@, (1.1.28)

(aqui, a diferencia de lo explicado en la seccién anterior, hemos considerado la posibilidad de
introducir una constante cosmoldgica A no nula. Ademés R denota la traza ¢ R, 5 ) lo cual, a
través de las identidades de Bianchi (contraidas dos veces), garantiza la conservacion del tensor
de energia-momento total

VeGP =0 = VgI*P=0, (1.1.29)

suponiendo que la constante cosmoldgica A satisface la relacion V,A = 0, i.e., o sea, si es

constante en el tiempo y en el espacio.

Todas ellas en conjunto, determinan la evolucién combinada de la geometria y la materia en ella. La

descripcién debe ser suficientemente completa para determinar:

(iv) las relaciones observacionales predichas por el modelo tanto para fuentes discretas ° como para
la radiacién de fondo, implicando una teoria bien establecida del crecimiento de estructuras para

la micro y la macro—escala fisica.

Practicamente como en cualquier modelizaciéon de fendmenos fisicos hay que comprometer un tanto
la complejidad del modelo a fin de poder obtener algin resultado. Si nos referimos a un modelo
cosmoldgico esto significa suponer la existencia de simetrias de uno u otro tipo. Las hipdtesis usuales
para la descripcién de la materia serdn que en su conjunto ésta se pueda idealizar mediante una

combinacién de fuentes de alguno de estos tipos:

3El comportamiento fisico de la materia queda descrito especificando el tensor de energfa-momento de cada compo-
nente material, las ecuaciones que gobernarian el comportamiento de cada componente, y los términos de interaccién
entre ellos. Idealmente, éste debe tener un interés fisico plausible (explicando el contenido de materia en el Universo
desde tiempos muy distantes en el pasado y hasta el presente, e incluyendo la mayoria de las interacciones descritas por
la fisica de hoy dia).

4En este curso emplearemos unidades naturales (geométricas) caracterizadas por ¢ = 1 = 87G/c?. Consecuentemente,
todas las variables geométricas que apareceran tendrdn dimensiones fisicas que son potencias enteras de la dimensién
[longitud].

®Las observaciones de fuentes discretas (galaxias primordiales, fuentes de radio, fuentes infrarojas y cuasares) propor-
cionan informacién acerca de las estructuras del Universo en la época galdctica (por ejemplo para valores de corrimiento
al rojo z <~ 5). Estas observaciones pueden agruparse en tres clases, cartografiados de conteo numérico (number count
surveys), que proporcionan una evidencia directa sobre la isotropfa alrededor de nuestra posicién, cartografiados de
corrimiento al rojo (redshift surveys), que proporcionan informacién sobre las inhomogeneidades en la distribucién de
galaxias, y cartografiados de velocidades peculiares (peculiar velocity surveys), que describen las desviaciones de un flujo
de Hubble uniforme (ver referencia [14], pp 65-67).
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(v) un fluido con una ecuacién de estado bien motivada fisicamente: por ejemplo, un fluido perfecto

con una ecuacién de estado especifica;
(vi) una mezcla de fluidos, usualmente con diferentes 4-velocidades;
(vii) un conjunto de particulas representadas por una descripcién de teoria cinética;

(viii) un campo escalar ¢ ( o varios), con un potencial V(¢) dado.

En la descripcion fenomenoldgica de fluido de una fuente material, la descomposicién estandar del

tensor de energia-momento T, g con respecto a un campo vectorial temporal u estd dada por:

Tap = puatp + 2qaug) + P(gap + Uatg) + Ta g, - (1.1.30)

En esta descomposicién aparecen los siguientes campos materiales: p denota la densidad escalar de
energia (densidad de energia) total, p es la presién escalar (presién) isotrdpica, ¢ es el vector de
flujo de densidad (corriente de densidad) de energia, y 7,3 es el tensor de presiones anisotrépicas.
Tenemos que g u® = 0, m, guﬁ =0, 7y =0, o3 = Tg4. Los campos materiales deben vincularse me-
diante apropiadas ecuaciones de estado termodinamicas con el objetivo de proveer una representacion

coherente a la fisica subyacente al escenario geométrico de fluido del espacio-tiempo.
En este curso nos restringiremos a fuentes materiales del tipo fluido perfecto no inclinado y campo

escalar. Estas fuentes materiales admiten, respectivamente, las descomposiciones siguientes:

1. Un fluido perfecto no inclinado es descrito por su 4-velocidad 4 (la cual es la 4-velocidad funda-
mental), su densidad de energia p y su presién p, con ecuacién de estado barotrépica p = p(p).

El tensor de energia—momento es

Tog = puaug + p(ga g + uaug), uau® = —1, (1.1.31)

donde la relacién entre la densidad p y la presiéon p debe establecerse mediante una apropiada

ecuacién de estado termodindmica (més detalles en la seccién 1.2.4).

2. Un campo escalar es descrito por un tensor de energia—momento de la forma

Tag = VadVs6 = [5V26976 + V(9)| gas (1132

donde el potencial V' (¢) tiene que ser especificado. Si V,¢ es temporal, podemos definir un

vector temporal @ normal a las superficies ¢ = const. :
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ua = —va¢ .
(~V,¢V19)2

Entonces, Ty, g tiene la forma algebrdica de un fluido perfecto, con

1 1
p=—5VadVG+ V(6). p= 3 VadV6 ~ V(9).

La ecuacion del movimiento del campo escalar es la ecuacién de Klein-Gordon

ViV — V() = 0.
1.1.4.1 La estructura de las ecuaciones de campo

Antes de analizar las posibilidad de resolver las ecuaciones de campo (1.1.28) consideraremos algunas

de las propiedades fisicas y matematicas mas importante.

La ecuaciones de campo (en unidades geometrizadas) se pueden escribir como
Gap = Tap.

Ellas pueden ser interpretadas de tres formas diferentes [77]:

1. Las ecuaciones de campo son ecuaciones diferenciales para determinar el tensor métrico g, g para
un tensor de energia-momento dado. O sea, primero se especifica la distribucién de materia y
luego se resuelven las ecuaciones para establecer la geometria resultante. El caso mas importante

es cuando T, g = 0, en este caso nos concentrarfamos en las soluciones de vacio.

2. Las ecuaciones del campo son ecuaciones las cuales pueden resolverse para obtener el tensor de
energia-momento una vez dado el tensor métrico. Se pensé originalmente que esta podria ser
una forma productiva de determinar ternsores de energia-momento. Simplemente se seleccionan
diez funciones arbitrarias de las coordenadas, o sea, el tensor simétrico g, g, luego se calcula G, g
y se obtiene T, 3 mediante las ecuaciones de campo. Rara vez esto funciona en la practica por
que el tensor Ty, g resultante usualmente no tiene sentido fisico y puede violar las condiciones de
energia. En particular, frecuentemente la densidad de energia se hace negativa en alguna regién,
la cudl se rechaza como fisica debido a que el caracter positivo de la densidad de energia domina

las teorfas de la gravitacion.



COSMOLOGIA MODERNA 26

3. Las ecuaciones de campo consisten de diez ecuaciones conectando veinte cantidades, las diez
componentes del tensor métrico g, g y las diez componentes de de Tj, g. Luego, desde este punto
de vista, las ecuaciones del campo pueden verse como ligaduras sobre la seleccién simultdanea
de go g ¥y T - Este acercamiento se utiliza cuando especificamos parcialmente la geometria y la
distribucién de materia del universo a partir de consideraciones fisicas. Asi, las ecuaciones se

utlizan para ensayar y completar ambas cantidades simultdneamente.
1.1.4.2 Determinacién y no linealidad.

En el caso més simple en el que consideramos resolver G, 3 = 0 para g, 3. A primera vista el
problema parece bien planteado: existen diez ecuaciones y diez incégnitas g, g. Sin embargo,
las ecuaciones no son todas independientes, sino que estan conectadas por cuatro restricciones
diferenciables, a saber, las identidades de Bianchi (1.1.29). De esta manera nos enfrentamos a
un problema indeterminado, por que hay menos ecuaciones que incégnitas. No se puede, sin
embargo, esperar que el sistema sea determinado para cualquier conjunto g, g, dado que ellas

pueden transformarse de acuerdo a cuatro transformaciones coordenadas

2% — 2’ = 2'%x), (a«=0,1,2,3).

Podemos de hecho usar estos cuatro grados de libertad para imponer cuatro condiciones a g, 3,
llamadas condiciones coordenadas o de calibracién. Por ejemplo podemos introducir coordenadas
normales o Gaussianas en las cuales gog = —1, goo = 0. Las restantes seis incognitas pueden ser

determinadas por las seis ecuaciones independientes.

Las ecuaciones de campo son muy dificiles de tratar debido a que son no lineales. Por tanto,
no existe un Principio de Superposiciéon; o sea, que dadas dos soluciones, no podemos sumarlas
para obtener una tercera soluciéon. Visto de esta manera esto significa que no es posible analizar
el complicado problema fisico separdandolo en partes m&s simples. La no linealidad se revela
fisicamente a si misma: si bien las fuentes materiales crean un campo gravitatorio, que es una
deformacién de la geometria subyacente, la propia materia se tiene que mover segiin dicta esa
geometria, y asi sucesivamente. Visto de otra manera, el campo gravitatorio se acopla a si
mismo. Esta no linealidad implica que las ecuaciones del campo, en general, son muy dificiles

de resolver.

La mayoria de las soluciones exactas obtenidas hasta la fecha, se obtuvieron imponiendo condi-

ciones de simetria, siendo la la simetria esférica la més simple de ellas.
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Es conocido que las ecuaciones en derivadas parciales no lineales admiten una amplia clase de
soluciones, muchas de las cuales son no fisicas. Puede ser que un gran ntmero de soluciones

exactas sean no fisicas también, dadas las hipotesis de simetria impuestas para obtenerlas.

Idealmente se quiere conocer que dice la teoria en situaciones fisicas importantes. En los casos
en que las simetrias estdn ausentes, o donde las hipdtesis de simetria no son suficientemente
fuertes para determinar una solucién, entonces debemos recurrir a métodos aproximados. Estos
métodos se basan en que la mayoria de los campos gravitacionales que se encuentran en la
naturaleza son débiles. También podemos valernos de la debilidad de los campos gravitacionales
lejos de las fuentes, para aplicar los métodos aproximados. Tambien podemos aplicar métodos
asintoticos a fuentes aisladas. La debilidad significa, desde el punto de vista matematico, que

unas ecuaciones son mas importantes que otras.

1.2 Fundamentos de la cosmologia

1.2.1 Homogeneidad e isotropia: La métrica Robertson-Walker

La mas clara evidencia del Principio Cosmoldgico son las mediciones de la radiacién del fondo césmico
de microondas (CMB, del término en inglés: cosmic microwave background) ¢ el cual es una imagen
de los fotones emitidos en el Universo primordial. El estudio de esta radiacién es una de las piezas
de informacién méas poderosas en apoyo del modelo del Big-Bang caliente, 7 en el cual la Cosmologia

moderna esta basada [76].

La radiacion de fondo aparece a primera vista isétropa en cada punto, y por tanto, homogénea. Este
hecho era de dificil explicaciéon segin el modelo original del Big Bang y fue una de las causas que
llevé a la formulacién del modelo inflacionario del Big Bang. Una de las predicciones de este modelo
es la existencia de pequenas variaciones en la temperatura del fondo césmico de microondas. Estas
anisotropias o inhomogeneidades fueron detectadas finalmente en los afios 90 por varios experimentos,
especialmente, por el satélite de la NASA, COBE (Cosmic Background Explorer) entre 1989 y 1996
que fue la primera experiencia capaz de detectar irregularidades y anisotropias en esta radiacién. Las
irregularidades se consideran variaciones de densidad del universo primitivo y su descubrimiento arroja

indicios sobre la formacién de las primeras estructuras de gran escala y la distribucion de galaxias

5La Tierra estd siendo bombardeada por radiacién térmica de microondas (radiacién de fotones que quedé libre después
de que estos dejaron de interactuar con el resto de la materia) con un espectro de cuerpo negro a una temperatura de
cerca de 3K.

"Modelo que trata de explicar el desarrollo del Universo, postulando la existencia de una gran explosién en su origen
que causé una altisima temperatura en todo el Universo. Este modelo adquirié gran aceptacién en la comunidad cientifica
pero al tratarse de un fenémeno de alta energia no se puede explicar con la relatividad general de Einstein, que sin embargo
es aplicable para casi todo el rango temporal de la historia posterior de un universo surgido tras un Big-Bang.
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del universo actual. En el 2001 la agencia espacial americana NASA lanzé el WMAP (Wilkinson
Microwave Anisotropy Probe), 8 un nuevo satélite capaz de estudiar con gran detalle la radiacién
césmica de fondo, que consiguié el mapa maés detallado hasta la fecha de las anisotropias en la radiacién
de fondo de microondas. En este mapa ha sido posible identificar variaciones muy pequenas, solo de
una parte en cien mil, entre las intensidades de las microondas provenientes de diferentes direcciones,
lo cual representa la evidencia de que el Principio Cosmolédgico puede ser usado como fundamento de

la Cosmologfa.

La forma exacta de las fluctuaciones de temperatura no es lo que importa ya que observadores en
distintos lugares del Universo observan diferentes mapas de temperatura. Si bien los detalles cambiaran
de observador a observador, los aspectos generales son los mismos. Lo que interesa son las propiedades
estadisticas del CMB. La cantidad de importancia estadistica es el espectro angular de fluctuaciones

que se construye a partir de los datos del mapa del CMB.

Las observaciones astrofisicas muestran que el Principio Cosmolédgico se cumple en escalas mayores
de 150h~'Mpe, donde 1Mpe ~ 3 x 10**em (~ 3 anos luz) es una medida muy conveniente para la
astronomia extragaldctica y h ~ 0.7 [3, 4] es una medida adimensional del ritmo de expansién actual

del Universo. ?

Dentro de la visién ortodoxa, la dindmica del Universo es descrita mediante las ecuaciones de Einstein
del campo gravitatorio, las cuales relacionan la geometria del espacio—tiempo y su contenido de energia-

materia. 19

Usando el Principio Cosmolégico, las ecuaciones de Einstein del campo gravitatorio se simplifican
notablemente, sobre todo, se reduce el niimero de ecuaciones independientes. Exactamente, en tal
aproximacién, la expansiéon del Universo es descrita mediante una funcién del tiempo a(t), llamada
factor de escala: podemos entonces aproximar el universo como un espacio 3-dimensional homogéneo
e isétropo el cual puede expandirse (o, en principio, contraerse) como una funcién del tiempo (en
la figura B.5 se muestra esquematicamente un modelo 2D de Universo isotrépico y homogéneo en

expansién). La métrica en tal espacio-tiempo es necesariamente en la forma Robertson-Walker (RW).

Isotropia espacial implica simetria esférica. Seleccionando un punto como el origen, y usando coorde-

8Los datos aportados por el WMAP en 2003 y 2006 revelan un universo en expansién formado por un 4% de materia
baridnica, un 22% de materia oscura y un 74% de energia oscura.

9La distancia media entre galaxias es de cerca de 1Mpc mientras que las dimensiones del universo visible es de cerca
de 3000h ! Mpc.

10F] tratamiento convencional en Cosmologia separa el estudio de la dindmica del Universo en la macro-escala (I >~
150n= M pc) del estudio de la formacién de estructuras en escalas menores. La primera es modelada como una distribucién
de densidad de energia homogénea e isétropa y la segunda es resuelta en términos de inestabilidades gravitacionales las
cuales pueden amplificar las pequenas perturbaciones iniciales en la densidad de energia, conduciendo a la formacién de
estructuras como las galaxias.
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nadas (z, ¥, ¢) alrededor de este punto, el elemento de linea espacial toma la forma
do? = dr® + f2(r) (d6* + sin® 0dyp?) | (1.2.33)

donde f(r) es una funcién real, la cual, si la métrica es no singular en el origen, obedece la ley f(r) ~r

cuando r — 0.

Se prueba, que el espacio-tiempo mas general consistente con la homogeneidad y la isotropia es
ds® = —dt* + a*(t) [dp® + f*(p) (d6? + sin® 0d¢?)] | (1.2.34)
donde las tres posibilidades para f(p) son

f(p) ={sin(p), p, sinh(p)} . (1.2.35)

Este es un hecho puramente geométrico, independiente de los detalles de la relatividad general [83].
Se usan coordenadas polares esféricas (p, 0, ¢), porque la isotropia espacial implica simetria esférica
en un entorno de cada punto. La coordenada temporal ¢, la cual es el tiempo propio medido por
un observador comévil (uno con coordenadas espaciales constante), es llamado tiempo césmico, y la

funcién a(t) es llamado factor de escala.

Existen otras formas ttiles de la métrica RW. Un simple cambio de variables de la coordenada radial

conduce a

dz?

1— kx?

ds® = —dt® + a2(t) + 2% (dv? +sin? 9dp?) | (1.2.36)

donde
+1 si f(p) = sin(p)
k= 0 si f(p)=p . (1.2.37)

-1 si f(p) = sinh(p)

Geométricamente, k describe la curvatura de las secciones espaciales (secciones de tiempo césmico
constante). k = +1 corresponde a secciones curvadas positivamente (localmente isométricas a 3-
esferas); k = 0 corresponde a planitud local, y k = —1 corresponde a secciones espaciales curvadas
negativamente (localmente hiperbdlicas). Estos son hechos vélidos localmente como se espera que sea

de una teorfa local como la TGR [83].

Un segundo cambio de variables, el cual puede aplicarse a (1.2.34) o a (1.2.36), es transformar a un

() = / ;Z:) . (1.2.38)

tiempo conforme, T, a través de

Aplicando esto a (1.2.36) se obtiene
7,.2
1— kr?

ds? = a?(7) [—dTQ + + 7% (d6? + sin® 0d¢?) | (1.2.39)



FUNDAMENTOS DE LA COSMOLOGIA 30
donde se ha escrito a(7) = a[t(7)] como es convencional. El tiempo conforme no mide el tiempo propio
para cada observador particular, se utiliza para simplificar los calculos.

Una cantidad particularmente 1til definida a partir del factor de escala es el pardmetro de Hubble (en

ocasiones llamado factor de Hubble), dado por

H (1.2.40)

Il
SRS

El pardametro de Hubble nos dice cuan rapido las galaxias distantes receden de nosotros en relacién a

su distancia.

1.2.2 El Universo en expansion

Si el Universo estd en expansiéon (como muestra la figura B.5), entonces las galaxias deberian estar
alejandose unas de otras. Por tanto deberiamos ver galaxias en recesién con respecto a nuestra
posicién en el Universo. A primera vista pareceria que el Principio cosmoldgico es violado dado que
observamos que todo se aleja de nosotros, como si aparentemente nos situaramos en el centro del
Universo. De hecho, cada observador ve a todos los objetos en huida con una velocidad proporcional
a la distancia como muestra el diagrama de Hubble (figura B.1). Esto se cumple cualquiera sea la
galaxia que seleccionemos para imaginarnos situados en ella, de modo que la isotropia del Universo

(en la macro-escala) no es violada.

Para un objeto en recesion la longitud de onda de la luz o del sonido emitido por dicho objeto se
alarga de modo que el valor recibido es mucho mayor que el que se emite. Es conveniente definir el

factor de alargamiento como el redshift (o corrimiento al rojo) z :

A 1
14z= 2% =2 (1.2.41)
emit a
Para corrimientos al rojo pequenos, se aplica la formula de Doppler y z = ¢. Asi, midiendo la cantidad

por la cual las lineas de emisién y/o absorcién se corren al rojo, podemos medir directamente cudn

rapido los estructuras en las cudles ellos residen se alejan de nosotros.

El origen del redshift se debe la expansién del espacio (y de las ondas de luz) entre el momento
de emisién y el instante de recepciéon, y no se debe interpretar como debido al movimiento de las
galaxias en un espacio absoluto (efecto Doppler). Segtn los estudios de Slipher (1912-1925) las galaxias
muestran un espectro corrido al rojo. No obstante no fue hasta 1929 que Hubble descubrié que el
Universo estaba en expansién. Hubble logra resolver 24 Galaxias cercanas en estrellas individuales

y medir distancias usando el método de las estrellas Cefeidas (1929) obteniendo que el redshift es
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proporcional a la distancia (Hubble 1929):
v = cz = Hyd.
Hy es la famosa constante de Hubble (unidades de km s~ Mpc~! y dimensiones de ¢~1).

Dentro de algunas de las implicaciones de la ley de Hubble es que el Universo no es estatico sino que
estd en expansién. Esta ley satisface el Principio Cosmolégico y es la tnica que satisface el Principio
Cosmoldgico. Esta no implica que la Tierra esté en el centro de la expansién sino que todo el Universo

se expande homogénea e isotrépicamente.

El diagrama de Hubble sigue siendo la mas directa evidencia de que el Universo esta en expansion.
A partir de este diagrama se infiere la ley de Hubble que establece que la velocidad de recesion de
las galaxias es proporcional a la distancia y se formula segin la ecuacién ¥ = H7. La ley de Hubble
permite identificar a la constante de proporcionalidad H, con la magnitud a/a. El valor de H medido
hoy dia (o sea, a(tp)/a(ty)) suele denotarse Hy y nos referiremos a este valor como “constante de
Hubble” mientras que al valor de H como funcién de ¢ le llamaremos “pardametro de Hubble”. El
hecho de que la constante de Hubble ha sido medida positiva y no negativa, confirma que el Universo
hoy dia, en lugar de contraerse se expande; o sea, que las galaxias lejanas se alejan unas de otras con

la expansién del Universo.

En la actualidad se sigue usando el mismo principio que el original: encontrar la distancia y el
corrimiento al rojo de objetos distantes. Medir el corrimiento al rojo es muy sencillo; la parte dificil
es determinar las distancias a objetos con brillo intrinsico desconocido. La opcién mas popular es
determinar una “candela estandar”, una clase de objetos de igual brillo intrinsico. La diferencia entre
el brillo aparente de tales dos objetos es el resultado de las diferentes distancias a que se encuentran de
nosotros. El método es en ocasiones extendido para encontrar la correlacion entre los brillo intrinsicos
y observables. Por ejemplo las estrellas Cefeidas son estrellas cuyo brillo intrinsico esté relacionado
con el periodo. El telescopio espacial Hubble ha medido los periodos de miles de estrellas Cefeidas en
galaxias tan lejanas como 20Mpc. Con las distancias a estas galaxias fijadas, se pueden utilizar cinco
medidas diferentes de distancia para llevar el Diagrama hasta mas alld de 400M pc. Estas observaciones
1

convergen al valor Hy = 72km s~! Mpc™!.

Segun las observaciones originales de Hubble en 1929, H, arrojé el valor de 500 km s~' Mpc™?

(ver
parte superior de la figura B.1). Recientementes el Proyecto Hubble Space Telescope Key Project
[3] ha obtenido (usando 5 diferentes medidas de distancia) que el valor de mejor ajuste de Hy es

72km s~ Mpc1.

Como se muestra en la figura B.1 la candela estandar que puede verse a distancias mayores son las
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supernovas de tipo la. Como ellas son muy luminosas, pueden usarse para extender el diagrama de
Hubble a valores de corrimiento al rojo muy grandes (z = 1.7), un regimen donde la ley Doppler
estandar deja de ser valida. La expresién de la distancia depende del contenido material del Universo.
La tres curvas representadas en la figura B.1 corresponden a los tres diferentes posibilidades: Universo
plano dominado por materia; Universo abierto; Universo plano con constante cosmolégica. Los datos
actuales de alta precisiéon son suficientes para determinar dentro de estas posibilidades cudl es la mas
favorecida por las observaciones. En este caso ellas desfavorecen el caso de un Universo dominado por
materia como era la creencia hasta finales de la década de 1990. Esta creencia fue desafiada cuando

' tipo Ia (Snla), realizadas por los poyectos Supernovae

recientes observaciones de supernovas.
Cosmology Project y High-Z Supernovae Search Team, mostraron que la expansién del universo se
estaba acelerando [1, 2] Al chequear varios modelos tedricos con dichas observaciones el resultado fue
impactante: una cosmologia con una constante cosmoldgica proveia de una mejor explicacion a los
datos (modelo LCDM, Lambda Cold Dark Matter). 12 Asi, fue descubierto que el ritmo de expansién

del universo en el pasado reciente era mas lento de como es ahora; o sea, parece que el Universo en la

macro—escala se expande cada vez mas rapido.

Para caracterizar la expansién (actual) del Universo puede utilizarse el factor de “desaceleracién”

medido hoy dia, qg, el cudl se identifica en la expansion en series de Taylor:

a(t)
a(to)

Esto define el parametro de desaceleracién como

=1+ Ho(t — to) — %OHO(t—tO)M... (1.2.42)

_alto) 1 afto)a(to)
ato) Hy — afto)?

donde los puntos denotan derivada con respecto al tiempo, el subindice 0 se refiere a magnitudes

Qo = (1.2.43)

medidas en el tiempo actual (a(tg) es el valor del factor de escala hoy dia). Cuanto més grande es qo,

tanto mas grande es la desaceleracién [76].

Si conocemos las propiedades de la materia en el Universo, entonces gg no es independiente de los

pardametros Hy y Qo (que serd definido méas adelante y denota la contribucién del contenido material

total del Universo a la densidad critica hoy dia. '3) Estos dos pardmetros son suficientes (a primer

"Estrellas en implosién las cuales son normalmente més brillantes que la galaxia misma que las alberga
(http://www.astrophysicsspectator.com/topics/overview/DistanceExtragalactic.html).

2Modelo del Universo que propone a la materia oscura fria para formar la estructura a gran escala del Universo; es
decir las galaxias, los cimulos de galaxias, etc., y a una constante cosmoldgica para que explique la expansién acelerada
del Universo.

13La densidad critica es la densidad limite entre un Universo que se recolapsa y otro que se expande para siempre, o
sea es exactamente el valor de densidad para la cual el Universo tiene la geometria plana. Si la densidad del Universo es
mayor que la critica, el Universo se expandira hasta un méximo y luego se volvera a encoger hasta un punto. Si es menor;
se expandird por siempre. Segiin las mediciones mas recientes la densidad critica es p.(to) = 1.88h% x 10~ 2%kgm 3.
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grado de aproximacion) para describir todas las posibilidades. No obstante si no conocemos todas las
propiedades de la materia en el Universo, gy puede proveer una visién complementaria de este, ya que
dicho valor puede medirse directamente haciendo observaciones de objetos muy distantes, tales como

las galaxias distantes.

1.2.3 Composicion del Universo

Es conveniente medir la densidad de energia de los distintos componentes en términos de la densidad
de energfa critica p.(tg) = 3H3/87G, donde Hy = (@/a)g es el ritmo de la expansién del Universo en el
presente. El pardmetro adimensional de la densidad (densidad fraccional) de energia Q; = p;/pc, nos
permite conocer la contribucién de los diferentes componentes de nuestro Universo (donde i se utiliza
para representar el i-ésimo componente, como por ejemplo materia oscura, energia oscura, radiacién,

etc.).

Los datos observacionales conducen a los resultados siguientes:

(i) La densidad de energia total en nuestro Universo estd acotada segun 0.98 <~ Q10 <~ 1.08.
Este valor puede ser determinado por el espectro angular de potencias de la radiaciéon del CMB
(con la hipdétesis razonable de que h > 0.5). Estas observaciones muestran que vivimos en un

universo con densidad critica, o sea, en un Universo plano. 4

(ii) Las observaciones del deuterio primordial, que se originé en la nucleosintesis del Big Bang '°,

16 on nuestro

as{ como las observaciones del CMB, muestran que la cantidad total de bariones
Universo contribuyen con cerca de Qp = (0.024 + 0.0012)h~2. Dado que independientemente
las observaciones sobre la constante de Hubble indican A = 0.72 £ 0.007, concluimos que g =

0.04 — 0.06. De aqui se puede concluir que vivimos en un Universo cuyo contenido material

fundamental es no-baridnico.

(iii) Las observaciones relacionadas con las estructuras en la macro—escala, asi como con su dindmica

(curvas de rotacién '7 de las galaxias, estimado de la masa de los clusters de galaxias, lentes

“En el modelo cosmoldgico esténdar la relacién entre la densidad fraccional de energia—materia total, Q, y el indice
de curvatura espacial, k, estd dada por ecuacién |Q(t) — 1| = |k|/a(t)2H(t)*. Esta expresién se deduce a partir de la
ecuacién de Friedmann. Si €2 = 1 entonces la curvatura espacial del universo, que es proporcional a k, es cero. A partir
de las observaciones de Snla combinada con las observaciones del espectro angular de potencias del CMB, se determiné
que el pardmetro de densidad total 2 tiene un valor cercano a 1

15Proceso después del origen del Universo por el cuél se formaron los primeros elementos, fundamentalmente hidrégeno
y helio 4.

Pparticulas que tienen interaccién fuerte, nuclear. En el 4tomo estas particulas son los nucleones y tienen masas
mucho mayores que los electrones, por lo que practicamente toda la masa del dtomo estd concentrada en el nicleo, es
decir, en los bariones.

17Gréfica de las velocidades tangenciales de un sistema de muchos cuerpos girando en torno a si mismos.
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gravitacionales 18), sugieren que el universo presenta una componente de materia que no es lumi-

nosa (conocido como materia oscura !?) compuesta por particulas masivas de débil interaccién
(WIMPs, Weakly Interacting Massive Particles) 2° las cuales se agrupan en escalas galdcticas.

Esta componente contribuye como Q370 = 0.15 — 0.30.

(iv) Combinando la dltima observacién con la primera podemos concluir que existe (al menos) una
componente de densidad de energia del Universo que contribuye con cerca de un 70% de la
densidad critica. El anélisis inicial de algunas observaciones, indica que dicho componente
(denominado energia oscura) no crea acumulaciones locales de materia, tiene presién negativa
y contribuye al contenido del Universo como Qgo = 0.7 — 0.85. Las observaciones sugieren que

esta componente tiene pardmetro de ecuacién de estado w = p/p <~ —0.78

(v) El Universo también contiene radiacién contribuyendo a una densidad de energia 2 gh? = 2.56 x
1075 (Qr = 4.84 — 5.03 x 1079), hoy mucha de esta radiacién es debido a los fotones en la
radiacion del CMB. Esta contribucién es dramaticamente irrelevante hoy dia sin embargo, pudo
haber sido la componente dominante en el Universo a valores de corrimiento al rojo mayores que

ze = Qo /Qr =4 X 10*Q0h2.
(vi) A partir de las observaciones (i)-(v), podemos concluir que nuestro Universo hoy dia tiene:

(QEo, Qo, OB, Qr) = (0.7, 0.26, 0.04, 5 x 107°) .

De esta manera nos enfrentamos al hecho de que el 96% de nuestro Universo estd formado por formas
de energia, y/o materia, cuya naturaleza desconocemos y se trabaja arduamente en resolver ese enigma.
De esa energia, y/o materia total, el 70% tiene caracter repulsivo y es responsable de la aceleracién de
la expansién. En la vasta literatura sobre el tema hay numerosas descripciones que tienen mas o menos

argumentos de interés a favor de ellas, sin que ninguna represente hoy dia la respuesta definitiva.
1.2.4 Dinamica: Las ecuaciones de Friedmann

Como ha sido mencionado, la métrica RW es una consecuencia puramente cinematica de requerir la
homogeneidad e isotropia de nuestras secciones espaciales. Ahora vemos la dindmica, en la forma de

ecuaciones diferenciales gobernando la evolucién del factor de escala a(t). Estas resultan de aplicar

8Efecto causado en una fuente luminosa debido a un objeto con un campo gravitacional que se interpone entre la
fuente y el observador.

19Tipo de materia desconocida que determina la estructura a gran escala del Universo; es decir, la materia oscura es el
principal contribuyente para la formacién de las galaxias, los cimulos y supercimulos de galaxias, etc. En la actualidad,
esta materia no interactda con la materia bariénica.

29Particulas que interactian debilmente. Han sido postuladas como candidatas a la materia oscura.
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las ecuaciones de Einstein,

1
R, — §Rg,w = 87GT,, (1.2.44)
a la métrica RW.

Primero veamos que tipo de tensores de energia-momento T}, encontramos tipicamente en cosmologia.
La manera més simple y consecuente con lo que se observa de modelar la materia/energia en el universo
es asumir que el tensor de energia momento de la materia cosmolégica es en la forma de un fluido
perfecto. Esta forma es

T = (p+ p)UUy + pguv (1.2.45)

donde U* es la 4-velocidad del fluido, p es la densidad de energia en el marco de reposo del fluido
y p es la presiéon en el mismo marco. Por consistencia con la métrica RW, la presion es necesaria-
mente isotrépica. De manera similar, los elementos del fluido serdn coméviles en el marco de reposo

cosmolégico, de manera de la 4-velocidad en las coordenadas de (1.2.36) sera
U" =(1,0,0,0) . (1.2.46)

El tensor de energia-momento, toma por tanto la forma
p 0

T 1.2.47

w= (0 ) (1.2.47)

donde g;; representa la métrica espacial (e incluye el factor de a?).

Con esta simplificada descripcién para la materia, ya estamos listos para aplicar las ecuaciones de
Einstein (1.2.44) a la cosmologfa. Usando (1.2.36) y (1.2.45), obtenemos dos ecuaciones. La primera

es conocida como ecuacién de Friedmann,

a G k

2
2 _ [ 2 _ - v
H?= <a> 7D i (1.2.48)

7
donde el punto denota derivada con respecto al tiempo cdésmico t e 7 indica todos los posibles tipos
diferentes de energia en el universo. Esta es una ecuacién de restriccién, en el sentido que no se puede
especificar libremente la derivada a; esta estd determinada en términos de la densidad de energia y la

curvatura. La segunda ecuacién, que es una ecuacién de evolucion, es

i 1(a\’ k

—+-|=-) =4 = = - 1.2.4

P <a> ﬂGzi:p, 2a? ( %)
Es 1til combinar (1.2.48) y (1.2.49) para obtener la ecuacién de aceleracion

. 4O
gz —WT (pi + 3pi) - (1.2.50)

(2
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De hecho, si conocemos las magnitudes y la evoluciéon de las diferentes compoennetes de energia p;,
La ecuacién de Friedmann (1.2.48) es suficiente para resolver la ecuacién de evolucién univocamente.

La ecuacién de aceleracién es conceptualmente til, pero rara vez usada en los célculos [83].

La ecuacion de Friedmann relaciona la razén de crecimiento del factor de escala, codificado por el
parametro de Hubble, a la densidad de energia de la materia total en el universo. Podemos usar la

ecuacion de Friedmann para definir, en un instante dado de tiempo, una densidad de energia critica,

3H?

para la cual las secciones espaciales son precisamente planas (k = 0). Podemos definir el pardmetro
de densidad
p
Qtotal = — (1.2.52)

C

el cual permite relacionar la densidad total de energia en el universo a su geometria local a través de

Qiotal > 1 & k=41
Qotal =1 & k=0 (1.2.53)

Qtotal < ]. =4 k = —1 .

Es en ocasiones conveniente definir la fraccién de densidad de energia critica en cada componente
diferente

Q=" (1.2.54)
Pe

La conservacion de la energia se expresa en la nulidad de la divergencia covariante del tensor de
energia-momento,

VT =0 . (1.2.55)

Aplicando esto a nuestras hipétesis (la métrica RW (1.2.36) y un tensor de energia-momento de tipo

fluido perfecto (1.2.45)) conduce a una tunica ecuacién de conservacion,
p+3H(p+p)=0. (1.2.56)

Esta ecuacién realmente no es independiente de las ecuaciones de Friedmann y de aceleracién, pero
se requiere por consistencia. Esta implica que la expansién del universo (especificada por H) puede
conducir a cambios locales en la densidad de energia. Notemos que no existe una nocién de conservacién
de la Note that there is no notion of conservation of “energia total”, cuando puede haber intercambio

entre la materia y la geometria del espacio-tiempo.
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Se requiere una pieza final de informacién antes de tratar de resolver las ecuaciones cosmolégicas, y es,
icomo la presién y la densidad de energia se relaciona una con la otra? Dentro de la aproximacién de
fluido utilizada aqui, podemos asumir que la presion es una funcién de la densidad de energia p = p(p).

Es conveniente definir el parametro de ecuacién de estado, w, por
p=wp . (1.2.57)

Muchas fuentes de materia cosmoldgica obedecen esta relacién con w constante. Por ejemplo, w =0
corresponde a materia sin presién, o polvo (cualquier coleccién de particulas masivas no relativistas
califica). Similarmente, w = 1/3 que corresponde a un gas sin presion, sean fotones reales u otras
especies altamente relativistas. En ocasiones se utiliza la parametrizacién w = v—1, para w constante.
Desde el punto de vista fisico, destacan entre los valores més interesantes los de v = 1 (polvo), y
~v = 4/3 (radiacién), especialmente para etapas tempranas del Universo. El valor v = 0 corresponde
a la Constante Cosmolégica (CC) y el valor v = 2 es en ocasiones considerado, correspondiendo a un
fluido “rigido”. Supondremos que 0 < v < 2, ya que valores de v > 2 corresponden a fluidos con

propagacion supraluminica.

Un valor constante de w conduce a una gran simplicacién en la resoluciéon de las ecuaciones. En
particular, usando (1.2.56), podemos ver que la densidad de energia evoluciona con el factor de escala

de acuerdo a
1

pla) MOECDR (1.2.58)

Notemos que no es necesario incluir la constante cosmoldgica A en las ecuaciones gravitacionales. Esto
se debe a que es equivalente tratar la constante cosmolégica como una componente mas de la densidad
de energia del universo. De hecho, adicionando la constante cosmolégica A a las ecuaciones de Einstein

es equivalente a introducir un tensor de energia-momento de la forma

A
T/u/ = _%gﬂl’ . (1259)
Que es sencillamente un fluido perfecto con tensor de energia momento (1.2.45) con
A
AT G
pA = —pA (1.2.60)
asi que el parametro de ecuacién de estado es
wpy =—1. (1.2.61)

Lo que implica que la densidad de energia es una constante,

pA = constante. (1.2.62)
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Por tanto, esta energia es constante en todo el espacio-tiempo; decimos que la constante cosmoldgica
equivale a la energia de vacio.

De manera similar, es en ocasiones 1til pensar en una componente no nula de curvatura espacial como

otra componente del sector energético, obedeciendo

_ __ 3k
Pk = T rGa?
k
_ 1.2.63
Dk SnGal’ ( )
de modo que
w =—1/3. (1.2.64)

Esta no es por supuesto una densidad de energia en el sentido estricto de la palabra; pj es simplemente
una forma conveniente de saber cuanta densidad de energia esta perdida, en comparacién al universo

plano.

1.2.5 Universos planos

Es mucho més facil encontrar soluciones exactas a las ecuaciones cosmoldgicas de movimiento si
hacemos k£ = 0. Afortunadamente para nosotros, hoy dia podemos apelar méas que a la sencillez
matematica para hacer esta elecciéon. Las observaciones cosmoldgicas modernas, en particular las
medidas de precision de la radiacion del fondo césmico de microondas, muestran que el universo hoy

dia es extremandamente plano.

En el caso de secciones espacialmente planas y parametro de ecuacion de estado constante w, se puede

resolver exactamente la ecuacién de Friedmann (1.2.58) para obtener

¢\ 2/30+w)
a(t) = agp (—) ) (1.2.65)
to
donde ag es el factor de escala hoy dfa, a menos que w = —1, en cuyo caso tenemos a(t) o e’’’

Aplicando este resultado a las fuentes més usadas en cosmologia tenemos los reusltados que se muestran

en la tabla C.1.

1.2.6 Incluyendo curvatura

Es cierto que sabemos observacionalmente que el universo actual es plano con un alto grado de exac-
titud. Sin embargo, es instructivo, y 1util cunado se considera cosmologia de tiempos tempranos,
considerar como las soluciones ya identificadas cambian cuando se incluye curvatura. Discutiremos

algunos ejemplos de la referencia [83] en los que se trabaja con el tiempo conforme 7.
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Primero suponemos que la densidad de energia estd dominada por materia (w = 0). Las ecuaciones

de Einstein, en términos del tiempo conforme se escriben

3(k+h*) = 8rGpa®

E4+h*+20 = 0, (1.2.66)

donde la prima denota derivada con respecto al tiempo conforme h(r) = a’/a. Estas ecuaciones se

resuelven con facilidad para h(7) dando como resultado

cot(7/2) k=1
hr) =14 2/r k=0 . (1.2.67)
coth(7/2) k=-1

Esto conduce a
1 — cos(7) k=1
a(t) x { 72/2 k=0 . (1.2.68)
cosh(t) — 1 kE=-1

Podemos usar estos resultados para establecer una conexion entre el tiempo césmico y el tiempo

conforme, la cual es
T — sin(7) k=1
t(r) x 73/6 k=0 . (1.2.69)
sinh(7) — 7 k=-1

Consideremos modelos dominados por radiaciéon (w = 1/3). En términos del tiempo conforme, las

ecuaciones de Einstein se escriben

3(k+h?) = 8rGpa®

k+h?+2n = —@cﬁ : (1.2.70)
Resolviéndolas como hicimos antes obtenemos
cot(T) k=1
h(r) =14 1/7 k=0 (1.2.71)
coth(7) E=-1
sin(7) k=1
a(t)x § T k= , (1.2.72)
sinh(7) k=-1
y
1 — cos(7) k=1
tH(1) oc § T2/2 k=0 . (1.2.73)

cosh(7) — 1 kE=-1

Es muy sencillo interpretar estas soluciones examinando el comportamiento del factor de escala a(7);
los rasgos cualitativos son los mismos para el universo dominado por materia o por radiacién. En

ambos casos, los universos con curvatura positiva (k = 41) se expanden desde una singularidad inicial
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con a = 0, y posteriormente recolpasan de nuevo. La singularidad inicial es el Big-Bang, mientras que
la singularidad final es llamada Big-Crunch. Los universos con curvatura cero o negativa comienzan el
Big Bang y se expanden por siempre. Este comportamiento no es evitable, sin embargo; como veremos
mas adelante esto se altera por la presencia de la energia de vacio (o sus equivalentes dindmicos, por

ejemplo, energia quintasma, como veremos en el Capitulo 3 de esta tesis).

1.2.7 Geometria, Destino y Energia Oscura

Sabemos que con polvo y radiacion como las fuentes de densidad de energia, los universos con densidad
mayor que la critica colapsan en ultima instancia, mientras que aquellos con densidad menor que la
critica se expanden por siempre, con los modelos planos estando en la frontera de los otros dos. Para

los modelos provistos de polvo tnicamente esto se ve facilmente de (1.2.68) and (1.2.72).

La conexion entre geometria y destino fue bastante razonable en el pasado donde los tnicos tipos de

energia relevantes son el polvo y la radiacion.

En afos recientes se ha hecho claro que la componente de densidad de energia dominante del universo
en el presente no es ni polvo ni radiacién, sino energia oscura. Esta componente se caracteriza por

que su parametro de ecuacién de estado satisface la desigualdad w < —1/3.

Por simplicidad, nos concentraremos en que sucede si se considera como tunica fuente de densidad de
energia en el universo la constante cosmolégica, con w = —1. En este caso, la ecuacion de Friedmann

puede resolverse para cualquier valor de la curvatura espacial k. Si A > 0 entonces las soluciones son

%) —{ exp (\/§t> k=0 (1.2.74)
sinh <\/§t> k=1

Ya el caso con k = 0 lo habiamos resuelto antes. Es claro inmediatamente, en el limite ¢ — oo, que

todas las soluciones se expanden exponencialmente, independientemente de la curvatura espacial. De
hecho, estas soluciones descrieb exactamente el mismo espacio-tiempo, el espacio de de Sitter, s6lo que
en diferentes sistemas coordenados. Este aspecto del espacio de de Sitter es crucial en la discusién de
la inflacién. El punto medular es que el universo se expande por siempre, independientemente de la
curvatura espacial. Notemos, sin embargo, que no todas las soluciones en (1.2.74) cubren realmente
todo el espacio de de Sitter; las soluciones con K = 0 y k = —1 representan sistemas coordenados
vélidos localmente los cuales cubren solo una parte de la variedad. Por completitud, completemos

la descripcién de los espacios provistos de constante cosmoldgica, considerando el caso A < 0. Este
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espacio-tiempo es llamado espacio Anti-de Sitter (AdS) y es claro, de las ecuaciones de Friedmann, que

este espacio puede existir solo para valores de curvatura espacial k = —1. La solucién correspondiente

a(t) = apsin (\/ —%t) . (1.2.75)

De igual modo, esta solucién no cubre todo el espacio AdS.

para el factor de escala es

1.2.8 Los Campos Escalares y la Energia Oscura

La energia oscura es uno de los temas mas debatidos en la era de la cosmologia de precision (ver
las recientes revisiones del tema: [11, 12]), siendo la propuesta de la constante cosmolégica (CC) el
mas simple candidato a la EO. Esta propuesta sufre, no obstante, del bien conocido problema de
que existe una (todavia) inexplicada discrepancia (de cerca de 120 6rdenes de magnitud), entre el
valor cosmoldgicamente observado y el valor predecido por la teorfa cudntica de campos (precisamente
este problema ha sido bautizado como el problema de la constante cosmolégica). A causa de dicho
obstaculo, han sido propuestas varias rutas alternativas como via para eludir ese grave problema

tedrico.

Una lista incompleta incluye (ver referencias en [12]): modelos de quintaesencia los cuales invocan la
existencia un campo escalar canénico con un potencial de naturaleza “escalante” evolucionando en
presencia de otros campos materiales de fondo; modelos con campos escalares; campos “camaleén” en
los cuales el campo escalar se acopla a la densidad de energia de los bariones, el cual es homogéneo
y varia a través del espacio, desde la escala del sistema solar hasta escalas cosmolégicas; un campo
escalar con un término cinético no canénico llamado K-esencia, basado en un trabajo anterior de K-
inflacion; gravedad modificada tanto inspirada en teoria de cuerdas, asi como haciendo uso de acciones
relativisticas modificadas méas generales, ambas teniendo el efecto de introducir correciones a escalas
de longitud grandes, y modificar la evoluciéon del Universo en tiempos recientes; las implicaciones
cosmoldgicas de considerar no linealidades en las ecuaciones del campo, las cuales cambian significa-
tivamente la evolucién de fondo y conducen a la aceleracion en tiempos recientes sin introducir nueva
materia; gases de Chaplygin, los cuales unifican la EO y la MO bajo una misma componente “exética’;
taquiones que tiene su origen en la teoria de cuerdas; un mismo campo escalar responsable tanto de
la inflacién en el Universo primordial y de nuevo hoy dia, conocida como inflaciéon quintaesencial; EO

fantasma y otras, todas las cuales son soluciones, méds o menos exdticas, al problema de la EO.

En la tabla C.2 enumeraremos algunas de las diferentes densidades lagrangianas que se han propuesto

para describir los diferentes escenarios con campo escalar que se han utilizado para modelar la energia
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oscura. 2! Adicionalmente presentaremos las correspondientes ecuaciones del movimiento para el

campo escalar las cuales se obtienen mediante un principio de minima accién.

Los modelos méas populares para la EO han sido los campos escalares con “rodar lento” por su potencial
de autointeraccién, llamados campos escalares de “quintaesencia” [84, 85, 86]. Estos modelos se
describen mediante un campo escalar ordinario ¢ minimamente acoplado a la gravedad. Una seleccién

adecuada de los potenciales de autointeraccion conduce a la expansion acelerada de tiempo reciente.

La accién para la quintaesencia esta dada por:

S = /d4x\/ lg|Le (1.2.76)
(ver definicién de L, en la tabla C.2).

El tensor de energfa-momento del campo (que se obtiene variando la accién (1.2.76) respecto de g%

y teniendo en cuenta que d+/|g] = —(1/2)/|g9]ga 309*”) esta dado por:

2 98
Tog=———=——"s =
T Vgl 097
En el caso espacialmente homogéneo la densidad y presién del campo escalar son, respectivamente

p=—T9 = 1d* + V(¢), p=T! = 14* — V(9). Se asume que w = 2 € [-1, 1]

1
00056 — gap | 597 010050+ V (9) | - (1.2.77)

Recientemente se ha argumentado que las observaciones astrofisicas combinadas (de las SNIa y de
las fluctuaciones de densidad del CMB) parecen favorecer la existencia de una componente de EO
con parametro de ecuacién de estado w = p/p < —1 [87, 88], donde p es la presién y p la densidad
de energia del fluido. Las fuentes de materia que comparten esta propiedad violan la Condicién de
Energfa Nula Dominante (CEND). 22 Estas fuentes han sido investigadas como posibles candidatos

para la EO y han sido nombradas: componentes “fantasma” [92, 93].

Debido a que la la violacién de la CEND presupone inestabilidades en el vacio, los modelos fantasmas
son intrinsicamente inestables. 23 Sin embargo, si consideramos a los campos fantasmas como una
teoria efectiva, o sea, el limite de bajas energias de una teoria fundamental, por ejemplo, la teoria de

cuerdas, estos modelos podria ser viables fenomenoldgicamente [95].

La EO fantasma puede describirse por un campo escalar ordinario ¢ minimamente acoplado a la

21 Aunque la mayoria de estos modelos son de indole fenomenoldgico es posible tratarlos como teorfas efectivas inspiradas
en teorias escalares-tensoriales.

22Que las fuentes que violan la CEND puedan existir se ha discutido décadas atras, por ejemplo ver en las referencias
[89, 90, 91].

230tra caracterfstica muy extrafia de los universos con energfa fantasmas es que su entropfa (ver apéndice A) es
negativa [94].
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gravedad. La accién para este campo material esta dada por:

S = /d4a:«/|g|£¢ (1.2.78)
(ver definicién de Ly en la tabla C.2).

El tensor de energia—momento se define de manera andloga (1.2.77) mediante la identificacién
009030 — —0a 0. (1.2.79)

Hasta el momento no existe consenso alguno sobre la idea de considerar un fluido material con el signo
“errado” de la densidad de energia cinética, luego la motivacién de estudiar estos modelos, como en

la mayoria de los trabajos en los campos fantasma, estd dada principalmente por las observaciones.

El argumento mas usado para considerar la materia fantasma a un nivel clasico se basa en la idea de

que a grandes distancias la teoria del campo de la particulas fantasmas es una teoria efectiva [96].

Algunos autores han encontrado que las bajas energias efectivas (a las que pudieran originarse los cam-
pos fantasmas) pueden obtenerse en una nueva fisica méas alld de la escala de TeV. 24 Una posibilidad,
también vista en [96], es que las excitaciones masivas de los campos fantasma pudieran provenir de un
sector de poca energia que esta oculto totalmente del modelo estandar de las particulas, a excepcién
de un acoplamiento gravitacional. En nuestra opinién los mundos branas, en particular los escenarios
de Randall-Sundrum tipo II (RSII) (estos modelos se proponen en la referencia [97]), pudieran ser
la fuente de los campos fantasma que se requieren para llevar a cabo la hipétesis de la energia fan-
tasma. Ademds, la naturaleza fantasma de la energia oscura se puede reinterpretar como surgida del
apantallamiento dindmico de la constante cosmolégica correspondiente a la brana en los modelos de
mundos branas de Dvali-Gabadadze-Porrati (DGP) (estos modelos se proponen en la referencia [98])

en donde se considera una constante cosmolégica estandar en la brana [99].

1.3 Resumen de resultados: fundamentos de cosmologia

e La ley de Hubble satisface el Principio Cosmoldgico y es la tinica que satisface el Principio
Cosmologico. La ley de Hubble no implica que la Tierra esté en el centro de la expansién sino

que todo el Universo se expande homogénea e isotrépicamente.

e La expansiéon implica que el Universo no ha existido por siempre sino que en algin momento

en el pasado toda las galaxias estuvieron concentradas en un pequeno volumen (indicativo del

241,a teorfa de cuerda, en particular, no es recomendable como una fuente posible para los campos fantasmas [96].



CAMPOS ESCALARES Y ENERGIA OSCURA 44

Big-bang). Asumiendo que la expansién ha sido uniforme el tiempo transcurrido desde que dos
galaxias estuvieron juntas es 1/Hy. Esta cantidad se denomina el tiempo de Hubble (y es ~ 14

Giga anos).

e La distancia ¢/Hy se llama distancia de Hubble. En un Universo con expansién uniforme esta
es la distancia méxima que un fotén ha podido recorrer desde el Big Bang. Desde el punto de
vista del observador, este es un horizonte ya que los fotones emitidos por objetos mas lejanos
aun no han tenido tiempo para llegar al observador. Se llama horizonte porque el observador no

puede ver més lejos de esta distancia. Para Hg = 70 la distancia de Hubble es de 4300 M pc.

e La interaccién gravitacional de las galaxias introduce movimientos con respecto al flujo de Hub-
ble los que reciben el nombre de “velocidades peculiares” y que alcanzan valores tipicos de

300km s~!. La ley de Hubble no es vélida a distancias (redshifts) pequenas.

e Usando una antena de microondas Penzias y Wilson descubrieron por casualidad en 1965 un
fondo isotrépico de radiacién. En 1992 el satélite COBE revel6 que el CMB tiene un espectro de
cuerpo negro con T' = 2.73K , n = 4 x 108m =3, Apeak = L.9mm, < E >~ 3kgT ~ 6.34 X 10~%eV.

e El CMB es muy isotrépico con AT/T ~ 107°

e Fuerte evidencia en favor T' ~ 3000K y los electrones y protones se combinaron para formar

atomos neutros. En ese momento el Universo se hizo transparente.

e Desde la época de combinacién el CMB ha mantenido su espectro de cuerpo negro pero la
temperatura es 1000 veces menor, lo cual es consecuencia directa de la expansion. En un Universo
en expansiéon T o< a~! por lo cual el CMB corresponde a una foto del Universo cuando el factor

de escala era 1000 veces menor al actual.

e El principio de equivalencia: cualquier sistema de referencia no inercial es localmente equivalente
a un sistema inercial con un cierto campo de gravitacion, y viceversa, todo campo gravitatorio

puede hacerse desaparecer localmente escogiendo un sistema de referencia adecuado.

¢ El movimiento inercial tiene lugar a través de érbitas geodésicas (circunferencias de radio maximo
en una esfera): estas son las érbitas determinadas por la forma del espacio, que simplemente van

por los caminos menos esforzados de un espacio que no es plano.

e La curvatura del espacio tiempo, causada por la interaccién entre la masa y la energia con el

espacio—tiempo, permite explicar los efectos gravitacionales como movimientos inerciales en un
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espacio tiempo curvo. La curvatura del espacio-tiempo estéd creada por la tension que la masa y

la energia ejercen sobre el mismo.

e Principio Cosmolégico de Einstein: El Universo es homogéneo e isétropo a gran escala. En los
estudios sobre el Universo, este se ve reflejado en el uso de la métrica maximamente simétrica

de Friedmann-Robertson-Walker (FRW)

ds? = —dt* + a(t)? dr? +1? (d6* + sin®(0)d ¢?) | .

1—kr
e Particulas:

- Bariones: Protones (938.3MeV'), Neutrones (939.6MeV): 71% H, 28% He, 1% C, 0.3% O,
+...

- Electrones (0.5MeV)

- Neutrinos: posiblemente con masa distinta de cero (medido a partir de oscilaciones, i.e, muta-

ciones de vs en otros tipos de vs) ~ 1073 — 107 %eV/.
- Fotones

- Materia oscura bariénica: Enanas Blancas, Estrellas de neutrones, Agujeros Negros, Enanas

Cafés
- Materia oscura no bariénica: Neutrinos, particulas hipotéticas (WIMPS)

- Energia oscura: Energia del vacio, Constante Cosmoldgica, Quintesencia



Capitulo 2

Sistemas dinamicos en cosmologia

La necesidad de analizar cualitativamente la evolucién césmica en un escenario especifico viene dada
por la no linealidad caracteristica de las ecuaciones diferenciales que describen el modelo cosmolégico y
por la imposibilidad de formular un problema de frontera adecuado para la descripcién del Universo, lo
que hace casi imposible obtener soluciones exactas suficientemente generales y/o representativas. Los
estudios cualitativos basados en técnicas de la teoria de los sistemas dindmicos nos permiten obtener
informacién relevante sobre el sistema cosmoldgico sin necesidad de especificar condiciones iniciales y
por tanto constituye una subéarea de la Cosmologia con identidad propia. En este capitulo hacemos
una revisién sobre las herramientas de la teoria cualitativa de la Teoria de los Sistemas Dindamicos de

aplicacién en Cosmologia y en otras areas de investigacion.

El capitulo esta organizado de la manera siguiente. En la seccion 2.1, se introducen algunos conceptos
bésicos y se enuncia el Teorema de Hartman-Grobman (Teorema 2.1.1) el cual establece el nexo entre
el flujo no lineal y el flujo linealizado en una vecindad de un punto critico. En la seccién 2.2, se
introduce el concepto fundamental de conjunto invariante y en particular los conceptos de conjunto
« y w-limite. En esta secciéon enunciamos la Proposicién 2.2.3, la cudl se utiliza en la tesis para la
identificacién de conjuntos invariantes simples (y en muchas ocasiones no triviales). Se enuncian el
Principio de Invariacia de LaSalle (teorema (2.2.6)) y el Principio de Monotonia (teorema (2.2.7)), los
cuales se utilizan en la tesis de manera combinada para obtener informacion acerca de los conjuntos
a v w-limite y asi, los atractores del pasado y el futuro. Una cuestién de mucho interés en el estudio
cualitativo del flujo asociado a un sistema dindmico es conocer de antemano si es posible descartar
la existencia de puntos criticos, 6rbitas periddicas, orbitas recurrentes u 6rbitas homoclinicas en un
conjunto invariante dado. La existencia de funciones mondtonas en dicho conjunto conduce a la
conclusiéon anterior como sigue de la Proposicién 2.2.4. También se enuncian resultados relacionados

con los llamados variedades estables, inestables y centro asociados a un punto critico. Estos conjuntos

46
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invariantes forman una particién del espacio de fase. En la seccion 2.3 se hacen algunos comentarios
sobre el comportamiento intermedio de los modelos, particularmente se define el concepto de secuencia
heteroclinica. En la seccién 2.4 y final, se ofrece una metodologia para el anélsis cualitativo del flujo

asociado a un sistema dindmico.

2.1 Comportamiento local en las cercanias de los puntos criticos

El primer paso para obtener informacién cualitativa sobre las soluciones de una ecuacién diferencial
x =f(x),f: X CR" - R" (2.1.1)

(que representa la evolucién de un modelo del universo en un espacio de estados X) es estudiar el
flujo asociado a la ecuacion diferencial en una vecindad de los puntos criticos [18, 100, 101, 102, 103,
104, 105, 106, 107]. La idea esencial es linealizar la ecuacién diferencial (2.1.1) en cada punto critico
hiperbélico a ! y usar entonces el teorema de Hartman-Grobman, el cual establece que en una vecindad
de cada punto critico hiperbélico a, el flujo de la ED no lineal (2.1.1) es topolégicamente equivalente 2
al flujo de su linealizacién v’ = Au. Esto nos permite caracterizar la estabilidad del sistema analizando

cualitativamente el flujo de su linealizacién.

El flujo asociado a la ecuacién diferencial (2.1.1) se define (ver la definicién 4.1, [100], pp 88) como

sigue:

Definicién 2.1.1 Dada la ED (2.1.1) donde f : X C R®™ — R" es de clase CY(R"), tal que sus
orbitas estdn definidas para todo t € R. 3 Sea 14(t) : (a, B) C R — R" la tinica solucion mazimal que
satisface 14(0) = a € R™, donde (o, B) denota el intervalo mdzimo de definicion. El flujo de la ED

se define como un grupo monoparamétrico de aplicaciones {®}er tales que &, : X C R” — R" y

®s(a) = 1 (t) para todo a € X C R™. 4

1Un punto critico a de una ED no lineal se dice que es hiperbélico si todos los valores propios de la matriz A = Df(a),
donde Df(a) denota la matriz de derivadas parciales (matriz Jacobiana) evaluada en el punto critico a, satisfacen
Re(\) #£0.

2Dos flujos ®; y ®; sobre R™ se dicen que son topoldgicamente equivalentes si existe un homeomorfismo h : R® — R”
el cual mapea 6rbitas de ®; en 6rbitas de ®; preservando la direccién del pardmetro t.

3Siempre es posible modificar la ecuacién dada (2.1.1) con f € C*(R™) de manera tal que las érbitas no se modifiquen,
pero tal que todas las soluciones estén definidas para todo ¢t € R. La idea es reescalar el campo vectorial f (la velocidad
del estado z): f(x) — A(z)f(z), donde A(z) : R™ — R es una funcién escalar de clase C*(R™) la cual es positiva sobre
R™ (para preservar la direccién del tiempo). Este reescalamiento no cambia la direccién del campo vectorial por tanto
las érbitas no cambian. Entonces podemos escoger A de manera que ||[Af|| sea acotada; por ejemplo, seleccionando
M=) = e

4E1 flujo correspondiente a una ED satisface las propiedades: ®¢ = id, ®;Ps = P+, donde id representa la aplicacién
idéntica y la segunda propiedad esta referida a la composiciéon de funciones. Estrictamente hablando, el flujo asociado
a una ecuacién diferencial auténoma (lineal o no) forma un grupo continuo monoparamétrico con la operacién de
composicién de funciones.
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La diferencia conceptual entre ¢, (t) y ®¢(a) es que:

e Para a € R", fijo, ¥, : R™ — R" representa el estado del sistema 1),(t) para todo t € R™, con

1a(0) = a inicialmente.

e Para t € R” fijo, ®; : R™ — R” representa el estado del sistema ®;(a) en el tiempo ¢ para todos

los estados iniciales a.

La funcién solucién 1,(t) satisface 9., (t) = f(1a(t)), ¥a(0) = a. Por tanto ¢, (t) = f(a). Luego, por

la definicién de flujo

d

5 (2t(a))le=0 = f(a), (2.1.2)

lo cual es simplemente consecuencia del hecho de que el campo vectorial f es tangente a las 6rbitas

de la ED.

En general, para un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales (2.1.1), es sumamente dificil de-
terminar explicitamente el flujo asociado dado que no existen métodos de solucién generales. El
propoésito de aplicar técnicas de la teoria cualitativa de los sistemas dindmicos es precisamente de-

scribir propiedades del flujo no lineal sin conocerlo explicitamente.

Si a € R™ es un punto critico de (2.1.1) (o sea f(a) = 0) entonces, con el objetivo de enfrentar esta
cuestién es necesario estudiar el comportamiento de las orbitas de la ED en una vecindad de a. La
idea es considerar la aproximacién lineal del campo vectorial f : R™ — R"” en a. Por tanto suponemos
que f es de clase C*(R™) (o sea, que las derivadas parciales de f existen y son funciones continuas en

R™). La aproximacién lineal de f es escrita en términos de la matriz de derivadas

A =Df(a) = <g£’> loma, 5,5 =1,...,m, (2.1.3)

J

(donde f; son las funciones componentes de f) segin:
f(z) = f(a) + A(z — a) + R(z,a), (2.1.4)

donde A(xz — a) denota la matriz n x n de derivadas evaluada en a actuando sobre el vector x — a,
y R(x,a) es el término residual. Un importante resultado del Anédlisis Matematico real en varias
variables es que si f es de clase C*(R"), entonces la magnitud del error ||R(z,a)|| tiende a cero més
rapido que la magnitud del desplazamiento ||z — al| (]|.. .|| denota la norma euclideana en R™). Esto
significa que en general que en (2.1.4) el término R(z,a) es peque No en comparacién con el término

A(z — a) para z suficientemente cercano a a.
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Si a € R™ es un punto critico de (2.1.1), podemos usar (2.1.4) para escribir (2.1.1) en la forma
(NL):&=A(z —a)+ R(x,a) (2.1.5)

suponiendo que f es de clase C'(R™). Haciendo u = z — a podemos asociar a la ED no lineal (NL) la
ED lineal
(L) :u=Au (2.1.6)

la cual es llamada la linealizacion de (NL) en el punto critico a € R™.

El sistema de ecuaciones diferenciales lineales (L) tiene asociado el flujo {@t} +ep definido por

b :aeclU=V(0)CR" =R a— ae (2.1.7)

el cual es (localmente) topolégicamente equivalente al flujo del sistema (NL) si a es un punto critico
hiperbdlico. Este resultado es conocido como teorema de Hartman-Grobman y se formula de la manera

siguiente:

Teorema 2.1.1 (Hartman-Grobman [106]) Sea a un punto critico de la ED 2’ = f(x) en R",
donde f : X C R® — R" es una aplicacion de clase C'(R). Si todos los valores propios \;, i €
{1,...,n}, de la matriz A = D f(a) satisfacen Re(\;) # 0, Vi € {1,...,n} entonces existen existe un
homeomorfismo h : U — U de una vecindad U de O sobre una vecindad U de a que mapea drbitas del
flujo lineal {et4},;cr sobre érbitas del flujo no lineal ®; de la ED (2.1.1), preservando la direccion del

pardmetro t.

2.1.1 Comportamiento local en la cercania de un atractor no lineal

Supongamos que a es un punto critico de una ED no lineal 2’ = f(z) en R?. Supongamos también que
todos los valores criticos de la matriz A satisfacen Re(\) < 0, (o sea, a es un atractor). El teorema de
Hartman-Grobman asegura que en una vecindad de a el flujo de la ED no lineal es topolégicamente
equivalente al flujo de la linealizacién u' = Awu, donde u = = — a. En esta seccién daremos una

descripcién mas detallada de las orbitas cercanas a un atractor.

Sea a = (a1, az), introduciremos coordenadas polares

T1 — a1 =71cosf

X9 — ag = rsinb. (2.1.8)



SISTEMAS DINAMICOS EN COSMOLOGIA 50

Como a es asintéticamente estable,

lim r(t) =0 (2.1.9)

t—o00

si (0) es suficientemente cercano a cero. Decimos que el punto a es un espiral no lineal si

lim A(t) = o0 (2.1.10)

t—o0

para cada solucion (r(t),0(t)) para la cual se cumpla (2.1.9).

Proposicién 2.1.2 (Teorema 2.2, [107], pp 376) Consideremos la ED
(NL) : 2’ = f(x) (2.1.11)

en R2, donde f es de clase C*(R™). Consideremos la linealizacion

(L):u' = Au (2.1.12)

en un punto critico a. Si 0 es un atractor espiral de (L), entonces a es un atractor espiral de (NL).

Proposicién 2.1.3 (Teorema 2.1, [107], pp 384) Si 0 es un nodo atractor de (L) entonces a es
un nodo atractor de (NL).

Un resultado similar se tiene para los nodos de Jordan ([107], pp 387).

Un punto critico a asintoticamente estable se dice que es un foco atractor no lineal si todas las érbitas
suficientemente cercanas a a tienden a a en una direccién definida cuando ¢ — oo, y dada cualquier

direccién existe una 6rbita la cual tiende a a en esta direccion.

Si 0 es un foco de (L), en general, no necesariamente a es un foco no lineal de (NL).

Proposicién 2.1.4 (Ref. [107], pp 377) Supongamos que el campo vectorial f es de clase C2. Si

0 es un foco atractor de (L) entonces a es un foco atractor de (NL).

Un punto critico a estable se dice que es un centro no lineal si en alguna vecindad de a, las érbitas

son Orbitas periddicas las cuales encierran a a.

Recordemos que el teorema de Hartman-Grobman no se aplica si 0 es un centro de (L), o sea, no

podemos concluir que a es un centro de (NL).
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Proposicién 2.1.5 (Teorema 4.1, [107], pp 382) Si 0 es un centro de (L) entonces, a es o un

centro, o un atractor espiral, o un repulsor espiral de (NL).

2.2 Comportamiento Asintético y Conjuntos Limite

Consideremos el sistema fisico con vector inicial x € R"”, cuya evolucién esta descrita por la ED
x' = f(z), la cual determina el flujo {¢¢ }+cr. Una cuestién fundamental es: jcual es el comportamiento

asintotico del sistema cuando ¢t — 0o, comenzando en un estado inicial a cuando t =0 ?

El comportamiento mas simple es que el sistema, comenzando en el estado a, tienda a un punto critico
cuando t — 00, 0 sea, limy_ ®;(a) = p. En este caso decimos que el conjunto w-limite del estado

inicial a es el punto critico p, y lo denotamos por

w(a) = {p}. (2.2.13)

El siguiente comportamiento mas simple es que el sistema, comenzando en el estado a, tienda a
una evolucién periddica; o sea, la érbita se aproxime a una érbita periddica . En esta situacién,
lim;_, ®¢(a) no existe porque la drbita no tiende a un tnico punto. No obstante, para cada punto
p € 7, podemos seleccionar una sucesién de valores de tiempo {t,}, con lim, .. t, = oo, tal que
lim,, oo @4, (a) = p. En este caso decimos que el conjunto w-limite del estado inicial a es la 6rbita
periddica ~, y lo denotamos por

w(a) = 1. (2.2.14)

Estos ejemplos sirven de motivacion a la definicién siguiente.

Definicién 2.2.1 (Conjunto w-limite [18, 101]) Consideremos la ED x’' = f(z) en R™, y el flujo
asociado { @4 }1er. Dado un punto inicial a € R™, se dice que un punto p € R™ es un punto w-limite de
a si existe una sucesion {t,}, con lim, o t, = 00, tal que lim, o ®, (a) = p. El conjunto de todos

los puntos w-limites de a es llamado conjunto w-limite de a, y se denota w(a).

Para identificar el conjunto w-limite de un estado inicial a, podemos considerar la interrogante siguien-
te: jqué subconjuntos de R™ pueden ser w-limites del flujo {®;}7 Esta es una cuestién muy dificil y no
ha sido resuelta para n > 2. Sin embargo existen condiciones necesarias las cuales son indispensables

para identificar w(a).

Proposicién 2.2.1 (Refs. [18, 101]) Un conjunto w-limite, w(a), de un flujo {®;} es una drbita

completa del flujo, o es la union de una o varias orbitas completas.
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Es importante saber que los conjuntos w-limite son no triviales (o sea, no son el conjunto vacio).

Proposicién 2.2.2 (Refs. [18, 101]) Si la drbita positiva pasando por a,

v (a) = {x € R"x = ®4(a), Vt >0} (2.2.15)
es acotada, entonces w(a) # ().
2.2.1 Conjuntos invariantes

En ocasiones la orbita de un punto bajo f o ® permanece dentro de una regién particular del espacio
de las fases para todo t € R. Esta nocién se puede formalizar en el concepto de conjunto invariante.
En esta subseccién definiremos el concepto de conjunto invariante. Para identificar algunos tipos es-
peciales de conjuntos invariantes, la proposicién 2.2.3 resulta de utilidad. Este resultado sera utilizado

frecuentemente en esta tesis.

Definicién 2.2.2 ( Ref. [104]) Un conjunto A C M se dice que es invariante bajo el flujo ® si
®(x) € A para todo x € A y para todo t € R. Los conjuntos invariantes se dicen que son positivamente

(negativamente) invariantes si las drbitas de sus elementos permanecen dentro del conjunto invariante

parat >0 (t<0).

Los puntos criticos, ciclos, érbitas cerradas y érbitas correspondientes a cada punto regular son ejem-
plos de conjuntos invariantes. En particular los puntos criticos y las érbitas cerradas atraen o repelen

orbitas del espacio de fase que no estan contenidos en ellos.

Con el objetivo de determinar un conjunto w-limite, es 1til conocer cuando una érbita entra a un
conjunto acotado S y nunca lo abandona. Tal conjunto es llamado conjunto atrapante (trapping set).
Se dice que un conjunto S es un conjunto atrapante si es un conjunto cerrado, acotado y positivamente
invariante (ver definicién 2.2.2). La utilidad de los conjuntos atrapantes descansa en el resultado
siguiente: si S es un conjunto atrapante de una ED x' = f(x), entonces para todos los a € S, el

conjunto w-limite w(a) es no vacio y estd contenido en S.

Proposicién 2.2.3 (Proposicién 4.1 de [100], pp 92) Consideremos la EDO x' = f(x), © € R"
con flujo ®;. Sea Z : R — R una funcion de clase C' (R"™) la cual satisface Z' = aZ, donde
a:R™ — R es una funcion continua. Entonces los subconjuntos de R™ definidos por Z > 0, Z = 0,

Z < 0 son conjuntos invariantes del flujo ®;.
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5 en varios conjuntos invariantes es muy impor-

Adicionalmente, la existencia de funciones monétonas
tante y conduce a una considerable simplificacion de la dindmica: pueden no existir 6rbitas periddicas,
recurrentes u homoclinicas en el correspondiente espacio de estados. Este resultado se formula en la

forma de la proposicién

Proposicién 2.2.4 (Ref. [100], pp 93) Sea S C R un conjunto invariante del flujo ®;. Si existe
una funcién mondotona Z : S — R sobre S, entonces S no contiene puntos criticos, orbitas periddicas,

orbitas recurrente u orbitas homoclinicas.

Ademads la monotonia puede utilizarse para determinar los atractores del pasado y del futuro.

2.2.2 Caracterizacion de los subespacios y variedades invariantes

Para la ecuacién diferencial x’ = Ax definida en R™ podemos determinar los valores de la matriz
A (complejos en general y no necesariamente diferentes) y los vectores propios asociados los cuales
generan tres subespacios de R™ (los cuales dependen de la naturaleza de los valores propios asociados):
E?®, E" y E€. Estos subespacios contienen érbitas disjuntas las cuales particionan el espacio de estados,

0 sea,

E*® E"® E° =R" (2.2.16)

Existen, respectivamente, el subespacio estable (generado por los vectores propios cuyos valores propios
asociados tienen parte real negativa), el subespacio inestable (generado por los vectores propios cuyos
valores propios asociados tienen parte real positiva) y los subespacios centrales generados por los

vectores propios cuyos valores propios asociados tienen parte real nula.

Los subespacios estable e inestable estan caracterizados, respectivamente, por las propiedades:

x e E*= lim eA"x =0 (2.2.17)
T—00
y
x € E*= lim eAx=0. (2.2.18)
T——00

®Dado el flujo ®; sobre R™, si S un conjunto invariante de ®;, y Z : S — R es una funcién continua entonces Z es
una funcién mondtona decreciente (creciente) para el flujo sobre S (ver definicién en la referencia [100], pp 93) si para
todo x € S, Z (®+(x)) es una funcién mondétona decreciente (creciente) de t.
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Esto describe el comportamiento asintético: todos los estados iniciales en el subespacio estable son
atraidos por el punto critico x = 0 y todos los estados iniciales en el subespacio inestable son repelidos

por x = 0. Si el sistema x’ = f(x) no es lineal, podemos usar el teorema Hartman-Grobman.

En el caso que el sistema sea no lineal se pueden definir las variedades &%) (variedad estable,
inestable y centro, respectivamente) en el punto critico, estas variedades son tangentes a los corres-

pondientes subespacios F(5:4:€)

de la linealizacién en el punto critico (subespacio estable, inestable y
centro, respectivamente). Todos los puntos en £° convergen asintéticamente al punto critico cuando el
tiempo transcurre (7 — 00), mientras que todas las 6rbitas en £" convergen asintéticamente al punto
fijo cuando 7 — —oo. La variedad £¢ contiene todas las érbitas cuyo comportamiento asintético no

puede deducirse mediante el analisis lineal.

(syu,c)

Veamos por ejemplo como procede la caracterizacién de las variedades £ para el caso en que a

es (sin perder generalidad) un punto silla ¢ de la ED (2.1.1) (con f : X € R® — R” de clase C*(R")).

Definicién 2.2.3 (Variedad local estable, [18], pp 20) Sea a un punto silla de la ED x' = f(x)

en R™, y sea U una vecindad de a. La variedad local estable de a en U estd definida por

&a,U) = {:p € U lim @,(x) = a, @y(x) € U, Vt > 0} . (2.2.19)

Anélogamente se define la variedad inestable:

E%a,U) = {x € U|tlim Oi(x) =a, Oi(x) e U, Vt < 0} : (2.2.20)
——00

Un teorema muy importante el cual permite caracterizar las variedades estables e inestables es el
siguiente (ver por ejemplo el Teorema de la variedad estable en [18], pp 20 y Teorema 4.8 en

[100], pp 97):

Teorema 2.2.5 (Teorema de la variedad estable (inestable), [18], pp 20) Sea a un punto sil-
la de la ED 2’ = f(z) en R™, donde f € C1(R"™), y sea E* ( E“) el subespacio estable (inestable) de
la linealizacion en a. Entonces existe una vecindad U de a tal que la variedad local estable (inestable)

E%(a,U) (£%(a,U)) es una curva suave (C1) la cual es tangente a E* (E“) en a.

5Un punto silla es un punto hiperbélico, a, (todos los Re()\) # 0) el cual no es ni un atractor (todos los Re()\) < 0)
ni una fuente (todos los Re(A) > 0). Siendo A un valor propio de la matriz A = D f(a).
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2.2.3 Puntos criticos no aislados

Estamos también interesados en el caso en que la ED 2/ = f(z) en R™ admite puntos criticos no
aislados, por ejemplo, una curva C' de puntos criticos, llamada conjunto critico. En el caso de una
curva de puntos criticos, la matriz n x n, D f(xg), necesariamente tiene un valor propio cero en cada
punto xg del conjunto critico (r valores propios nulos si el conjunto tiene dimensién r). Aunque los
puntos criticos en un conjunto critico son necesariamente no hiperbdlicos, podemos aplicar el Teorema
de la Variedad Invariante (Teorema 4.8 en [100], pp 97; 6, como caso particular, el teorema 2.2.5
de esta seccién). Supongamos que cada punto critico del conjunto critico C' (suponiendo que es una
curva) tiene una variedad estable de dimension ns. La unién de estas variedades forma un conjunto
ns + 1 dimensional cuyas Orbitas se aproximan a un punto de C' cuando ¢ — 4o00. A este conjunto
se le refiere como conjunto estable del conjunto critico C. Similarmente de puede definir el conjunto
inestable de C' de dimensién n, + 1, con n, +ns < n—1. Si ng = n— 1 decimos que el conjunto critico

C es un atractor local para la ED, y si n, = n — 1, entonces decimos que C' es una fuente local.

2.2.4 Comportamiento asintotico en mas de dos dimensiones

Dada la ecuacién diferencial 2’ = f(x), z € R?,si f € C? y existe a lo sumo un nimero finito de puntos
criticos. Entonces cualquier conjunto limite compacto es: i) un punto critico, ii) una érbita periédica
o, iii) la unién de puntos criticos, orbitas heteroclinicas y 6rbitas homoclinicas. Este resultado es

conocido como teorema generalizado de Poincaré-Bendixson (Teorema 4.10 [100], pp 101).

Para dar una descripcién cualitativa de una ED en un conjunto compacto, primero se procede a hallar
los puntos criticos del sistema, analizar la estabilidad local, y determinar cuando es una fuente o un
atractor local. Si los experimentos numéricos sugieren que no existen Orbitas periddicas, se procede a
intentar determinar una funcién mondtona que pruebe la no existencia de érbitas periddicas. Entonces
uno puede construir un eshozo del espacio de fase consistente de las 6rbitas que forman la frontera y las
orbitas heteroclinicas uniendo los puntos silla. Con esta informacién, tendriamos la posibilidad de usar
el teorema generalizado de Poincaré—Bendixson para encontrar los conjuntos « y w-limite e identificar
los atractores del pasado y el futuro. Por supuesto que pude ser posible que este procedimiento
no pueda ser implementado completamente, y estariamos forzados a sustentar los resultados en la

investigacién numérica.

Desafortunadamente, el mencionado teorema no se aplica si la dimensién del espacio de fase es superior
a 2. Las drbitas en el espacio de fase podrian ser de gran complejidad incluyendo fenémenos como

recurrencia y caos. No obstante, en los estudios de modelos cosmoldgicos se han encontrado una
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variedad de funciones mondétonas las cuales simplifican la dindmica dramé&ticamente.

En particular, es posible obtener informacién acerca de los conjuntos « y w-limite y los atractores
del pasado y el futuro utilizando de manera combinada el Principio de Invariacia de LaSalle (teorema

(2.2.6)) y el Principio de Monotonia (teorema (2.2.7)).

Teorema 2.2.6 (Principio de Invariacia de LaSalle [100], pp 103) Consideremos la ED: z’ =
f(z) definida sobre R™, con flujo ®;. Sea S un conjunto cerrado, acotado y positivamente invariante

(conjunto atrapante) de ®; y sea Z una funcion mondtona C*. Entonces, para todo xo € S,
w(zg) C {z €S| 2 =0},

donde 7' =V 7 - f.
El siguiente teorema puede ser considerado como una generalizaciéon del teorema (2.2.6).

Teorema 2.2.7 (Principio de Monotonia [100], pp 103) Sea ®; un flujo sobre R™ y S un con-
junto invariante. Sea Z : S — R una funcién de clase C' (R™) cuyo rango es el intervalo (a, b) donde
a € RU{—o0}, b € RU{+00}, a <b. Si Z es decreciente sobre orbitas en S, entonces para todo x € S,
w(z) C {s € S — Sllimy—sZ(y) # b} y a(x) C {s € S — Sllimy—sZ(y) # a}, siendo w(x) (a(z)) el

conjunto de los atractores del pasado (atractores del futuro) correspondientes al punto x.

2.3 Comportamiento intermedio

Adicionalmente al interés en estudiar el comportamiento asintético tipico del sistema cuando t —
+o00, el cual queda descrito por los atractores del pasado y el futuro, el estudio del comportamiento

intermedio podria ser de igual interés.

En general, no es posible obtener una informacion sobre estos estadios tan completa, como podria ser
posible acerca del comportamiento asintético. Una posibilidad muy simple es que exista un intervalo
de tiempo finito durante el cual el sistema se mantenga cerca de un punto critico. Esta posibilidad
ocurre cuando la érbita que describe la evolucién entra y permanece en una e-vecindad de un punto
critico de tipo silla. Durante este periodo de tiempo de la evolucién, el sistema fisico se ralentiza dado
que la velocidad f(x) en el espacio de estados es cercana a cero, y el estado fisico puede ser aproximado

mediante dicho punto critico. A esta época se le refiere como época de cuasi-equilibrio.

Una orbita que describe una época de cuasi-equilibrio en el punto critico £ serd inicialmente atraida
hacia E; siguiendo (sombreando) un érbita en la variedad estable de E y entonces seré subsecuente-

mente repelida por una érbita en la variedad inestable de Fj. Si esta variedad inestable intersecta
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la variedad estable de otro punto critico, Fs, entonces existe la posibilidad de una segunda época de
cuasi-equilibrio asociada con el punto critico Es. En general podemos tener una secuencia finita de

épocas cuasi-estables, descrita por una érbita que sombrea una secuencia heteroclinica. ”

2.4 Resumen de aspectos técnicos y/o herramientas mas usadas en
el analisis cualitativo de una cosmologia concreta

El primer paso es introducir un conjunto de variables dindmicas normalizadas convenientemente
(ademds de introducir una variable temporal que tome todos los valores reales). En esta tesis los
sistemas dindmicos resultantes del proceso de normalizacién tendran en cuenta (a lo sumo) la evolu-
cién de cinco variables dindmicas z*, i = 1...5. Las ecuaciones diferenciales gobernando la dindmica

(en el espacio de fase), se podran escribir simbdélicamente:

2 = fiat, 22, 2P, (2.4.21)

donde la prima denota derivada con respecto a una variable temporal 7 la cual se escoje conveniente-

mente.

El siguiente paso que daremos serd el de intentar descubrir ante que transformaciones de coordenadas
las ecuaciones (2.4.21) son invariantes de forma. Este punto es muy importante por que nos permitira
determinar, dentro del espacio de fase, cual seria el subespacio (de menor dimensién posible) de
interés investigar. Acd se combinan criterios matemadticos y criterios fisicos (por ejemplo cuando
nos restringimos al estudio fuentes materiales satisfaciendo determinadas condiciones de energia, esto
impone restricciones adicionales a las variables de fase que describen las mencionadas fuentes). De
los resultados obtenidos en este subespacio se podra inferir conclusiones sobre la dinamica en otras

regiones del espacio de fase aplicando las transformaciones de coordenadas inversas.

El préximo paso para estudiar la evoluciéon de un sistema particular es encontrar sus puntos criticos

(x'*, 2%, ..., 2%), los cuales se definen como las soluciones de las ecuaciones
fiat a2, .. 2™) = 0. (2.4.22)
La estabilidad de los puntos criticos (z'*,22*,..., 2%*) es entonces analizada estudiando el sistema

dindmico linealizado que se obtiene al considerar la serie de Taylor de primer orden del sistema

"Una sequencia heteroclinica finita (ver por ejemplo la referencia [100], pp 104) es un conjunto de puntos criticos
Ey, E1, ...E,, donde Ey es una fuente local, F, es un atractor local y el resto son puntos de ensilladura, tales que
existe una 6rbita heteroclinica que une los puntos criticos F;—1 y E;, parai=1,...,n.
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original en una vecindad de cada punto critico. Luego, se ensayan soluciones de la aproximacién lineal

en la forma

(z',22,...,2%) = (c1,¢0,...,c5) €M, (2.4.23)

y se encuentra que los exponentes caracteristicos A y el vector constante (ci,ca,...,c5) deben ser

respectivamente un valor propio y un vector propio de la matriz:

ox'"  oxl! ozt
85172/ 83;2’ 8%2,
A=| 0z 822 T 915 . (2.4.24)
8:1.15/ 8¢T.5, o 8%'5/
W W o W (z1,22,...,25)=(z1*22*,...,25%)

El caracter de los puntos criticos depende de los valores de los exponentes caracteristicos como sigue:
si la parte real de todos los exponentes caracteristicos es negativa, el punto fijo es asintéticamente
estable, o sea, un atractor. Por otra parte, es suficiente que (al menos) un exponente caracteristico
tenga parte real positiva para que el punto critico sea inestable: siendo un repulsor si todas las partes
reales son positivas; en cambio, si al menos uno de estos exponentes tiene parte real negativa, sera
un punto de ensilladura (silla), en cuyo caso existe, aparte de la variedad inestable, una variedad
estable conteniendo las dérbitas excepcionales que convergen al punto. Adicionalmente, cuando uno
de los exponentes es nulo el punto es no hiperbdlico y por tanto la estabilidad estructural no puede
garantizarse (la forma geométrica de las érbitas puede cambiar bajo perturbaciones peque Nas). Luego,
el caso en el cual la mayor parte real es precisamente cero debe ser analizado usando otros métodos.

En este caso el andlisis lineal no es concluyente (el teorema de Hartman-Grobman no se aplica).

En el caso de que el sistema dindamico bajo estudio sea 3-dimensional, la forma geométrica de las
6rbitas cerca de los puntos criticos estd determinada por la parte imaginaria de los (tres) exponentes
caracteristicos. Si los tres son reales (partes imaginarias nulas) el punto critico es un nodo. Un par de
exponentes conjugados conducen, salvo en los casos degenerados, a un centro espiral, un foco o una
silla espiral (las érbitas son hélices en las cercanias del punto critico). El primero de los casos ocurre
cuando las partes reales de los exponentes complejos se anulan, mientras que el segundo y tercer caso
ocurren si el signo del exponente real y la parte real de los exponentes complejos son respectivamente

iguales o diferentes.

Una vez determinados los puntos criticos del sistema y analizado la estabilidad local y determinado
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en que casos es una fuente o un atractor local, podemos proceder a intentar obtener informacién de

los atractores globales del sistema (cuestion que no es siempre posible).

Si los experimentos numéricos sugieren que no existen orbitas peridédicas, se procede a intentar deter-
minar una funcién monétona definida en el interior del espacio de fase que pruebe la no existencia
de puntos criticos (los cuales se localizan generalmente en la frontera del espacio de fase), érbitas
periddicas, recurrentes u homoclinicas, por lo que la dindmica estard dominada por puntos criticos en
la frontera y posible érbitas heteroclinicas conectdndolos. Entonces uno puede construir un esbozo del
espacio de fase consistente de las érbitas que forman la frontera y las 6rbitas heteroclinicas uniendo los
puntos silla. Asi también, es posible obtener resultados globales a partir del analisis local de puntos

criticos.

En los siguientes capitulos aplicaremos esta metodologia para el estudio del espacio de estados de las

cosmologias quintasma.



Capitulo 3

Cosmologia quintasma: potenciales
exponenciales

En este capitulo investigamos cuatro sistemas dindmicos describiendo: i) la dindmica de los modelos
cosmolégicos Friedmann-Roberson Walker (FRW) con curvatura negativa que se expanden por siempre
provistos de fluido perfecto con ecuacién de estado p = (y — 1)p, 1 < v < 2 y campo de energia
quintasma con potencial exponencial; ii) la dindmica de los modelos cosmolégicos FRW con curvatura
negativa en contraccién con igual contenido de materia; iii) la dindmica de los modelos cosmoldgicos
FRW planos en expansion, provistos de fluido perfecto con ecuacion de estado p = 0 (polvo) y campo de
energia quintasma con potencial exponencial; y iv) la dindmica de los modelos cosmoldgicos Friedmann-
Roberson Walker (FRW) con curvatura positiva provistos de fluido perfecto con parametrizacién de la
ecuacién de estado p = (y —1)p, % <~ <2y campo de energia quintasma con potencial exponencial.
El capitulo estd organizado como sigue: en la seccién 3.1, ofrecemos los detalles del modelo cosmoldgico
objeto de estudio. En la seccién 3.2, investigamos los sistemas dindmicos i) y ii). En 3.3, investigamos

el sistema iii). En 3.4, investigamos el sistema iv). Ofrecemos conclusiones parciales en la seccién 3.5.

3.1 El modelo fisico

Las cosmologias quintasma con materia pueden obtenerse formalmente de una teoria de campo con

dos campos escalares con accién:

Ty D EA
S—/dmx/ 9{2 5

donde S, denota la accién para la materia ordinaria (en nuestro modelo, un fluido perfecto comévil).

(Vo)? + %(Vso)z - Veff} + S, (3.1.1)

Como en [17] consideraremos un potencial efectivo de dos campos
Vi = Voe—\/f_i(mqﬂrw)’ (3.1.2)

60
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donde el campo escalar ¢ representa la quintaesencia y ¢ denota el campo fantasma (recordemos
que la energia quintasma la estamos modelando como un hibrido entre un campo de quintaesencia
y un campo fantasma los cudles intereactian a través de su potencial efectivo). Por simplicidad,

asumiremos que m > 0y n > 0.

Consideraremos la geometria dada por el elemento de linea de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker
(FLRW):

da?
1— ka?

ds® = —dt* + a?(t) ( + 27 (d¥? + sin® 19d<p2)> , (3.1.3)

donde k£ = 1,0, —1, identifica los tres tipos de universos FRW: cerrado, plano, y abierto, respectiva-

mente.

Las ecuaciones de campo para el elemento de linea (3.1.3), son

HQ—%(¢2— '2)_%%3_%:0:_%’ 3.1.4)
H=-H?>-4 <q52 - </>2> + 3Verr — §(37 = 2)p,
p=—3vHp,

¢+ 3Hp —/6mVeg = 0,

90
—
t
N

—~ —~ —~ —~ —~
— —
~ (=2}
SN— S~—

G+ 3Hp +V6nVeg =0,

w
—
co
~—

donde H = % denota el escalar de expansion de Hubble. El punto denota derivada con respecto a la
coordenada temporal t. El indice barotrépico de la materia de fondo esta se denota por -, y se asume

que toma valores en el intervalo 0 < vy < 2.

3.1.1 ;Es el signo del factor de Hubble invariante?

Antes de proceder a la siguiente seccién, comentaremos sobre algunos algunas consecuencias de la
estructura de las ecuaciones (3.1.4-3.1.8). Primero, de la ecuacién (3.1.4), y del requerimiento de no
negatividad de las densidades de energia del campo quintasma y de la MO (o sea, de % (¢2 — c,b2> +
Vet > 0y p > 0), se deduce que H? > —k/a?. Esta tltima desigualdad implica que H no puede ser
cero para modelos con curvatura negativa (y para valores finitos de a). En cambio, para modelos con
curvatura no negativa esta posibilidad puede ocurrir. Consideremos por un momento el caso plano.
La pregunta que surge es: jes H = 0 un conjunto invariante de semiflujo positivo (o sea, el flujo para

t > 0) del sistema de EDOs de primer orden que se obtiene del sistema (3.1.4-3.1.8), en el espacio de
fase $ = {(H, 6,0, 0, 4,p) : 3H? = § (82 = &) + Ve + p 7
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Observar que, si eventualmente H = 0, entonces, de la ecuacién (3.1.4) sigue que p = 0y V =

—%(d.)Q — ¢?), eventualmente. Evaluando el miembro derecho de (3.1.5) hallamos que, eventualmente,
Hlg—o=—3(¢* —p*) =V >0.

Esto implica que la subvariedad H = 0 de X es invariante solo si p = 0, V = —%(ci)z —¢%) =0
inicialmente. Esto corresponde a la solucién de vacio estatica de Einstein, la cual no es de interes en
este estudio. En cambio, si V = —%(gz'bz — ¢?) > 0, inicialmente, entonces, la subvariedad H = 0 acttia

como una membrana (H|g—g > 0). En este caso, las érbitas en ¥ pueden cruzar el valor H = 0.

3.2 Modelos con curvatura negativa

En esta seccion investigamos modelos con curvatura negativa. Consideraremos el rango 1 < v < 2
como la regién paramétrica de interés fisico. Los valores v = 1 (polvo) y v = 4/3 (radiacién) son de

interés primario.
3.2.1 Normalizacion y espacio de estados

Para la investigacién de modelos con curvatura negativa nos valdremos de la eleccién de variables

normalizadas: (x4, e, ¥, 2), defined by

¢ ¢ vV p
Ty = ——, Typ = Y = , = —. 3.2.9
Esta seleccion de variables permite reescribir la ecuacién de Friedmann como
1— (2 — a2+ 9>+ Q) = >0, (3.2.10)
donde
k
Entonces,
0<al—a)+y" +Q<1 (3.2.12)

3.2.2 Sistema auténomo de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer grado

Por la discusion al final de la seccién previa tenemos que H no puede ser cero para modelos con

curvatura negativa (a menos que el factor de escala diverga en un tiempo finito). Esto significa que
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el signo de H es invariante, o sea, H < 0 (modelos en contraccién) o H > 0 (modelos en expansion)
todo el tiempo. Por tanto, podemos definir un sistema dinamico para cada seleccién de signo de H.
Primero es necesario introducir una nueva variable temporal, 7, tal que 7 — —oo cuando t — 0 y
T — +00 as t — 400. Como la direccién del tiempo debe preservarse podemos escoger dr = 3eHdt

3e
(o7=1In (%) ) donde € = +1 = sign(H).

Las ecuaciones de evolucién para (3.2.9) son

Y =c(2(1+q) —7) Q. (3.2.13)

En (3.2.13) hemos introducido el pardmetro de desaceleracién ¢ = —da/a* en términos de las variables
de fase (3.2.9):
1
q=2(z —2}) —y2+§(3’y—2)§2.

La ecuacién del pardametro de ecuacién de estado de la EO, w, puede reescribirse, también en términos

de las variables de fase, como

2 2 _ .9
I

W= — -, 3.2.14
xi—:ﬂi,—I—yQ ( )

Observar que la ecuacién (3.2.13 ¢) es invariante de forma ante la transformacién de coordenadas
y — ey. Luego, el signo de ey es invariante en virtud de la Proposicion 2.2.3, de modo que podemos
asumir sin perder generalidad que, para € fijo, ey > 0. Asi, para cada seleccién del signo de e, las

ecuaciones (3.2.13) definen un flujo en el espacio de fase

U = {(2g, 05,5, Q) 1 0< 2 —al + 1> + Q< L2l —a2 +4> > 0,2 >0,y > 0}.  (3.2.15)
3.2.3 Invarianza ante trasformaciones de coordenadas

Comecemos por recordar que a “rama’” positiva (e = +1) describe la dindmica de los modelos que se

expanden por siempre y la “rama” negativa (e = —1) describe la dindmica para modelos en contraccién.
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De tabla C.3 puede observarse que los valores propios correspondientes a las curvas ; K1 asi como los
correspondientes a los puntos criticos aislados { M,  F' L SF CSy  MS, tienen todos signos opuestos
a los correspondientes valores propios de K4, _ M, _F y _SF, respectivamente. De este analisis
simple puede deducirse que el sistema admite un tipo de invarianza especial ante el cambio € — —e.
Esta consiste en que, para determinar el comportamiento dinamico de los puntos criticos en la rama
“negativa” (o sea, el caracter de _ Ky, M, _F'y _SF en el espacio de fases ™), debemos intercambiar
los términos “comportamiento de tiempo reciente”, “atractor del futuro”, “estable” y “en expansién”
por los términos “comportamiento de tiempo temprano”, “atractor del pasado”, “inestable” y “en
contraccién”, respectivamente. En relacién con las condiciones de hiperbolicidad/ o no hiperbolicidad
de todos los puntos criticos del sistema son las mismas para tanto la rama “negativa” como la rama

“positiva”. Asi, de este modo basta caracterizar la estabilidad en el espacio de fase ¥,
3.2.4 Funciones mondétonas

Sea definida en el espacio de fase ¥ (o ¥, dependiendo de la seleccién de €) la funcién

(nag +may)® 02

M = 35
(1 -z + 2,2 —y? - Q)

M' = —2eyM. (3.2.16)

Esta funcién es monétona para 2 > 0y nxg+mx, # 0. Luego, la existencia de esta funcién mondtona
descarta orbitas periddicas, recurrentes, u homoclinicas del espacio de fase y son posibles resultados
globales del andlisis de estabilidad (local) de los puntos criticos. Adicionalmente, de la expresién para
M se puede ver inmediatamente que 2 — 0, or nxg +maz, — 0 0 [nxy + maxy,| — +oo (implicando

que x4 0 T, 0 ambos divergen) o que € — 0 asintéticamente.

3.2.5 Analisis de la estabilidad local de los puntos criticos.

En la tabla C.3, se ofrece informacién sobre las coordenadas, condiciones de existencia y valores

propios asociados a los puntos criticos de sistema (3.2.13) en el espacio de estados (3.2.15) (para cada

seleccion de signo, o sea, del valor de €). En dicha tabla hemos usado las notaciones § = m? — n?

=1 ((2 —y)ex \/(2 -7) (2 -9+ %)) . [xs] significa que el correspondiente valor propio

tiene multiplicidad s. Los subindices en la etiqueta que identifica el punto critico tienen el siguiente

significado: el subindice a la izquierda (denotado por ¢ = £1) indica cuando el modelo cosmoldgico
estd en expansion (+) o en contraccién (—); el subindice a la derecha denota el signo de x4 (o sea, el
signo de gzb) y es representado por el simbolo +. Los puntos + K4, + F, +SF +MS son puntos criticos

asociados a modelos FRW planos (k = 0) el cual constituye un conjunto invariante de este caso mas
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general. Para el caso k = 0, los valores propios de estos puntos criticos coinciden con los mostrados

en la tabla salvo el primero de la izquierda.

De acuerdo a la discusién sobre la invarianza del sistema, es suficiente caracterizar el comportamiento

dindmico de K+, + M, 4 F {SF ,CSy MS, en el espacio de fase ¥™.

A continuacién, estudiaremos la estabilidad local de los puntos (y curvas de puntos) criticos. Carac-
terizaremos las soluciones cosmoldgicas asociadas. En la tabla C.4, se presentan los valores de algunos
parametros cosmoldgicos, como son, el parametro de ecuacion de estado de la energia oscura, w, el
pardmetro de desaceleracién, ¢ y las densidades fraccionales de energfa, €2, 4¢ 1, correspondientes a

las soluciones cosmoldgicas asociadas a los puntos criticos de la tabla C.3.

Los conjuntos de puntos criticos + K1 y los puntos criticos aislados + M se localizan en el conjunto
invariante de las cosmologias con campos escalares sin masa (CESM) sin materia. Los puntos criticos

aislados 1+ F se localizan en el conjunto de las cosmologias CESM con materia.

Los arcos de hipérbola Ky parametrizados por el valor real z7, denotan modelos cosmolégicos domi-
nados por la densidad de energia de la EO (£24¢ — 1), particularmente por su energia cinética. La EO
mimetiza una solucién de fluido rigido. Como estos son conjuntos de puntos criticos entonces, nece-
sariamente, un valor propio es cero. Estos constituyen las fuentes locales de trayectorias (y en general

constituyen el atractor del pasado en el espacio de fase U) si se verifica que na:z; +m,/1+ a::;2 < 1.

Los puntos criticos +M denotan el universo de Milne. Estos son hiperbdlicos. ' Los puntos criticos
+F representan soluciones FRW planas. Son no hiperbdlicos si v = 2. Para estos puntos el campo
quintom se anula, de modo que los pardmetros cosmoldgicos asociados a la EO no tienen sentido (no

son aplicables) a estos puntos.

La variedad estable de 4 M es 3-dimensional y es tangente en el punto al espacio (24, z,, §2) mientras
que la inestable es 1-dimensional y es tangente al eje y. Esto significa que el punto critico M es
inestable a perturbaciones en y. El punto critico 4 F' tiene asociados una variedad estable 2-dimensional
que es tangente en el punto al plano (x4, x,) y una variedad inestable 2-dimensional tangente al plano

(y,Q)sin 1 <y <2

Los puntos criticos aislados +SF y +CS denotan soluciones dominadas por la energia quintasma y
soluciones escalantes energia cinética-curvatura espacial, respectivamente. Estas se localizan en el
conjunto invariante de las cosmologias con campo escalar con masa (CECM) sin materia de fondo

(@ = 0). Los puntos criticos + M'S (pertenecientes al conjunto invariante de las cosmologias con

1Si la condicién 1 < v < 2 se relaja esto deja de ser cierto. En lo que sigue, los argumentos sobre la hiperbolici-
dad/estabilidad de los puntos criticos pueden cambiar si abandonamos esta condicién.
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campo escalar con masa (CECM) con materia de fondo (£2 > 0)) representan soluciones escalantes

planas MO-EO.

La variedad estable de 4 SF en ¥ es 4-dimensional si § < 1/3 y 1 < v < 2 en cuyo caso ;. SF es
el atractor global en U*. | SF es una silla con una variedad estable 3-dimensional si 1 < v < 2y
1< 6<% o2dimensional sil<y<2yJ<d<l.

Los puntos criticos aislados +CS son no hiperbolicos si § = % 2 Por otra parte, los puntos criticos

+M S son no hiperbolicos si v =2, 0si § = 3.

+CS es estable (con variedad estable 3-dimensional) y por tanto un atractor global si 1 <y <2y
% << % (en cuyo caso todos los valores propios son reales) osi 1 <~y <2y 4§ > % (en cuyo caso
existen dos valores propios complejos conjugados de forma tal que las 6rbitas inicialmente el subespacio
generado por los correspondientes vectores propios forman espirales que convergen al punto critico).

Si suponemos que 1 < v < 2 entonces el punto critico 1 M.S es un punto silla. Tiene una variedad

42
—24+9y

estable 3-dimensional si 3 < ¢ <

(en cuyo caso todos los valores propios son reales) o si

1<~v<2yd> —31297 (en cuyo caso existen dos valores propios complejos conjugados de forma tal
que las Orbitas inicialmente el subespacio generado por los correspondientes vectores propios forman
espirales que convergen al punto critico). Debemos senalar, sin embargo, que MS puede ser el
atractor global del sistema (lo que equivale a decir que la variedad estable es 4-dimensional) si se

verifica que 0 < v < %, 6> 7.
3.2.6 Bifurcaciones

Observar que los puntos criticos + MS y £ SF coinciden cuando § — %+. +SF (_SF) coincide con un
punto en el arco Ky (_K_) cuando 6 — 17. Estos valores de § donde los puntos criticos coinciden

corresponden a bifurcaciones dado que cambia la estabilidad en el espacio de fase. 3

3.2.7 Comportamiento tipico

Una vez que han sido identificados los atractores del modelo (asumiendo que 1 < v < 2), podemos
dar una descripcién cualitativa del comportamiento fisico de una cosmologia quintasma abierta (k =
—1) tipica. * Por ejemplo, para cosmologias que se expanden por siempre, el modelo cerca de la

singularidad inicial se comporta como un modelo FRW plano con fluido rigido (o sea, la EO mimetiza

2Estos resultados pueden cambiar ligeramente si relajamos la restriccién v > 1.

3Si relajamos la condicién 1 < 4 < 2 se tienen otros valores de bifurcacién para el pardmetro §: +CS y +SF coinciden
cuando § — %
4En la tabla C.6, se resumen todos los posibles atractores tanto hacia al pasado como hacia el futuro sin consideramos

a 0 <~ <2 en lugar de la hip6tesis 1 < v < 2 (que es la que adoptamos como regla general en esta tesis).
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un fluido rigido) representado por un punto critico en y K o en K_, dependiendo de la seleccién
de los valores de los pardmetros libres m,n y 7, (ver tabla C.5). Siempre que exista +CS (o sea, si
o> %) es el atractor global del sistema. En ausencia de este tipo de atractores, o sea, si se verifica que
o< %, la dinamica de tiempo reciente estd determinada por el punto critico ;. SF', o sea, el modelo
es acelerado, cerca de la planitud (25 — 0) y dominado por EO (24 — 1). El modelo de EO se
comporta como quintaesencia (—1 < ¢ < 0, o sea, —1 < w < —%) o como campo fantasma (¢ < —1,
osea, w < —1)si § > 00 d < 0, respectivamente. Esto significa que, tipicamente, los modelos
quintasmas abiertos siempre en expansién cruzan la barrera fantasma (su pardmetro de la ecuacién
de estado toma valores menores que —1). 5 La dindmica intermedia estard gobernada en gran medida
por los puntos criticos +CS, 1 MS, y M, los cuéles tienen la variedad estable de dimensién inferior

de mayor dimensionalidad.

Para modelos en contraccion, el comportamiento tipico es, en un sentido, el reverso del anterior. Si
o< % la dinamica de tiempos tempranos estard dominada por _C'S. En otro caso, si § > %, el atractor
del pasado es _SF, o sea, es modelo es acelerado, cerca de la planitud (€ — 0) y dominado por EO.
La dindmica intermedia estd dominada en gran medida por los puntos criticos _CS, _M S, y _F, los
cuales tienen la variedad estable de dimensién inferior de mayor dimensional. Un modelo tipico se
comporta en tiempos recientes como un modelo plano FRW con fluido de fondo (o sea, la EO mimetiza
un fluido rigido) representada por el conjunto _ K, o por _K_, dependiendo de la seleccién de los

valores de los pardmetros libres m,n y z7.

3.3 Caso Friedmann-Robertson-Walker plano

En esta seccién especializamos el sistema de EDOs (3.1.4), (3.1.5), (3.1.6), (3.1.7), (3.1.8) a caso de
un modelo FRW plano. Nos restringimos también al caso de modelos que se expanden eternamente
(H > 0 todo el tiempo). Como contenido material del modelo consideramos un campo de energia
quintasma con potencial exponencial dado por (3.1.2) y un fondo de materia tipo polvo (y = 1).
El modelo resultante representa un contraejemplo del comportamiento tipico en modelos de enegia

quintasma porque admite atractores escalantes (w = 0), o atractores fantasma (w < —1).

3.3.1 El modelo fisico

Las correspondientes equaciones de campo se obtienen de las EDOs (3.1.4), (3.1.5), (3.1.6), (3.1.7),

(3.1.8), sustituyendo los valores v = 1 and k = 0. El sistema resultante es

SPara modelos planos, es conocido que, siempre que exista (o seasi § > 3) el atractor es  M'S (denotado por T en
[17] en el caso particular que v = 1).
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3H? = pp + 5% — 347 + V (6, 0) (3.3.17)
—2H = pm + pde + Dde- (3.3.18)
Pm +3Hpm =0, (3.3.19)

y las ecuaciones (3.1.7) y (3.1.8).

En la siguiente seccién estudiaremos este modelo cosmolégico desde la perspectiva de los sistemas
dindmicos. Hallaremos y caracterizaremos los puntos criticos del sistema y analizaremos las conse-
cuencias cosmolégicas de los resultados obtenidos. Prestaremos espacial atencién a la posibilidad que

ofrecen estos modelos de explicar el cruce de la barrera fantasma.

3.3.2 Normalizacion y espacio de estados

Comenzaremos por presentar las ecuaciones (3.3.17), (3.3.18), (3.3.19), (3.1.7) y (3.1.8) como un

sistema dindmico. Para hacer esto haremos uso del conjunto de variables: 6

_ 0 e NV e
x¢—\/6H, :c@—\/éH,y—\/gH,z—\/gH. (3.3.20)

las cuales de acuerdo a la ecuacién de Friedmann (3.3.17), satisfacen

ah -l +yt+ 20 =1 (3.3.21)

La restriccién (3.3.21) nos permite considerar solo la solucién de solo tres variables (la evolucién de
la cuarta de ellas queda detrminada de la evolucién del resto de ellas). En nuestro caso la variable

descartada seré z.

Las variables x4, z, y y estdn definida en el espacio de fase
U = {(xg,mp,y) : 0 <2} — a2 +y* < 1}, (3.3.22)

Como veremos a continuacién, las correspondientes ecuaciones de evolucién forman un sistema dindmico

3-dimensional cuyas érbitas ¢

‘viven” en un hiperboloide.

3.3.3 Sistema autonomo de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer grado

En esta seccién nos concentraremos solo en la evolucién de modelos en expansién, o sea, en lo que

sigue asumiremos que H > 0 y que y > 0. Combinando las expresiones (3.3.17), (3.3.18), (3.3.19),

SEstas variables no estén bien definidas cuando H — 0. Sin embargo, seran suficientes para la discusién en esta
seccién.
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(3.1.7), (3.1.8) y (3.3.20), se obtienen las ecuaciones de evolucién:

1
Ty = 3 (Bmy2 + (g —2)zg) (3.3.23)
1
xl, = —3 (?)my2 —(q—2)zy) (3.3.24)
1
y = §(1 +q—3(mxy +nxy,))y (3.3.25)

Donde la prima denota diferenciacién con respecto a la nueva variable temporal 7 = loga® y ¢ =

—da/a? denota el pardmetro de desaceleracién. Explicitamente

(B(zf —a—y°) +1). (3.3.26)

3.3.4 Conjuntos invariantes y funciones mondétonas

Para modelos con curvatura cero puede probarse que los conjuntos aji — :nZ, +y2 <1y xi — l’i +y2=1

son conjuntos invariantes del flujo (si se verifica que xi — x?o —y? #0). De hecho, la funcién Z =
xi — 37520 + 9% — 1 tiene derivada en la direccién del flujo dada por Z’ = aZ donde « es una funcién
continua de valores reales no nula sobre R® definida por a = xi — :L‘i — y2. Luego, aplicando la
Proposicion 2.2.3, sigue el resultado deseado. En la misma manera se pueba que y = 0 es un conjunto

invariante para el flujo definiendo ov = 1+ ¢ — 3 (mxy + nxy) (si se verifica que a # 0). Combinando

los resultados previos se puede probar que el conjunto 2-dimensional
I'= {(x¢, Tp,y) 10 < xi—g%, <l,y= 0}
es invariante bajo el flujo.

El analisis lineal nos dice que el sistema 3D bajo consideracién tiene a lo sumo tres puntos criticos
aislados (dependiendo de los valores de m y n). Los denotaremos por O, T'y P. Ademds, existen dos

curvas (hipérbolas) de puntos criticos no aislados, y las denotaremos por Cy.

Notemos que los puntos criticos O y Cy estudiados en [17] estdn en la frontera de I' (denotada por

or).

Es posible introducir en el conjunto I', la funcién mondtona I, definida por

K 7 (3.3.27)
C(L—ad +a2)? o
la cudl satisface
K' = -2k, (3.3.28)

de modo que cuando la expansiéon procede K decrece. Esta funcién mondtona toma sus valores

maximo y minimo en xi — xi =1y x4 =0, de modo que, tipicamente, las érbitas transitan entre C'y



CASO FRW PLANO 70

y O, y podemos decir que las érbitas C'y son fuentes locales de trayectorias. Esta apreciacion queda

sustentada por las cuatro figuras representando el espacio de fase para diferentes valores de m y n.

También es posible construir otras funciones monétonas las cuales nos permiten obtener informacién

de los estados asintéticos del sistema. Por ejmeplo, sea definida en I', la funcién

(nxy + may)*t

R = .
(1 —33(275 —i—m?o)Q

Esta funcién tiene derivada en la direccién del flujo dada por

4(g —2)

R=—"5>"_—R
3(1—95334-3:%)

Observar que en este caso g = % (3(1:3) — xa) =+ 1) <2dadoquey=0y0< 3:35 — a:?o < 1. Luego, esto
implica que R es mondtona decreciente en I'. Luego, aplicando el Principio de Monotonia, Teorema
(2.2.7), encontramos que el futuro asintético del modelo esta en el conjunto invariante nxy +max, = 0,
mientras que, el pasado asintotico del modelo esta en la hiperbola C' : a:i — xi =1 (si se verifica que
nzg +ma, # 0). La funcién monétona R nos permite concluir que (para modelos con curvatura cero
y en expansién eterna) las 6rbitas comienzan inicialmente cerca de las hipérbolas y tienden asintética

o bien a la solucién escalante (MS) (punto critico T' para el caso de MO tipo polvo) o (en ausencia de

soluciones escalantes) a la solucién con ley de potencia (punto critico P).

La existencia de estas funciones monétonas definidas sobre el conjunto invariante I" nos permite garan-
tizar que ' no contiene drbitas periddicas, recurrentes y/o homoclinicas. El hecho de que la dindmica
en este subconjunto este dominada solo por puntos criticos y trajectorias heteroclinicas puede ser
verificado en las simulaciones numéricas que hemos hecho (ver las figuras B.6-B.9). M4és adelante

presentaremos algunas de las secuencias heteroclinicas en el espacio de estados.
3.3.5 Analisis de estabilidad local de los puntos criticos.

En las tablas C.7 y C.8, se presenta una informacién (parcial) sobre el cardcter dindmico de estos
puntos, a saber, la localizacién en el espacio de fase, las condiciones de existencia y el pardmetro de
desaceleracién, ¢, los valores propios del sistema linealizado en una vecindad del punto, el caracter
dindmico y el valor del parametro de la ecuacion de estado de la energia oscura, w. Mas adelante
completaremos esta informacién identificando los modelos cosmolégicos representados por los puntos
criticos de nuestro sistema dindmico, y en el caso de los puntos criticos aislados; también comentaremos
acerca de su geometria. Finalmente presentaremos algunas simulaciones numéricas que soportan
nuestros hallazgos. Notemos que en el caso de los sistemas dindmicos 3D es en general dificil de

extraer informacién suficiente del sistema sin recurrir a la investigaciéon numérica [100]. La necesidad
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de utilizar herramientas numéricas se manifiesta particularmente en el problema que no interesa tratar,
dado que los estados asintoticos e intermedios tienen la misma relevancia en nuestro estudio. Con esto
en mente, no solo deseamos mostrar que nuestro sistema admite soluciones con parametro de ecuacién
de estado w > —1 y otro con w < —1, sindé que también queremos mostrar como puede ocurrir la

transicion sin necesidad de ajustar finamente las condiciones iniciales. En nuestro caso

2 2 2
T5—x—Y

w=-2$-"*¢ " (3.3.29)
Ty — T,y

el cual evaluaremos luego en cada punto critico.

Luego, si alguno de los limites asintéticos de nuestro modelo debe describir adecuadamente el uni-
verso actual, esta debe ser una solucién acelerada. Por tanto las soluciones no aceleradas deben ser
asintoticamente inestables, o dicho de otra manera, ellas no deben ser favorecidas por las condiciones

iniciales. En este sentido solo los casos en que P es estable son satisfactorios.

Como puede deducirse de las tablas C.7 y C.8, muchas de las caracteristicas de nuestro sistema

2

dindmico dependen del valor de la cantidad § = m?—n?. Nos podemos dar cuenta casi inmediatamente

de la relevancia de esta magnitud al notar que

60 = 6(m? —n?) = (%)2 - (%)2 (3.3.30)

o sea, la cantidad que indica la existencia de un atractor o el otro compara la pendiente del potencial en
dos direcciones diferentes, o equivalentemente, ella compara cuan rapido los campos escalares liberan
(adquieren) energia potencial cuando ellos ruedan hacia abajo (escalan) el potencial. A diferencia del
caso con un solo campo escalar con potencial exponencial, en el caso de dos campos escalares, podemos
tener una expansién acelerada atn si el potencial no es suficientemente plano. Lo que interesa aqui
no es exactamente cuan plano el potencial es, sino que lo que importa, esencialmente, es cuanto mas

plano es en una direccién que en la otra.

Después de estas aclaraciones preliminares, seremos mas especificos sobre el caracter de los puntos

criticos aislados y no aislados de nuestro sistema.

El punto O representa una solucién desacelerada dominada por materia. Es una silla, y su caracter
inestable (ver las figuras B.6-B.9) coincide con lo que ya habiamos anticipado. Tales soluciones se
espera que sean relevantes en la caracterizacién del universo temprano (especificamente para la época
de desacople materia-radiacién). Las variables que hemos utilizado no nos permiten conocer el valor
del pardmetro de la ecuacién de estado correspondiente a este caso (por que no conocemos las valores

de las diferentes razones entre x4, x, y y). Para esta tarea posiblemente requeriremos el uso de un
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conjunto alternativo de variables mas adecuadas para la descripcion del universo temprano, pero esto

es de poco interés en el contexto de esta seccion.

Las curvas C representan soluciones en las cudles la contribucién de la materia y la energfa potencial
a la densidad de energia total es despreciable. Estas soluciones son entonces de tipo fluido rigido
(stiff-fluid, w = 1), las cuales a su vez corresponden a universos desacelerados. El cardcter inestable
de estas soluciones significa que ellas no son favorecidas desde el punto de vista de las condiciones
iniciales y por tanto es improbable que ellas representen el estadio final en la evolucién de nuestro

universo.

El punto T representa una solucién para la cual la EO quintasma escala con la MO (la ecuacién
de estado del quintasma es de tipo polvo), y cuando este punto critico existe es un atractor. Este
estado asintético de tiempo reciente representa un modelo cosmolégico desacelerado en el cual la
razén entre las densidades de energia de la materia y de la EO son proporcionales. De acuerdo a la
estructura de valores propios de esta solucién esta puede ser o bien una silla o un nodo espiral. Como
estas soluciones no son compatibles con el universo actual, los modelos de energia quintasma con este
tipo de atractor no son satisfactorios. Curiosamente, la existencia de esta solucién es completamente
inherente a la interaccién entre los dos campos escalares. Su existencia, al menos en nuestro marco de
trabajo, indica que los modelos de energia quintasma pueden admitir otros atractores diferentes que
los usuales atractores fantasma y atractores de de Sitter, un hecho que no habia sido senialado en la

literatura con anterioridad (hasta donde conocemos).

El punto P representa una solucién en la cual la EO quintasma domina sobre la materia (la ecuacién
de estado del fluido quintasma corresponde a un fluido es cual se corre al rojo mas rapido que el
polvo). Este estado asintético de tiempo reciente no necesariamente representa un modelo cosmolégico
acelerado, eso depende de la cantidad § = m? — n?. Debido a la naturaleza de sus valores propios,
esta solucién es o bien una silla o un nodo estable. Las soluciones aceleradas asociadas a este punto
critico pueden proporcionar un buena representacién del universo actual. El potencial que hemos
seleccionado nos permite caracterizar a este punto por su valor del pardametro de la ecuacion de estado

w < —1, mientras que en los modelos de energia quintasma estudiados en [56, 57| el atractor satisfacia

w = —1 necesariamente.

De acuerdo a sus valores propios, en principio los puntos criticos 7'y P pueden tener tres o dos
comportamientos dindmicos diferentes. ? No obstante, en algunos casos que un punto critico tenga

determinado tipo de comportamiento fuerza la no existencia del otro punto. Adicionalmente, las

"El punto T puede ser bien una silla, un nodo espiral , o un nodo estable. El punto critico P puede ser una silla o un
nodo estable.
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condiciones de existencia de estos puntos por un lado y los experimentos numéricos por otro lado, nos

permiten identificar las secuencias heteroclinicas de estos modelos.

3.3.6 Secuencias heteroclinicas
Bajo las hipdtesis m > 0 y n > 0, pueden distinguirse cuatro casos (ver figura. B.10):

e Caso i) Para m < /n?+1/2, el punto P es un nodo estable, mientras que el punto 7' no existe.

La secuencia heteroclinica en este caso es C1. — O — P (ver figura (B.6)).

e Caso ii) Para \/n? +1/2 <m < \/n? +4/7, el punto T es un nodo estable y el punto P es una

silla. Para estas condiciones la secuencia heteroclinica es Cx — O — P — T (ver figura

(B.7)).

e Caso iii) Para y/n? +4/7 < m < v/1+n?2, el punto T es un nodo espiral y el punto P es una

silla. Para estas condiciones la secuencia heteroclinica es la misma que en el caso anterior (ver

Fig. (B.8)).

e Caso iv) Para m > v/1+n? el punto T es un nodo espiral mientras que el punto P no existe.

La secuencia heteroclinica en este caso es C+ — O — T (ver Fig. (B.9)).

3.3.7 Consecuencias cosmoldgicas: cruce de la barrera fantasma

Antes de finalizar esta seccién queremos hacer algunos comentarios sobre las densidades adimensionales

Q= pm/3H? ¥ Que = pae/3H?. No es dificil mostrar que

(Q’”)/ = me. (3.3.31)

Qde Qde
Este resultado puede verse como una prueba de consistencia de algunos de nuestros resultados previos
en el sentido de que en el curso de la evolucién, la EO se convierte en la componente dominante cuando

w < 0, por que en este caso la densidad de EO corre al rojo méas rapido que la densidad de MO.

Notemos también que, salvo en el caso de la EO puramente fantasma, ambas densidades fraccionales
de energia son no despreciables durante un periodo de tiempo suficientemente grande, como se muestra
en la Fig. (B.11). Asf al menos este problema el cual invalida los modelos més simples con un atractor

de tiempo reciente de tipo fantasma [108] estd ausente de nuestro modelo.

Es necesario decir que las érbitas que hemos representado muestran que, para un amplio rango de

valores de las condiciones iniciales para las cuales w ~ 1 (cerca de las hipérbolas), se alcanza la regién

2

w < —1 si m? —n? <0, de esta manera ocurre el cruce de la frontera fantasma.
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FEn los modelos de energia quintasma propuestos en esta seccién de la tesis es posible tener, dependiendo
de la seleccion que se haga de las constantes del potencial, uno u otro tipo de atractor de tiempo reciente
con propiedades mas o menos compatibles con el tipo de comportamiento que se espera para el modelo

cosmologico que definitivamente describa el futuro asintético de nuestro Universo.

En este sentido las técnicas de sistemas dindmicos pueden ser utilizadas en 1ltima instancia para
restringir (ajuste fino) el espacio de pardmetros de un determinado modelo cosmolégico. Por ejemplo
si escojemos las constantes libres del potencial (3.1.2) de modo que m < \/m, el atractor del
sistema serd una solucién de tipo fantasma -y el destino ultimo de nuestro universo estaria signado
por una singularidad catastréfica de gran desgarro (dado que en este caso la expansién del Universo es
eterna)-, en cambio si escojemos estas constantes de modo que m > /1 + n2, el atractor del sistema
serd de tipo escalante (solucién no acelerada) -la EO mimetiza un fluido de tipo polvo, conduciendo
en 1ltima instancia a una singularidad de Big-Crunch, dado que toda la materia/energia del universo
tendria caracteristicas de gravedad atractiva-. Este ultimo caso no es viable para la descripcién de
nuestro Universo, por que las soluciones tipicas en el espacio de fase (cada una describiendo una

evolucién tipica del Universo) no contienen una época de expansion acelerada.

En los restantes dos casos analizados la seccién 3.3, la etapa de expansién acelerada es transitoria
(correspondiendo a una solucién de cuasi-equilibrio). El universo actual podria estar en su evolucién

muy cerca de esta etapa y en un futuro asintético el comportamiento pudiera ser de tipo escalante.

3.4 Modelos con curvatura positiva (k=41)

Para investigar modelos con curvatura positiva haremos uso de variable similares a las definidas en

[18] seccién VI.A. Asumiremos que 2 <y < 1.
3.4.1 Normalizacion y espacio de estados

Introduzcamos el factor de normalizacién
D =3VH?+a2. (3.4.32)
Observar que
ﬁHO@HHO,aHJroo

(o sea, en una singularidad). Esto significa que no es posible que D se anule en un tiempo finito.

Introduzcamos las variables normalizadas
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(Qu, Us, Uy, W, Q), dadas por

3H - \/§ b - 3¢ . V3V . 3p
:f,U: *T,U: *A,W: = ,Q:Ai. 3.4.33
W="p5Ue=\3p Y =V3p D D? (3.4.33)
De la ecuacién de Friedmann resulta
0<U-Uz+W?=1-Q<1 (3.4.34)
y por definicién
—-1<Qp <1 (3.4.35)

Por las restricciones (3.4.34, 3.4.35), las variables de estado estan definidas en el espacio de estados

b = {(Qo.Us, Up W) 0 TZ~ U3+ W2 <1,-1< Qo < 1} (3.4.36)

Como antes, el espacio de estados es no compacto.

3.4.2 Sistema auténomo de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer grado

Introduzcamos la coordenada temporal

D tiene ecuacién de evolucién

D' = 30D (03 - 02+ 10)

donde

~

1 (2 _ 2T
O=1-(03-02+W).
Esta ecuacion se desacopla del resto de las ecuaciones de evolucién. Luego, se obtiene un conjunto

reducido de ecuaciones de evoluciéon dado por

Q=(0-a) (1-3 (0 -02+59)).

T 12 / y2 2 0@
Uy =3mW? +3QuUs (~1+ U2 02+ 20

N—

U, =-3nW?+3QU, (—1+(7§—U§+%Q),

W' = —=3W (mUs +n0, - Qo (U3 - U2+ 0)). (3.4.37)
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Disponemos también de una ecuacién de evolucién auxiliar

N

O =—Qy (—2 (Ug - (73) ty (1 . Q)) Q. (3.4.38)

Es 1til expresar los pardmetros cosmoldgicos de interés en términos de nuestras variables de estado.

(s Qs U @) = (Q 1-0,02-1,1-3 (U*j ~02+ %Q)) 1Q2,

y
7272 _ A2
weJo Ve =W
Uz - U2+ W2
donde hemos definido 2, = aQI}{Q = a2}{2.

3.4.3 Invarianza ante transformaciones de coordenadas

Observar que el sistema (3.4.37, 3.4.38) es invariante bajo la transformacién de coordenadas

(#,Q0, U, Up, W, 9) — (=7, -Qo, ~Uy, ~ U, W, ). (3.4.39)

Por tanto, es suficiente discutir el comportamiento dindmico en una parte del espacio de estados. La

dindmica en la otra parte puede obtenerse a través de la transformacién de coordenadas (3.4.39).

En relaciéon con los posibles atractores del sistema caracterizaremos solo aquellos correspondiendo
a la rama “positiva”. El comportamiento dindmico de los puntos criticos en la rama “negativa”
puede obtenerse aplicando la transformacién (3.4.39). Cuando pasamos de la rama “positiva” a
la “negativa”, debemos intercambiar los términos “comportamiento de tiempo reciente”, “atractor
del futuro”, “estable” y “en expansion” por los términos “comportamiento de tiempo temprano”,
“atractor del pasado”, “inestable” y “en contraccion”, respectivamente. Como antes, las condiciones

de hiperbolicidad y/o no hiperbolicidad es la misma para ambas ramas.

3.4.4 Conjuntos invariantes y funciones mondétonas

La funciéon

, N'=—6yQy N (3.4.40)
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es mondtona en las regiones Qo < 0y Qo > 0 para Q% # 1, n U¢, +n Uq, #0, Q> 0. Luego, no existen
orbitas periddicas, orbitas homoclinicas u érbitas recurrentes en el interior del espacio de estados.
Ademsds, es posible obtener resultados globales. De la expresién de N podemos ver inmediatamente

que asintéticamente Q3 — 1 o nﬁ¢ + mfﬂp —00Q—0.

3.4.5 Analisis de estabilidad local de los puntos criticos.

En la tabla C.9, se resume la localizacién, condiciones de existencia y valores propios del sistema
linealizado en una vecindad de cada punto critico. En lo siguiente caracterizaremos el comportamiento
dindmico de las soluciones cosmoldgicas asociadas a estos. En dicha tabla, usamos el mismo convenio
de signos y la misma notacién que en la tabla C.3. Usamos etiquetas con sombrero para distinguir
del caso k = —1,0. Si v = %, el conjunto de puntos criticos, S, corresponde a soluciones estéticas.
Cuando el flujo se restringe a los conjuntos Q9 = 41, los valores propios asociados a los puntos iﬁ,
L SF y +MS v a los conjuntos de puntos criticos if(i, son, en cada caso, los mismos mostrados, salvo

el primero desde la izquierda.

Los puntos criticos + K, + F', £t SF'y 4+ M S representan soluciones FRW planas. Los valores del parametro
de la ecuacién de estado de la energia oscura, el parametro de desaceleracién y los valores de las den-
sidades fraccionales de energia de los anteriores puntos son los mismos que los asociados a los puntos

sin sombrero en la tabla C.4.

Existen puntos de equilibrio Si correspondiendo a soluciones estaticas andlogas a las soluciones

estéaticas de Einstein. Estos tienen sentido fisico solo cuando 0 < v < %

El conjunto de puntos criticos +Ki parametrizados por el valor real U} representa una solucién
cosmoldgica de fluido rigido (la EO mimetiza un fluido rigido). Este es el atractor del pasado para
modelos cerrados en expansion eterna si nUgz £m4/1 + Uf < 1. Como procedimos antes, una simple
aplicacién de la simetria (3.4.39), permite la identificacién de los atractores del futuro para modelos
en contraccién: Las drbitas tipicas tienden asintéticamente a _K, cuando 7 — oo si se verifica
nUZ £m,/1+ U;Q > —1,y =1 < Qo < 0. Este hecho tiene interesantes consecuencias. Si U7 es un
valor fijo y n y m son tales que —1 < nUZ + m,/1+ U;z < 1, entonces, existe una érbita del tipo
LK,y — _K,.Sinymson tales que —1 < nU; —my/1+ Uf < 1, entonces, existe una ¢rbita del
tipo +f( _ — _K_. estas son soluciones coemnzando en y recolapsando a una singularidad dada por

una cosmologia de campo escalar sin masa (CESM) (ver figura B.12 (b)).

Los puntos criticos L representan soluciones FRW planas. Ellos son no hiperbdlicos si v = % o si

~v = 2. Para estos puntos el campo escalar se anula, de modo que los pardmetros cosmolégicos asociados
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ala EO no se aplican a estos puntos. Sid > 2, la variedad inestable (estable) de +F (_F) es tangente
al punto critico y paralela al plano W — Qo esto significa que existe una érbita conectando +F y _F
apuntando hacia _F en la direccién del eje QQo. Esta representa una solucion FRW cerrada sin campo
quintasma comenzando en una singularidad de big-bang en +F y recolapsando en un “big-crunch” en

_F (ver figura B.12 (a)).

El punto critico +§F representa una solucién dominada por el campo quintasma (con potencial difer-
ente de cero). Puede ser el atractor global en los conjuntos 0 < Qo < 1 0 Qp = 1 (o sea, para modelos
simpre en expansién, o para modelos planos) para los valores de los pardmetros mostrados en la tabla
C.10. Este puede representar una solucién dominada por el campo fantasma si se verifica que § < 0.

También puede representar quitaesencia o soluciéon de de Sitter.

La solucién escalante EO-curvatura idS existe para 0 < § < % Los valores de sus pardmetros son los
mismos que para +CS (mostrados en la tabla C.4), pero representa una solucién cosmolégica diferente
con curvatura positiva en lugar de curvatura negativa. Para 0 < § < % existen los puntos criticos +C'S
para los cuales la materia no es importante, pero la curvatura es diferente de cero (Q% # 1) y escala
al campo escalar. Estas son llamadas soluciones escalantes curvatura-energia cinética. Estos puntos

criticos son, tipicamente, puntos silla.

El punto critico +M S existe si > 3. Este representa una solucién plana escalante MO-EO, para la
cual tanto el fluido como el campo quintasma son dindmicamnete importantes. Bajo nuestra hipétesis
sobre 7, es en general, un silla. Si 0 < v < % entonces es un atractor. Para modelos con curvatura
cero (o sea, con @2 = 1) se obtiene un resultado similar para +MS pero para valores 0 < v < 2 (ver
la tabla C.10 para més detalles. En dicha tabla ofrecemos un resumen de los atractores del modelo

quintom para k = 1).
3.4.6 Bifurcaciones

Observar que los puntos criticos + M.S y +SF coinciden cuando § — %Jr. En cuyo caso, la materia

desestabiliza al punto critico +§F en el valor de bifurcacién § =

o2

+CS y +SF coinciden cuando § — %_. Adicionalmente, +SAF (_ST‘) coincide con un punto en el arco
+K, (_K_) cuando § — 1. Estos valores de § donde los puntos criticos coinciden corresponden a
bifurcaciones. Un ejemplo interesante de bifurcaciéon ocurre cuando v = % Sivy = %, el conjunto de

puntos criticos, S+, se reduce a dos conjuntos de puntos criticos V7 2 con las propiedades
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Nombre Coordenadas: Existencia Valores propios

(Q07U¢1U¢7W)
Vi (0,=Uz,Uz,0) Todomymn 0[x4],(m—n)Us

Va (0,U5,U3,0)  Todom ymn 0[x4],—(m+n)Us

lo que indica un cambio de estabilidad cuando S1 abandonan el espacio de estados fisico.
3.4.7 Comportamiento tipico

Una vez que los atractores han sido identificados es posible dar una descripcién del comportamiento
dindmico tipico de las cosmologias quintasma cerradas (o sea, con curvatura positiva). Por ejemplo,
para modelos en expansién eterna, cerca de la singularidad de big-bang un modelo tipico se comporta
como un modelo FRW plano con fluido rigido representado por los conjuntos de puntos criticos +K+
0 por +f( _ (cosmologias CESM), dependiendo de la seleccién de valores de los pardmetros libres m, n
y Ug. Si % < v <20 < %oOﬁ’yg %,5< 2,y 0 < Qo < 1 la dindmica de tiempo reciente
estd determinada por +§F, (con la mismas propiedades que 1 SF'). La dindmica intermedia queda
determinada en gran medida por los puntos criticos +dS , +M S,y +F , que tiene el subespacio estable
de dimensién inferior d emayor dimensién posible. Para modelos planos en expansién (o sea, en el

conjunto invariante Qo = 1), la dindmica de tiempo reciente estd determinada por el punto critico

+§F si se verifica que ¢ < % (con 0 <~ <2).

Para modelos en contraccion, el comportamiento tipico, es en un sentido, el reverso del anterior.
Si % <~y <260< % 00 <~y <L %, d < 3,y =1 <Qo <0 la dindmica de tiempo temprano esta
determinada por _SF. La dindmica intermedia estd determinada en gran medida por los puntos
criticos _dS, M S,y _F , los cuales tienen el subespacio estable de dimension inferior de mayor
dimensionalidad posible. Para modelos planos (o sea, en el conjunto invariante Q9 = —1), la dindmica
de tiempo temprano estd determinada por el punto critico _SF si se verifica § < 2 (con 0 < < 2).
Un modelo tipico se comporta en tiempos recientes como un modelo FRW plano con fluido rigido (o
sea, la energia oscura mimetiza un fluido rigido) representados por el conjunto de puntos criticos _K T

o por _K_ dependiendo de la seleccién de los valores de los pardmetros libres m,n y UZ.

3.5 Conclusiones parciales

El andlisis matematico de los modelos cosmolégicos usando técnicas propias de la teoria de los sistemas

dindmicos nos permite extraer informacién valiosa sobre los estados asintéticos del modelo.
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Estas técnicas son muy poderosas cuando queremos obtener informacion sobre la dindmica del modelo
sin conocer soluciones exactas y las condiciones iniciales. Estas técnicas se pueden usar para estudiar

cosmologias quintasma (con potenciales tanto exponenciales como generales).

Como ya hemos mencionado, la construccién de posibles realizaciones del cruce fantasma w = —1 en
una época reciente en modelos de EO, se ha convertido en un drea activa de investigaciéon. Algunos
de los estudios toman en cuenta el acercamiento desde la perspectiva de los sistemas dinamicos para
mostrar que el cruce es posible para una familia de modelos cosmolégicos los cuales han sido nombrados
cosmologias quintasma. Estas son configuraciones con dos campos escalares y en estas investigaciones
han sido tomados en cuenta potenciales exponenciales simples, dandoles alguna motivacion fisica,
por la tratabilidad matematica de las propuestas. Aqui también hacemos una seleccién simple, hemos
seleccionado un potencial de la forma V = Vj e~ VB(mé+ne) con Vb, m y i constantes positivas, mientras
que (siguiendo nuestra notacién por simplicidad) los articulos relacionados utilizan V' = Vp e~ 2Vbms
Voo e=2V/one [56] 0 V = Vi e=2Vbmé | 1, o=2VBne 4 1 o= VB(métne) (en lo siguiente Zhang et al.) [57],

con Vo1, Voo v Vo constantes positivas también.

Hemos considerado modelos FRW planos y con curvatura. Hemos investigado elementos adicionales
que sustentan los resultados previos en [56, 57, 17]. Hemos construido dos sistemas dindmicos ade-
cuados para la investigacién de modelos con curvatura negativa, adaptados al conjunto invariante de
los modelos que se expanden por siempre (e = sign H > 0) y al conjunto invariante de los modelos en
contraccién (e = sign H < 0), respectivamente. Hemos construido un sistema dindmico adaptado al
caso plano (por simplicidad hemos elegido modelos que se expanden por siempre), el cual hemos inves-
tigado de manera independiente principalmente por que es posible la reduccién de la dimensionalidad.
También, hemos construido otro adaptado a modelos con curvatura positiva. Hemos caracterizado los
puntos criticos de cada sistema. Mediante el diseno de funciones monétonas bien definidas hemos po-
dido obtener resultados globales para modelos que se expanden eternamente y modelos en contraccién

para las diferentes elecciones de la curvatura espacial.

Para modelos con curvatura negativa y siempre en expansién (e = sign H > 0) (y bajo las hip6tesis
1 < ~ < 2), hemos hallado que, cuando las condiciones de existencia de los atractores escalantes
dominados por curvatura (sin materia) no se verifican (o sea si § < %) los atractores corresponden a
soluciones dominadas por EO. Que pueden ser soluciones fantasmas (w < —1) o soluciones de de Sitter
(w = —1), o soluciones de quintaesencia. Esto representa una diferencia en relacién con la situacién
en [17]. Debemos senalar, sin embargo, que si se verifica que 0 < vy < %, 6 > %, la solucién escalante
por materia es el atractor del sistema. Esta dltima mimetiza una componente adicional de EO. Para

modelos en contraccién (e = sign H < 0) el atractor del sistema corresponde a una cosmologia de
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campo escalar sin masa (CESM). Hacia el pasado la situacién tipica es el reverso de la antes descrita.

Para modelos planos hemos hallado que cuando las condiciones de existencia de los atractores es-
calantes dominados por materia no se verifican, tenemos en su lugar, atractores fantasmas (w < —1)
o atractores de de Sitter (w = —1). Esto re-presenta una diferencia en relacién con la situacién en
[56] y [57], dado que en los casos mencionados los atractores son solo de tipo de Sitter, a pesar de que
algunas trayectorias toman de manera transciente el valor w < —1, antes de terminar en una fase de

Sitter.

Para modelos con curvatura positiva (geometria cerrada) hemos hallado, bajo condiciones apropiadas
sobre los valores de los parametros orbitas del tipo +f( — _K. Estas son soluciones comenzando en y
recolapsando hacia una singularidad (dada por una cosmologia CESM). También hallamos soluciones
FRW cerradas comenzando en una singularidad de big-bang 4 F' y recolapsando en un “big-crunch”
en _F. Estos resultados los ilustramos mediante integraciones numéricas de las EDOs que describen
estos modelos cosmoldgicos. Hemos determinado condiciones para la existencia de diferentes tipos de
atractores globales. Aunque hemos ofrecido, aqui, solo un anédlisis cualitativo simplificado (a diferencia
del andlisis dindmico en [18] paginas 69-73), nuestro estudio puede verse como complementario de este
trabajo mencionado, dado que nosotros hemos anadido un campo fantasma en la dinamica. Debemos
reiterar, sin embargo, que pero nuestro trabajo no es tan detallado como el anterior. FEl analisis
cualitativo de cosmologias con multiples campos con potenciales exponenciales (en el contexto de
inflacién asistida) fue hecho en la misma referencia, seccién VII, y en [69, 70], particularmente para

dos campos. Pero ellos no consideran campo fantasma como hacemos nosotros.

Nuestras funciones monoétonas permiten descartar la existencia de érbitas periddicas, érbitas homo-
clinicas u drbitas recurrentes. Por tanto se refuerza nuestra conjetura, la cual establece que la dindmica
de los modelos de energia quintasma estd dominada por puntos criticos y érbitas heteroclinicas que

los unen.

El modelo analizados es criticable desde el punto de vista de nuestra seleccién del potencial es muy es-
pecifica, pero como sucede con frecuencia en los modelos de quintaesencia (por ejemplo), los resultados

aqui obtenidos podrian tener aplicacién para modelos similares con potenciales arbitrarios.

Otro aspecto del problema es que el problema de la coincidencia no ha sido resuelto en este modelo;
quizas la manera de resolverlo es considerar interacciones entre los campos escalares y la materia, lo

cual aplazamos para futuros proyectos.



Capitulo 4

Cosmologia quintasma: potenciales
arbitrarios

En este capitulo investigamos modelos con energia quintasma con potencial arbitario. El propésito de
este capitulo es, precisamente, proveer de elementos adicionales que fundamentan el interés en los mod-
elos de energia quintasma mediante el estudio de casos con potenciales arbitrarios (no exponenciales)
también desde la perspectiva de los sistemas dinamicos. En este sentido nuestro estudio complementa
el estudio en las referencias [56, 57, 17]. Como es usual, el anélisis descansa en una apropiada seleccién

de variables, las cudles complementan las variables (3.2.9) definidas anteriormente.

Quizas el resultado méas importante de esta seccién es que en un marco més general (con potenciales
arbitrarios no exponenciales) se puede probar que la existencia de atractores fantasmas no es genérica:
particularmente, en nuestro escenario, existen atractores de de Sitter (w = —1) los cuédles estan

asociados solo a los puntos de ensilladura del (logaritmo natural del) potencial.

El capitulo estd organizado como sigue. En la seccién 4.1 establecemos la motivacién de estudiar
modelos de energia quintasma para potenciales arbitrarios. En la seccién 4.2 damos los detalles del
modelo cosmolégico bajo investigacién. En la seccién 4.3 hacemos un estudio desde la perspectiva
de los sistemas dindmicos de este modelo tan general para valores finitos de los campos escalares
componentes. Con propédsitos ilustrativos, seleccionamos una clase de potenciales los cuales tienen
su origen en la literatura de inflacién. Luego, y con el objetivo de complemementar el analisis en
la seccién 4.3, escogemos en la seccién 4.4 un sistema de coordenadas diferente, el cudl nos permite
estudiar la region donde ambos campos escalares divergen. Las conclusiones parciales las ofrecemos

en la seccion 4.5.

82
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4.1 Motivacion del estudio de cosmologias quintasma con poten-
ciales arbitrarios

Los modelos de energia quintasma con potenciales exponenciales y geometria FRW plana han sido
examinados en la seccién 3.3, desde la perspectiva de los sistemas dindmicos. Al considerar este tipo
de potenciales, la dimensionalidad del espacio de fase estudiado es la minima posible, preservando

ademads la autonomia del correspondiente sistema de ecuaciones diferenciales.

El estudio del espacio de fases arrojé los siguientes resultados:

1. La ley exponencial asumida para el potencial, el cual a su vez representa la interaccién entre
los dos campos escalares considerados, permitié llegar a la conclusiéon de que el comportamien-
to escalante no se excluye del marco de las cosmologias quintasma. El sistema bajo estudio
puede admitir atractores con comportamiento “escalante” y en ausencia del mencionado com-
portamiento “escalante” pueden existir atractores “fantasma” (w < —1), o alternativamente,

atractores de Sitter (w = —1).

2. Se demostré que los puntos criticos con comportamiento “stiff” (w = 1; hipérbolas en los di-
agramas de fase) pueden ser fuentes locales de drbitas de fase. Este resultado fue demostrado
analiticamente mediante la construccién de una funcién monétona adecuada y esto fue corrob-

orado ademaés mediante simulaciones numéricas.

En esta seccion pretendemos estudiar desde la perspectiva de los sistemas dindmicos las consecuencias

de considerar potenciales arbitrarios, generalizando a su vez los resultados enumerados anteriormente.

Haremos una seleccién de coordenadas la cual permite analizar en principio cualquier potencial. Es-
tudiaremos dos regiones por separado: la regién donde los campos escalares toman valores finitos y la
region donde los campos escalares divergen. Para ello construiremos dos sistemas dindamicos a partir

de las ecuaciones de campo, cada uno de ellos adaptado a cada regién particular.

Para estudiar la regién donde los campos escalares divergen se requerird hacer una nueva seleccién de
variables, pero que arroja al resultado interesante de la existencia de comportamiento “escalante” en
esta regién. Como resultado adicional se presenta una clase general de potenciales que conduce a este
tipo de comportamiento, los cuales se comportan asintéticamente como potenciales “exponenciales”.
Por otra parte, para estudiara el caso en que los campos escalares toman valores finitos se requerira una
seleccion estandar de variables (variables normalizadas con el escalar de expansion) las cuales permiten

una configuracién interesante en el espacio de fase. Particularmente probaremos que la existencia de
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atractores “fantasma” no es genérica cuando se consideran potenciales que no son de tipo exponencial.
Peculiarmente, en nuestro marco de trabajo los atractores de Sitter sélo tienen lugar para potenciales
que tienen, como funciones de dos variables, puntos de ensilladura. Este es un hallazgo inusual porque
en cosmologias con campos escalares la creencia general es que sélo es posible obtener fases estables

para campos escalares que ruedan o escalan lentamente la pendiente del potencial.

Es conocido que si la EO tiene un comportamiento fantasma en tiempos recientes (recordemos que una
componente de energia oscura fantasma tiene un pardametro de ecuacién de estado w menor que —1)
entonces, tipicamente, nuestro universo (suponiendo que se expande eternamente) puede evolucionar
hacia una singularidad catastrdfica de gran desgarro (caracterizada por la divergencia del factor de
escala, del escalar de expansién de Hubble asi como de su derivada en un tiempo finito hacia el
futuro). Este es el caso si la densidad de energia fraccional es de tipo fantasma. Hemos visto que la
solucién de tiempo reciente de tipo fantasma aparece en el contexto de la cosmologia quintasma con
potenciales exponenciales cuando recurrimos a técnicas estandares de la teoria de sistemas dindmicos

para investigar esos modelos como ha sido mostrado en [56, 57, 17].

4.2 El modelo

El marco que utilizaremos para describir nuestro modelo de energia quintasma es la teoria general
de la relatividad de Einstein, supondremos como es usual las hipotesis de isotropia y homogeneidad
del Universo, por lo que la geometria (gravedad) sera descrita mediante un elemento de linea FRW
(plano). La materia serd descrita mediante dos fluidos: polvo (MO) y un modelo de energia quintasma

para la EO el cual estd acoplado minimamente a la MO.

Hacemos entonces la hipdtesis de que la EO contiene la contribucién de dos campos escalares interac-
tuando a través de su energia potencial (arbitrario, no exponencial) V (¢, ), y satisfaciendo ecuaciones

de conservacion separadas dadas por:

¢+ 3Hd+ 0V (¢, 9) =0, (4.2.1)

¢+ 3Hp — 0,V (h,¢) = 0. (4.2.2)

Luego, la evolucién de nuestro modelo cosmoldgico queda determinada por las ecuaciones (3.3.17),

(3.3.18), (3.3.19), (4.2.1) y (4.2.2).



COSMOLOGIA QUINTASMA: POTENCIALES ARBITRARIOS 85

4.3 Espacio de Fase

Al igual que antes, con el objetivo de construir un sistema dindmico que sea autémo, tenga la menor
dimension posible y que describan una configuracién fisicamente interesante y razonable dentro del
marco de las cosmologias quintasma tenemos que (como ya ha sido mencionado con anterioridad)
introducir un conjunto de variables dindmicas adecuadas (generalmente normalizadas con la expansién
[15]) las cuales permitan reescribir las ecuaciones de conservacién y la ecuacién de evolucién para H
como un sistema dindmico sujeto a una restriccién que se obtiene a partir de la ecuacion de Friedmann

(3.3.17).

Como queremos estudiar potenciales arbitrarios (tan arbitrarios como sea posible pero excluyendo los
potenciales de tipo exponencial), se requerird un minimo de seis variables para construir un sistema
dindmico auténomo. No obstante, el problema se simplifica un poco mas —al menos en relacién con su
dimensionalidad— si usamos la restriccién que se obtiene a partir de la ecuacién (3.3.17) como definicién
de una de las variables. Luego, el nimero minimo de dimensiones de nuestro sistema dindmico sera

cinco.

Luego de reescribir el modelo como un sistema dindmico debemos encontrar sus puntos criticos. La
estabilidad es entonces analizada estudiando el sistema linealizado que se obtiene de expandir las

ecuaciones de evolucién en las cercanias de estos puntos criticos.

Volviendo al primer paso, obtenemos que las ecuaciones (3.3.17), (3.3.18), (3.3.19), (4.2.1) y (4.2.2) se
escriben en la forma de un sistema dindmico haciendo la seleccién de variables siguiente: (x4, zy, ¥, 2, ¢, ¥),
donde xy, x4, y y 2 se definen como en (3.2.9) y hemos considerado también a los propios campos

escalares, ¢ y ¢ como variables de fase.

La restriccién (3.3.21) que surge de Eq. (3.3.17) nos permite, como se ha hecho notar con anterioridad,
a considerar la evolucién de todas las variables salvo z (cuya evolucién se determina a partir de la

evolucion de las restantes).

En lo que sigue nos restringiremos al caso en el que y > 0 y H > 0 porque el principal interés de esta
seccién es estudiar modelos que se expanden eternamente. ! Combinando las expresiones (3.1.7-3.2.9),

se obtienen las ecuaciones de evolucién siguientes:

!Notemos que las ecuaciones (4.3.3-4.3.7) son invariantes ante el cambio de coordenadas y — —y.
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zl, = % (—?gf@d, InV+(qg— 2)x¢> , (4.3.3)

3720 = % (?gfﬁ@ InV +(q— 2)37@) , (4.3.4)
1 6

Y = g(1 +q— {(x¢8¢ InV +2,0,InV))y, (4.3.5)

- \f% (4.3.6)

S = ?%- (4.3.7)

Igual que en el caso anteriormente estudiado, las primas denotan derivada con repecto a 7 = loga? y

q = —ia/a® es el pardmetro de desaceleracién. Explicitamente

(3 (m?p - xi — y2) +1). (4.3.8)

La evolucién de las variables x4, z,, ¥, ¢ y ¢ forman un sistema dindmico 5D definido en el espacio

de estados (espacio de fase):

U = {(z4,T5,y):0 < xi - x?o + 9% <1} x {(¢,p) € R?}. (4.3.9)

El espacio ¥ no es acotado por que las variables z,, ¢, ¢ pueden alcanzar valores infinitos. No obstante
la proyeccién del espacio de fase W sobre el subespacio (x4, ., y) estd limitado por la hipersuperficie

que define el hiperboloide.

En general el espacio de fases se puede dividir en dos regiones dependiendo de los valores de ¢ y .
La primera region esté definida por la condicién de que ambos campos escalares tomen valores finitos.
Esta region contiene soluciones dominadas por materia y soluciones de de Sitter. En la segunda
regiéon ambos campos escalares divergen (no es de nuestro interés estudiar el caso complementario
en el que solo uno de los campos escalres diverge). Como veremos es la tltima regiéon aquella que
puede acomodar soluciones fantasma a diferencia de la primera regién donde no es posible, o sea,
el comportamiento fantasma estd relacionado con el limite en el que los campos escalares no esta
definidos (divergen). Teniendo en cuenta este hecho, las anteriores variables de fase (4.3.3-4.3.7) no
son adecuadas para estudiar esta tltima region, de manera que se hace necesario una selecién diferente

de variables de fase. Este caso ((¢, ) infinito) seréd estudiado en la seccién (4.4).
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4.3.1 Soluciones dominadas por materia

El sistema dindmico (4.3.3-4.3.7) admite una clase biparamétrica de puntos criticos no hiperbdlicos
(24,24, y) = (0,0,0), para cada seleccién de valores (¢, ) € R?. Estos puntos criticos, los cudles deno-
taremos genéricamente por O representan soluciones cosmolégicas dominadas por materia. Tipicamente,
el factor de escala y la densidad de materia evolucionan, respectivamente, como a o t2/% y py, o< t=2.
Esta clase de soluciones es relevante desde el final de la época de dominio de la radiaciéon hasta la muy

reciente época en que la contribucién de la energia oscura iguala a la de la materia oscura.

Haciendo un anélisis local obtenemos que los valores propios de la linearizacion en una vecindad de
estos puntos criticos (con ¢ y ¢ fijos) son (—1/2,—1/2,1/2,0,0). Debido a la existencia de dos valores
propios nulos, como hemos ya mencionado, estos puntos criticos son no hiperbdlicos de modo que el
andlisis lineal no es concluyente en este caso. Alternativamente, podemos determinar analiticamente

las variedades estables, inestable y centro de estos puntos criticos.

4.3.2 Soluciones de Sitter

El sistema dindmico (4.3.3-4.3.7) admite soluciones con (x4, ,,y) = (0,0, 1), para cada (¢*, ¢*) € R?
tal que 0y InV (9%, %) = 0, InV(¢*, 9*) = 0, o sea, (¢*,p*) son puntos estacionarios (extremos o

puntos de ensilladura) de In V. 2

Para ¢* y ¢* fijos la correspondiente solucién estd dominada por la energia potencial del campo
quintasma, por lo tanto son soluciones de de Sitter. Esta clase de puntos criticos la denotaremos por
dS. El factor de escala evoluciona siguiendo la ley exponencial a o« exp [ V(e*, ¢*)/ 3t} . Se espera
que estas soluciones sean importantes en los tiempos recientes de la evolucién césmica. Para estas
soluciones, la energia potencial mimetiza una constante cosmoldgica efectiva y la evolucién procede

sin evento de gran desgarro.

Los valores propios de la linealizacién alrededor de estos puntos criticos son

A= -1 (4.3.10)
)\i:—lil\/1+g<A1—\/A2> (4.3.11)
2 272 3 ’
11 2
:t e —— J— —
=5k 2\/1 +3 (A1 + \/A2> (4.3.12)

donde

2Los puntos estacionarios de In V' coinciden en general con los puntos estacionarios de V salvo si son ceros del potencial.
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PV 9?InV
Ay = [ R ] : (4.3.13)
I 9% | s—pr o=
2V 2V 2mv\?
Ay = —4 4.3.14
: [( o o) (5 ) a1
P=0¢* ,o=¢*
Si el punto (¢*, *) es un extremo de In V' entonces la cantidad A definida por

2 2 2 2

A O“InVo"lmV (0" InV (4.3.15)
0p? 02 0pdo
P=0* p=¢*

es positiva; si es un minimo (maximo) entonces 92InV/9¢? > 0 (< 0) y 8*InV /dp? > 0 (< 0). Si

A < 0, entonces (¢*, ¢*) es un punto de ensilladura de In V.

Del analisis anterior se sigue que el comportamiento dindmico de los puntos criticos en ¥ depende de

la clasificacién de los puntos criticos de InV: (¢*, ¢*).

4.3.3 Comportamiento dinamico de los puntos criticos en ¥ asociados a la fase de
de Sitter

Si (¢*, p*) es un extremo de InV (¢, p), entonces la condicién A > 0 implica que Ay > A?. En este
caso el correspondiente punto critico en ¥ es una silla; o sea, las partes reales de todos los valores
propios de la matriz A evaluada en el correspondiente punto critico son diferentes de cero y al menos

dos de ellas tienen signos diferentes.

Si (¢*, *) es un punto de ensilladura de In V' (¢, ¢), entonces la condicién A < 0 implica Ay < AZ.

En este caso el correspondiente punto critico en el espacio de fase ¥ es un atractor en los siguientes

tres casos °:

e Caso i) Todos los valores propios tiene parte real negativa .

Este es el caso si 0 < Ay < 9/16, —3/2 + /Ay < A} < —/As.

e Caso ii) Aét son valores propios complejos conjugados y Agi son valores propios reales negativos.
Este es el caso si 0 < Ay < 9/16, y —3/2 — /Ay < Ay < —3/2 + /Ao;

6si Ay >9/16,y —3/2 — VA5 < Ap < —/A.

3El punto critico es un atractor si las partes reales de todos los puntos criticos de la matriz A evaluados en el
correspondiente punto critico son negativas.




POTENCIALES ASINTOTICAMENTE EXPONENCIALES 89

e Caso iii) )\éc y )\gt son respectivamente valores propios complejos conjugados.

Este es el caso si Ay >0 and Ay < —3/2 — /Ao

4.3.4 Ejemplo: potencial de inflacién hibrida

Para ilustrar los resultados enumerados anteriormente utilizaremos un potencial dado por

(M? — Xp?)?

o : (4.3.16)

1 1
V(9,9) = gm*¢” + 596" +
donde m, g, M, X\ son constantes reales no negativas .

El potencial (4.3.16) ha sido formalmente considerado en [109]-[115] en el contexto de la inflacién
hibrida. Como nuestro contexto es el universo reciente, las virtudes de este potencial relacionadas con
la inflacién primordial no son de interés para nosotros, lo hemos seleccionado porque su forma funcional
es adecuada para ilustrar algunos caracteristicas peculiares de la evolucién reciente en nuestro modelo

de energia oscura quintasma.

Se puede demostrar facilmente que In V' (¢, ¢) tiene un tinico punto estacionario real en (¢*, ¢*) = (0,0)
el cual es un punto de ensilladura de InV porque A(0,0) = —16A2m?2/M% < 0 (ver la ecuacién.
(4.3.15)). Esto significa que la fase de de Sitter es un atractor en ¥. Realmente, como la funcién In V'
(con V' dado por (4.3.16)) tiene solo un punto de ensilladura (no tiene minimo), el punto critico (en el
espacio de fase ¥) asociado con (¢*, ¢*) es estable en los siguientes tres casos como sigue del andlisis

anterior (ver los casos 1), ii), y iii) en la subseccién anterior):

e Casoi) 0< M <m,y0 < A< 3M*/16m?>60<m < M,y0 < X< 3M?/16 (ver Fig. (B.13 a)).

e Casoii) 0 < M <m,y3M*/16m? < A\ <3M?/166si0 <m < M,y 3M?/16 < A\ < 3M*/16m?
(ver Fig. (B.13 b)).

e Casoiii) 0 < M <m,y A>3M?2/166si0<m < M,y \>3M*/16m? (ver Fig. (B.13 c)).

4.4 Puntos criticos en (¢, ¢) infinito

En la bibliografia referida a las cosmologias con campo escalar autointeractuante ha sido reportado
que solo los potenciales exponenciales pueden ser responsables de la fase escalante: por ejemplo, los

potenciales exponenciales han sido considerados como fuente de interaccién entre los campos escalares
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en cosmologias convencionales [72]-[71] y no convencionales [56, 57, 17]. Por ejemplo, en [17] se dio un
paso hacia adelante con respecto a lo que se habia hecho en [56, 57] en el sentido de que el potencial

usado en [17]

V = Vye Vométng), (4.4.17)

conduce a la existencia de un régimen escalante; o sea, fue probado que las cosmologias quintasma
con potenciales exponenciales no estdn exentas de la existencia de una fase escalante en el futuro

asintotico.

Este resultado motiva (parcialmente) la pregunta siguiente:  ;Pueden ezistir fases escalantes en

modelos de energia quintasma con potenciales arbitrarios?

Esta pregunta también estd parcialmente motivada por el hecho de que el comportamiento escalante
puede existir en modelos con un solo campo escalar cuyo potencial tiende asintéticamente a un po-
tencial exponencial [74]; asi también, este podria ser el caso (en nuestro contexto) para una familia
general de potenciales satisfaciendo algin requerimiento particular relacionado con su forma funcional

asintética.

La existencia de fases escalantes en la regién donde ¢ y ¢ son finitos esta descartada (genéricamente)
por nuestro andlisis previo. Asi que limitaremos nuestro andlisis a la regién donde ¢ = +oo y
@ = too. Luego, nuestro propdsito sera investigar la posible existencia de soluciones escalantes
en cosmologias quintasma con potenciales arbitrarios (con la exclusién de los potenciales exponen-
ciales) concentrandonos en la regién donde los campos escalares divergen. Esto lo haremos siguiendo
un método desarrollado en [74]. Debemos senalar que el estudio de esta region se haréd en todo detalle.
Aunque haremos énfasis en las soluciones escalantes, se reportaran otros posibles estados asintéticos

en caso que existan. Este andlisis es complementario al estudio dindmico de la seccién (4.3).
Para este propésito haremos una seleccién diferente de variables de fase (relacionadas con los campos
escalares): u = ¢~ 1, v = ¢~ 1. Para complementar estas variables, preservaremos las variables usuales

Ty, T, ¥ y definidas por las ecuaciones (3.2.9).

Haciendo uso de las tranformaciones de coordenadas requeridas el sistema original (4.3.3-4.3.7) puede

reescribirse como:
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1 .
Ty =3 ((—2 +q)zy + 3My2> , (4.4.18)
/ 1 \T,,2
7, = 3 ((—2 +q)z, — 3Ny ) , (4.4.19)
1 ) g
v =3y (1443 (Vwy + Na)). (4.4.20)
6
u = —gu%@ (4.4.21)
v = \ggv%vw, (4.4.22)

V(u,v) =V o, (4.4.23)
S InV InV
NG (M,N) _ (uﬁ;;vﬁa;;v) . (4.4.24)
Asumimos que V es tal que
(u v%iin(o 0) <U281811LV7U2818111V> - \/6(m7 n) <4.4.25)

Esta condicion general sobre el potencial V', nos permite estudiar las 6rbitas de fase en el subconjunto
invariante (u,v) = (0,0) tomando el limite (u,v) — (0,0) en las ecuaciones (4.4.18-4.4.22). Por

continuidad, el sistema dindmico reducido en el conjunto invariante (u,v) = (0,0) es

1
aly = 3 (3my® + (¢ — 2)7p) (4.4.26)
1
xl, = -3 (3ny® — (¢ — 2)zy,) , (4.4.27)
1
y = 3(1 +q —3(mzy +nxy))y (4.4.28)

Las ecuaciones (4.4.26-4.4.28) son las mismas que en [17], pero el punto sutil acd es que el sistema
dindmico (4.4.26-4.4.28) describe el comportamiento dindmico de un modelo de energia quintasma con
potencial arbitrario (asintéticamete exponencial) en un subconjunto invariante de R®. Asi la dindmica

es mds rica que en [17]. No obstante, los resultados en [17] son aplicables a este caso més general.

Ahora, resumiremos los resultados en [17] los cudles son aplicables a este marco mas general. Como
hemos hecho notar con anterioridad, la primera tarea en el andlisis del comportamiento dindmico del

sistema de ecuaciones diferenciales asociado a un modelo cosmolégico (desde la perspectiva de la teoria
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de los sistemas dindmicos) es encontrar los puntos criticos del sistema que se obtiene a partir de las
ecuaciones del campo el cual describe la evolucion de variables de fase apropiadas algunas de las cudles
tienen alguna interpretacion fisica razonable. Particularmente, en el conjunto invariante (u,v) = (0,0)
existen representantes de los puntos criticos O, Cx, Py T estudiados en [17]. En la tabla C se muestra
la localizacién, la existencia y el pardametro de desaceleracién de estos puntos criticos para m > 0,

n>0yy>0.

Primero que todo, en esta regién encontramos un representante de la clase O. La interpretacién en la

seccién (4.3.1), es aplicable aqui también.

La existencia de un régimen escalante estd representada en [17] por el punto critico T' (y por su
representante en nuestro marco méas general) para valores de m y n tales que m? —n? > 1/2. Ella
representa una solucién en la cual la ecuacién de estado del fluido quintasma es tipo polvo (w = 0),
y cuando tal punto existe es un atractor. Esta soluciéon de tiempo reciente representa un universo
desacelerado donde las densidades de energia y materia oscura son proporcionales. Particularmente,
Qge vy estéan dados por Qge = (2m2—2n?)71 v Q,,/Qqe = —1+2m?—2n% > 0. El cardcter dindmico
de T depende del valor de Q4.: es un foco estable o un nodo estable si Q4. < 7/8, 0 7/8 < Q4. < 1

respectivamente.

En general el potencial V responsable de tal fase escalante puede reconstruirse a partir de las funciones

n y m satisfaciendo:

ON oM .
72— = 72— i -
Vi S g (u,v%1—>m(0,0)(M’ N) = (m,n)

por

V(u,v) = Vyexp

“ V6M (1, v) (VON(u,v) [ V68,M(p,v)

2

7
Notemos que se debe satisfacer la restriccién

IV V6ON

Audv v? Ou’
También en esta regién tenemos soluciones donde domina la energia oscura las cudles denotaremos
(si existen) por P. Ellas representan soluciones en las cudles domina la energia quintasma, y cuando
tal punto existe es un atractor (si sus condiciones de existencia prohiben la existencia del punto T').
Esta solucién de tiempo reciente no necesariamente representa una solucién acelerada, ello depende

2

de la cantidad § = m? — n?. La soluciones aceleradas asociadas con este punto critico pueden proveer

de un buen representante para el universo que se observa actualmente. Un potencial satisfaciendo
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(4.4.25) permite obtener modelos especificos de energia oscura los cuéles estan representados por P
(dependiendo de los valores de m y n) como sigue: w < —1 (energia oscura fantasma) si m? < n?,
w

= —1 (solucién de de Sitter) si m =n, 0o —1 < w < —1/3 (quintaesencia) si 0 < m? —n? < 1/3.

Para concluir, esta region del espacio de estados admite una clase de puntos criticos no aislados los
cuales conforman las hipérbolas C+, cuyo papel en la evolucién ha sido estudiado para el caso con
potenciales exponenciales. Determinar exactamente qué papel representan en este contexto es un

analisis no trivial, por lo que no lo discutiremos en esta tesis.

En esta subseccién hemos reforzado nuestro andlisis en [17], como hemos mostrado las soluciones
escalantes pueden existir en las cosmologias quintasma. Hemos identificado que las soluciones de clase
T y P (si existen) deben encontrarse en la regiéon donde ¢ = +o0o y ¢ = £oo (esto es valido si el
potencial no es exponencial). Este rasgo habia sido notado en [74] pero en el marco de modelos con

un solo campo escalar.
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4.5 Conclusiones parciales

En este capitulo hemos aplicado técnicas propias de la teoria de los sistemas dinamicos a una clase de
modelos de energia quintasma con potenciales arbitrarios (no exponenciales). Hemos elegido variables
de fase apropiadas que nos han permitido estudiar regiones del plano (¢,p) para valores en los que

ambos campos escalares ¢, ¢ son tanto finitos como infinitos.

Los resultados del presente estudio indican que la existencia de atractores fantasma no es genérica;
ello depende de las caracteristicas del (logaritmo natural del) potencial. Para los modelos de energia
quintasma, en la regién en que (¢, ¢) es finito, pueden existir atractores de Sitter asociados con los
puntos de ensilladura de InV'; o atractores escalantes en la regién donde (¢, ¢) es infinito. Para el
ejemplo estudiado en la seccién (4.3) (potencial (4.3.16)) la fase de Sitter representa una solucién

atractora en el espacio de fase W.

Queremos senalar que el presente estudio no es adecuado para estudiar potenciales que sean sumas
de productos de funciones exponenciales con respecto a cada campo escalar. La razén es que en
estos casos la reduccién del sistema dindmico es posible (y fuertemente recomendable). Por otro lado,
nuestro estudio puede considerarse como complementario a los estudios en las referencias [57, 56, 17]

y en la seccién (3.3).



Conclusiones

En esta tesis hemos aplicado algunas de las técnicas de la teoria de los sistemas dindmicos al estudio de
modelos cosmolégicos que describen la aceleracién actual del Universo. Hemos modelado el cruce de
la barrera fantasma mediante un modelo relativista de energfa oscura (EO) con dos campos escalares
interactuando a través de un potencial exponencial. Hemos investigado el papel de la curvatura
espacial en la evolucién de las cosmologias quintasma con potenciales exponenciales y la dindmica de los
modelos tanto en contracciéon como la de los modelos que se expanden eternamente. Particularmente,
hemos hallado condiciones para la existencia de fases escalantes y fase de de Sitter en modelos con
curvatura cero que se expanden por siempre. Hemos probado que la existencia de atractores fantasmas
no es genérica en los modelos de EO con dos campos escalares, potencial arbitario, y curvatura cero.
Para potenciales arbitrarios pueden existir atractores de de Sitter en los puntos de ensilladura del

potencial y atractores escalantes en el limite donde ambos campos escalares divergen.

A continuacion enumeramos los resultados més importantes de nuestra investigacion.

1. Encontramos que, para modelos con curvatura negativa en expansion (contraccién) el atractor
del futuro (del pasado) es la solucién cosmolégica dominada por curvatura. Bajo las condiciones
que excluyen la existencia de estos atractores, los estados asintéticos (hacia el pasado y hacia el

futuro) estard determinada por soluciones dominadas por la EO.

2. En el caso de modelos con curvatura positiva: se extienden a nuestro contexto, resultados repor-
tados en [18] section VI.A tales como la existencia de érbitas comenzando desde y recolapsando
a una singularidad (correspondiendo a cosmologias con campo escalar sin masa). También
verificamos la existencia de soluciones Friedmann-Roberson-Walker (FRW) cerradas (curvatura
positiva) comenzando desde una singularidad inicial (“big-bang” o gran explosién) y recolap-
sando hacia una singularidad de “big-crunch” o gran contraccién (el reverso temporal de la

singularidad inicial).

3. Adicionalmente hemos diseniado algunas funciones mondtonas las cuales garantizan la existencia

95
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de atractores globales, ademas de que nos permiten descartar érbitas periodicas, 6rbitas homo-
clinicas u 6rbitas recurrentes, lo que nos permite reforzar nuestra conjetura en [17] que establece
que la dindmica en el espacio de fases de las cosmologias quintasma estd dominada por puntos
criticos y orbitas heteroclinicas que los unen.

Cuando nos restringimos al caso de los modelos FRW planos (curvatura cero) en expansién

eterna encontramos el siguiente resultado novedoso:

4. En Zhang et al. [19] se habia probado que en ausencia de interacciones, la solucién dominada
por el campo fantasma es el atractor del sistema y la interaccién no afecta el comportamiento

atractor de la fase dominada por el campo fantasma.

En esta tesis se pueba que la hipétesis de Zhang et al., es correcta solo en los casos en que la
existencia de la fase fantasma excluye la existencia de atractores escalantes (en los cuales las

densidades de energia del campo quintasma y la materia oscura fria son proporcionales).
Para los modelos de energia quintasma con potenciales arbitrarios y curvatura cero hemos

obtenido los siguientes resultados novedosos:

5. Los atractores de de Sitter (w = —1) estdn asociados solo a los puntos de ensilladura del (loga-

ritmo natural del) potencial.

6. Los atractores escalantes (entre otras posibilidades) estan asociados con el limite en el que los

campos escalares divergen simultdneamente.



Recomendaciones

1. Un aspecto que no ha sido resuelto en el capitulo 3 y del que padecen los modelos de esta tesis
es el problema de la coincidencia. Este problema se establece en forma de la pregunta: ;Por que
las densidades de energia de la energia oscura y de la materia de fondo son del mismo orden de

magnitud hoy dia?

Este problema ha sido investigado por el autor y colaboradores en la referencia [35] en el contexto
de las cosmologias con campos fantasmas (basados en teorias escalares tensoriales). Estos resul-
tados pueden generalizarse al caso de cosmologias con dos campos escalares, particularmente a

la cosmologia quintasma.

Otro enfoque podria ser considerar la interaccién entre el campo quintasma y la energia oscura
desde el punto de vista fenomenolégico. En la literatura ha sido investigado:

(1) un modelo simple donde la materia oscura decae en radiacién [116],

(2) un modelo simple donde el campo curvatén decae en radiacién [117],

(3) un caso especial donde particulas superpesadas de materia oscura decaen en un campo de

quintaesencia [118].

Modelos donde la materia oscura decae en energia oscura, permiten que sea posible que no exista
el campo de energia oscura en el universo temprano, sino que la energia oscura se “condense”

como el resultado del lento decaer de la materia oscura [119].

En una investigacién en curso, nos hemos planteado como objetivo extender estos resultados
(particularmente los de [119]) al contexto de las cosmologias quintasma mediante el uso de las

técnicas usadas en esta tesis.

2. Aunque en el marco de la TGR la energia oscura es un ingrediente fundamental para explicar la
aceleracion de la expansién, han sido consideradas propuestas altarnativas a la energia oscura
y que constituyen modificaciones (ad hoc) de la TGR y no requieren postular la existencia
de la enigmética energia oscura: bastaria con que el universo estuviera lleno de polvo césmico

(materia oscura fria sin presién) y a lo sumo radiacién para modelizar un universo con aceleracién
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de origen geométrico. En esta clase entra la llamada cosmologia cardasiana [121]. Estos modelos
han sido investigados por el autor y colaboradores en [120] para potenciales exponeciales. Las
técnicas usadas en el capitulo 4 pueden ser usadas para investigar estos modelos considerando

potenciales arbitrarios.

3. En esta tesis hemos investigados modelos con campos escalares basados en TGR y hemos presta-
do més atencién a la descripcién del Universo reciente. En una investigacién en curso, el autor
aplica técnicas de la teoria de los sistemas dindmicos para investigar modelos cosmoldgicos basa-
dos en teorias escalares-tensoriales escritas en el marco de Einstein con mayor interés en el
comportamiento asintético hacia el pasado. En particular, se ha construido un sistema dindmico
(adecuado para investigar la dindmica cerca de la singularidad inicial). Se ha encontrado la exis-
tencia de soluciones escalantes. Los resultados se han ilustrado mediante integraciones numéricas
de las ecuaciones diferenciales que definen el modelo. Han sido presentadas también, expansiones
asintoéticas validas en una vecindad de la singularidad inicial extendiendo en varios aspectos los

resultados reportados en [122].

4. Los modelos investigados en esta tesis corresponden a cosmologias espacialmente homogeneas,
que constituyen a su vez una clase con menor jerarquia dentro de la clase de todos los posibles
modelos cosmoldgicos. Denotando por M la clase de todos los modelos cosmoldgicos, cuyo
estado en el tiempo t pueda ser representado por un elemento X en un espacio de estados
S, la evolucién de un modelo cosmolégico queda determinada por la soluciéon de un sistema de
ecuaciones diferenciales més restricciones. La situacion mas general en cosmologia queda descrita
mediante el modelo

X =F(X,9,X,...), C(X,8,X,...)=0

donde 9; denota derivada parcial con relacién a z', y ... denota posibles derivadas de orden su-
perior. El aparato matematico apropiado para investigar esta clase de modelos es el Formalismo
Ortonormal 1 + 3 [123], el cual describe los grados de libertad esenciales del campo gravita-
cional de manera independiente del sistema coordenado, y expresan directamente las ecuaciones
de Einstein del campo como un sistema de ecuaciones diferenciales (parciales) auténomo de
primer orden (en la variable temporal). Se requiere introducir un proceso de normalizacién para
obtener, siempre que sea posible, variables de estado acotadas. En la referencia [124] el autor
y colaboradores usan este formalismo para escribir las ecuaciones de evoluciéon para modelos
esféricamente simétricos como un sistema bien planteado de ecuaciones en derivadas parciales
en dos variables, apropiado para andlisis numéricos y cualitativos. Nos hemos propuesto como

objetivo futuro continuar esta investigacién.
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Apéndice A

Historia térmica del Universo

A.1 Densidad de energia y presiéon de un fluido perfecto isotrépico
como funcién de la Temperatura. Entropia

Durante la mayor parte del Universo primordial, las reacciones proceden con la rapidez suficiente
como para que las particulas se mantengan en equilibrio, con las diferentes especies compartiendo
la misma temperatura. ! En ocasiones se expresa la densidad de energfa y la presién en términos
de su temperatura. Por esta razon es conveniente introducir el nimero de ocupacién, o funcién de
distribucién, de las especies. Esta funcién “cuenta” el nimero de particulas en una regién dada del
espacio de fases alrededor de la posicion & y p (el cual es el momento propio que decrece con la
expansion y no P definido anteriormente). La densidad de energia de las especies se obtiene sumando

la energia por sobre todos los elementos del espacio de fases: > f(Z, p) E(p) con E(p) = /p? + m?2.
;Cuantos elementos en el espacio de fase existen en una regién de “volumen” d3x d>p?

Segun el Principio de incertidumbre de Heisenberg, ninguna particula puede localizarse en una regién
del espacio de fase menor que (27h)3, el cudl es el tamaiio de un elemento fundamental de “volumen”.
Por tanto el nimero de lelemntos de fase en una regién de “volumen” d3z d3p es d3x d®p/(27h)3, y la

densidad de energia es

3
pi= g / (jT’;g £:(@ 7) E(p) (A1)

donde los subindices ¢ denotan las diferentes especies, g; denota el nimero de degeneracién de las
especies (para el caso del fotén es igual a 2 por sus estados de espin), utilizaremos unidades donde

h=1.

Si la funcién de distribuciéon no depende de la posicién ni de las componentes angulares del momento

! Adaptado de [125].
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entonces

pi = =2 /sz(p)fi(p)dp (A.1.2)

212

donde p es la magnitud del momento y la integral ahora es unidimensional.

En equilibrio a una temperatura T, los bosones como el foton tienen distribuciones de Bose-Einstein,

1
fBE = m (A-1-3)
v los fermiones tales como el electrén tienen distribuciones de Fermi-Dirac,
Fop = 1 (A.1.4)
ED = C(B-w)/T 11 o

donde p es el potencial quimico. Es importante hacer notar que estas distribuciones no dependen de

la posicion & o de la direccién del momento p, sélo de la magnitud p.
La presién puede expresarse similarmente como una integral de la funcién de distribucién
d3p p2
P=g | —= fi(¥%, p) ——. A.15
=0 [ e B D) (A.15)

Al igual que antes si la funcién de distribuciéon no depende de la posicién ni de las componentes

angulares del momento

g [p*filp)
P = 27r2/ 5B () dp (A.1.6)

donde p es la magnitud del momento y la integral ahora es unidimensional.

Para casi todas las particulas en el Universo durante casi todo el tiempo , el potencial quimico es
menor que la temperatura. En muy buena aproximacion, entonces, la funcién de distribucién depende

s6lo de E/T y la presion satisface

aP;  pi+ B
ar T

, (A.1.7)

Esta relacion puede utliizarse para Demostrar que la densidad de entropia del Universo escala como

a~3. Esto se obtiene de re-expresar la ecuacién (1.2.56) en la forma

30l tp)a] op _

- = =0. Al
ot ot 0 (4.1.8)
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La derivada de la presién con respecto al tiempo puede escribirse como (dT/dt) (0p/0T) de modo que

s 0letn) ] dlptp 50 [(Hp) CLT 0 (A.1.9)

ot Cdt T ot T

de esta forma la entropia

§=—— (A.1.10)

escala segin a3, Aunque hemos trabajado en términos de una sola especie, este resultado es valido
para la entropia total incluyendo todas las especies en equilibrio. De hecho, si incluso dos especies

tienen diferentes temperatura, la suma de sus densidades de entropia sigue escalando segin a 3.

A.2 Distribucién térmica y espectro de cuerpo negro

Queremos discutir brevemente la fisica de la radiacién. 2

Si las particulas interactian frecuentemente unas con otras, entonces la distribucién de sus energias
puede ser descrita mediante la Termodindmica de Equilibrio. En una distribucién térmica, las inter-
acciones son frecuentes, pero se ha alcanzado un balance de modo todas las interaciones proceden con
igual frecuencia tanto en la direccién adlentane como hacia atras, de este modo la distribucién total
del nimero de particulas y las energis permanecen constantes. El niimero de particulas a una energia

dada depende solo de la temperatura.

La distribucién precisa depende de cuando las particulas consideradas son fermiones, los cuales obe-
decen el Principio de Exclusion de Pauli, o bosones, los cuales no. El caso mds interesante en esta
seccién son los fotones, los cuales son bosones, y su distribucion caracteristica a la temperatura T es
el espectro de Planck o de cuerpo negro. Los fotones tienen dos posibles polarizaciones, y cada una

tiene un niimero de ocupacién por modo N dado por la fucién de Planck:

1
N = o /o) =T (A.2.11)

donde kp es una de las constantes fundamentales de la Naturaleza, la constante de Boltzmann, cuyo

valor es 1.381x10723J K ~1; h es la constante de Planck que tiene por valor 27 (1.055 X 10_34m2kgs_1) .

Para interpretar esta ecuacion debemos senalar que h f es la energia del fotén. El propdsito de la
constante de Boltzmann es convertir la temperatura en una energia caracteristica. Por debajo de esta
energia caracteristica, h f << kpT, es facil producir fotones y el nimero de ocupacion es grande (como

los fotones son bosones, el Principio de Exclusién de Pauli no se aplica y pueden existir un nimero

2 Adaptado de [76].
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arbitrario de fotones en un modo dado). Por encima de esta energia caracteristica, h f >> kpT, es
energéticamente desfavorable la produccion de fotones y el niimero de ocupacién es exponencialmente

suprimido.

Mais importante que el nimero de fotones en un modo es la distribucién de energia entre modos. Nos
concentraremos en la energia por unidad de volumen, conocida como densidad de energia e. Como
existen muy pocos fotones con h f >> kpT no existe mucha energia a altas frecuencias. Pero, a pesar
de su gran numero, no existen tampoco mucha energia total a bajas frecuencias h f << kgT, tanto
por que dichos fotones tienen muy poca energia cada uno (E = h f), como por que su longitud de
onda es grande y de esta manera cada foton ocupa un volumen muy grande. Puede mostrarse que la

densidad de energia en el intervalo de frecuencia d f alrededor de f estd dada por:

8mh 2df
3 exp(hf/kpT)—1

la cudl nos dice como se distribuye la energia entre las diferentes frecuencias. Se puede Demostrar que

e(f)df =

= 7(f), (A.2.12)

el pico de la distribucién es en fpeqr = 2.8kp T'/h, correspondiente a una energia de Epeqr = h fpeak =
2.8kpT. Esto es, la energia total en la radiaciéon estd dominada por los fotones con energia del orden

del kg T. Be hecho, la enegia media de un fotén en esta distribuciéon es Eean = 3kp T.

Una ultima cantidad de interés es la densidad de energia total de la radiacién de cuerpo negro obtenida

integrando (A.2.12) sobre todas las frecuencias:

o0
€rad _/ Z(f)d f = aT? (A.2.13)
0
donde « es la constante de radiacion definida por
21.4
kg —16 -3 ,.—4

A.3 Propiedades del fondo césmico de microondas

La radiacién de fondo de microondas (en inglés Cosmic Microwave Background o CMB) es una forma
de radiacién electromagnética que llena el universo por completo. También se denomina radiacién

c6ésmica de microondas o radiacién del fondo césmico. *

Esta radiacién fue predicha por George Gamow, Ralph Alpher y Robert Hermann en los anos 40 y
fue descubierta de manera accidental en 1964 por Arno Penzias y Robert Woodrow Wilson quienes

recibieron el Premio Nobel de Fisica de 1978.

*http://es.wikipedia.org/wiki/Radiaci A’n_de_fondo_de_microondas.
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Esta observacion crucial incliné el debate entre la teoria del Big-bang y la teoria del Estado Estacionario
en favor de la primera. Esta radiacién permea todo el espacio y es recibida por la Tierra desde
todas direcciones. Actualmente se conoce que en muy buena aproximacién esta toma la forma de
radiaciéon de cuerpo negro con una temperatura actual de Tp = 2.725 + 0.001K. La densidad de
energfa de la radiacién actual es eg(tg) = 4.17 x 10~ Jm?. En términos de la densidad critica es:
Qp = 2.47 x 1075 h2. De este modo la radiacién en el fondo césmico de microondas (la cudl de hecho

domina a la densidad de energia en la radiacién en las otras longitudes de onda) es pequena hoy dia

pero no completamente despreciable.

A.4 Historia térmica del Universo

Ahora que entendemos el comportamiento de la radiaciéon, podemos considerar toda la historia térmica
del Universo. El mejor acercamiento al tema es comenzar desde la época actual y seguir hacia atras

en el tiempo hasta donde nuestra comprensién lo permita. °

Actualmente tenemos alguna idea de los ingredientes materiales del Universo, al menos hasta cierto
nivel de incertidumbre en las mediciones de los parametros observacionales tales como h. La particulas
relativistas aparecen en dos variedades, fotones y neutrinos. La densidad de los fotones es Qp =
2.47 x 107° h=2. Por su parte los neutrinos hasta el momento representan un desafio y no son faciles
de detectar. Para detectar, por ejemplo los neutrinos de un objeto astronémico tan brillante como
nuestro propio Sol se requieren delicados experimento en tierra que involucran imensos recursos. La
deteccién directa de la radiacién térmica del fondo césmico de neutrinos (CNB) estd actualmente
varios ordenes de magnitud mas alla de nuestra experiencia técnica. De modo que para estimar las

propiedades del fondo césmico de neutrinos pertenece al campo puramente tedrico.

La densidad de neutrinos se estima en €2, = 0.68Qz = 1.68x 107 h=2. La cantidad de energfa esperada
en el CNB es similar a aquella del CMB. Sumando las contribuciones de los neutrinos y los fotones

juntas obtenemos que la densidad de materia correspondiente a las particulas relativistas es
Qe =415 x 1075172,

de modo que la mayor parte de la materia/energia en el Universo es no relativista. La densidad
de materia no relativista es simplemente Qg = 0.3 Conocemos que la dependencia de las densidades
de materia relativista y materia no relativista con la expansién se reduce respectivamente a 1/a* y

1/a®. La razén entre ellas, expresada en términos del pardmetro de densidad fraccional de energia, es

4Para convertir densidad de energfa en densidad de masa se debe dividir por ¢?

® Adaptado de [76].
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entonces

Qrey  415x107° 1
Qn Qh? a

(A.4.14)

donde la constante de proporcionalidad ha sido fijada por los valores actuales y se ha asumido a(tg) = 1.
Con esta expresion podemos calcular las cantidades relativas de materia relativista y no relativista para
cualquier dimensién dada del Universo. Por ejemplo, en la época de desacople de fotones a5 = 1/1000,

de modo que la razén durante el desacople de fotones estd dada por

Qe 0.04
Qm Qo h2

(A.4.15)

A menos que la combinacién Qg h? sea muy pequena, este resultado es un indicador que que durante
el periodo de desacople de fotones habia mucho mas materia no relativista que relativista; el Universo

se dice dominado por materia. Sin embargo en momentos mas tempranos, cuando

1

—_— A4l
24000 Qg h?’ ( 6)

4= Qeqg =

las densidades de materia y radiacién fueron iguales. Esta época es conocida como época de igualdad
materia-radiacién (2, = Qr). En épocas mds tempranas las particulas relativistas dominaban el

Universo.

Ahora tenemos suficiente informacién para determinar (aproximadamente) la relacién temperatura-
tiempo en el Universo. Primero que todo el factor de escala puede servir como marcador del tiempo
que ha transcurrido desde el Big-bang. Segundo, cémo que T' « 1/a, y como conocemos el valor de

a(t) en cada una de estas etapas, podemos obtener resultados apropiados para 7.

Una aproximacion aceptable es hacer £k = 0 (Universo plano) y A = 0 (no constante cosmoldgica), aun
cuando ellas estan presentes hoy dia, en el pasado fueron despreciables. De modo que el factor de escala
crece como a x t2/%, dando la relacién T o t~2/3. Fijando la razén de proporcionalidad constante y
asumiendo que la edad del Universo es 12 Giga anos (lo cual es un pequenisimo subestimado de la

edad real del Universo para compensar que A = 0) tenemos

T 4% 10175\ /3
= . A4l
2.725K ( ¢ ) ( 7
Esto es valido para
2.725K
T < Tog = =——— = 660000 h’K, (A.4.18)
eq

de modo que el tiempo de la igualdad materia-radiacién es
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teg = 1.0 x 101 Q5% B35 = 3400 Q;*/* b3 afios. (A.4.19)

Como que el desacople de fotones ocurre luego de la época de igualdad de materia-radiacion, podemos

aplicar la féormula (A.4.17) con Ty = 3000K para encontrar la edad del Universo en esta época

taee = 10135 = 350000 afios. (A.4.20)

A temperaturas por debajo de Ty, tiene lugar el dominio de la radiacién y, de la ley de expansién

a ot/ 2, la relacién temperatura-tiempo se tranforma en

T teq 1/2
— = = A4.21
- ( t ) , (A4.21)

donde la cosntante de proporcionalidad ha sido fijada por los valores en la época de igualdad materia-
radiacién. Sustituyendo estos valores y teniendo en cuenta que esta vez la dependencia de Qg y h es

débil, resulta

15\ /2 T kpT
<7> T 2x 100K~ 2MeV' (A-4.22)

Esto significa que cuando el Universo tuvo un segundo de vida, la temperatura pudo haber sido del

orden de 2 x 10'° Kelvin y la energfa tipica por particula de cerca de 2MeV.

Este dltimo resultado puede obtenerse de manera mas directa y exacta a partir de la ecuacién de

Friedmann

8t G 8tG aT?
H? = = x 1.68 x ——, A.4.23
5 P= 3 = ( )
y sustituir todas las constantes, recordar que como en este perfodo domina la radiacién a « t/2 y por

tanto H = 1/2¢. El factor 1.68 incluye los neutrinos.

Conociendo la energia tipica de la radiacién como funcién del tiempo podemos construir la historia
de eras interesantes en la evolucién del Universo. Comenzando en la época actual y considerando el

decurrir del tiempo hacia atras el Universo se hace mas y mas caliente.

El tiempo de desacople de fotones corresponde al ultimo momento en que los fotones fueron lo su-
ficientemente energéticos para dispersar los electrones de los dtomos, a una temperatura de 3000K.

Este periodo de la evolucién del Universo tuvo lugar durante la era de dominio de la materia. Sin
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embargo poco antes la radiacién dominaba el Universo, la transicién ocurrié a una temperatura de

T., = 66000 Qo h2K.

A tiempos tiempos suficientemente tempranos de modo que la energia excediera la temperatura de
10'°K, 1a energfa tipica de un fotén es comparable con la energfa de ligazén nuclear, las cuéles son del
orden del MeV; esto podria haber ocurrido cuando el Universo tenia cerca de 1s de edad. Cuando
el Universo era mas joven que esto, los fotones eran suficientemente energéticos para destruir los
atomos, dividiéndolos en protones, neutrones. Asi, todo el tiempo antes de que el Universo tuviera un
segundo de vida este podria haber sido una “sopa” de protones, neutrones y electrones, etc. desligados,

interactuando fuertemente unos con otros.

Mas atras en el tiempo la temperatura fue ain mayor, la situaciéon es ain menos clara, por que la
energias tipicas comenzaron a ser tan altas tal que las leyes de la fisica eran menos comprendidas. Se
cree que a temperaturas del orden de 102K deja de tener sentido la idea de neutrones y protones; en
su lugar, el Universo era un plasma caliente constituidos por quarks (los constituyentes de los protones
y neutrones) libres de vagar alrededor de un “mar” denso (una reminescencia de la forma en que en
algunas moléculas los electrones no estédn asociados a un nicleo particular). La transicién en que los
quarks se condensaron por primera vez en protones y neutrones se conoce como transicién de fase

quark-hadrén. 6

La energias més altas obtenidas en la Tierra esta siendo generada en los aceleradores de particulas y es
del orden de cerca de 100GeV (donde GeV es un giga-electrén volt, o sea, mil MeV'), correspondiendo
a una temparatura “efectiva” de cerca de 10'°K. Esta es la mds alta energfa a la cual tenemos
evidencia del comportamiento fisico de las particulas elementales, y esta temeratura es alcanzada sélo
107195 luego del mismisimo Big-Bang. Mucho antes todavia entramos al dominio del Universo muy
temprano, donde especulaciones en relacién con las leyes de la fisica tales como la unificaciéon de las
fuerzas elementales debe ser empleada. Una gran variedad de posibles comportamientos han sido

propuestos; una idea particularmente prominente ha sido la de la inflaciéon cosmolégica.

En la tabla C.11 se presenta una cronologia aproximada de los hechos méas importantes relacionados

con la evolucién del Universo.

SHadrén es el término técnico para el estado bésico para las particulas formadas por quarks: bariones (tres quarks)
o mesones (un quark y un anti-quark).
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Figura B.1: [Reproducido de [125], ver [3]] La ley de Hubble satisface el Principio Cosmolégico y es
la Unica que satisface el Principio Cosmolégico. La ley de Hubble no implica que la Tierra esté en
el centro de la expansién sino que todo el Universo se expande homogénea e isotrépicamente. En (a)
se presentan las mediciones originales de Hubble en 1929, la medicién original de Hy arrojo el valor
de 500 km sec™! Mpc=t. En (b) se presenta el Diagrama de Hubble obtenido por el Proyecto Hubble
Space Telescope Key Project ([3]) usando 5 diferentes medidas de distancia. El panel inferior muestra

Hy vs distancia con la linea horizontal igual al valor de mejor ajuste de 72 km sec™! Mpc™!.
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Figura B.2: Izquierda: el satélite WMAP lanzado en el
2001 http://plus.maths.org/latestnews/sep-dec06/CTC/WMAP. jpg];
Derecha: Mapa del CMB obtenido por WMAP a 94 GHz

[http://www.das.uchile.cl/%7Emhamuy/courses/AS42B/3w moll512. jpg].
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Figura B.3: [Reproducido de [125]] Contornos de confianza en el plano (Q,, 0, €A o) obtenidos a partir
de datos de Supernovas.
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Figura B.4: [Reproducido de [125]] (a) Imagen de la galaxia espiral M33. La regién interior mas
brillante tiene un radio de varios kp. (b) Curvas de rotacién de M33 [126]. Los puntos con barras de
error provienen de la linea de 21-cm de hidrégeno neutral. La linea sdlida es el modelo ajustando los
datos. Las diferentes contribuciones a la curva de rotacién total son: el halo de materia oscura (linea
discontinua de puntos), el disco estelar (linea discontinua corta), y gas (linea discontinua larga). A
radios grandes la materia oscura domina.
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a
@) Y Singularidad
(b)
Figura B.5: (a) Modelo 2D de Universo isotrépico y homogéneo en expan-
sién. (b) Modelo 3D del Universo en expansién desde la singularidad inicial

[http://www.das.uchile.cl/ mhamuy/courses/AS42B/tema2.html].

Figura B.6: Trayectorias en el espacio de fases Figura B.7: Trayectorias en el espacio de fases
para el modelo quintasma con m = 0.5y n = para el modelo quintasma con m = 0.75 y n =
0.6. 0.05.

Figura B.8: Trayectorias en el espacio de fases
para el modelo quintasma con m = 0.9 y n =
0.4.

Figura B.9: Trayectorias en el espacio de fases
para el modelo quintasma con m =2 y n = 0.5.
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Figura B.10: Regiones en el plano (n,m)
representando los cuatro casos referidos a
las condiciones de existencia y el caracter
dindmico de los puntos criticos T' y P.

3 6 9 12 15

Figura B.11: Comportamiento tipico de las
densidades de energia fraccionales en el ca-
so en el que el atractor fantasma existe. Las
lineas gris oscura y gris clara se refieren a €,
v Q4 respectivamente.
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Figura B.12: El colapso en cosmologia quintasma con curvatura positiva para los valores de los
parametros m = 0.7, n = 0.3 y v = 1. En (a) hemos seleccionado las condiciones iniciales
Qo(0) = Q(0) = 0.9, y Uy(0) = U,(0) = W(0) = 0. La linea discontinua (azul) representa la evolucién
de Qo vs 7 (observar que Qg evoluciona desde 1 hasta —1, y eventualmente toma valor cero). La linea
de puntos (roja) representa Q vs 7. Este ejmplo ilustra la existencia de una solucién FRW cerrada sin
campo quintasma coemnzando comenzando en una singularidad de big-bang en +F y recolapsando
en un “big-crunch” en _F. En (b) hemos escogido las condiciones iniciales Qo(0) = 0.9, Q(0) = 0 y

Uy(0) = —1/1 4 U,(0)2 con Uy(0) = 0.3. La linea discontinua (azul) denota Qg vs 7. Observar que

Qo va desde el valor 1 hasta —1 (o sea, el modelo colapsa). La linea discontinua-puntuada denota la

evolucidn de Ug — Ug vs 7 (el cual es idénticamente igual a 1). La linea puntada (amarilla) denota del

valor de Usa vs 7 y la linea recta (roja) denota el valor de U¢ vs T. esto ilustra la existencia de érbitas

del tipo 4 K_ — _K_. Escogiendo el valor inicial 17¢(O) =4/1+ (734,(0)27 con las mismas condiciones

iniciales para el resto de las variables, se obtiene una érbita del tipo +f( + = _K +. Estas son soluciones
comenzando en y recolapsando hacia una singularidad (dada por una cosmologia CESM).
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Figura B.13: Proyecciones sobre el hiperboloide de algunas érbitas en espacio de fase ¥ para diferentes valores
de M, m,g,y\x M=4,m=3,g=2,A=2(a);M=2,m=15,9g=2,A=13(Db)yM =4, m=5,g=2,
y A = 3.5 (¢). El punto dS representa el atractor de de Sitter. Todas las drbitas representadas se obtuvieron
fijando los valores iniciales de los campos escalares a: ¢(7 = 0) = 0.20 y (7 = 0) = 0.19.
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Tipo de Energia ‘ p(a) ‘ a(t)
Polvo a3 t2/3
Radiacién a* t1/2

Constante Cosmolégica | constante | e

Tabla C.1: Resumen del comportamiento de las fuentes mas importante de energia en Cosmologia. El
comportamiento del factor de escala se aplica solo al caso del universo plano; el comportamiento de
las densidades de energia es general.

Modelo Densidad Lagrangiana Ecuaciones de Euler-Lagrange (caso homogéneo)
Quintaesencia —V(¢) + ¢ +3H¢ + & d¢ =0
. 1dv
Taquién Loy=-V(p)V1I-2X - ¢2 +3H¢ + v d<z> =0
Energia fantasma Ly=-V(p)—X ¢+ 3He — dd> =0
K-esencia Ly=L(p,X)
Luotinealen X (9% +2X55) ¢+ 9% (3H) + 5k d* - 3t =0

Tabla C.2: Modelos para la EO basados en campos escalares (X = —% 9°P0,0059).

Etiqueta Coordenadas: Existencia Valores propios

(ZL‘¢, Lo, Y, Q)

+ Ky (£4/1+ 252, 2%,0,0) Allmandn  3€,0,e(1 — nay — mag),e(2 — )

+M (0,0,0,0) All m and n —2¢[x2),2e,— (v —3) e

L F (0,0,0,1) All m and n Te,(3—1)€[x2], (v —2)e

+SF (m, —n,ey/1—6,0) §<1 —2(3—0)e,—(1—6)€[x2],(26 — 7)€
m n € 1

08 (B, — 5, £2,0) 5>

wl
|
SN\
“ﬂ\
—
win
|
2
S—
\.(T\
|
W=
——
(@)
H_
gl
|
w
N——

LMS (5, -9 G - 5>

2
|
—~
wino
|

2
~—
\'K'h
—~
|
+
2
~—
o
>
H

Tabla C.3: Puntos criticos del sistema 3.2.13. Hemos usado las notaciones § = m? — n?, \* =

-1 <(2 —y)e+ \/(2 —7) (2 — 9y + %)) . [xs] significa que el correspondiente valor propio tiene

multiplicidad s. Los subindices en la etiqueta que identifica el punto critico tienen el siguiente signifi-
cado: el subindice a la izquierda (denotado por € = £1) indica cuando el modelo cosmolégico estd en
expansion (+) o en contraccién (—); el subindice a la derecha denota el signo de x4 (o sea, el signo de
¢) y es representado por el simbolo +. Los puntos + K4, + F, 1 SF L M.S son puntos criticos asociados
a modelos FRW planos (kK = 0) el cual constituye un conjunto invariante de este caso mas general.
Para el caso k = 0, los valores propios de estos puntos criticos coinciden con los mostrados en la tabla
salvo el primero de la izquierda.
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Etiqueta Param. eq. estado: w Param. desaceleracion: ¢ Densidades de energia: ,,, Qge, Qi

+ Ky 1 2 0,1,0
+M no aplicable 0 0,0,1
L F no aplicable -1+ 3% 1,0,0
LSF —1+426 ~1+30 0,1,0
£C8 =5 0 0,4 1- L
LMS —1+7 -1+ % 1— L, X0

Tabla C.4: Pardametros cosmoldgicos asociados a los puntos criticos del sistema 3.2.13.

Restricciones Atractor del pasado Atractor del futuro
_SF sid< %
— 3 * *2 _
€ 1 or si5>% _Ki51nU<p:f:m\/1+U¥, > —1
+SF sid < g
=1 inU%+m/1+U%% <1 :
€ +KysinUZ £my/1+ U < .CS s1(5>%

Tabla C.5: Resumen de atractores del sistema sistema 3.2.13. Estamos considerando la restriccién
1 < v < 2. Existen mas posibilidades si relajamos esta restriccién. Observar que siempre que exista, la
solucién dominada por curvatura _CS (+CS) es bien el atractor del pasado (del futuro) para e = —1,
o sea, para modelos en contraccién (e = 1, o sea, para modelos en expansion).

Restricciones Atractor del pasado Atractor del futuro

_SF s13<7<20<48< g0
0<y<30<0<]

_ o -

e=—1 _CS siZ<y<2,d>1 _KiSIHU‘Pimm> 1

_MS  si0<y<3,6>3

+SF si2<y<2,0<d6<io
0<y<30<6<]
—_ 3 * *2
e=1 +KiSan<p:|:m\/1+Utp <]. +CS 1f%<’y<2,5>%
+MS  ifo<y<2,6>7

Tabla C.6: Resumen de atractores del sistema 3.2.13. Estamos considerando la restriccién 0 < v < 2.
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Etiqueta Ty Ty Y Existencia q
1
O 0 0 0 Todomyn 3
Ct :t,/1+:17*¥,2 T, 0 Todomy n 2

P m -n  V1-=9 0 <1 —-14+39
m n 1 1
— —— — 0>1/2 =
26 25 25 =1/ 2

Tabla C.7: Localizacion, existencia y factor de desaceleracién de los puntos criticos del sistema 3.3.25,
param >0,n>0yy > 0.

Nombre Valores propios Carécter dindmico w
O (—%, —%, %) inestable indefinido
Ct (1, 0,1 —nzyFm,/1+ x;‘;2> inestable 1
P (=14+20,—145,—-149) estable si § < %, en otro caso inestable —1+4+20
T (=3, -1+ A),-1(1-1)) estable si A2 <0osil> A, 0

inestable en otro caso

Tabla C.8: Valores propios, cardcter dindmico y ecuacién del parametro de estado del sistema 3.3.25,
con m >0y n > 0. Usamos la notacién A = /=7 +4/(m? —n2), § = m? — n?,

Etiqueta Coordenadas: Existencia Valores propios
(Q07 U¢7 Ulpv W)
Sy (0,04, Uy, 0), U3 = U2 = 55755 0<y <3 0,£/2(2 - 37), —3nU, — 3mU,
e (6,i1/1+U(;2,U$,0) All m and n 4€,0,3 (e = nU, —mUy) ,3(2 — 7)e
v (¢,0,0,0) Todo m y n (37 —2) €, 37,3 (2 — 1) €[x2]
LSF (e, me, —ne, /T —0) §<1 —2(1—38)€,—3(1—68)e[x2],3(20 —7)e
+CS (\/ﬁ&,%,—&%, 2) 0<d<3% —2V3de,—V30e£/4—96,(2— 3y)V3de

T m ny V(2— /
iMS (Eag_g’_g_g’%7 1_%) 6>

2

—(2-37)63(—=1+3) e 3 Fe

Tabla C.9: Puntos criticos del sistema 3.4.37. Usamos el mismo convenio de signos y la misma notacién
que en la tabla C.3. Usaremos etiquetas con sombrero para distinguir del caso k = —1,0. Si v = %, el
conjunto de puntos criticos, Sy, corresponde a soluciones estaticas. Cuando el flujo se restringe a los
conjuntos Qg = %1, los valores propios asociados a los puntos LF , L SF y LMS y a los conjuntos de
puntos criticos if(i, son, en cada caso, los mismos mostrados, salvo el primero desde la izquierda.
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Restricciones Atractor del pasado Atractor del futuro
_SF si0<vy<240<1 )
=1 . _Kysi nUg+my/1+Ux* > —1
Qo _MS si0<y<2,6>1 =2 e °
_SF siZ<y<26<3o
2
-1<Qo<0 0<y<35,0<3 como arriba
R ) 5 N
-MS si0<y<3,0>4
+SF si%§7§2,5<%0
- 2
0< Qo<1 | (KysinUhtm/1+Uz?<1 0<y<356<3
+MS si0<y<2,6>7
+SF si0<y<2,6<1
=1 como arriba .
Qo +MS si0<y<2,8>7
Tabla C.10: Resumen de los atractores del sistema 3.4.37.
Evento Tiempo Factor de escala Redshift Temp. (K) Energia (eV)
Big-bang 0 0 o0 o0 o0
Planck <5 x107%s - - > 1032 > 2 x 10%8
TOE 5 x 107435 7x 1078 1034 1032 2 x 1028
GUT 107365 7x 1077 1072 1028 2 x 1024
Inflacién 10736 — 10734 7Tx 107 —2x 10727 107 —10%7 - -
Desacople de
neutrinos (v) Ls 2 x 10710 4 x 1019 9 x 10 2 x 106
Nucleosintesis 200s 3x107° 3 x 108 8 x 108 2 x 10°
Q= Qg 47000 anos 2.8 x 1074 3570 9730 2.2
Recombinacion 240000 anos 7x 1074 1370 3740 0.9
Desacople de
fotones () 350000 afios 9x 107 1100 3000 0.7
Q= Qp 9.86 Giga anos 0.75 0.33 3.6 8§ x 1074
Ahora 13.5 Giga anos 1 0 2.725 6 x 1074
Tabla  C.11: Hitos importantes en la  evolucion del Universo (tomado de

http://www.das.uchile.cl/~mhamuy/courses/AS42A/AS42A .html).



	Pages from Tesis de Maestría.pdf
	Master.pdf



