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SINTESIS

En esta tesis se investigan modelos del universo basados en métricas de tipo Kantowski-

Sachs (KS) en una clase genérica de modelos f(R). Para investigar dichos modelos se defi-

Rf"(R) _ dlnf'(R) _ _RfI(R) _ dinf(R) y M( ) _ r(l4+r+m)

nen las funciones m = ) T dwmk T T T i) T dm@) r) =Sy se

utiliza un procedimiento similar al reportado en la literatura para métricas Friedmann-
Robertson-Walker (FRW). Extendiéndose dicho procedimiento para métricas KS y deter-
minandose regiones en el espacio (v, 7, M'(r)) en las cuales se tienen fases de dominio de
materia (regiones V-VII) y fases de expansion acelerada (regiones I-1V). Una teoria f(R)
con una curva M(r) que conecte una regién con dominio de materia precedente a una
fase de expansién acelerada en el plano (r, M’'(r)) se considerara viable cosmolégicamente.
Estos resultados son equivalentes a los presentados para métrica FRW. En esta tesis se
extienden los resultados reportados en la literatura para modelos f(R) = R + aR? con
métricas FRW para métricas KS y los resultados reportados en la literatura para métricas
KS en teorias R™ a marcos f(R) genéricos. Por tltimo se disené una metodologia para la
reconstruccién de la funcién f(R) a partir de la funcién de entrada m(r). Dicha funcién
debe satisfacer un grupo de requisitos desde el punto de vista fisico-matematico que se
imponen para obtener funciones f(R) reconstruidas que provean un cuadro fisico coheren-
te y representen atractores de futuro isétropos en expansioén acelerada precedidos de una

etapa transiente de dominio de materia.
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INTRODUCCION

“La ciencia serd siempre una bisqueda, jamds un descubrimiento real.
Es un viaje, nunca una llegada.”

Karl R. Popper

Las recientes observaciones astrofisicas (incluyendo mediciones de distancia-luminosidad
de supernovas, de aglomeraciones de galaxias y del fondo c6smico de microondas) plan-
tean que el universo observable es homogéneo e isotrépo a grandes escalas y que este
estd expandiéndose aceleradamente [I, 2]. Esto ha llevado a que la gran mayoria de los
trabajos en cosmologia se enfoquen en métricas homogéneas e isétropas. La explicacién
de estas caracteristicas junto con el problema del Horizonte, fue la principal razén para la
construccién del paradigma inflacionario [3 4], 5]. Aunque el ultimo aspecto ha sido bien
explicado, el problema de la homogeneidad y la isotropia no ha sido resuelto totalmente,
ya que usualmente se parte de una métrica homogénea e isétropa Friedmann-Robertson-
Walker (FRW) y luego se examina la evolucién de las perturbaciones. Sin embargo, la
manera robusta de proceder, es partir de una métrica arbitraria y demostrar que el uni-
verso evoluciona hacia la soluciéon FRW, coincidiendo con las observaciones. No obstante,
dada la complejidad de este enfoque, solo es posible el tratamiento numérico del problema
[6, [7, 8] y por tanto, con el objetivo de extraer soluciones analiticas muchos autores asu-

men de partida una hipdtesis adicional, esto es, investigar cosmologias anisétropas pero
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homogéneas. Este tipo de geometrias se conocen desde hace mucho tiempo [9] y pue-
den exhibir comportamientos cosmolégicos muy interesantes, tanto para la cosmologia

inflacionaria como la post-inflacionaria [10].

Por otra parte, para explicar el fenémeno de la expansion acelerada la primera direccion
que se propuso consistio en invocar la presencia de un extrano fluido, que fue llamado la
Energia Oscura (EO), el cual posee presién negativa, lo que explica la aceleracién de la

expansion del universo a grandes escalas.

El modelo de EO més simple es el modelo A - Materia Oscura Fria (A MOF). Estos pre-
sentan los llamados problema del ajuste fino de la constante cosmolégica (A) y el problema
de la Coincidencia [I1} 12]. Una variante mas elaborada de estos modelos, es considerar
que la EO esta compuesta de un campo escalar, llamado Quintaesencia, siendo este tipo
de teorias un caso particular de las llamadas teorias Escalares-Tensoriales, en las que se
introduce un campo escalar adicional en el sector gravitacional de la accién. En [I3] se
investigaron modelos de EO con acoplamiento no minimo a la materia inspirados en este
tipo de teorias, disendandose un sistema dinamico apropiado para la descripcion del sistema
hacia el pasado. Comprobandose que dicho sistema admite soluciones escalantes y presenta
expansiones asintoticas para las soluciones cosmolégicas, en una vecindad de la singulari-
dad inicial, extendiéndose resultados previos de otros investigadores. Otra posibilidad, es
la descrita por los campos fantasmas, los cuales por si solos implican una “fisica extrana”,
pues su energia cinética es negativa y ademads hay posible inestabilidad cudntica [14]. Sin
embargo, una EO compuesta por quintaesencia y por un campo fantasma (cosmologia
“quintasma” o quintom) presenta ciertas ventajas. Una de ellas es que proporciona una
dinamica de la ecuacién de estado de la energia oscura favorecida por varias observaciones
astrofisicas [15] [16]. En las referencias [17, [I§] fueron investigados modelos quintom con
potenciales exponenciales y geometria FRW plana en presencia de fluido sin presién. En

[18] se probd que en ausencia de interaccién entre los campos, la solucién dominada por
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el campo fantasma era el atractor del sistema y que dicho comportamiento no cambiaba
en presencia de interacciones. En la referencia [19] se probé que este resultado sélo es
cierto si la existencia de la fase fantasma excluye la existencia de soluciones escalantes.
De este modo el comportamiento fantasma no es genérico en las cosmologias quintom. En
[20] se investigaron condiciones sobre el potencial que garantizan la existencia de fases
escalantes, probandose que este régimen estd asociado con el limite donde ambos campos
escalares divergen. Los resultados presentados en las referencias [19, 20, 13], condujeron a
la defensa de una Tesis de Doctorado en Ciencias Matematicas [21]. En la referencia [16]

se presenta una revisiéon exhaustiva el estado del arte del paradigma quintom.

La segunda direccién fue considerar modificaciones de la teoria de la gravedad misma,
siendo los mds investigados los llamados modelos de gravedad modificada f(R) (ver [22]
23] y referencias alli citadas) en los que se intenta dar una explicacién alternativa a la
aceleracion de la expansién como consecuencia de una nueva fisica gravitacional [24]. En
este tipo de teorias se parte de modificar la TGR mediante la adicién de potencias del
escalar de curvatura, los tensores de Riemann y Ricci e incluso sus derivadas, como por

ejemplo lo hacen las teorfas Lovelock o las teorias f(R) [12].

Otra alternativa son modelos basados en teorias extra-dimensionales, por ejemplo, los
mundos branas de Randall-Sundrum tipo IT (RSII). En este modelo los campos de norma
se confinan a una sub-variedad de dimensién menor (3-brana) empotrada en el espacio
5D tipo Anti de Sitter (AdS5), solo la gravedad escapa en la direccién extra. Pueden
considerarse, por ejemplo, branas homogéneas FRW y branas de Bianchi tipo I con un
campo escalar confinado en esta. En este ultimo caso pueden tenerse en cuenta los efectos
del tensor de Weyl 5D en la dindmica de la brana. Otro modelo alternativo a la TGR lo

constituye, por ejemplo, la cosmologia Hotava-Lifshitz.
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En [25] se determinaron condiciones suficientes para la existencia de atractores del futuro
correspondientes a soluciones isétropas en expansion acelerada para diferentes modelos
cosmolégicos basados en generalizaciones de los modelos de RSII: brana FRW y brana
con anisotropia del tipo Bianchi I, considerando como contenido material una mezcla
de fluido perfecto y un campo escalar atrapados en la brana para una clase general de
potenciales de auto-interaccién. Para branas FRW se determiné que para la solucion de
Sitter las contribuciones de la dimension extra son importantes. En este caso se obtu-
vo una tasa de expansién que difiere del valor predicho por la TGR. Debido al interés
que desde el punto de vista fisico tiene el analisis de la estabilidad de dicha solucion
el autor realizo el céalculo explicito de su variedad central y de la dinamica sobre esta,
determindndose que dicha solucién es localmente asintéticamente inestable (tipo silla),
por lo que dicha solucién puede describir apropiadamente la inflacién primordial. En este
trabajo se demostré que para un campo escalar con potencial V = Ve ¢+ A (donde A es
una constante cosmoldgica positiva) atrapado en la brana, el universo tardio experimenta
una fase de expansion acelerada (atractor tardio de de Sitter). Esta clase de potenciales
contiene al potencial exponencial puro (A = 0) estudiado previamente en [26]. A partir de
los resultados analiticos y numéricos se puedo conjeturar que la solucion correspondiendo
a un universo vacio de Misner-Randall-Sundrum es la fuente local y que las trayectorias
en el espacio de fase emergen de la vecindad de este punto. Este resultado concuerda con
el resultado obtenido en [27]. El estudio realizado en la brana con anisotropia de Bianchi I
demostré que también se pueden obtener atractores de futuro compatibles con estados de
expansion acelerada para determinados potenciales, esto se logra para una determinada
region del espacio de los parametros libres del modelo. Ademas se comprob6 que determi-
nados modelos evolucionan hacia soluciones isétropas independientemente de los valores

iniciales de anisotropia del modelo.
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En [28] se investigd la cosmologia Hotava-Lifshitz desde la perspectiva de los sistemas
dindmicos. De dicho estudio se concluy6 que, bajo la condiciéon de balance detallado,
puede obtenerse la realizacién de un universo ciclico en el futuro en el cual la EO, en la
forma de una constante cosmoldgica, es dominante. Se determiné que cuando se relaja
la condicién de balance detallado, el universo futuro puede representarse mediante una
solucién cosmolégica dominada por EO que se expande por siempre (universo de Sitter)
donde el estado oscilatorio preserva una menor probabilidad. Aunque dicho analisis indica
que la cosmologia Horava-Lifshitz puede ser compatible con las observaciones astrofisicas
actuales, no se pretendio enriquecer la discusién sobre sus posibles problemas conceptuales

y teoricos.

Finalmente en [29] se investigd una clase de modelos en los cuales el campo de energia
oscura (de tipo fantasma) provee de masa a la materia oscura. Imponiendo, como es usual,
potenciales exponenciales o con ley de potencias y dependencia de masa exponenciales o
con ley de potencias. Se concluyd, luego de un analisis de estabilidad detallado por parte
del autor, que el problema de la coincidencia no puede ser resuelto. Por tanto, de acuerdo
a dicho estudio, si la energia oscura se atribuye a un campo fantasma, estos modelos
de materia oscura con masa variable no pueden satisfacer los requerimientos bésicos que

motivaron su construccion.

Luego de un anélisis exhaustivo del estado del arte se destacan como antecedentes de

esta investigacién los siguientes:

1. En [30] se investigé un modelo del universo basado en Teorfas Escalares-Tensoriales
(y por tanto relacionados mediante transformaciones conformes con teorias f(R))
con métricas FRW incluyendo un campo escalar acoplado a la materia y radia-
cion. Probandose que los puntos de equilibrio correspondientes a los minimos loca-

les no negativos del potencial (asociados con soluciones cosmolégicas tipo de Sitter)
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son asintéticamente estables. Al igual que en [I3], se disend un sistema dindmico
apropiado para la descripcién del sistema hacia el pasado obteniéndose: soluciones
cosmolégicas dominadas por radiaciéon; soluciones inflacionarias con ley de poten-
cias dominadas por el campo escalar; soluciones escalantes materia-energia cinética-
radiacion; soluciones escalantes materia-potencial-radiacién. Utilizando el aparato
matematico desarrollado se investigaron los importantes ejemplos de teorias de la
gravedad modificada f(R) = R+ aR? (gravedad cuadrética) y f(R) = R". En el caso
de la gravedad cuadratica se demostrd, mediante el calculo explicito de la variedad
central correspondiente, que el punto de equilibrio correspondiente a la fase de de
Sitter (con campo escalar no acotado) es localmente asintéticamente inestable (pun-
to de ensilladura). Como novedad, en esta tesis se extiende este resultado a métricas

Kantowsky-Sachs.

2. En [31] se investigaron teorias R" en geometrias anisétropas Kantowski-Sachs (KS).
En este caso se determind que el universo futuro puede resultar en un estado de
expansion acelerada, y adicionalmente, para el rango 2 < n < 3, puede exhibir
comportamiento fantasma. Ademaés la isotropizacién puede alcanzarse independien-
temente del grado inicial de anisotropia. Se determiné que el universo futuro puede
ser representado con alta probabilidad por una soluciéon cosmoldgica en contraccion.
Finalmente se obtuvo también la realizacion de un universo ciclico. Estos hallazgos
indican que las geometrias anisétropas en gravedad modificada presentan comporta-
mientos cosmologicos radicalmente diferentes cuando se compara con los escenarios
isotropicos. Como novedad de esta tesis se tiene la extension de estos resultados
a marcos f(R) genéricos, o sea, partiendo de una dependencia funcional arbitra-
ria f(R), se deducen hipdtesis matematicas adicionales (diferenciabilidad, extremos
locales, intervalos de monotonia) requeridas para obtener soluciones cosmolégicas

compatibles con el paradigma cosmolégico observacional.
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3. En [32] se obtienen condiciones bajo las cuales los modelos de EO basados en
teorfas f(R) con métrica FRW son viables. Los autores demostraron que el compor-
tamiento cosmoldgico de los modelos f(R) puede entenderse, desde una perspectiva

geométrica, a partir de las propiedades de una curva m(r) en el plano (r,m), donde

_ Rf"(R) _ dlnf'(R) _ _Rf(R) _ dinf(R)
m= "R = awr Y= T f® — ~ dn®)

. Esto permite clasificar a los mo-
delos f(R) en cuatro clases generales, dependiendo de la existencia de una época de
materia estandar y una época final acelerada. La existencia de una época dominada
por materia viable previa al estado de expansién acelerada observado en la actuali-
dad, requiere que la variable m satisfaga las condiciones m(r) ~ 40y %—T > —1 en
r ~ —1. Para la existencia de una fase de aceleracion tardia viable se requiere que
Hm=-r—1,(V3-1)/2<m<1lyd™ < —-16(ii) 0 <m < 1enr=—2 Estas
condiciones determinan dos regiones en el espacio (r,m), una para la era de materia
y otra para la de aceleracién. Solo los modelos con una curva m(r) que conecte estas
regiones y satisfaga los requerimientos anteriores puede conducir a una cosmologia
aceptable. Los modelos de tipo f(R) = aR™ y f(R) = R+ aR" no satisfacen es-
tas condiciones para cualquiera n < 0 y n > 1 y por tanto son cosmolégicamente
inaceptables. En muchos casos la era estandar de materia es reemplazada por una
expansién césmica con un factor de escala a oc t'/2. También se hallaron modelos
f(R) con atractores fantasmas pero en este caso no existe época de materia acep-
table. Como novedad de esta tesis se formaliza y se extiende este procedimiento

geométrico y se aplica a modelos f(R) en métricas Kantowsky-Sachs.

La interrogante cientifica que se pretende responder en esta investigacion es: ;Puede
obtenerse informacién cosmolégica de interés para clases genéricas de teorias f(R), a pesar
de la complejidad inherente de las ecuaciones cosmoldgicas, que este de acuerdo con la

evidencia observacional existente?
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Para dar respuesta a dicha interrogante se han trazado como objetivo general: Realizar
un andlisis relacionado con la viabilidad de los modelos cosmologicos basados en teorias
f(R) con métricas homogéneas y anisétropas de tipo Kantowsky-Sachs para la descripcién

de la expansion acelerada del universo, de acuerdo al paradigma observacional moderno.

Para alcanzar este objetivo general nos hemos trazado los siguientes objetivos especifi-

COS:

e Confeccionar un marco tedrico referencial que contenga los resultados mas recientes
sobre las teorias f(R) y sobre la teorfa de los sistemas dindmicos, para ser utilizados

como herramienta en el trabajo de investigacién en estos temas.

e Formular las condiciones suficientes para la estabilidad asintdtica de las soluciones
de interés fisico de un modelo cosmoldgico basado en métricas tipo Kantowsky-Sachs
en una clase genérica de modelos f(R), disenando una metodologia para la recons-

truccion de la funcién f(R) a partir de los requerimientos matematicos obtenidos.

e Analizar la viabilidad desde el punto de vista fisico de dichas funciones f(R) como
alternativas al concepto de la Energia Oscura a partir de la interpretacién de los

resultados matematicos obtenidos.

La hipdétesis cientifica referente a la presente investigacion es que, al considerar Teorias
de Gravedad Modificada no solo se aumenta el marco teérico de la cosmologia, sino que es
posible explicar diferentes fenémenos cosmolégicos observados en la actualidad, los cuales
no han sido explicados completamente usando la TGR. Asi también, aun para clases
genéricas de teorias f(R), es posible disenar un conjunto de variables adimensionales que
permiten definir un sistema dindamico, de modo que a partir de las propiedades del flujo,
sea posible extraer informacion que permita caracterizar las diferentes etapas de evolucion

del universo.
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Como se ha comentado previamente, los problemas de la homogeneidad y la isotropia del
universo y el problema de la EO no han tenido, hasta el momento, una resolucién defi-
nitiva. Por otra parte, los estudios sobre la naturaleza de la aceleracién de la expansion
permanecen siendo una de las prioridades identificadas a nivel mundial [33], siendo las
teorfas f(R) una alternativa para explicar diferentes fenémenos cosmoldgicos observados
en la actualidad, los cuales no han sido explicados completamente usando la TGR. Esto
permite justificar la pertinencia de la presente investigacion. La resoluciéon de los pri-
meros dos problemas se reduce a determinar condiciones suficientes para la existencia de
atractores del futuro correspondiendo a soluciones isétropas en expansion acelerada. La
viabilidad de la investigacion se sustenta en que los andlisis desde la perspectiva de los
sistemas dinamicos proporcionan una de las mejores maneras de estudiar la estabilidad
de los modelos cosmoldgicos. Ademas, estos métodos generales de investigacion permiten
el ajuste fino de las condiciones iniciales requeridas para conciliar con las observaciones.
Por otra parte la viabilidad de la investigacion se sustenta también en la disponibilidad

de recursos computacionales para el tratamiento analitico y numérico de las soluciones.

La tesis esta estructurada de la forma siguiente. En el capitulo 1 se hace una breve revision
sobre las teorias de gravedad modificadas y sobre la teoria de los sistemas dindmicos, que
son importantes para mejorar la comprensiéon de los temas tratados en el segundo y tercer
capitulo, haciéndose énfasis en las teorias f(R), por lo cual puede usarse como material de
consulta, para estudiantes de las carreras de Fisica y Matemadtica que investiguen en esta
tematica. También se brinda al final de este capitulo, algunas consideraciones del autor

sobre las ideas fundamentales y problemadticas que presentan las teorias f(R).

En el capitulo 2 se formula y realiza el analisis dinamico del modelo cosmolégico, carac-
terizandose los puntos criticos de interés fisico segin su estabilidad. En el capitulo 3 se
realiza el analisis fisico de cada punto critico obtenido. Para esto se calculan varias canti-

dades observables como son el parametro de desaceleracién, el parametro de la ecuacion
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de estado total y varios parametros de densidad adimensional de energia que se evalian
en cada punto critico. Se propone un método para el calculo de tasas de evolucién para
diferentes magnitudes fisicas de interés, como son el factor de escala, el escalar de curva-
tura y la densidad de materia (en funcién del tiempo) para las soluciones cosmoldgicas
asociadas a dichas posiciones de equilibrio. Se disena un algoritmo que permite reconstruir
la funcién f(R) a partir del sistema dindmico bajo estudio. Dicho algoritmo se evaliia para
los modelos de gravedad cuadratica f(R) = R+ aR?. Al final de ambos capitulos se dan
las conclusiones parciales que, a juicio del autor, se pueden extraer de la investigacion

aqui contenida.

En las secciones siguientes al capitulo 3 se brindan las conclusiones generales de la te-
sis y se hacen algunas recomendaciones sobre como dar continuidad a la investigacion.
Luego, se incorporan un anexo que complementa la tesis y finalmente se anotan las re-
ferencias bibliograficas. La norma bibliografica que serd implementada es el “UT Physics

bibliographic style”, referencia utilizada en las publicaciones y tesis en el area de la Fisica.



1. Marco Teoérico

“Somos el medio para que el Cosmos
se conozca a si mismo.”

Carl E. Sagan

Las teorias de gravedad modificada o teorias de gravedad extendida pueden considerarse
como un nuevo paradigma para salvar algunos de las deficiencias de la TGR en las escalas
infra-rojas y ultra-violeta. Estas teorias preservan los indudables resultados positivos de
la TGR y tienen como propdsito resolver problemas conceptuales y experimentales que
han surgido recientemente en astrofisica, cosmologia y en fisica de las altas energias. En
particular el objetivo es explicar, en un esquema auto-consistente, problemas como la in-
flacién, la energia oscura, la materia oscura, estructuras en la amplia escala y primero que
todo, dar una descripcion al menos efectiva de la gravedad cuantica. Debido al creciente
interés en el estudio de Teorias de Gravedad Modificada, en este capitulo se comenta de
modo muy general sobre un grupo de teorias alternativas a la TGR haciendose énfasis en
las teorfas f(R) como una alternativa a la TGR que no requiere la introduccién de com-
ponentes de materia exética como la EO. Adicionalmente se presentan algunos elementos
basicos de la Teoria de los Sistemas Dinamicos. Dichas técnicas permiten el ajuste fino de

las condiciones iniciales requeridas para conciliar con las observaciones.

11
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1.1. Teorias de Gravedad Modificada

Uno de los pioneros en la discusiéon de las bases conceptuales de las teorias de gravitacion
fue Robert H. Dicke, quien en 1961 conjunto a su estudiante Carls Brans introdujo lo que
hoy es conocido como la Teoria de Brans-Dicke [34, [35]. Esta teorfa incluye ademés de la

métrica un campo escalar.

La accién de Brans-Dicke(BD) en el marco de Jordan(MJ) es:

Wo

MJ __ 1 /4 — o
58D = Ton | TV I |OR &

@ww] St (Gpos ) (1.1)

donde ¢ es el campo escalar, wy es el parametro de Brans-Dicke y G la Constante Gravita-
cional de Newton. Como se puede observar ¢ no esta presente en la accién correspondiente
a la materia lo cual implica que el campo escalar no esta acoplado con la misma, pero

si lo esta de forma no minima a la gravedad.

Esta teoria puede ser generalizada a lo que comunmente se conoce como Teoria Escalar-

Tensorial de Gravitacion, la accion general para esta teoria es:

SMI ﬁ / d*z/—g [d)R - % (0,00"¢) =V (9)| + Su (gpuws ¥) (1.2)

donde V(¢) es el potencial del campo escalar y en lugar de considerar la constante de
BD (wyp), se ha sustituido por una funcién del campo escalar w (¢). Se puede apreciar que

(LT)) se recupera si fijamos w (¢) = wp y excluimos el término V().

Para la Teoria de Brans-Dicke, y en general para las Teorias Escalar-Tensorial de Gravi-

tacion y cualquier otra versién de esta escrita en el marco de Jordan, el campo escalar

! Los subindices y superindices griegos a, 3, ..., 4, v = 0, 1,2, 3 designan los indices espacio-temporales
cuadri-dimensionales (4D), a menos que se especifique lo contrario. El indice 0 representa la compo-
nente temporal, mientras que los indices 1,2,3 las componentes espaciales. A menos que se especifique
lo contrario a lo largo de la tesis se utiliza el sistema natural de unidades donde A =c = 1.
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no esta acoplado directamente a la materia. El rol del campo escalar es justamente in-
tervenir en la generacién de la curvatura del espacio-tiempo asociado con la métrica [36].
Los campos escalares acoplados no minimamente con la gravedad estan presentes en las
acciones efectivas de bajas energias de teorias mas fundamentales tales como la Teoria de

Cuerdas [37].

Las Teoria de cuerdas, han motivado el desarrollo de cosmologia de branas. La relacion
entre ambas es la introduccion de dimensiones espaciales adicionales a nuestro conocido
espacio-tiempo de 4 dimensiones, lo cual en la teoria de cuerdas se logra compactificando

las dimensiones adicionales de la forma propuesta en los trabajos de Kaluza y Klein [3§].

En la llamada Teoria M (la cual incluye un conjunto de teorias de cuerdas), modelo
sugerido por Horava y Witten [38], se proponen 11 dimensiones para el espacio-tiempo,
teniendo la tltima de estas simetria Z,. Tambien se destacan los modelos de mundos brana.
Uno de los primeros modelos de este tipo, corresponde a los propuestos por Randall y
Sundrum en 1999 [39,40]. El més simple de ellos consta de introducir una quinta dimensién
con simetria Z, y para que el hecho de agregar nuevas dimensiones sea compatible con
la TGR, debe cumplirse que la dimensién adicional se enrolle sobre si misma (proceso

denominado compactificacién) o que el espacio adicional introducido no contenga materia.

El término utilizado para este espacio penta-dimensional (5D) es bule dentro del cual se
encuentra una hipersuperficie tipo 143 llamada brana que representaria nuestro universo.
Se postula que las particulas y campos del modelo estandar estan confinados en la brana
mientras que la gravedad, comportandose como una verdadera interaccién universal, se

propaga libremente en el bulk.

Las motivaciones de la introduccion de este nuevo punto de vista vienen del hecho que

para energias suficientemente altas (limite ultra-violeta) la TGR deja de funcionar y debe

2 “bulk” por sus nombre en inglés.
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ser sustituida por una Teoria Cudntica de la Gravedad (TCG). Por otro lado los modelos
de branas también pueden introducir correcciones a la TGR en el limite de bajas energias
(limite infra-rojo) debido al escape de la gravedad en la dimensién extra (escapa hacia el
bulk) lo cual conlleva a que se pueda obtener de forma natural un universo con expansion

acelerada [11].

Existen varios modelos fundamentados en esta teoria, pero cabe mencionar a los Modelos
Randall-Sundrum 2 (RS2). Este tipo de modelos es uno de los més recurridos en la
actualidad pues proporcionan un escenario geométrico simple. A diferencia del modelo
Randall-Sundrum 1 (RS1), donde se consideran dos branas ubicadas en puntos fijos y = 0
y y = L de la dimension extra del bulk, en el modelo (RS2), subsiste solamente la brana
de tensién positiva A localizada en y = 0 pues la brana de tensién negativa se aleja hasta
el infinito haciendo L — oco. Este modelo tiene la ventaja respecto al primero de estar

libre de la complicacién asociada a la estabilizacién del radién [25].

La ecuacién generalizada de Friedmann para una brana FRW es:

G € K
2 _ 5 pT) _ =
H = = pT<1—|—2)\ + (1.3)

donde pr es la densidad de materia atrapada en la brana pr = pyrana — A. El término -5
se asocia con la reaccién del bulk al ser influenciado por la gravedad de la brana. Este
término es usualmente llamado radiacion oscura por la forma en que evoluciona el factor
de escala a~*. Este término decae muy rapidamente con la expansién, por tanto usando

este argumento dicho término podria ser despreciado [11] .

Por otra parte también los modelos Modelos de Dvali-Gabadadze-Porrati (DGP)

han recibido mucha atencién en los iltimos anos [45, 46]. El mismo describe una brana

3 Para més detalles consultar [41] 42].
4 Para una revisién de este tipo de modelos consultar [43] y para una revisiéon exhaustiva de la dindmica
ver [44].
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4D, empotrada en un bulk 5D tipo Minkowski que permite introducir modificaciones a las
leyes de la gravedad en el limite infra-rojo (bajas energias), correspondientes a grandes

escalas.

Al considerar una métrica FRW plana en la brana, las ecuaciones de Friedmann quedarian

COINo:
H 8@
H* 4+~ = — 1.4
Te 3 p (1.4)
p+3(p+p)H=0 (1.5)

En (I4)) se ha despreciado el término de radiacion oscura usando el argumento esgrimido
para los modelos RS2. r. es la longitud de cruce y marca la escala a partir de la cual los
efectos 5D se comienzan a hacer apreciables sobre la dindmica 4D. (IL3]) es la ecuacién de

continuidad.

Fuera del contexto de teorias extra-dimensionales como los mundos brana y dentro del
grupo de Teorias de Gravedad Modificada debe hacerse énfasis en las llamadas teorias f(R).
Estas teorias proporcionan el escenario fisico de esta tesis. Para una revision reciente del

tema, ver [47, 23] 48] y las referencias mencionadas en los mismos.

Los primeros intentos, dentro de lo que ahora llamamos Teorias de Gravedad Extendida
(TGE), de lograr una descripcién de la interaccién gravitatoria que difiera de la Relati-
vidad General convencional fueron desarrollados por Eddington y Weyl [49] entre 1919 y
1922 simplemente por curiosidad cientifica. Ellos consideraron modificaciones a la teoria

de Einstein incluyendo invariantes de 6rdenes superiores en su accion.

Las llamadas teorfas f(R), se obtienen al generalizar la accién de Einstein-Hilbert (EH).
La introduccién de modificaciones a esta accion, pueden estar dadas por muchas razo-
nes, entre ellas, cabe mencionar que cuando son tomadas en cuenta la teoria de cuerdas

o correcciones cuanticas, la accién efectiva de bajas energias para la gravedad admite
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invariantes de curvatura de ordenes superiores [50]. Por otro lado més recientemente se
plantea que la expansion acelerada de nuestro universo puede deberse, entre otras muchas
posibilidades, a correcciones en las ecuaciones de movimiento de la Relatividad General,
generadas por contribuciones no lineales del escalar de curvatura R en el Lagrangiano
puramente gravitacional de las teorias f(R) [51} 52] 53], [54] apareciendo asi la posibilidad
de dar respuesta al problema sin recurrir a la introduccién de la EO o a la constante

cosmoldgica evitando los problemas que de ellos se derivan.

Estas teorias, a pesar de ser la manera mas simple de explicar diversos fenémenos cos-
moldgicos, conducen en general a ecuaciones de movimiento de cuarto orden para la
métrica (dentro del llamado formalismo métrico, porque en el formalismo de Palatini, el
orden de las ecuaciones puede reducirse) y muy pocos de estos modelos han superado
requisitos minimos de estabilidad que reproduzcan todas las fases cosmoldgicas por las
que el universo habria transcurrido, o no contemplan resultados conocidos en el régimen
de campo débil. A pesar de todo, las teorias f(R), atin cuando no sean una alternativa
viable para explicar el estado actual de la expansién acelerada de nuestro universo, cues-
tién sobre la cual ain no existe consenso pleno, su relevancia para estudiar la inflacién de
tiempo temprano [55], asi como su utilizacién en disimiles escenarios cosmolégicos como
Agujeros Negros, Lentes Gravitacionales [23], etc., podria constituir un estimulo adicional

en su estudio.

1.1.1. Teorias f(R)

La acciéon de EH, en la cual la TGR esta basada, se define por

1
SEH == ﬁ d4ZL‘\/ —gR (16)



1.1. TEORIAS DE GRAVEDAD MODIFICADA 17

donde k = 877G (G es la constante gravitacional), g es el determinante de la métrica y R

es el escalar de Ricci definido partir del tensor métrico.

Las teorfas f(R), las cuales son dindmicamente equivalentes a un caso particular de las
teorias escalares-tensoriales, pueden considerarse pues como una generalizacién de la TGR

a través de la inclusion de un término f(R) en la acciéon de EH, sustituyéndose ([LE) por:
1
SEH = ﬁ d4l‘\/ —gf(R) (17)

De manera analoga a como se procede a derivar las ecuaciones del campo de Einstein a
partir de la accién (L6 usando un Principio Variacional, es posible obtener las ecuacio-
nes del campo modificadas a partir de la accién generalizada (L) usdndose diferentes

principios variacionales.

Existen dos principios variacionales fundamentales H:
e El formalismo métrico estandar [56].
e El formalismo de Palatini [47).

En el formalismo métrico estandar se considera que la conexién es dependiente de la
métrica y por tanto la accién depende de la métrica, esto lo denotamos por S[g]. En este
caso las ecuaciones de Einstein modificadas se obtienen variando la accién con respecto
a la métrica. A diferencia de esto, en el formalismo de Palatini la métrica y la conexion
se supone que son variables independientes y la accion se denota esquematicamente por
S[[', g] . Para obtener las ecuaciones del campo, se varfa la accién con respecto a los
dos objetos geométricos I' y g. Ambos principios variacionales conducen a las mismas
ecuaciones del campo para una acciéon cuyo Lagrangiano sea lineal en R. Esto significa

que ambos formalismos son equivalentes a la hora de obtener las ecuaciones del campo

5 La eleccién del principio del variacional, es usualmente llamado formalismo.
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de Einstein “clasicas” partiendo de (LO). Esto ya no se cumple para una accién més
general como (7). Por consiguiente, las teorfas f(R) se clasifican de acuerdo al principio
o formalismo variacional que se esté usado. Se puede deducir de lo anterior que existiran
dos versiones de teorfas f(R) de acuerdo a los dos formalismos descritos previamente.

Existe una tercera clasificacion:
e El formalismo métrico con conexiones afines.[57]

Este se basa en el formalismo de Palatini pero abandona la suposicion de que el término
de la accion correspondiente a la materia es independiente de la conexién. Claramente
esta ultima clasificacién es la mas general de las tres teorias. Las otras dos se recuperan

si se toman las suposiciones pertinentes.

En esta tesis solo se trabajard con el primer formalismo, el formalismo métrico estandar[56].

1.1.2. La Accidn y las Ecuaciones de Campo

Se considera el espacio-tiempo como un par (M, g) con M una variedad cuatri-dimensional
Y gue una métrica con signatura Lorentziana sobre M, sin torsién. Asociada a esta se
considera la conexién, I', de Levi-Civita. Bajo estas hipotesis, la accién general puede ser

escrita como:
1

% (Smet + Sé;y}[) + SM (18>

S’mod -

donde el término métrico de la accién esta dado por

St = / oy g/ (R) (1.9)
1%

6 El procedimiento que se sigue se basa en [58].
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y el término de frontera de Gibbons-York-Hawking (GYH) se define por[59] 60]:

Styy = 27{ d*ye |h|w}( (1.10)
oV OR

El introducir en la ecuacién (L§) el término de frontera Sgy, permite que la parte
geométrica de las ecuaciones de Campo de Einstein se obtengan fijando como condicién

en la variacion tan solo 0g,.|av = 0,

Al variar el término métrico con respecto a la métrica ¢*’ en una regién infinitesimal V

y teniéndose en cuenta que Jf(R) = %5}2 = f'(R)0R se obtiene:

0 Smet = /V d'z [V=gf'(R)SR + f(R)S (vV=9)] (1.11)
donde 0 R denota la variacion del escalar de Ricci

SR = 69"’ Rop + Vs, [go‘ﬁ (6T%,) — g*° ((5FZW)} : (1.12)

Sustituyendo el término [¢** ((5Fga) —g* (M‘ZW)] en (LI2) por (A calculado en el

anexo [Al se obtiene:
SR = 69" Rop + gapD (590‘5) - V.V3 (590‘5) (1.13)

donde se ha defini6 el operador O = V,V°.

Al sustituir (LI3) en (LII) y tener en cuenta que & (v/=g) = —1v/—99,w09"" H se llega

" La deduccién de esta identidad puede encontrarse en la pagina 115 de [61].
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0 met = /V d'z/=g {'(R) (09°° Rap + 900 (09°”) — Va Vs (09°7)) }
- [ atev=a{ jrv=aauie (114)
Las integrales

/V 0o/ =3 (R)gos0(64°)

/V a5y =g f (R)V oV (65°°)

que aparecen en ([LI4) pueden escribirse, usandose el teorema de Gauss-Stokes, como (ver

anexo [A.2)):

[ v (Raus0657) = | d'ey=gsg a0 (R) + § dye/ I,
1% 1% oV
(1.15)

/d4x\/—gf'(R)VgVﬁ(5g"’3):/d4x\/—gég”5VUV5(f’(R))+f d*yer/|h|ns N°
v v oV
(1.16)

donde se han definido los vectores:

M, = f'(R)9asV~ (69°7) — 69°7 905V (f'(R)) (1.17)

N7 = f(R)V, (5¢°") — 84V, (f'(R) (1.18)
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Sustituyéndose (LIH) y (ILI6) en (II4]) se obtiene:

s = [ Ao { (RO Rus + 90s08 (B) = DV (R) = 11 (Rgas 55

—i-]{ d*ye |h\nTNT—|—% d*yer/|h|ny N° (1.19)
v av

Para evaluar las cantidades M, y N7 en la frontera 0V, conviene reescribirlas en funcién

de las variaciones dg,5. Como 0gag = —gapgp,09"’ obteniéndose:
M. = —f'(R)g*"V; (0gap) — 09795V (f'(R)) (1.20)
N = —f(R)g™g"Vy (6guw) — 979709,V (f'(R)) (1.21)

Al evaluar estas cantidades en la frontera y tener presente que dgaslavy = 6g“°|sy = 0 se

tiene que:

M |gy = _f/(R)ga/Bar(égaﬁ) (1.22)

Nolgy = —f(R)g™"g"0,(09w) (1.23)

Calculando los términos que aparecen en las integrales sobre la frontera y teniendo pre-

sente que g% se puede expresar como ¢’* = h®® + en®n” se arriba a:

n" M |logy = —f’(R)nT(hO‘B + eno‘nﬂ)&(égafg)

= — ' (R)n"h®P8,(8gas). (1.24)
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neN%loy = —f'(R)ns(h" + en®n*) (R + en"n")0,(0g,m)
= —fI(R)n*"(h"" + en"n")0y(0guv)

= (RI"H"D,(5g,) = 0, (1.25)

donde n,h?* = 0, € = 1. En el limite dg,, = 0 se tiene que la derivada tangencial

h'0., (8g,v) es nula [62]. Con estos resultados la variacién de la accién, 0.5, es:

S = [ @ty =g {1 Rus 4 90sOF () = VuTaf (8) = 51 (Rhgin 65

_ 74 e[RRI H0, (3g0) (1.26)

Por otra parte la variacion de Sgyp conduce a

BStvn = 2§ dye/I(f (RK + Ko (R)

_ }{ dyer/T] (F(R)SK + K f"(R)OR) (1.27)
ov

Al sustituir la expresién para la variacién de K, 6K = $h*?9,(8gsa)n’ (ver deducién en

(A.3)), la ecuacién anterior se puede escribir como:

1
Stvn = 2 eI (10N, (0005) + K /()R
v
_ 7{ dyer/TIK f(R)OR + 7{ Byer/TRLF (R)n"hod, (5gas) (1.28)
v v
Observar que el segundo término de (L28)) se cancela con el dltimo término de (L26) en la

suma 0 Syt + 0S¢y - Puesto que la funcién f(R) es arbitraria, para evitar nuevos grados

de libertad se impone que 60 R = 0 en la frontera [59)].
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Finalmente solo falta calcular la variacion del término Sy, que representa la acciéon aso-

ciada a la materia. Por definicién:

Sat (G ) = / e/ =G Lag (G ) (1.29)

donde 1) denota colectivamente todos los campos de materia. Variando la accion de materia

con respecto a la métrica queda:

oL oL 1
Sy = / diz ( 22568\ /=g + Lo (V=g9) ) = / d*zv/—g Mo ~Largap ) 09°°
v 0g*? v dg*8 2
(1.30)
donde L, es el Lagrangiano asociado a los campos de materia.
Es usual definir el tensor de energia-momento por 1,5 = —239{% + Lagop = _\/ngggs%_
Entonces (L30) se puede escribir como:
1
dSu = —5/ d e/ —gTas6g*" (1.31)
1%

Al sumar todos las variaciones (L.26]),(L28)) y (I31) tenemos que la variacién de la accién

modificada para una f(R) genérica es:

S = g7 [ drv=g {f’(R)RWgaﬁDf’(R)—vavﬁf'(m—%f(R)gaﬁ}ég“ﬁ

1
—5/ d*o\/—gT.369°" (1.32)
v

Imponiendo la condicién de que la variacion es estacionaria se llega a:

1 é‘Smod
V=g 69°°

= 0

= F(R)Ras + 0u50F (R) — VaV sl (R) = 5 f(R)gas = Ky (1.33)
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Obteniéndose las ecuaciones generalizadas del campo utilizando el formalismo métrico.

Contrayendo (IL33]) con g** se obtiene la traza de las ecuaciones del campo:
f(R)R+30f(R)—2f(R) = kT (1.34)

(donde se usado la definicién O = V,V3¢*” y se ha usado la propiedad g,s9®° = 6% = 4).

(67

Nétese que T' = T,59°° es la traza del tensor de energfa-momento de la materia.

En el caso f(R) = R, ([L33)) se reduce a la ecuacién de Einstein “cldsica” sin la constante

cosmologica:

1
Ra/j — éRgag = /{Tag (135)

En estas ecuaciones la curvatura es descrita por el tensor de Riemmann y las ecuaciones
de Einstein del campo expresan como ésta curvatura depende de las fuentes de materia y
energia. Los efectos de la curvatura se pueden estudiar a través de la Ecuacion de Desvio
Geodésico (EDG) que da una descripcién elegante de las propiedades geométricas del
espacio-tiempo. A partir de (L33]) se pueden obtener la EDG para una f(R) genérica (ver

la deduccién en [63]).

La ecuacién de la traza (L34) difiere de la ecuacién de la traza “clasica” R = —kT, la
cual relaciona algebraicamente a R con T mediante una relacién lineal, y en (L34) es
una relacién es diferencial, pues esta es una ecuacién diferencial de segundo orden para
f'(R). Esta ecuacién resulta muy 1til en el estudio de diversos aspectos de las teorias f(R)
como son la estabilidad (no en el sentido de la estabilidad de sistemas dindmicos) y en el
tratamiento del limite de campo débil de la teoria. No se profundizara ahora en el tema,

ya que sobre ello se tratara en el préximo capitulo.
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Por 1ltimo, es posible escribir (L33) en la forma de la ecuacién de Einstein:

1 k (eff)
=R.,— = (T.s+T 1.
GO&B Raﬂ QRgaﬂ f/(R) ( aB T af > ( 36)
siendo
. 1 [f(R)— Rf(R , ,
Tcgﬁfﬂzg f(R) 5 /1 >ga6+vavﬁf (R) — gapBf (R)}- (1.37)

Se aclara que este enfoque es cuestionable en principio, pues la definicién de To(fﬁf ) 1o
satisface ninguna condicién de energia, pero en la préactica ha demostrado ser 1til, inter-
pretandose como un “fluido de curvatura” [47]. De estas ecuaciones se infiere que en las

teorfas f(R) de gravedad también es posible definir un acoplamiento gravitacional efectivo:

Gers = % (1.38)

de modo analogo a las Teorias Escalares-Tensoriales.

Considerando la métrica plana FRW las ecuaciones (L.33) toman la forma:

2 k materia Rf,(R) B f<R> o S gl
0= m [p + 5 SHEf (R)} (1.39)
: 2 _ k materia " 5\ 2 S el Dl f(R) - Rf/(R)
2 +3H° = = s [p + "(R)(R)? + 2HRf"(R) + Rf"(R) + 5 }

(1.40)
donde el punto (") denota diferenciacién con respecto al tiempo comévil. H
1.1.3. Condiciones para la viabilidad de modelos f(R)

La funcién genérica del escalar de Ricci debe cumplir una serie de requisitos para que el

modelo sea consistente. Este debe tener entre otras caracteristicas [11]:

8 Para su deduccién consultar pagina 67 de [64].
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e una correcta dindmica cosmoldgica,

ser compatible, en el limite de campos débiles, con los experimentos del Sistema

Solar (recuperacién de la accién de EH para curvaturas pequenas),

estar libre de fantasmas,

ser ajustable para ciertas singularidades (ejemplo la singularidad de Schwarzschild),

A continuacién se expondran las condiciones y restricciones basicas que se imponen habi-
tualmente a las teorias f(R) para que puedan proporcionar modelos gravitatorios consis-
tentes, pues disimiles son las teorias f(R) que se pueden crear que cumplan con todos
los requisitos matematicos formales. Una manera de limitar la degeneracion es imponer
requisitos que garanticen la viabilidad de las mismas, asi como un significado cosmolégico

coherente con las observaciones y experimentos.[65]

Se debe aclarar con relacién al formalismo métrico (en el cual se dedujo (I33])) que en
la literatura se hace referencia a diferentes “marcos” en los cuales puede ser escrito (L),
el marco de Jordan (MJ) o el marco de Einstein(ME)). Si bien puede establecerse una
equivalencia matematica entre ambos marcos, en los ultimos anos se ha mantenido la
controversia respecto a su equivalencia fisica. Las condiciones que se dan a continuacion

se refieren al MJ, ademas se redefine G.ry = . Esta nueva definiciéon no contradice

_ G
1+f(R)
a (L3]), pues es posible sustituir f(R) por R+ f(R):
e f"(R) > 0 para R > f"(R). Este es el requerimiento para obtener un régimen
clasico y estable para curvaturas grandes, también conocido como estabilidad de
Ricci. A esta condicién se le puede dar una interpretacion fisica simple si se define

una constante gravitatoria efectiva Gy = cuya variacion con respecto a R

G
1+f(R)

Gy G

Ry @0
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se incrementa al aumentar la curvatura R. De verificarse la ecuacion anterior, a gran-
des curvaturas los efectos de la gravedad se harfan mas fuertes, debido al incremento
de Gy, lo que a su vez generaria mayores valores de curvatura y asi sucesivamente.
Este mecanismo de retroalimentacion desestabilizaria la teoria, ya que no tendria
un estado fundamental porque un valor inicial de curvatura pequeno creceria inde-
finidamente (explosivamente). Por ejemplo para el modelo f(R) = R+ u*/R, que
padece de la inestabilidad de Ricci, el tiempo para que este efecto se manifieste es
del orden de 1072?% s [66]. En cambio si f”(R) > 0 un mecanismo de reaccién opera
para compensar ese crecimiento de R y estabiliza el sistema, en fin las condicién

. L dG,
para la estabilidad de Ricci serfa —%L < 0= f"(R) > 0.

e 1+ f'(R) > 0 para todo R finito. Esta condicién asegura que la constante gravitatoria
efectiva sea positiva, segin se aprecia de la definicién dada en este epigrafe. Una
implicacién inmediata del caso contrario 1 + f/(R) < 0 es que el universo se vuelve
rapidamente inhomogéneo y anisétropo [65]. Su interpretacion, desde el punto de
vista cudntico, seria la condicién que ha de cumplirse para evitar que el graviton se

convierta en fantasma [67].

e f'(R) < 0. Teniéndose en cuenta las fuertes restricciones de la nucleosintesis primor-
dial del Big Bang y del fondo césmico de microondas, esta condiciéon asegura que el
comportamiento previsto por la TGR se recupere para épocas tempranas, es decir:

f(R)

= = 0y f'(R) — 0 segin R — oo

Combinandose esta, con las dos condiciones anteriores, se tiene pues que f’'(R) ha

de ser una funcién negativa monétona creciente de R con valores en el rango:

-1 < f(R) <O0.
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e f'(R) debe ser pequenia en épocas recientes. Esto es necesario para satisfacer las
restricciones impuestas por los test locales (solar y galdctico) de gravedad. Tal como
se indica en el andlisis realizado en [67] el valor de |f'(R)| no deberfa ser mayor de
107% . Este requerimiento no es necesario si el tinico objetivo que se persigue es

conseguir un modelo que explique la aceleracion césmica.

1.2. Sistemas Dinamicos

Los trabajos de H. J. Poincaré en Mecédnica Celeste sentaron las bases para el anélisis local
y global de las ecuaciones diferenciales no lineales, en particular la teoria de la estabilidad
de los puntos de equilibrio y orbitas periddicas, variedades estables e inestables, etc. En
esta seccidn se hace una revision breve de la teoria de los sistemas dindmicos sentando las
bases para el uso de los métodos propios de esta en el andlisis cualitativo de los modelos

f(R) lo cual es realizado en el capitulo 2

Los métodos cualitativos han probado ser un esquema poderoso para investigar el compor-
tamiento fisico de modelos cosmolégicos. Con este propodsito se utilizan en la actualidad
diferentes enfoques como la Aproximacién por partes, métodos Hamiltonianos y méto-
dos de la Teorfa de los sistemas dindmicos [68]; para este tltimo caso las cosmologias tipo
Bianchi y su subclase isétropa (los modelos FLRW) son susceptibles de escribirse como un
sistema auténomo de ecuaciones diferenciales de primer orden, cuyas curvas de soluciones

particionan a R™ en 6rbitas, definiendo un sistema dinamico en R".

En el caso general, los elementos de la particion del espacio de fase (o sea, puntos de
equilibrio, conjuntos invariantes, etc.) pueden ser enumerados y descritos. Su estudio
conlleva varios pasos como la determinacién de los puntos de equilibrio, la linealizacion

en una vecindad de estos, la busqueda de los valores propios de la matriz asociada, el

9 Valor sobre el cual todavia hay gran controversia.
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chequeo de las condiciones (necesarias y suficientes) para la estabilidad en una vecindad
de los puntos de equilibrio, la determinacion de los conjuntos de estabilidad e inestabilidad
y la determinacién de las cuencas de atraccién, entre otros [21]. En algunas ocasiones, con
el objetivo de hacer este andlisis, es necesario simplicar al sistema dinamico. Dos enfoques
son aplicados con en busca de este objetivo, uno es reducir la dimensionalidad del sistema
y dos eliminar la no linealidad. Para ello se pueden utilizar dos técnicas rigurosas que
permiten obtener un progreso sustancial en ambas lineas, estas son la teoria de la variedad

central y el método de las formas normales.

1.2.1. Definiciones y nociones bdasicas de la teoria de los sistemas
dinamicos

Al considerarse el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO)

¥ = f(x) =z, = fi(xy) (1.41)

donde x, € Ry 2’ = g—f siendo 7 un pardmetro temporal y la funcién f es continua f € C*

y f:R" — R"

Si el miembro derecho de (IL41]) no depende explicitamente del tiempo el sistema se dice
que es autdnomo, el vector x € R se denomina vector de estado del sistema (o simplemente

estado o fase) y R™ es el espacio de estados (o espacio de fase).

A continuacién se brindan algunas definiciones basicas:

Definicién 1. Una solucion de (L) es una funcion ¥: R — R* la cual satisface

V(1) = f(u(1)), VT € R.[68, [69, [70]

La aplicacién anterior se interpreta geométricamente como una curva en R” de modo que
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(LA47)) representa el vector tangente en cada punto de la curva, por eso se le refiere como

campo vectorial. Véase la definicion formal:

Definicion 2. La imagen de la curva solucidn v en R"™ es denomina drbita de (LAT]).

Si el campo vectorial f es tangente en x a la 6rbita pasando por x, el estado del sistema
fisico que esta siendo analizado, estaria entonces representado por el punto x y la evolucion
del sistema en el tiempo es descrita por el movimiento de este punto a lo largo de una
érbita de (IL4]) en R™ con 7 jugando el rol del tiempo. De modo abstracto, el objetivo del
estudio cualitativo de un campo vectorial es la comprension de la geometria de las curvas

solucién en el espacio de fase.

Una vez definidos estos conceptos claves, se puede declarar rigurosamente el concepto de

sistema dindmico asociado a una EDO.

Definicién 3. El sistema dindmico asociado a (LA1)), siendo x € D C R™, no es mds que

la aplicacion ® : RY x D — R" la cual estd definida por la solucion (1) = ®(7,1(0)). [71)]

El punto de partida para el andlisis cualitativo del sistema dindmico asociado a una EDO
en R™ es localizar los ceros del campo vectorial f, o sea encontrar todos los valores a € R”
tales que f(a) = 0, lo que implica que ¥(7) = a, V7 € R y esta es una solucién de (A1)

basédndose en la Definicién ().

Esta solucién constante 1(7) = a describe un estado de equilibrio del sistema fisico, por

tanto el punto a € R™ es llamado punto critico de (L], rigurosamente su definicién es:

Definicién 4. Dada la EDO en R"™, un valor a. € R™ que satisfaga f(a.) =0 es llamado

punto critico (a.) del sistema.[68, (69, [70]

De la teoria de las ecuaciones diferenciales es conocido que el estudio del flujo asociado
a la ecuacion diferencial en una vecindad de los puntos criticos hiperbdlicos se reduce al

andlisis de la estabilidad de los puntos criticos (a.) del sistema.
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La estabilidad de los puntos criticos es analizada estudiando el sistema dindmico linealiza-
do, es decir, la idea es considerar la aproximacién lineal del campo vectorial f : R" — R”
en uno de estos puntos y lo cual hace necesario suponer que f es de clase C'(R") o sea
que las derivadas parciales de f existen y son funciones continuas de R™. A continuacion

se expresan las definiciénes formales de érbita y de matriz de derivadas.

Definicién 5. La drbita pasando a través del punto a, se denota y define por:[68, (69, [70]
O(a) ={z € R"|, = ®,(a),VT € R}
La drbita positiva (orbita del futuro) y la orbita del pasado se definen por:
OF(a) ={z e Rz = ®,(a),YT > 79}

O (a) ={z e R"x =P, (a),VT < 1}
respectivamente.
En general las érbitas se clasifican en érbitas puntuales, érbitas peridédicas y érbitas no
periodicas.

Definicién 6. La matriz de derivadas (o matriz de linealizacion) D f(x) de f: R — R"

es la matriz n X n definida por:
Afi

DI = (57

donde i,j =1,..,n, f; son las funciones componentes de f. [68, (69, [70)]

Finalmente el sistema dinamico linealizado es obtenido realizando una expansion de Taylor

de primer orden al sistema (L41)):

f(x) = flac) + Df(ac)(z — ac) + R(z, ac) (1.42)
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donde R(z,a.) es el término residual y D f(a.)(z — a.) denota la matriz de linealizacién
n X n evaluada en a. actuando sobre el vector x —a.. En general la linealizaciones dan una
descripcion bastante adecuada de las 6rbitas no lineales en la vecindad de los puntos criti-

cos y la estabilidad de estos puede ser establecida localmente estudiando la linealizacion

de la EDO.

Si el sistema (L41]) es no lineal se puede aplicar el teorema de Hartman-Grobman el cual

Se expresa Commo:

Teorema 1. Sea p un punto de equilibro del EDO (L1 en R™ donde f : R" — R”
es una aplicacion al menos de clase C(R). Si todos los valores propios \ de la matriz
de linealizacion Df(x) en p satisfacen Re(\) # 0, entonces existe un homomorfismo
h :u — u de una vecindad u de O sobre una vecindad u de p, que mapea orbitas de
flujo lineal ePT@)7T sobre drbitas de flujo no lineal de la EDO, preservando la direccion del

pardmetro T.[68, [70]

Ya se conocen como evolucionan las perturbaciones de la EDO, ahora para encontrar los
valores propios \;, i = 1,2, ..n de la matriz de linealizacién se debe resolver la ecuacién
secular det(D f(x)—AI) = 0y los vectores propios u; asociados a los autovalores de D f(x)

son aquellos vectores D f(z)u; = \ju; y cumplen que:

e El numero de valores (vectores) propios es igual a la dimensién del espacio de fase

dim =n
e Cada vector propio define una direcciéon propia en el espacio de fase.
e El conjunto u; forma una base en el espacio de fase R”

La signatura de la parte real de los valores propios de Df(x) (que en general A € C),

definen la estabilidad lineal del EDO en la vecindad de los puntos criticos hiperbdlicos.

Segun sea el valor de Re();), negativo, positivo o cero, los correspondientes vectores
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propios dividiran el espacio de fase en tres sub-espacios:

e Sub-espacio estable: es generado por los vectores propios u; asociados a valores
propios con partes real negativa (Re()\;) < 0), siendo los llamados sub-espacios

estables del punto critico.

e Sub-espacio inestable: es generado por los vectores propios u; asociados a valo-
res propios con partes real positiva (Re(\;) > 0), siendo los llamados sub-espacios

inestables del punto critico.

e Sub-espacio centro: es generado por los vectores propios u; asociados a valores

propios con partes real cero (Re(\;) = 0), siendo los llamados sub-espacios centro.

El caracter de los puntos criticos depende de los valores de los exponentes caracteristicos

A como sigue:

e Sila parte real de todos los exponentes caracteristicos (Re(\;)) es negativa, el punto

fijo es asintéticamente estable, o sea, un atractor.

e Si al menos un exponente caracteristico tiene parte real positiva el punto critico es
inestable, el cual es un repulsor si todas las partes reales son positivas, en cambio si al
menos uno de estos exponentes tiene parte real negativa es un punto de ensilladura
(silla), en cuyo caso existe, aparte de la variedad inestable, una variedad estable

conteniendo las orbitas excepcionales que convergen al punto.

e Si uno de los exponentes es nulo el punto es no hiperbdlico y por tanto la estabilidad
estructural no puede garantizarse (la forma geométrica de las érbitas puede cambiar
bajo perturbaciones pequenas) y en el caso en que la mayor parte real sea precisa-
mente cero ha de ser analizado usando otros métodos, por ejemplo, el teorema de
la variedad central pues en este caso el andlisis lineal no es concluyente (el teorema

de Hartman-Grobman no se aplica) [21].
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La forma geométrica de las orbitas cerca de los puntos criticos, en el caso de que el sistema
dindmico bajo estudio sea 3D, estd determinada por la parte imaginaria de los (tres)
exponentes caracteristicos. Si los tres son reales (partes imaginarias nulas) el punto critico
es un nodo. Un par de exponentes conjugados conducen, salvo en los casos degenerados,
a un centro espiral, un foco o una silla espiral (las érbitas son hélices en las cercanias del
punto critico). El primero de los casos ocurre cuando las partes reales de los exponentes
complejos se anulan, mientras que el segundo y tercer caso ocurren si el signo del exponente

real y la parte real de los exponentes complejos son respectivamente iguales o diferentes.

1.2.2. Teoria de la variedad central

En esta seccion se ofrecen las técnicas para la construccion de variedades centrales locales

para campos vectoriales en R".

Considerérese que el campo vectorial (L4T]) puede escribirse de la forma [72]:

= Ax+ f (x,y)

Yy = Bx+g(z,y) (1.43)

con (z,y) € R® x R*. Donde A una matriz ¢ x ¢ asociada a los autovalores propios con
parte real nula (Re(\;) = 0), B es una matriz s X s asociada a los autovalores propios
con parte real negativa (Re(\;) < 0), f y g son funciones de clase C",r > 2 y ademés

cumplen que:

f(0,0) =Df(0,0) =0

g(0,0) = Dg (0,0) =0 (1.44)

Se define:
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Definicién 7. Una variedad invariante se llamard variedad central para (LA3]) si esta

puede representarse localmente como sigue:

We0) ={(z,y) e R* x R* : y = h(x), |z| < §}

cumpliendo que h(0) = Dh(0) = 0. Para § suficientemente pequeno.[72, [75]

Las condiciones h(0) = Dh(0) = 0 implican que W¢(0) es tangente a E° en (z,y) = (0,0)
donde E° es el espacio propio generalizado correspondiente a los valores propios cuyas

partes reales son cero.

A continuacién se definen tres teoremas (2IBJM]) los cuales son los resultados principales
para el tratamiento de las variedades centrales. Los primeros dos son el teoremas de
Existencia y el de Estabilidad de la variedad central para (I.43]) en el origen. El tercer
teorema permite calcular explicitamente la variedad central hasta el grado deseado de
exactitud usando series de Taylor para resolver una ecuacién diferencial parcial cuasilineal

que h(x) debe satisfacer.

Teorema 2. FEziste la variedad central de clase C" de (L43). La dindmica de (L43)
restringida a la variedad central estd dada, para u suficientemente pequeno, por el siguiente

campo vectorial c-dimensional:

u' = Au+ f(u,h(u)),u € R (1.45)
El teorema implica que la dindmica de (L45) en una vecindad de u = 0 determina la

dindmica de (L43)) en una vecindad de (x,y)=(0,0).

Teorema 3. Suponiendo que la solucion idénticamente cero de (LA0) es estable (asintdti-

camente estable) (inestable) tendriamos que la solucion idénticamente cero de (LA3) es
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también estable (asintéticamente estable) (inestable). Entonces si (x(7),y(7)) es solucion
de [LA3) con (x(0),y(0)) suficientemente pequerio, existird una solucion u(t) de (L45)

tal que, cuando T — oo se tendrd que:

(1) = u(r)+0(e™")

y(t) = h(u(r))+0(™"7) (1.46)

donde r > 0 es una constante.

Al analizar el teorema se aprecia que para condiciones iniciales del sistema completo su-
ficientemente cerca del origen, las trayectorias pasando por estas tienden asintéticamente
a una trayectoria sobre la variedad central. En particular, en la variedad central estan
contenidos puntos de equilibrio suficientemente cercanos al origen, orbitas periddicas de
amplitud suficientemente pequena, asi como pequenas érbitas homoclinicas y heteroclini-
cas.

La cuestion obvia ahora es: j como calcular la variedad central de modo que pueda ser
usado el resultado del Teorema [3] 7 Para darle respuesta a esta pregunta es necesario
deducir una ecuacion diferencial parcial cuasilineal que h(z) debe satisfacer para que su
grafo sea una variedad central para ([L43]), para ello suponiendo que tenemos una variedad

central representada segun la Definicion ().

We0) ={(z,y) € R* x R*: y = h(z),|z| <}

cumpliendo que h(0) = Dh(0) = 0, con § suficientemente pequeno. Usando la invarianza
de W¢(0) bajo la dindmica de (L43]), se deduce una ecuacién diferencial parcial cuasilineal

que satisface h(z). Esto se hace como sigue:
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1. La coordenadas (z,y) de cualquier punto sobre W¢(0) deben satisfacer que:

y = h(x) (1.47)

2. Al diferenciar (I.47)) con respecto al tiempo se tiene que las coordenadas (2',y") de

cualquier punto sobre W¢(0) deben satisfacer que:

y' = Dh(x)z’ (1.48)

3. Como cada punto en W¢(0) obedece la dindmica generada por (L43]), se tiene que

¥ = Az + f(x,h(z)), ¥y = Bx+g(x, h(zx)), luego, sustituyendo en (.4])) se obtiene:

N(h(z)) = Dh(z) [Az + f(z, h(z))] — Bh(z) — g, h(z)) = 0 (1.49)

Finamente la ecuacién (I.49)) es una ecuacién diferencial parcial cuasilineal que h(z) debe
satisfacer para que su grafo sea una variedad central invariante y para construirla solo es

necesario resolver ([.49).

Desafortunadamente, es probablemente mas dificil resolver (IL49) que el problema original;
sin embargo, el Teorema[lofrece un método para calcular soluciones aproximadas de ([L49)

hasta el grado deseado de exactitud.

Teorema 4. Sea ® : R® x R® una aplicacion de clase al menos C, con ®(0) = 0 y
D®(0) = 0 tal que N(®(z)) = O(|z|?) cuando x — 0 para q¢ > 1. Entonces, se tiene que:
|h(x) — ®(z)| = O(|x]?) cuando x — 0.

Este teorema permite calcular la variedad central al grado deseado de exactitud resolvien-
do (L49) hasta el mismo grado de exactitud. Para esta tarea, las expansiones en series de

Taylor funcionan apropiadamente.
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1.3. Conclusiones Parciales

En este capitulo se presentaron algunas ideas béasicas sobre teorias de gravedad extendi-
da en particular las Teorias Escalares-Tensoriales, Mundos Branas, y otros, con especial
énfasis en los modelos de gravedad modificada f(R) como enfoques alternativos a la EO
para explicar la expansién acelerada del universo y otros problemas cosmoldgicos. Se
comentd sobre algunas implicaciones fisicas de estos modelos y sobre las ventajas y des-

ventajas de los mismos.

En el caso de las teorias f(R) se demostré cémo es posible obtener las ecuaciones del
campo en el formalismo métrico introduciendo el término de Gibbons-York-Hawking, lo
cual implica fijar dg,,|lov = IR|sy = 0, evitando asi complicaciones con los términos
de frontera, posibilitando la derivacion de las ecuaciones del campo y las ecuaciones de
Friedmann modificadas. Se definié el acoplamiento gravitacional efectivo, el cual es muy

util en el andlisis de la viabilidad de las teorias f(R).

En este capitulo se enumeraron las principales restricciones que se imponen habitualmen-
te a las teorfas f(R), a estas se les pueden sumar las condiciones para la existencia y
estabilidad de las soluciones de Sitter presentadas en [I1I] para disponer asi de teorias
cosmoldgicamente viables. Se debe comentar que son pocos los modelos que han superado
los requisitos minimos de estabilidad que reproduzcan todas las fases cosmolégicas por las
que el universo habria transcurrido, o no contemplan resultados conocidos en el régimen
de campo débil. A pesar de lo planteado, de acuerdo a las ideas comentadas en el epigrafe
(LIT), mediante los modelos f(R) se puede disponer de una manera sencilla de explicar el
fenémeno de la expansion acelerada del universo sin introducir el concepto de EO. Estas
teorias pueden ser aplicadas a disimiles escenarios cosmolégicos. También para explicar
la expansion acelerada del universo, en la actualidad se recurre a una clase de teorias,

llamadas teorias f(T"), donde la torsién seria la responsable de la aceleracién observada.
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En este caso las ecuaciones de campo son siempre de segundo orden.

Finalmente se comentaron las ideas bases y algunos resultados de la Teoria de los Sistemas
Dinamicos que se utilizan en el andlisis cualitativo de modelos cosmoldgicos, como son la

Técnica de linealizacién y la Teoria de la Variedad Central.

Los analisis desde la perspectiva de los sistemas dinamicos proporcionan una de las mejores
maneras de estudiar la estabilidad de los modelos cosmoldgicos. Ademas, estos métodos
generales de investigacion permiten el ajuste fino de las condiciones iniciales requeridas

para conciliar con las observaciones.

0Para profundizar en el tema consultar [64].



2. Métrica Kantowski-Sachs en teorias

f(R)

“No hay rama de la matemdtica, por abstracta que sea,

que no pueda aplicarse algin dia a los fenémenos del mundo real.”

Nikolai Lobachevski

En el presente capitulo se investiga la estabilidad de las soluciones de un modelo cos-
mologico con métrica homogénea pero anisétropa de tipo Kantowsky-Sach basado en una
teorfa de gravedad modificada f(R). En particular se investigan los posibles comporta-
mientos cosmolégicos usando las herramientas de la teoria de los sistemas dinamicos. Tal
enfoque hace posible pasar por alto la alta no linealidad de las ecuaciones cosmoldgicas
que impiden el tratamiento analitico completo, obteniéndose una descripcién cualitativa

de la dindmica global de estos modelos.

2.1. Cosmologias anisotrdépicas

El modelo estandar de la cosmologia supone como valida la TGR y plantea las hipotesis
de homogeneidad e isotropia del universo a grandes escalas (a distancias mayores de

150 Mpc), siendo la métrica Friedmann-Robertson-Walker (FRW) compatible con dichas

40
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hipétesis (este es el llamado principio cosmolégico) [74]. Sin embargo, a “pequenas” escalas
(menos de 100 Mpc), se observan inhomogeneidades en la estructura del universo, como
son los ciimulos de galaxias, las cuales se pudieran explicar como fluctuaciones de densidad,
que surgen al considerar perturbaciones de la métrica FRW, las cuales se amplifican
con la expansion. Sin embargo, existe una jerarquia de modelos cosmoldgicos en grado
creciente de generalidad con relaciéon a los modelos FRW, que son también homogéneos

pero anisétropos. Estos son los modelos Bianchi [75] [68], [76] y los modelos Kantowski-

Sachs.

2.1.1. Geometrias anisotrdpicas

Con el objetivo de investigar las cosmologias anisétropas, es usual asumir una métrica de

la forma [31, [77]:

dS* = —N(t)*dt* + [ey (t)] *dr® + [e3(1)]7[d0” + S(0)*dy”] (2.1)

donde N(t) es la funcién de lapso que relaciona el paso del tiempo de cualquier observador

con el tiempo cosmolégico y el (t), e2(t) son los factores de escala, que en principio pueden

evolucionar de forma diferente.

Los vectores bases pueden escribirse en forma de coordenadas como:

eo=N710;,, e =e0,, e =305 e3=e30, (2.2)

donde €3 = e3/5(6).
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La métrica (Z1]) puede describir tres familias geométricas diferentes, estas son:

7 para k=0  (modelo Bianchi I),
S(0) = sinhf para k= —1 (modelo Bianchi III),

sinf@ parak=1 (modelo Kantowsky-Sachs).

donde k es el parametro de curvatura espacial.

Por otra parte, aunque el modelo estandar de cosmologia se basa en la métrica de FRW,
se ha reportado que los resultados obtenidos utilizando la métrica KS son también com-
patibles con observaciones cosmoldgicas [78]. Aunque en la época actual el universo es
considerado isétropo, en épocas tempranas pudo no haberlo sido y las anisotropias ini-
ciales podrian haberse diluido con la evolucién del universo [76]. Por lo tanto, considerar
un modelo cosmolégico con métrica KS nos daria la posibilidad de generalizar resultados
conocidos para métricas FRW y nos permitiria explicar la isotropizacion del universo, sin
incluir la isotropia como ingrediente en el modelo desde el principio. Este procedimiento
serfa mas natural que imponer la métrica FRW desde el principio y estudiar entonces
fluctuaciones de dicha métrica para explicar fendmenos que se observan a escalas menores

donde el principio cosmolégico no puede aplicarse.

2.1.2. Cantidades cinematicas

Al tratar de representar la evolucién de una particula, un observador recurre a “grabar”
la historia de esta, o sea, su linea mundo (en ingles wordline), como z* = (¢, z'(¢)). En
la cosmologia este mecanismo no es factible ya que se necesita una descripcién covariante
(independiente del observador) de estas lineas mundo y de la velocidades de las particulas.
Si tomamos a 7 como el tiempo marcado por un reloj que se mueve con la particula (tiempo

comdvil), la linea mundo podria representarse como z® = x*(7), independientemente de
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cualquier observador. Este tiempo comovil es llamado tiempo propio, a partir del cual

podemos expresar de forma covariante la cinética de la particula por la 4-velocidad:

dx*
b= — 2.3
u' = — (2.3)
y la 4-aceleracion:
U, = u"Vyu, (2.4)

En lo anterior se considera las 4-velocidades de las lineas de mundo normalizadas (u,u* =
—1) y 7 es el tiempo propio medido por los observadores de las lineas de mundo funda-

mentales.

Al generalizar esta idea se puede considerar una descripcién del contenido de materia
como un fluido relativista. En cada punto del espacio-tiempo se puede definir un campo
de 4-velocidades, que representa el movimiento promedio de la materia. Las lineas de
mundo asociadas a este campo se denominan “observadores fundamentales”, definiéndose

esta 4-velocidad por (2.3]) [79].

Dado u*, es posible definir dos tensores de proyeccién, uno que proyecta a lo largo del vec-
tor 4-velocidad u* y otro que determina las propiedades métricas de las hiper-superficies

espaciales ortogonales a un observador (con 4-velocidad u*) :
h,u,v = Guv + Uy Uy (25>
el cual cumple las siguientes propiedades:

AR =R, B =3, hy,ut =0 (2.6)

L En lo precedente todos los resultados que se exponen son basados en el formalismo covariante 1 + 3.
Para profundizar en este formalismo consultar [80} [81] [82].
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Y Guo €s el tensor métrico.

Partiéndose de la descomposiciéon de la primera derivada covariante de u* en sus partes

irreducibles, definidas por sus propiedades de simetria [3:
. ~ ) 1
Vi, = —uyty, + Vo, = —u,ty, + 0,4 + g@hw — Wy (2.7)

donde (7) representa la derivada covariante proyectada ortogonalmente y () representa la
derivada covariante temporal a lo largo de las lineas mundo fundamentales. 0, es el tensor
de anisotropia (shear), simétrico y libre de traza, el cual describe la tasa de distorsién
del flujo de materia. w,,, es el tensor de vorticidad, antisimétrico, que describe la rotacién
de la materia con respecto a un marco no rotante H i, es la 4-aceleracién definida por
(24) v O es el escalar de expansién, el cual describe la tasa de expansién (contraccion)
volumétrica del fluido mediante su relacién con la escala de longitud promedio o factor

de escala ¢ a lo largo de las lineas de flujo [I:
(
-=-0 2.8
. (28)

Y teniéndose en cuenta que W) = Oy = 0y wpu’ = o,u” = u,u” = 0 es posible
demostrar que estos campos cinematicos asociados con el tiempo propio 7 en concordancia

con el vector de campo u estan definidos por:

e = V,uu,

. 1
O = Tutto) + Vuthy) = 5ONy0, (2.9)
Wpo = — U] = V[l

2 Para ver un andlisis detallado de este procedimiento consultar [82]. Se debe aclarar que en esta ecuacién
suele expresarse a wy,, con signatura positiva. En [80] se explica el por qué de esta eleccién.

3 En el modelo estdndar FRW Opv = Wy = 0.

4 Debido a que en el contexto cosmolégico es usual definir la constante de Hubble como H =
que para geometrias FRW, £ coincide con el factor de escala (a).

€]
3, se nota
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donde los paréntesis y corchetes denotan los procesos de simetrizacion y antisimetrizacion

respectivamente

Asumiéndose que N es una funcion positiva de t o sencillamente N = 1 y pasando a la
calibracion temporal sincronoga es posible escribir las cantidades cinéticas en términos de

la métricaH, pudiendo extraerse las siguientes restricciones de las variables cinéticas: [31]

0-5 = dlag (07_20+7U+70+)7
Wy = 0 (2.10)
donde
1d el
=—— |ln— 2.11
7T 3 [ " e3 ] (2.11)

Finalmente es posible expresar el pardmetro de Hubble en términos de el y €3 teniendo

presente que H; = % y H = %(Z H;) obteniéndose:

2
€3 €1

1 2 el 1 d
H=3 (—2 = - %) = —3 2 e (e9)?] (212)

2.2. Teorias f(R) con geometria anisotrépica

2.2.1. Variables Dinamicas

Como se aprecid en la seccién anterior de la métrica anisétropa (2.1) es posible obtener
diferentes modelos cosmoldgicos definiéndose un valor para el pardmetro de curvatura k.

En lo adelante se trabajara con la geometria tipo Kantowski-Sachs (KS) es decir k = 1

5 Esto es Ay = %[A,w + Al ¥ Appo) = %[A,w — Ayl
6 Un sistema de referencia que satisface las condiciones ggo, = 0, goo = 1 se califica de sincronogo.
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con el objetivo de obtener las variables dindmicas para las teorfas f(R )H

Utilizandose los resultados presentados en el epigrafe [.L1.2] y tomando a 87G = 1 se

pueden reformular las ecuaciones (L36]), (L34), (A.24) como:

1

Gas = gy Tos + Taid” (2.13)
f'(R)R+30f(R)—2f(R)=T (2.14)
y
e 1 R)— Rf'(R , p
17 = i [ 9. 9ar ) - gy )| 215)
respectivamente.

En el formalismo 143 el Tensor energia-momentum puede descomponerse con respecto a

la 4-velocidad ©* como:

Tow =Tow = M Ug Uy + 2(](ozuv) +P hav + Taw (216>

donde p = Ty,u®u’ es la densidad de energia relativista a p®, ¢* = =T, u"h7 es la
densidad de momentum relativista, que es también el flujo de energia relativo a u® y
cumple que ¢ u®* =0, P = %(Tm}ho‘”) es la presion isotropica y ma, €s el tensor de presion
anisotropico, el cual por definicién es libre de traza y tiene las siguientes propiedades

o = 0, Tav = Taw) ¥ Tautt’ = 0.

Como es conocido un escenario fisico puede ser modelado por una ecuacién de estado que

nos relacione la presion P con la densidad g, por ejemplo, es muy conocido el caso de un

T Para profundizar el estudio de las teorfas f(R) con geometrfa Bianchi I y Bianchi III consultar [83].
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fluido perfecto para el cual se imponen las restricciones:

qa:ﬂ-avzo « Tavzﬂuauv'}_Phav-
En general un fluido perfecto tiene una ecuacién de estado P = p(u). Si asumimos p = 0,

tenemos el caso mas simple de materia libre de presién o materia fria (“polvo”).

Entonces se hace necesario encontrar las ecuaciones para P, u, 7y q en aras de describir los

campos de materia de manera que estén en concordancia con un cuadro fisico coherente.

Para el caso de las teorfas f(R) el Tensor de energia-momentum puede verse como la suma
del “Tensor estandar” y el denominado “Tensor efectivo” ([2I5), representando un “fluido
de materia estandar” y un “fluido de curvatura”, respectivamente. Este tltimo representa

las contribuciones no-einstenianas de las interacciones gravitacionales.

Por tanto se hace necesario obtener las ecuaciones de las componentes (u, P, q, ) del

“Tensor efectivo” (“fluido de curvatura”), aplicando las ideas expuestas en el epigrafe

2. 1.2
(eff) — _ 1 _ ! i ! :|
W = s [ FOR) = RFR) + 01 ()
(eff) _ _ 1 _ / . i / o d_2 / :|
plefh) = 2f’(R){ f(R)+ Rf'(R) 4Hdtf(R) 275 (R) (2.17)
q(eff) = 0

También segtin [31] puede expresarse el tensor 7(¢//) para estas teorfas como

7D = diag(0, —2m,, 7y, my)

d g1
donde m, = —%}?cﬂ

8 En el Anexo[A.4]se obtienen las expresiones para p(¢f/) y p(eff)
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Finalmente las componentes del Tensor energia-momentum son:

_ M (eff)
f'(R)
_ b (eff)
p =" 4p
f'(R)
d(m)
q = 2.18
(R (218)

71'“

_ v(m) (eff)
™ = —— 4
f'(R)

2.2.2. Ecuaciones cosmoldgicas

Para calcular la dinamica del sistema se emplean las ecuaciones del campo de Einstein defi-
nidas de la forma (ZI3), utilizando una métrica homogénea y anisétropa tipo Kantowsky-
Sachs y considerando el Tensor de energia-momentum que describe el contenido de materia

(“Tensor estdndar”) en el universo como un fluido perfecto, es decir:

Tcw =P UgUy + P hcw

teniéndose en cuenta que Tyy = p,,, es la densidad de energia, Ty, = 0 es la densidad
de momentum, T;; = p,,0;; es el flujo de momento de i a través de la superficie j y
los resultados obtenidos en el epigrafe 1.2 asi como la relacién (2I8) obtenemos las

ecuaciones cosmoldgicas para el modelo propuesto

Pm 5
302 —3H? K = ~F — et
—3(oy +H)?—26, —2H -*K = % + P _on, (2.19)
—30% + 30, H —3H+ 6, —2H = f{’(ﬂé) 4 PEn g,

9 Los sub-indices 4, j corren desde 1 hasta 3.
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donde p,, y p, son la densidad de energia y la presion de un fluido de materia perfecto
respectivamente, dando la razén entre estas, la ecuacién del pardmetro de estado de la

materia.

w="rm (2.20)

Ademds ?K = (e3)?, es la curvatura de Gauss de las 3-esferas y su ecuacién de evolucién

en funcién de las ecuaciones obtenidas para H y o es

é
€ 2K = 60(63)2 =2 <2K)€_;
2
2K = —2(04 + H) (°K) (2.21)
se debe recordar que N = 1.
Adicionalmente la evolucién para el serfa:
eoe; = el = (—H +20,) el (2.22)

Por 1ltimo como es conocido la constante de Hubble esta relacionada con otros parametros
cosmoldgicos, observando la primera ecuacion de ([ZI9) es posible definir dichos pardme-
tros de densidad (en analogia con lo que normalmente se hace en universos FRW), como

son la densidad adimensional de curvatura:

2

K
O = ——— 2.2
Y 7P (2.23)
la densidad adimensional de materia:

Pm

Q)= —— 2.24

3H?2f'(R) ( )

10 Para comprender la obtencién de las ecuaciones de evolucién puede consultarse [84].
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la densidad adimensional del “fluido de curvatura”:

et h)
chrvfl = W (225)
y la densidad adimensional de anisotropia:
T2
Q, = (-*) 2.26
: (2.26)
Cumpliéndose que:
Qk + Qm + chrvfl + Qo =1 (227>

Reescribiendo la ecuacién de la traza (2.14) para una métrica tipo Kantowsky-Sachs i

considerando la descripcion del contenido de materia como un fluido perfecto se obtiene;

2

a B%f/(m B QH%JCI(R) + '(R)R = 2f(R) = —pm + 3pm (2.28)

ademas el escalar de Ricci puede ser escrito como:
R=12H? + 60> + 6H + 2 *K (2.29)

Reduciéndose el sistema de ecuaciones (2.19) junto a (Z28) con respecto a oy, Ky H y
teniendo presente las ecuaciones (2.17]), es posible encontrar la ecuacién de propagacién

del shear:

Pm 1
3f'(R) 6

d
6,=—02 —3Ho, + H* — p f'(R) (2.30)

{_ﬂﬂ}+%&g)

11 La definicién del operador O para una métrica homogénea es OA = — (%:2 +3H %) A
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y la ecuacion de restriccion de Gauss:

°K =307 —3H? —

pn L[, FB)] 3H 4,
AR L] B P AACICED

Con estos elementos podemos obtener la ecuaciéon que gobierna la evolucién temporal de
la expansion, la cual recibe el nombre de ecuacion de Raychaudhuri también conocida

como ecuacion basica de la atraccion gravitacional:

1 H d 1[R_f(R) 3 ‘R

=2y o el spya S | R R an

(@)

(2.32)

Es conveniente utilizar la ecuacién de la traza (2.28)) para la eliminacién de la derivada

2 ., ’ .z ’ .
45 J(R) en (Z32), obteniéndose asf una expresién més simple para esta:

He 902~ Lo SR 1 pd

3P(R) " 6f(R) (R di

f'(R) (2.33)

Ademas la ecuacién (Z31]) puede expresarse como:

2
15/ (R) 1 p 1 f(R)] 1| gf'(R)
H+ -4 —’K =07 2+ - |R— . 2.34
[ e R R e RE | L RS £ B
Finalmente, la ecuacién de conservacién para la materia seria
P = —37H pr. (2.35)

En resumen, las ecuaciones cosmoldgicas para las teorias f(R) con geometria Kantowski-
Sachs son la ecuaciones de evolucién de la curvatura de las 2-esferas (2.21)); la ecuacién de

evolucién de e ([222); la ecuacion traza (2.28)), la ecuacién de evolucién de las anisotropfas

12 Para el modelo estdndar se reduce a una de las ecuaciones de Friedmann.
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(shear) (2:30)), la ecuacién de Raychaudhuri (2:33)), la restriccién de Gauss escrita como

(Z34) y la ecuacién de conservacién de la materia (2.35]).

2.3. Sistema Dinamico

La teoria de los sistemas dinamicos proporciona una herramienta particularmente ttil en
el estudio de los modelos cosmolégicos, ya que como es conocido en la actualidad no existen
métodos generales de solucion para las ecuaciones cosmoldgicas obtenidas, permitiéndonos
obtener una visiéon global de la dindmica de la expansion del universo sin necesidad de

resolver las ecuaciones diferenciales.

2.3.1. Normalizacién y espacio de fase

Para la realizacion del analisis del espacio de fase, asi como el andlisis de la estabilidad del
modelo, se hace necesario transformar las ecuaciones cosmoldgicas en un sistema dindmico
auténomo [85], para ello se recurre a la definicién de variables auxiliares adimensionales

o variables dindmicas:

H oy 1 df'(R)
@=7 = "TODf(R) dt

(2.36)
1 f(R)  Pm K G
v= 50 "~ b ey K- P

donde se ha definido a:

(’K) 1 df(R)\’_ |CK) f"(R) dR\’
b _ ¢T+(H+_2f,® o) ¢ ) 4 (1 LAY (o

13 Ver epigrafe para comprension de esta teoria.
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Reescribiéndose ([234) y (Z37)) en términos de las variables auxiliares es posible deducirse

las restricciones que cumplen estas variables:

Pry+z+¥2=1 (2.38)

K+ (Q+z)?=1. (2.39)

Estas restricciones permiten expresar a z y K en funcién de las otras variables.

Adems3s al definir a:

_Rf(R) _ dinf(R)

FR) ~ dnR (240)
_ RF(R)__dnj(R)
"T TR d1n(R) (2.41)
y
M= W (2.42)

donde se introduce la hipétesis de que m = m(r), lo cual implica que M = M(r) y la

evolucion de la variable r es:

3>
I
[\
=
S

siendo () la derivada con respecto a 7, la cual es introducida como una nueva variable

temporal definida como dr = Ddt. [4

Finalmente de la propia definicién de las variables dindmicas (2.36]) se obtienen las cotas

14 En lo adelante (") denota la derivada con respecto a 7.
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y>0,2>0y K >0, definiéndose asi un conjunto compacto:

Qel[-22, Yel[-1,1, Kel0,1], ze[-1,1], ye[0,1], z€][0,1] (2.43)

despreciadose el analisis de E{ debido a que en el estudio dindmico de los modelos f(R) con
geometria tipo Kantowsky-Sachs toda la informacion pertinente es dada por la evolucién

de las otras variables.

Utilizéndose las variables dindmicas (2.36]) junto con las restricciones (Z38)) se puede

reducir el sistema cosmolégico completo en estudio a:

>
I

2Mx (2.44)

5 1

Q = —m{ 2(1+7) = 2(1 +7)2* — 2ry + 2Q*(1 + )X + 2(1 + r)X% +
+Q*(1+7)(2+32%(=2 +7) + 422 — 6X% + 3y(—1+y + X?)) +
+Q(1 4+ 7) (=28 + 2(—2 4 32*(=2 + ) + 22X — 6% +

+3y(—=14+y+3XH) } (2.45)

Y = %{ —242(Q+2)*-3(Q+ )2+ 2*(=2+7) + (=1 +y)7)S —

2(-1+Q+2)1+Q+2)X* —3(Q +z)(—2+~)x*} (2.46)
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1

¢ = gy (4 dr+6Qu+6Qre + 102 + 10ra® — 6Qa° —
—6Qra® — 62t — 6rzt 4+ 2ry + 3y + 3ry — 3Qzy —
—3Qray — 62>y — 6ra’y + 3Qu’y + 3Qrz’y +
+3xty + 3raty — 3yy — 3ryy + 3Quyy + 3Qrayy +

+32%yy + 3ra*yy + 21+ r)z(—1 + Q+2)(1 + Q + )X +

+(1+7)(4+32(Q + z)(—2+7) — 37)2%} (2.47)
g = _1—41rr y {3(1+r)z*(=2+7) + (1 +7r)2*(3Q(-2+7) +2%) +

+x(4+2r — 3y — 3ry+ 3yy + 3ryy + 4Q(1 + )X +
F3(L+7) (=24 7E%) + (1+7r)(—22+ Q(2(Q — 38)E +

+3y(=14+y +XH)} (2.48)

obtiéndose un sistema dinamico. El cual fue deducido derivandose las variables dinami-
cas (230) respecto al pardmetro temporal 7, reflejando como se aprecia, un sistema de

ecuaciones diferenciales auténomo 5-dimensional:

donde X es el vector columna constituido por las variables dindmicas (X = (r,Q, %, z,y)7)

y g(X) es el vector columna correspondiente de las ecuaciones auténomas.

Por consiguiente el analisis dindmico se reduce al estudio del sistema (244) - (2Z.48)) de-

finido en un espacio de fase en el cual las nuevas ecuaciones dinamicas tienen sentido
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fisico:

{#*+y+22<1,|Q+z|<lze[-1,1],ye[0,1,Z € [-1,1],Q € [-2,2]}

x {r € R} (2.49)

deduciéndose este, del andlisis de ([2.43]) y las restricciones ([2.38]). Ademads para que el

fluido perfecto satisfaga las condiciones estandares de energia se asume que 1 < v < 2.

2.3.2. Analisis de los puntos criticos

Los puntos criticos del sistema dindmico en estudio son obtenidos igualando los miembros
derechos de la EDO a cero y resolviéndolo para las variables dindmicas. De las ecuaciones
(2.44)-(2.4])) se distinguen dos casos: en los puntos criticos la variable dindmica « es cero
o en los puntos criticos, r es tal que la funciéon M (r) se anula. Se denotan los valores de
r donde M (r) se anula por r = r*, o sea, r* = M ~1(0).

En la tabla 2] se muestran los puntos criticos para el caso (r = r* = M~1(0)), notdndose

que:

- Los puntos N*(r*), PX(r*) y Pif (r*) existen siempre. P (r* ilo pertenece al espacio

de fase. Si se relaja la condicién v > 1, este punto existirfa [*

- El sistema admite dos circulos de puntos criticos dados por C*(r*) : r = r*, y = 0,
Y2+ Q* £ (—2Q) =0, x + Q = £1 y los puntos N*(r*) y L*(r*) que son puntos
especiales en dichas curvas de puntos criticos..

- Los restantes puntos A*(r*), B*(r*), Pi(r*), PE(r*) y Pii ) existen para deter-

minados valores en el espacio de pardmetros (ver tabla 2.1]) ['9

15 Ver andlisis en [31] donde relaja esta condicién y aparece el equivalente de este punto para el caso
f(R) = R".
16 A menos que se especifique lo contrario en el dominio de existencia ~ estd definida en: 1 < v < 2.
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Tabla 2.1.: En la tabla se muestran los puntos

[24]) para el caso en que r = r*
)(—4r* +2yr*+3+v2—57)

9(4(r*

criticos del sistema de ecuaciones (2.44]) -

=M *1(0). Se utilizan las notaciones

)2H10r*+7) (147*) 2(14+7*)(4r*+3v)

61+ _
A= (r)2(—4+37)2 , B = = rmmmreerior 0 O = Grga—ae ¥
pt— =49y 4 1 1644871042
1(1+37) 1 (I+r3))2 -
Pts r Q Y Y x Existencia
+ * 45 - r* -5 <
A T e 0 arangn gl <6 >3
BE(r*) 2 0 0 oA 1< y<3
52 527 >7>3
cr(r) o Q V@9 0 —Q+1 0<Q <2
C=(r*) r* Q V/=QQ 12 0 Q-1 -2< Q <0
NE(@r*) r* 0 0 0 +1 siempre
LE(r™)  r* +2 0 0 F1 siempre
PE(r*) o +1 +1 0 0 siempre
PE(r*)  r* +1 F1 0 0 siempre
+ _ o
Pi(re) o + =73y + s A + % ¢V
+ r*)2 ¥ r*)2 * r* * 1 .2
P4 (T*) r* i7(2,,(.*))f1§,.*ﬂo ¥7?,(.*)3$2,,.*+10 B i%% < 5(_1 - \/g)v Y
1
+ = 5
P5 (7‘*) r iﬁ 2—431375 0 3(—%:7/) 3 <y<2
PE(r) e 0 c PR 1<y <t <<l
1<y<$, -3 <r<bts
§<’y<%,b‘ <r* < %0
$<y<3,-1<r<bt s
2<y<2,-1<r<bt 6
T=RF <P
y=3-1<r<F
y=35rm=3
NiE@r*) o +2 +1 0 0 ¢
23, /23 V3. 23
* —2+v —2+7
NQ(T ) r* —W 0 0 3 §é v
+ (. * 2 2 3(y=1)
Ny () r T + TEe—s 0 3,5 ¢ v
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En la tabla (2.2]) se presentan los puntos criticos encontrados para x = 0:

- Los puntos P7jE no satisfacen las condiciones de existencias dadas, ya que la variable

dindmica @ no satisface las restricciones en (2.49)).

- Los puntos Ni(r*), Ny(r*), Ni(r*) no satisfacen la condicion —1 < Q + z < 1,

luego no pertenecen al espacio de fase definido por ([2.49]).

Tabla 2.2.: En la tabla se muestran los puntos criticos del sistema de ecuaciones (2.44)) -
([248) para el caso en que x = 0 (P — P).

Pts. r Q > y x Existencia
Pf r, £2 £1 0 0 ¢U

PF r. +£1 4£1 0 0 siempre
PE;JE r.. £1 F1 0 0 siempre
Ps -2 +£1 0 1 0 siempre
Pp -2 +1 F1 2 0 siempre

2.3.3. Estabilidad de los puntos criticos

Utilizdndose las variables dindmicas (Z.36]) en el epigrafe 2.3.1] fue posible transformar

las ecuaciones cosmoldgicas de movimiento ((2.28)), (Z30), [233), 234), (Z21I))) en un

sistema auténomo ((Z44) - (Z4R)), es decir en la forma X = g(X). Una vez presentados las

condiciones de existencia de los puntos criticos (X.) del sistema procederemos a realizar el

analisis de la estabilidad de las perturbaciones de las ecuaciones dinamicas en la cercania

de estos. Esto permite determinar la estabilidad de dichas soluciones sin necesidad de

resolver el sistema numéricamente.
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Con el fin de determinar las propiedades de estabilidad en la vecindad de estos puntos
criticos es necesario el estudio de los valores propios de la matriz de linealizacion evaluada

en cada punto, para a partir de ellos determinar el tipo de solucion y su estabilidad

Como fue comentado en el epigrafe anterior, el sistema (244)-(2Z48) admite dos circulos
de puntos criticos no aislados dados por C*(r*), los cuales corresponden a soluciones de-
finidas en todo el espacio de fase, satisfaciendo que K = y = z = (0. Para una mayor

transparencia en el analisis de su estabilidad, se propone la siguiente parametrizacion:

Q=+1+sinu
CH(r*) =¢ © =cosu u € [0,27]
T = —sinu

O sea, los puntos criticos en C*(r*) tienen coordenadas:

+1+sinu, cosu, 0, —sinwu, 7

con autovalores dados por:

{0 , (£4—2cosu), (6 —37y)+ (4 — 37y)sinu,

2 (:I:?) +(1+ ! -) sinu) , —2M'(r*) sinu} (2.50)

147

Como se nota existe un autovalor nulo. Luego como los puntos son no hiperbdlicos el
analisis de estabilidad local de la linealizacién no es concluyente. Sin embargo como el
vector propio asociado al valor propio cero es tangente a la curva de equilibrio, las curvas
son en realidad “normalmente hiperbdlicas” [86], y por tanto se le puede analizar la

estabilidad mediante el estudio de la signatura de las partes reales de los valores propios

17 Consultar epigrafe
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no nulos, notandose que:

e Esta familia de puntos son no hiperbdlicos para valores de u que reducen a cero

algtin valor propio o para M'(r*) = 0.

e Para el caso de los valores de u que no cumplen con lo anterior, se tiene que ninguna
parte de C*(r*) (resp., C~(r*)) es atractor (resp., fuente), asi que cualquier parte
de C*(r*) (resp., C~(r*)) o es fuente (resp., sumidero) o es silla. Ver detalles en la

tabla 23] para casos no representados C*(r*) y C~(r*) son puntos silla.

e Entre las curvas de C*(r*) podemos encontrar los puntos criticos LT (r*) = CT(r)u=z,
N(r*) = C(r) =g, L7(r") = C7(r)uzzz, NT(7) = CT(r")],z
CH(r)u=o, Pr () = C7 (" )u=r ¥ B (") = CH (") |u=r, Py (r*) = C7(r")]u=0

3%, Pf(?“*) -

Del andlisis de la estabilidad de los restantes puntos criticos (tabla@2.1]) y teniendo presente

los autovalores de estos (tabla 2.4]), se deduce que:

e Los puntos L™ (r*) (resp., LT (r*)) y N~ (r*) (resp., NT(r*)) representan atractores
locales de futuro (resp., de pasado) para los valores de pardametros expresados en la

tabla En otro caso estos representan puntos sillas.

e Paralaregion en el espacio de pardmetros donde A™ (r*) (resp., A~ (r*)) es hiperbdli-
co, este se comporta como un atractor de futuro (resp., de pasado) (ver los valores

de pardmetros expresados en la tabla2.7). En otro caso son puntos silla.

e Para la regién en el espacio de parametros donde P (r*), Pi(r*) y B*(r*) son
hiperbdlicos, estos se comportan como puntos sillas ( para valores de parametros

fuera de los expresados en la tabla [2.5]).

e Para el estudio de los puntos P(r*), Pif(r*) y P (r*) se hace necesario recurrir
al teorema de la variedad central, pues estos presentan una variedad central 2D.

Noténdose que los puntos Pj(r*) y P;f(r*) son casos particulares de PF y Pi
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Tabla 2.3.: En la tabla se muestran las condiciones de estabilidad de los circulos de

puntos criticos dados por C*.

- =3 _
4= T3ima 2,

— 37 37 3sinu’

_ 4 2 _
b T 3+sinu

32, d=202+ )

1+sinu

Ptos Atractor

Fuente

C*(r*) Nunca

C~(r*) O<u<mr*>a M(r*)>0
O<u<mr*<-—1, M'(*)>0
7T<u<277,77é2,7“*>—1,u7é37“,M’(r*)<0
T<u<2m y#£2 y# 2 > -1, M'(r*) <0
T<u<2m,y>by£2,r*>-1, M'(r*) <0
7r<u<277,77é2,7“*<a,u7é37“,M’(r*)<0

T<u<2m, y£2, y# 2 <a, M'(r*) <0

T<u<2m,y>by£2,r* <a, M'(r*) <0

T<u<2mr*<—1, M'(r*) >0
T<u<2mr*>c M (r*)>0
O<u<my#2,r">-1Lu#%, M'(r') <0
O<u<my#2,7y#3, 1 >-1, M'(r) <0
O<u<m~y>dy#2,7r*>-1, M'(r*)<0
O<u<my#2,7"<c,u#f, M'(r*) <0
0<u<7r,'77é2,'y7$§,r*<c,M'(r*)<0
O<u<m~y>d y#2, 1" <c¢, M'(r*) <0

Nunca
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Tabla 2.4.: En la tabla se muestran los autovalores de los puntos critico correspondientes

a la tabla 2.1

A:%(*1+W)+V(*2+ﬁ), B=

3y+r* (44974 (246)7%)

3(1+r*)2 ’

—3(7+2r* (542r*) /= 14+26r* +20(r* )2 /7T+2r* (5+2r*))

c* = 2042 (16+71%) )
Dt — — (343" (= 2437 4+2(—147) ") £ V/IF77 /8172 +1* (37(52+877) +4r* (414577 +54+2 +(54+37)27*)))
2A+r*)(By+(—2+37)r*))

Puntos )\1 )\2 )\3 )\4 )\5
LE(r*) +4 0 £(10 — 6v) B+ 12) F2M (%)
N=E(r*) +4 +2 0 +(4 - 2x) LM (r*)
PE(r) +6 +2 0 0 F3(—2+7)
Pf(r*) +6 +6 0 0 F3(=247)
AT(rr) UG -~ S A B CTon
A=(rt) R S e B A
B*(r*) ot -2+ 555) -2+ 5y) xR
Pf(r+)  e=eneen) oot lem 20t (o) £(CF) &
Py (r) 0 0 ka4 NPT £SO [
L G R R +D* +D¥ EeT e




2.3. SISTEMA DINAMICO 63

Tabla 2.5.: La tabla muestra los valores de los parametros para los cuales los puntos
criticos Pi(r*), P (r*) y B¥(r*) son no hiperbdlicos. Se usa la notacion b* =

—4-9y :|:1 [ 16+48~v+9~2 y ¢ :%(_4:&\/6)

(1137) (1+37)2

P P B*

1< 3. =-16 r=-26 1<y <3 r# -1, M@ )=06
1<~ %,r*: %é r*=*1§‘/30 7—%,“7&710

1<y< g, =bt6 —r* < _1;‘/§’,JV[’(T*):00 =2 #£-16

1<y<d, - < <bt M (r)=06 M(r*) 0771*2,142“@ 1<y<3y#dr=-25
I<y<gb- <r < —LM'(r*)=06 1<y<dr>-3 M(@)=06
'y:%,r*:—lo %<’y<§,r*§ 347 M'(r*)=0

<< l<r<bt M (r") =06

30 = i
fy:%,r* —%0
77277"*_—10
'y:%r*——%o
y=2-1<r* <=3, M (r)=06
S<y<2,rr=0b"6

wlot

<y <2,-1<r*<bT, M'(r*)=06
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respectivamente, ya que ambos coinciden cuando r = r*, y presentando por tanto
Py (r*) y Py (r*) una variedad estable 3D para v # 2. Para P; (r*) la variedad

estable es 3D si:

5 5
§§7<2, r*<2127, M'(r*) <0 o §§7<2, r*>—1, M'(r*) <0

Tabla 2.6.: La tabla muestra las regiones en el espacio de parametros donde de los puntos
criticos no aislados de la tabla 211 son atractores locales de futuro (resp., de

pasado).
Ptos. Atract. local de futuro (resp., de pasado) No hiperbdlico
L=(r*) (vesp., LT(r*)) 1<y <2 <=3 M(@*)<0o0 y=2o0
1<y<2rm>-1,M(r)<0 M'(r*) =00
r=-2
N=() resp., (N*()) 7* < =1, M%) > 00 r=—1o
> =2 M'(r*) >0 M'(r*) =0

Si no se verifican las condiciones sobre el espacio de parametros impuestas en las tablas
2.0, 2.7 y 2.5 dichos puntos se comportan como puntos sillas. En particular

e El punto L~ (r*) presenta una variedad estable 3D si:

) )
1<y < 5,7“* < —E,M/(’I“*) >0 o
5
1<~y < g,r* >—-1,M'(r*)>0 o
5 5 _ . 1o
1<y < g,—1<7’ <—1,,M(7‘)<OO
5 . S
3 <7 < 2,r <_Z7M(T)<OO
)
3<7 < 20> -1, M'(r*) <0
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Tabla 2.7.: La tabla muestra los puntos criticos correspondientes a la tabla 1] que
representan a atractores de futuro (pasado).

bt — —4—9v 41 164+48v+9+2
= A(1+3y) T 1 (1+37)2

Ptos. Atract. de futuro (pasado) No hiperbdlico

A+(r*) (A*(r*)) -2 < r*r« %g, M/(T’*) ~00 *=bto
r*< =2, M'(r*)<0o = _L1,

> L(-14V3), M'(r) <0 r=1%i(-1-V3)o

1<y <2 <b ,M(r*) =0
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e El punto L*(r*) presenta una variedad estable 3D si:
5 5_ . (o
§<’y§2,71<7’ <=1,M'(r*) >0

e El punto N~ (r*) tiene una variedad estable 3D para:

r* < —=1,M'(r*)<0 o

1
’I"* > _i’M/(T*) < O o
1
-1<r* < —§,M’(r*) >0

Los puntos A*(r*), BT (r*) y P, tienen una variedad 4D estable en los casos:

e AT(r*) es no hiperbdlico si:

= ———— M ({#*)>0o0

-1
* ﬂ,M’(r*)<0 o

ﬂ,M’(r*) -0 o

o AT(r*) es silla si:

-1-v3
—2<rt < T\[,M'(r*)<00

r < =2,M'(r*)>0o0

_1;\/§,M’

5
<y<2,=(-1-V3) <r* < —Z,M’(r*)>00

1

2

5 1 . —4—-9y 1 [164+48y+92 _, .
l<y<os(-1-VB) <r < —— L2 J2E T ety > 0
STSgpl-vE<r 11+37) 4\ (1+3y2 (") >0 0
—4-9y 1 [164+48v+92 1 .
A A el B B S(-14V3), M 0
4(1+3v)+4 11372 <rt < 2( +V3), M (r) <

(r'y>0 o
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e BT(r*) es silla si:

4 3
<y < g,fl<r*<—£,M’(r*)<O o

1
4 5 3y ,

= - —— <=1, M (r*) <0
3<’y < 3 4<7‘< M (r™)

e P/ (r*) es no hiperbdlico si:

11—
r* o= T\/g,M’(r*) >0 o
-1 3
= 7—;\[,M’(r*)<0
o P/ (r*) es silla si:
—-1—-+v3
—2<rt < T\[,M’(r*)>0 o

r* o< =2,M'(r*) <0 o

-1
r* > ﬂ,M/

5 (r*) <0

Analizdndose los autovalores correspondientes a los puntos Ps - Pi; (tabla 2.8]) se puede
arribar a las siguientes conclusiones:

e El punto Pj para M(—2) > 0 representa un atractor de futuro (sumidero) y es-

pecificamente si M(—2) > 2 su comportamiento es tipo foco estable. Si M(—2) < 0
es silla y si M(—2) = 0 es no hiperbdlico, presentando una variedad 4D estable.

e El punto Py, representa a un atractor de pasado (fuente) para 0 < M(—2) < 2.

Para M(—2) = 0 es no hiperbdélico con una variedad 4D inestable. Es un punto silla
para M(—2) <0 .
P son no hiperbélico para M(—2) = 0 comportandose como puntos de

e [os puntos
ensilladura Para 0 < M(—2) < 2, P{| tiene una variedad estable 4D.

18 E1 concepto de punto silla no se aplica en general a puntos de equilibrios no hiperbélicos.
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e Para el estudio de los puntos P y P; se hace necesario recurrir al teorema de la
variedad central, pues estos presentan una variedad central 2D, poseyendo Py y Py

una variedad estable 3D para v # 2.

Tabla 2.8.: En la tabla se muestran los autovalores y estabilidad de los puntos critico P
- PH.

at(r*) = -3+ \/9—-8M(-2) pF=-3+ /9—24M(-2)

Ptos. A1 g A3 A4 As Estabilidad

PE 46 +2 0 0 F3(—2+7) No hiperbdlico

P 46 46 0 0 F3(=2++) No hiperbdlico

Pj 3 -2 =3y T Ta™(r*)  No hiperbdlico si M(—2) =0

Estable (atractor) si M(—2) >0
Inestable (Silla) si M(—2) <0
a” No hiperbdlico si M(—2) =0
Inestable si M (—2) # 0
P -3 3 3y 1B” L+ No hiperbdélico si M(—2) =0

Inestable (Silla) si M (—2) # 0

=
w
|
N
N
2
|
W=
=
+
|
=
i

No hiperbélico si M(—2) =0

Inestable (Silla) si M(—2) #0
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2.4. Conclusiones Parciales

En este capitulo fueron obtenidos las cantidades cinematicas para modelos cosmolégicos
con geometria tipo KS en teorias genéricas f(R). Estds cantidades fueron de utilidad
en la obtencion de las ecuaciones cosmoldgicas de nuestro modelo y en la definicion de
los parametros de densidad, los cuales en brindan informacién fisica sobre las soluciones

cosmoldgicas asociadas a cada punto critico obtenido.
Los resultados mas importantes que se derivan del analisis dindmico realizado son:
e Se obtuvieron condiciones suficientes para la existencia de atractores de pasado:

— LT(r*) es un repulsor local si 1 < v < 27 < =2 M'(r*) < 0; 61 < 7 <

wlot

r* > =1, M'(r*) < 0.
— N7 (r*) es un repulsor local si r* < —1, M'(r*) > 0; 6 r* > —4, M'(r*) > 0.
— A~ (r*) es un repulsor si —2 < r* < =L ‘/ , M'(r*) > 0; 61 < =2, M'(r*) < 0;
61t >1(=1++3), M'(r*) <.
— El punto Py, es un repulsor para M(—2) > 0.
e Se obtuvieron condiciones suficientes para la existencia de atractores de futuro:
— L~ (r*) es un atractor local si 1 < v < 2,7 < =2 M'(r*) < 0; 61 < v <
2> —1,M'(r*) < 0.
— N~ (r*) es un atractor local si 7* < —1, M'(r*) > 0; 6 r* > =1 M'(r*) > 0.
— AT (r*) es un atractor si —2 < r* < =5 f , M'(r*) > 0; 6 r* < =2, M'(r*) < 0;
61> L(—=1+3), M'(r*) <0.

— El punto P, para M(—2) > 0 representa un atractor de futuro y especifica-

mente si M(—2) > % su comportamiento es tipo foco estable.

e Algunos puntos sillas con variedad estable 4D de interés fisico son:
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— A™*(r*) es silla con variedad 4D estable si:

-
—-2<rt < T\/g,M'(r*)<0 0
r* < =2,M'(r*)>0 o
-1
reo> %\/g,M’(r*) >0 o

5
(-1-V3) <r* < — M) >0 0

5 —4-9y 1 [16+48y+9y2
1<y< =, (-1 =-V3) <r" < - = M (r*) >0
STSgpl-vE<r A1+3y) 2\ @+r3y2 (") >0 0

—4—-9y 1 [16+48y+ 992 1 ,
ST S [P o S(C14VE), M) < 0
13y 4\ T 132 " 5 (F1+V3),M(r)

— BT (r*) es silla con variedad 4D estable si:

4 3
1<y < g,—1<r*<—%,M’(r*)<Oo
4 5 3y
- < < S, ——<r*<=1,M'(r*) <0
37 34 T ")

— P/ (r*) es silla con variedad 4D estable si:

-1-+3
-2<rt < T\[,M’(r*)>0 0
r* < =2,M'(r*)<0 o
-1 3
s i’M’

5 (r')y<o0

r



3. Descripcion Fisica

“La Fisica es el sistema operativo del universo.”

Hugo Scolnik

En el capitulo 2] se realizé el andlisis cualitativo de una métrica Kantowsky-Sachs para
una funcién genérica del escalar de Ricci f(R), obteniéndose los puntos criticos y deter-
minandose su estabilidad local. En este capitulo se presentara un formalismo perturbativo
de primer orden para evaluar los observables bésicos (el factor de escala, las densidades
de materia y el escalar de Ricci) en los puntos criticos. Estos observables determinan el
comportamiento cosmologico de cada solucion cosmolégica asociada a cada punto critico.
Estas magnitudes son basicas para la discusion fisica del modelo. [l Luego de realizarse el
analisis fisico de los puntos criticos se presenta un algoritmo para la reconstruccion de la

funcion f(R) a partir de una funcién m(r) (6 M(r)) de entrada.

3.1. Formalismo

Primeramente se derivan las tasas de evolucién a primer orden de el, 2K, p,, vy R en

funcién de 7. A partir de las ecuaciones diferenciales (Z.22)), (2:21)) y usando la relacién

'El formalismo utilizado es basado en [31].

71
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dr = Ddt se llega a:

é% = (Q* - 22*)61 )
2K — —Q(Q*+Z*)2K,
ﬁm = _37Q*pm )
N 20*R
R = 2 (3.1)
m(r*)

donde * indica la evaluacién en un punto critico. En (B.1]) la ecuacién de evolucién de p,,

se obtuvo a partir de la ecuacién de balance de la energia dada por :
pm + (pm +p)@ = O) (32)

y considerando la ecuacién de estado para la materia [87]:

p=0—1)pm, (3.3)

donde v es una constante llamada indice barotrépico. De acuerdo a nuestra hipotesis de
trabajo se tiene 1 < v < 2. Esto garantiza que el fluido de fondo no viole las condiciones
débiles de energia y ademas que velocidad del fluido no sea supra-luminica Q Usando
la variable temporal 7, la ecuacién de conservacién de la materia (3.2) se reduce a la

pentltima ecuacién en (3.1]).

Con el fin de expresar las funciones ei(7), 2K (7), pm(7) v R(7) obtenidas al resolver el

sistema de ecuaciones diferenciales (81) en términos del tiempo comévil ¢, se invierte la

2 Su obtencién puede verse en el Anexo

3En algunas ocasiones también se utiliza la ecuacién P = wp,,, con w constante relacionada con v de la
forma v =w+ 1, siw = % (y = %) corresponde a materia relativista (radiacién), para w =0 (y = 1)
no relativista y en el caso de w = —1 (v = 0) energfa de vacio (constante cosmolégica A) [88]
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solucién de:

dt 1

- 3.4

dr  D*’ (3-4)
siendo D* la solucién de primer orden de:

D=DT* (3.5)

donde
T = %{2(37* — )+ (Q +2) (3((v —2) (@) + (¥ — 1) +2(Q" + =*)T* + 3(y — 2)(T)?) }.

Al asumirse que z* # 0, y* # 0, T* £ 0y r* # {0,1} y resolviendose las ecuaciones
diferenciales (8.4), (3:5]) con las condiciones iniciales D(0) = Dy y t(0) = ¢ se obtiene:

1—e T

Despejéndose 7 de la iltima ecuacién y sustituyendose en las soluciones del sistema (3.)

con condiciones iniciales e1(0) = e} 5, 2K (0) = 2Ky, pn(0) = pmo y R(0) = Ry se obtiene:

Q*72Z*
ei(t) = ero(l—tY Do} T |
2K() = 2Ky (6 — 1" Dg)
N 37Q*
Pm(t) = pmo(lr —tT Do) T,
R(t) = Ry(fy —tY*Dy) mem (3.7)

donde ¢; = DgtoT* + 1.

Por otra parte, el factor de escala ¢ a lo largo de las lineas de flujo dado por (Z8)), estaria

definido como [80]:

*

0(t) = lo (£ — tY*Dy) = . (3.8)
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donde £y = [(e! ,)( 2K)]73. En el caso en que T* — 0T se tiene que ¢, — 1 y usando el

limite fundamental algebraico resulta:

) = dge @
2K(t> — QKO 672 Do (Q*+X*)t

pm(t> = pmoe_gryDOQ*t

2Dgz*t

R(t) = R0€m(T*)

oty = LyePo@t (3.9)

Finalmente, en los casos simples z* = 0 y y* = 0 se obtiene que:
-Siy*=0yr*#{0,1}, R=0.
- Siy*=0yr*=1, R es arbitrario.
- Si z* =0, implicaria que f'(R) es una constante, lo que conlleva a que R = Ry.

Dichas relaciones que se obtienen a partir de las definiciones de las variables dinamicas

(230) y de r ([240). Es vélido aclarar que para el caso z* = 0, r* debe satisfacer que:

(3.10)

con ¢ una constante. Esta relacién es en general una ecuacién trascendente para R. Re-

solviendo dicha relacién se obtiene el valor de R(r*) correspondiente.

Por otra parte para realizar el analisis fisico de las soluciones cosmoldgicas asociadas a
los puntos criticos del sistema conviene expresar diferentes magnitudes observables en
funcién de las variables de fase. Esto permite evaluar dichas expresiones en cada punto

critico del sistema.

Algunas magnitudes observables de interés cosmoldgico son el pardmetro de desaceleracién
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q, definido usualmente como [80],

q= SU“V“[é] —1= —%, (3.11)

y el pardametro de la ecuacion de estado efectiva (total) de la materia, que de acuerdo a

(220)), se expresa convencionalmente por:

_bm_  p(eff)

T Pm) e ’ )
F(R) —+ Iu( 1)

weff =

=

donde Pf1) y p(eff) estan definidos por (ZIT). Usando las variables auxiliares (Z306) y
las ecuaciones (2.33), (228)) y ([B.3)), se obtiene:

1 22Q+2)+ 3% —r(—1+2Qx + 2® +y — X?)
v Q(1+7) |
1 2ry
i = = . 3.13
Werf = 3 L) (=1 + 20 + 22 + 57 (3.13)

Finalmente los parametros de densidad definidos en (2.23)) - (2.26]) se expresan en términos

de las variables auxiliares como:

(—1+Q+2)(1+Q+ )

Qk — Q2 ’
1 — 2 _ 22
Q,, = * Qf ,
—2Qx +y
chrvfl = Ta

Q, = (3)2 . (3.14)

Con estos resultados es posible calcular para cada punto critico el valor de los observables
basicos ¢ y wess, asi como los diferentes pardmetros de densidad y la solucién fisica

especifica, es decir, obtener el comportamiento de £(t), p,(t) vy R(t) brinddndonos la
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posibilidad de interpretar fisicamente cada punto critico.

Es vélido comentar que en la métrica Kantowski-Sachs es posible tratar facilmente el
problema de la isotropizacién. Observandose que la isotropia se alcanza si o, es cero
asintéticamente, como puede apreciarse de (ZII) y (ZII). Asi los puntos criticos con
¥ = 0 (o fisicamente 2, = 0) corresponden a puntos con geometria FRW, es decir a un
universo isotropo. Si ademas dicho punto isétropo es un atractor de futuro, se obtiene una

isotropizacién asintética en el futuro [89].

3.2. Implicacién Cosmolodgica

En secciones precedentes se formularon las ecuaciones del campo para una funcién f(R)
arbitraria en un universo con geometria Kantowski-Sachs, llevandose a cabo un anélisis
detallado del espacio de fase y obteniéndose las ecuaciones de los observables. En esta
seccion se discutiran las implicaciones fisica de los resultados matematicos obtenidos,

enfocandonos en el comportamiento fisico de la soluciones y en las cantidades observables.

Como la variable auxiliar () es por definiciéon el escalar de Hubble dividido por una
constante positiva, tenemos que para ) > 0 (Q < 0) corresponde a un universo en
expansion (contraccion) y en el caso () = 0 corresponde a un universo estéticoH si a esto
le juntamos la informacién que nos brinda el pardmetro de desaceleraciéon (q) se puede

caracterizar la solucion cosmologica de acuerdo a:

-SiQ >0y q<0(¢g>0)el punto critico representa a un universo en expansién

acelerada (desacelerada).

-SiQ <0yq>0(¢g<0)el punto critico representa a un universo que se contrae

4D.esde el punto de vista cosmolégico, las soluciones estéticas poseen .f(t) = const, implicando que
£(t) =0y £(t) = 0. Estas condiciones son equivalentes a H(t) = 0y H(t) = 0 las cuales se deducen,
a partir de la definicién de @, cuando @ =0y @ = 0.
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aceleradamente (desaceleradamente).

Adicionalmente si w.sy < —1, entonces el universo presenta fantasmas y por tultimo, si

>* = 0 el punto critico corresponde a un universo isotrépico.

A contiunacién se procede a la interpretacion fisica de los puntos criticos del

sistema.

El punto critico A™(r*) representa un universo isétropo en expansién desacelerada (resp.

acelerada) para valores —1,366 < r* < —1,25 6 —0,5 < r* < 0,366 (resp. * < —1,366
6 r* 2 0,366). Para r* < —2 se obtiene comportamiento fantasma. En el caso, r* = —2

la solucién A™(r*) tiene curvatura constante (R(t) = RO)H y la solucién cosmolégica es de

tipo de de Sitter.

Al estudiar la estabilidad de la variedad central de A™(r*) para r* = —2 se deduce
que dicho punto es localmente asintéticamente inestable (tipo silla). Este resultado tiene
mucha importancia fisica ya que tal comportamiento podria describir la época inflacionaria
del universo [31] (este resultado es consistente con el resultado obtenido en [30] para
modelos de gravedad cuadratica f(R) = R+ aR"™ en su formulaciéon conforme como teoria
escalar-tensorial en el Marco de Einstein). Ademéds, dado que la densidad de energia de
curvatura es cero (ver tabla B.2]), este punto corresponde a un universo asintéticamente
plano (este resultado es andlogo a lo que se tiene para modelos FRW cerrados o abiertos
los cuales podrian tener soluciones con curvatura cero como estados asintéticos [31]).

En A*(r*) la ecuacién de estado efectiva y el pardmetro de desaceleracién estan dados

1—7r* —6(r*)? 127 —2(r*)?

POT Wefs = 3grgimez Y 4 = Trarra(e)? respectivamente. Luego la condicién de universo

en expansion acelerada (wery < —%, g < 0) se reduce a r* < —1,366 6 7 = 0,366.

A modo de resumen A*(r*) es un atractor representando un universo con expansién

acelerada en los casos

5 Ver tabla
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1. r* <=2, M'(r*) < 0. A*(r*) obedece una ecuacién de estado fantasma w.ry < —1.
2. r* > 3(=14++/3) 20,366, M'(r*) < 0. A*(r*) mimetiza un campo de quintaesencia
—1 < wepp < —%. Si M'(r*) < 0 cuando 7 — oo entonces lim,«_,o werr = —1, en
cuyo caso AT (r*) representa una solucién tipo de Sitter.
3. =2 <r* < —3(1++3) £ —1,366, M'(r*) > 0. A*(r*) tiene una ecuacién de estado
Weff > —1.
En el caso limite r* — —2, AT (r*) se reduce al punto (Q, %, y,z,r) = (1,0,1,0,—2) que
es no hiperbdlico (un valor propio cero). Para el caso concreto de gravedad cuadratica
se puede demostrar que AT (—2) es localmente asintéticamente inestable (tipo silla) (ver
seccién [B.I]). Este resultado para A*(r*) puede ser genérico para cualquier funcién di-

ferenciable M (r). Por otro parte si M(r*) = M'(r*)) = 0, A*(r*) tendria una variedad

estable a lo sumo 4D. En ambos casos se requiere de un analisis mas detallado.

Evaludndose a primer orden se obtienen para AT (r*) las soluciones asintéticas:

*)S1 * o(t) —3y
Uy (b — Dot Y*)™ parar* # =2 | pp(t) = pmo [W] :

() =
lyeo! para r* = —2
. 2(14r%) . 5 1
Ry ({4 — Dot Y*) "m0 para r* # {—2, -, —5}
R(t) =4 R, para r* = —2
0 para r* = {-3, -1
donde s = —1 + 2r* 4+ 2JS’T* y TF = ——3&1:;2. Los puntos criticos A~ (r*) y B~ (r*)

corresponden a universos isétropos en contracciéon son inestables luego no representan

apropiadamente el universo tardio.

B*(r*) tiene gran probabilidad de representar un atractor de futuro del universo en ex-
pansién desacelerada y con curvatura cero (R(t) = 0), si 1 < v < 1,66,7* # —1 porque

tiene una variedad estable 4D. En especial B (r*) corresponde a una solucién de dominio
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de materia para v = % en cuyo caso el fluido de fondo mimetiza radiaciéon. En este caso
BT (r*) a pesar de ser no hiperbélico para v = % debido a la existencia de dos valores

propios reales de signos opuestos se puede concluir que se comporta como un punto silla.

Dado que BT (r*) se comporta como silla, las soluciones cosmoldgicas cerca de BT abando-
nan la época de dominio de materia. Este resultado tiene gran significacién desde el punto
de vista fisico ya que un modelo del universo viable observacionalmente debe tener una
etapa de dominio de materia transiente que anteceda a una época de expansion acelerada.

Evaludndose a primer orden en B (r*) se obtienen las soluciones asintéticas:

f(t) = go 51 — DotT*, ,Om(t) = pm()(gl - DotT*)_3W/2, R(t) =0

donde T* = 4

T 3(=2+7)"
Los puntos N*(r*) representan universos estdticos (Q = 0). L~ (r*) corresponde a un
universo isétropo en contraccién acelerada para r* # —1, con curvatura cero y asintéti-
camente plano, representando un atractor de futuro del universo (es localmente asintéti-
camente estable) para las condiciones 1 <y < 2,7 < =2 M'(r*) <061 <y < 3,r* >
—1, M'(r*) < 0. El punto LT corresponde a un universo en expansién desacelerada para
r* # —1, pero como este es inestable (atractor local de pasado) no representa un atractor

de futuro.

Los puntos Py (r*) y P, (r*) poseen una variedad estable 3D con una variedad central
2D. Ambos representan universo en contraccion aceleradas, con curvatura cero y asintéti-
camente planos. Por otro lado los puntos no hiperbélicos Py (r*) y P, (r*) corresponden
a un universo en expansion desacelerada, no representando una fase tardia, pues poseen

una variedad 3D inestable.

De acuerdo al analisis que se realiz6 en el capitulo 2l el punto critico P;f(r*), posee una
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Tabla 3.1.: En la tabla se muestran el valor de los observables basicos ¢ y w.ss para cada
punto critico.

Ptos Weff q

+ (0 1-7r*—6(r*)2 1—2r*—2(r*)?
A=(r) 359 16(r)2 1131 2()2
B=(r*), L*(r") : 1

+/ % 1—r*(214+4r* (9+4r*))  1-2r*—2(r*)?
P4 <T ) 3+3r*(21+8r*(3+7r*))  5+5r*+2(r*)2
PE(r) % —4+ 3y
P (r) e — e
PE(r) Py (), Pg Py 3 2
G (r) 3 s
PE PE ~1 ~1

variedad 4D estable, correspondiendo a un universo no plano (€2 # 0).

Evaluando el valor del parametro de la ecuacion de estado efectiva y el pardametro de

1—7*(21+47r* (9+47*)) 127 =2(r*)?
3rar it 3+) 3 4 = 55erte(r)z 165

desaceleracién en P;f(r*) obtenemos wgs; =
pectivamente.
1. Para —2,395 < 1 (=5 — v21) <r* < =2, M'(r*) < 0, P/ (r*) representa un solucién

fantasma (wesr < —1).
2. Para r* < —2,395 la solucion es acelerada pero no de tipo fantasma.

3. Cuando r* = (—5 — \/21) se obtiene una solucion tipo de Sitter.

4. r* > =1+ V3),M'(r*) < 0, P; representa una solucién acelerada con —2 <

Werpf < —% y en el limite r* — 0o se tiene que wesy = —%.
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Tabla 3.2.: En la tabla se muestran el valor de los diferentes parametros de densidad €,
Qs Qewrvsr v 2y para cada punto critico.

A — _3(=142r* (14r*)) (T42r* (5+2r"))
- (54r*(542r*))>2

Ptos Qk Qm chrvfl QO’
A*(r*),L* (r*),P5 0 0 1 0
Bi(r*) 0 5 — 3y -4+ 3y 0

1 3(14r*) (14r* (21487 (3+r*)))  (1—2r" (14r*))?
P4 (’I" ) A 0 (57~ (5+2r"))2 (5+r*(542r*))2
PF(r) 0 0 6 — 3y —54 3y
Pét (’I"*) 0 3yt (42%()::g§2+6'y)r*) (1+r*)(2;'(y;()%+6’y)r*) 0
PiE(r*),P5(r*),PE P 0 0 0 1
C*(r) 0 0 S R
P -3 0 3 1

5. Para —2 < r* < 1(—1—/3), M'(r*) > 0 se tiene wepp > —1.

Para el caso r* = —2, P;"(r*) es no hiperbdlico con una variedad 3D estable. Para P, (r*)

se tienen las soluciones a primer orden:

52 . o1l
D [ R R N L I [

4y e para r* = —2

Ro (£ — Do t1%) 567 49

— m(™ para r* # —

R(t) = o (£1 0

Ry para r* = —2

. _ 3(2+4r%)
donde T* = —m

Por otro lado el punto P, (r*) corresponde a un universo en contraccién desacelerada,
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Tabla 3.3.: En la tabla se muestran las ecuaciones que determinan el comportamiento
de £(t), pm(t) y R(t) para los punto criticos A*(r*), BX(r*) y P (r*).

545r*4+2(r*)?
1= 1420+ gl s = Mk
Ptos T Solucién
*)S1 % o) —3
At (r*) 7% 0t) = { Ly (% t_DO tY*)™ para r* # =2, pp(t) = pmo {W} ,
Ly e™o para r* = —2
S on 5 1
Ro (61 — DotY*) 07 parar* # {-=2,-3,—35}
R(t) =4 Ry para 1 = —2
0 para r* = _%’_%
*\S1 % ) -3y
A g g = Do) parart# =2 pn(t)=pmo [§2]
3(1+r*) ‘% e—Dot para * = —2
1+r*)
Ry (61 — Do tY™) o para r* 75{ 2 }
R(t) = Ro para r*
0 para r* = { 1 5}

B+(T*) ﬁ é(t) = LoVl — DotT*, pm(t) = me(él - DOtT*)73W/2’ R(t> =0

B_(T*) ﬁ g(t) = lov/{l1 — DotY*, pm(f) = me(Zl — Dot’r*)_?”Y/Q, R(f) =0
+ 3(2+r%) o (6r — DotY*)**  parar* # =2, py(t) = pmo [M} o
Py(r) - T0+r= (16+7r7) €(t) = Y . ) fo
oe para r* = —

2047%)
RO (61 — DotY*) ™™ para r* # —2

para r* = —2

10+7r*(16+7r*) Dgt
loe™ 2 para r* = —2

2(14r%)
Ro (01 — DotY*)" ™ para r* # —2
para r* = —2.

3(2477) lo (01 — DotY*)*2 parar* # =2, pm(t) = pmo [@} -
Pr(r) ) , 0]~
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pero al ser inestable no puede ser una solucién de universo tardio.

Los puntos crticos no hiperbélicos P<(r*) corresponden a soluciones cosmoldgicas con
curvatura cero en expansion desacelerada (si € = +) y contraccién acelerada (si € = —)
para 5/3 < v < 2,r* # —1. PS(r*) tiene una variedad central 2D y una inestable
3D, por lo que, genéricamente, no representarfan un universo tardio. Py (r*) tiene una
variedad estable 3D y una variedad central 2D. Evaludndose a primer orden se obtienen

las soluciones asintdticas:

Ut) o t5T7, p(t) o t77,  R(t) = 0.

Los puntos criticos Py (r*) (resp. P (r*)) correspondientes a un universo en expansién
desacelerada (resp. contraccién acelerada) no representan el universo tardio porque son
puntos sillas. En este caso las soluciones cosmoldgicas pueden permanecer un periodo
largo de tiempo en una vecindad del punto critico antes de abandonar esta regién. Para

P; (r*) tenemos a primer orden:

*

Ut) = b (6 — DyT* 5, () = pmo {—

(1+r*)

Ry (64 — Dy Y™ t)Qm(” para r* # {—21 1}

4

_ . 3
R(t)=1 0 para r* = —=1

arbitraria para r* = —1.

donde T* = Sal

T3y (=2+3y)r* "

Pg (r*) representa una solucién de dominio de materia si 1 <~ < 2 (5 +3v/17) < 1,8093

yrt= —% con M'(r*) # 0; o bien r* — —1, M(r*) = 0. En este limite aparecen dos
valores propios A\; == +00 y Ay == —00. Luego, a pesar de ser no hiperbélicos (un valor

propio cero), los puntos de equilibrio se comportan como puntos sillas, pero en este caso
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Tabla 3.4.: En la tabla se muestran las ecuaciones que determinan el comportamiento de
((t), pm(t) y R(t) para los punto criticos Pi(r*) - Pg.

Ptos T* Solucién
PHee)  =SEED(t) = () — DoY) T, poa(t) = po(fs — DoY), R(t) =0

P (r*) 618D g(t) = by (6 — DoY) TF0, ppu(t) = pmo(€r — DoT*6) =7, R(t) = 0

3y—4
PE(r) —ar B 0(t) = Lo (01 — DoY) 5 £ = pmo [12]
6 (17) 3y+(—2+37)r* 1— DoX*t)” 37, pm(t) = pmo 7
204r%)
— Do Y*t) RCon para r* # {—— -1}
para r* —%’
arbltrarla para r* = —1
Fs (r7) 37+(_3277+3W = — Dot s pm(t) = pmo {%}
2(14r")
— DoT*1t) 0o para r* # {—31, —1}
para r* 7?%
arbltrarla para r* = —1
P8+ -3 fl + 3D0t s pm(t) = pmo(él + 3D0t)7’y, R(t) =0
Py 3 U(t) = lo(ty — 3Dot)3, pm(t) = pmo(fy — 3Dot)™, R(t) =0
Py -3 0t) = Lo(ts +3Dot)5, pm(t) = pmo(fy + Dot) ™, R(t) =0
Py 3 0(t) = Lo(by — 3Dot)3,  pm(t) = pmo(€1 — 3Dot) ™, R(t) =
PI-E 0 £t) = Lo 6D0t7 pm(t) = pmo 673D0t77 R(t) = Ro
Py, 0 Lt) =tboe Pot p(t) = pmo e3P0, R(t) = Ry
Py 0 Uty =Lloe ™, pm(t) = pmoe 22017, R(t) = Ro
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las soluciones no permanecen un periodo largo de tiempo cerca de estas soluciones por

tener una direccién propia fuertemente inestable.

Para la curvas de equilibrio P§" y Py se tienen las soluciones a primer orden:
0(t) = Lo(ly £ 3Dot)7,  pm(t) = pmo(ls = 3Dot) ™,  R(t) =0.

Estas curvas contienen como casos particulares los puntos P (r*) y Py (r*) cuando r, = r*.
Estos puntos no describen apropiadamente el universo actual, por tanto no discutiremos

en profundidad las propiedades fisicas de las soluciones cosmolégicas correspondientes.

El punto critico P, describe un universo plano e isétropo en expansién acelerada tipo de
Sitter puesto que wss = —1. Dicho punto existe para r = —2 entonces, si M (—2) > 0, Pf{]
es un atractor de futuro (ver tabla 2.8). Evaludndose a primer orden en P}, se obtienen

las soluciones asintdticas:
0(t) = Lo et pu(t) = pmoe 07 R(t) = Ry.

Para M(—2) = 0 este punto critico es no hiperbdlico teniendo una variedad 4D estable.
Observar que AT y Py}, coinciden para r = —2. En este caso se requiere de un analisis més
detallado. Por otra parte, P, representa un universo isétropo en contracciéon desacelerada

y no es capaz de representar una fase del universo tardio.

El punto P; corresponde a un universo contraccién desacelerada, al ser inestable no
reproduce un universo tardfo. Por otra parte P;| tiene una variedad estable 4D estable.
Pudiendo representar una solucién de un universo tardio no plano y en expansion acelerada

tipo de Sitter sir = -2, 0 < M(-2) < %. Evaluando en P} se obtiene a primer orden:

() =Loe >, pm(t) = pmoe 2217, R(t) = Ry.
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Parau € [0,27], u # m/2 los puntos criticos en la curva C~(r*) corresponden a atractores
de futuro, correspondiendo a universos en contraccién acelerada y plano (ver tabla [23]).
Para u € [0,27], u # 37/2, los puntos criticos en C*(r*) son inestables por tanto no

corresponden a atractores de futuro.

Resumiendo, se demostré que este tipo de geometria Kantowsky-Sachs puede llevar a las
teorfas f(R) no solo a un universo acelerado, sino también a un comportamiento fantasmaH.
Como los obtenido en los puntos AT (r*), P,;f(r*), mientras que otros, como el Pjy y Py}
corresponden a atractores de tipo de Sitter. Los puntos de equilibro B¥(r*) y Py (r*)

pueden representar universos dominados por materia.

Para concluir la seccién se comenta brevemente sobre la viabilidad de los modelos f(R)
desde el punto de vista cosmoldgico. Uno de los aspectos de mayor interés desde el punto
de vista cosmoldgico es que los modelos f(R) sean capaces de reproducir las diferentes
etapas por las que el universo a evolucionado. Un modelo cosmolédgico viable debe tener

una época de expansion acelerada precedida de una época de dominio de materia [32].

De acuerdo al analisis que se realizo en el capitulo[2], de los posibles atractores de futuro que
representan soluciones cosmoldgicas en expansiéon acelerada se puedo definir las siguientes

regiones (asumimos 1 <y < 2):

I r* <=2, M'(r*) < 0. En esta regién A*(r*) es el atractor comportédndose como un

campo fantasma (werr < —1).

I: r* = —2, M'(r*) > 0. En esta regiéon Pj}, es el atractor comportandose como una

solucién de Sitter.

IIL: —2 < r* < —3(1++/3), M'(r*) > 0. En esta regién A*(r*) es el atractor.

IV: r* > 2(=1++/3), M'(r*) < 0. En esta regién A*(r*) es el atractor.

6 Un resultado de gran interés cosmoldgico.
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Tabla 3.5.: En la tabla se muestran las ecuaciones que determinan el comportamiento de
U(t), pm(t) y R(t) para la curva de puntos criticos C* y los puntos criticos que
pertenecen a la misma.

Ptos. T* Solucién

Lt(r*) —4 U(t) = Lo/Ty + 4Dot, pm(t) = pmo(1 +4Dot)~37/2, R(t) = 0

L=(r") 4 (t) = bov/T —4Dot, pm(t) = pmo(ts — 4Dot)~*7/2, R(t) =0

P (r*), Py (r*) -3 0(t) = Lo(ly +3Dot) 3, pp(t) = pmo(€1 +3Dot) ™7, R(t) =0

Pr(r*),Py (1), 3 0t) = Loty — 3Dot)Y3, pim(t) = pmo(ts — 3Dot) ™7, R(t) =0

CH+(r) —3—sinu L(t) = Lo(fy — DoY)~ SF pon(t) = pmo(ls — DX )+ R(t) = 0
C=(r*) 3—sinu  L(t) = lo(fy — DoY) F, po(t) = pmo(fs — DY) R(t) =0

De acuerdo al andlisis que se realizdé en el capitulo 2, los puntos criticos que pueden
representar soluciones cosmolégicas de dominio de materia €2, = 1, son Py y BT. Como
se espera dichos puntos tienen comportamiento tipo silla. Luego se pueden definir tres
regiones en el espacio de parametros para la existencia de una etapa transiente de dominio

de materia:

Vi1 <+v<2 r*— —1. En este caso Py (r*) representa un universo dominado por

materia.

VI 1<~y < Z(5+3V17), r* = —451—767, M'(r*) = 0. En este caso Py (r*) representa un

universo dominado por materia.

VII: v =3, M(r*) = 0. En este caso BT (r*) representa un universo dominado por mate-

ria.
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En [32] los autores demostraron que el comportamiento cosmolégico de los modelos f(R)

puede entenderse, desde una perspectiva geométrica, a partir de las propiedades de una

Rf"(R) _ dinf/(R)

curva m(r) en el plano (r,m), donde m = 00 Tk _BLR) _ dlnJUR)

f(R) —  dln(R) -

yr=
Esto permite clasificar a los modelos f(R) en cuatro clases generales, dependiendo de la
existencia de una época de materia estandar y una época final acelerada. La existencia de
una época dominada por materia viable previa al estado de expansion acelerada observado
hoy dia, requiere que la variable m satisfaga las condiciones m(r) ~ +0 y ?TT > —1 en

r ~ —1. Para la existencia de una fase de aceleracién tardia viable se requiere que:
(m=-r—1, (V3-1)/2<m<1l y ¥ <—-1. 6 (i)0<m<lenr=-2

Estas condiciones determinan dos regiones en el espacio (r,m). En esta investigacién se
determinaron regiones en el espacio (v, 7, M'(r)) en las cuales se tienen fases de dominio
de materia (regiones V-VII) y fases de expansion acelerada (regiones I-IV) Una teoria f(R)
con una curva M (r) que conecte una regién con dominio de materia precedente a una fase
de expansion acelerada en el plano (r, M'(r)) se considerara viable cosmolégicamente.
Estos resultados son equivalentes a los presentados en [32]. En esta investigacién las
nuevas regiones son la regién de tipo I (expansién acelerada) y las regiones de tipo V y

VI (dominio de materia). Luego en esta tesis se extienden los resultados de [32].

3.3. Reconstruccion de la funcion genérica f(R)

En el capitulo [[I se discute brevemente sobre el rol de los modelos f(R) como alternativa
para modelar diferentes comportamientos del universo sin necesidad de recurrir a la EO
o la MO. Para la obtencién de un modelo f(R) viable se debe escoger apropiadamente
la funcién genérica del escalar de Ricci f(R). Esta funcién debe satisfacer un grupo de

requisitos expuestos en el epigrafe[I.1.3] para que el modelo construido sea auto-consistente



3.3. RECONSTRUCCION DE LA FUNCION GENERICA F(R) 89

desde el punto de vista tedrico y al mismo tiempo compatible con las observaciones y

experimentos cosmolégicos.

En este epigrafe se propone un método para la reconstruccién de la funcién f(R) a partir
de la funcién de entrada m(r) (definida en (2.40])). Dicha funcién debe satisfacer un grupo
de requisitos desde el punto de vista matematico que se imponen para obtener atractores
de futuro isétropos en expansion acelerada precedidos de una etapa transiente de domi-
nio de materia. Una vez planteadas la funciones m(r) de inicio, se imponen condiciones
adicionales que surgen a partir de las restricciones que deben satisfacer las funciones f(R)

reconstruidas que provean un cuadro fisico coherente.

Existen muchos métodos de reconstruccion de las teorias f(R) abordados en la literatura.
Por ejemplo en [I1] se reconstruye la funcién f(R) a partir de conocer la evolucién del
parametro de Hubble. En el proceso de reconstruccién de la funcién f(R) el autor adopta
predicciones de un modelo de EO, buscando asi obtener los mismos resultados sin necesi-
dad de recurrir a componentes exdticas. En esta tesis, en lugar de seguir el procedimiento
anterior, se parte de poner como funcién de entrada la funcién m(r) y reconstruir la

funcién genérica f(R) utilizdndose el algoritmo que se propone a continuacion.

Sean dadas las expresiones

_R[(R) _dinf(R)

f'(R) ~ dlnR (3.15)

CRf(R)  dlnf(R)
f(R) — dn(R)’

r =

(3.16)

Derivando en ambos miembros de ([B.I6]) con respecto a R, y usando la definicén (B.15)

se deduce que

dr r(14+m(r)+r)
= - (3.17)
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Separando variables e integrando la ecuacion resultante, se obtiene la expresion en cua-

draturas

R(r) = Ry exp [ / ~ dr } (3.18)

L+m(r)+r)

Para obtener la funcién f(R) como una integral en cuadraturas que contenga la funcién

m(r) se parte de la definicién de r:

B dIn f(R)
~ dlnR

Agrupandose términos convenientemente resulta

—rdlnR = dlnf(R)

- [rimn = w0

F(R) = foexp (— / rdlnR) (3.19)

Sustituyendo (B.I8) en (319) resulta

f(r) = foexp (— / Hm—b)ﬂ dr). (3.20)

Luego es posible construir una funcién f(R) a partir de una m(r) dada. También se puede
construir una funcién f(R) dada una M (r) debido a la relacién dada por (2.42)). Finalmente
de las ecuaciones (3.19) y (BI8) puede obtenerse una relacién paramétrica entre el f(R)
y R.

En la tabla se muestran para algunos modelos f(R) usuales sus respectivas funciones

m(r) y M(r).
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Tabla 3.6.: Modelos f(R) usuales

Modelos f(R) m(r) M(r)
aR", —r—1 0
R+ aR"™ n(l+r) r(ntr)
2 rp— ,,.2 r2_ r T 2
RP (ln aR)q e gr e —pZ—QT‘]()Z-:ZT‘)Z—T2+QT
2 T T
RP exp (qR) P —7T(§tp)
RP exp (i) 2 42r4p r(p+r)
R r r242r+p

3.3.1. Ejemplo: Gravedad Cuadratica

En esta seccién se usa el modelo de Gravedad Cuadratica f(R) = R+ aR™ como ejemplo

para ilustrar los resultados analiticos discutidos en esta tesis.
En este caso M(r) = +r(r + 2). La funcién M(r) se anula en los puntos r =0y r = =2,
o sea, r* € {0, —2}. Tenemos que M'(0) =1y M'(-2) = —1.
e Fueron obtenidas condiciones suficientes para la existencia de atractores de pasado:
— LT(—2) es un repulsor local si 1 <~ < 3.
— N*(0) es siempre un repulsor local.
e Fueron obtenidas condiciones suficientes para la existencia de atractores de futuro:
— L™ (—2) es un atractor local si 1 <~ < 2.
— N7(0) es siempre un atractor local.

— El punto P, para M(—2) > 0 representa un atractor de futuro y especifica-

mente si M(—2) > % su comportamiento es tipo foco estable.
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e Algunos puntos sillas de interés fisico son:

— A~ (—2) es no hiperbdlico con una variedad inestable 4D cuando r — (—2)~.

Se prueba que la variedad central es estable. Luego es de tipo silla.

— A*(=2) no hiperbdlico con una variedad estable 4D cuando r — (—2)~. Se

prueba que la variedad central es inestable. Luego es de tipo silla.
— A™(0) es silla con una variedad estable 3D y una variedad inestable 2D.

— P/ (—2) es silla con una variedad estable 3D y una variedad inestable 1D.

En el anexo [B] seccién [B.1l se hace un estudio de la estabilidad de la variedad central de

Doty para valores

AT(—2) que representa universos en expansion tipo de Sitter (((t) o e
de v # 1y v = 1. En dicho anexo se demuestra que el punto critico asociado a la fase de
Sitter es localmente asintéticamente inestable (tipo silla). Este resultado tiene una gran
importancia practica ya que dicha soluciéon cosmoldgica podria representar la etapa de
aceleracion del universo temprano asociada con la inflacién primordial. De esta manera se
logra extender los resultados para el caso f(R) = R+«aR? presentados en [30] para métricas
Kantowsky-Sachs. Cabe senalar que para demostrar el resultado andlogo para la métrica
FRW en [30], se trabajé con la formulacién conforme de las teorfas f(R) = R+aR?. Como
se sabe, el modelo de cuadratica es equivalente a una Teoria Escalar-Tensorial con campo

escalar, ®, acoplado no-minimamente a la materia [90], 911, (92} 93], 94! [95] ©96], 97, 98], 99, [30].

El potencial de autointeraccién de ® es

1 ~/230)\°
V(@)= (1 —e ) (3.21)
y funcién de acoplamiento
X(®) = eVi? (3.22)

(ver detalles en el anexo B, seccién [B.2)).
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En las figuras B.1], y B3] se presentan algunas drbitas de (B.6) desde diferentes pers-
pectivas geométricas, ilustrando el comportamiento inestable de la variedad central de
AT(=2) en la direccién de u. El grupo de érbitas en frente de la figura representa el
grafo de la variedad central. La figuras sugieren que el punto de equilibrio L*(—2) es el
atractor del pasado del modelo. Este resultado esta en correspondencia con los resultados
analiticos obtenidos en esta seccién que plantean que LT(—2) es una fuente local para

5

08~

0.6

Figura 3.1.: Proyeccion de algunas érbitas de (B.G]) en el espacio u, vq, v3. El gréfico ilustra
el comportamiento inestable de la variedad central de A*(—2) en la direccién
de u. El grupo de drbitas en frente de la figura representa el grafo de la
variedad central. El punto de equilibrio L*(—2) es el atractor del pasado del
modelo.
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-1.4 I I I 1 I 1
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Figura 3.2.: Proyeccién en el plano (u,v;) de las érbitas representadas en la Figura 3.1
El gréfico ilustra el comportamiento inestable de A*(—2) (las trayectorias
comenzando en u > 0 se alejan del origen).
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Figura 3.3.: Proyeccion en el plano (u,vs) de las dérbitas representadas en la Figura3.l
El gréfico ilustra el comportamiento inestable de A*(—2) (las trayectorias
comenzando en u > 0 se alejan del origen).
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3.4. Conclusiones Parciales

En este capitulo se presentd un formalismo perturbativo de primer orden para evaluar los
observables basicos (el factor de escala, las densidades de materia y el escalar de Ricci)
en los puntos criticos. La informacion obtenida se utilizé para la caracterizacon fisica de

cada punto critico obtenido.
Los resultados mas importantes que se derivan del analisis fisico realizado son:

e A partir del andlisis que se realiza en el capitulo 2], fueron obtenidas varias regiones
en el espacio de parametros para la existencia de atractores de futuro, los cuales

representan soluciones cosmoldgicas en expansion acelerada (asumimos 1 < v < 2):

L r* < =2, M'(r*) < 0. En esta regiéon AT (r*) es el atractor comportandose

como un campo fantasma (werr < —1).

I: 7 = =2, M'(r*) > 0. En esta regién P} es el atractor comportdndose como

una solucién de Sitter.
L —2 < r* < —1(1+/3), M'(r*) > 0. En esta regién AT (r*) es el atractor.
IV: 7* > 3(=1+4++/3), M'(r*) < 0. En esta regién A*(r*) es el atractor.

e A partir del andlisis que se realiza en el capitulo 2] fueron obtenidas varias regiones
en el espacio de parametros para la existencia de soluciones con comportamiento
tipo silla ( P;" y BT), que representan soluciones cosmolégicas de dominio de materia

Q= 1.

V:1<9<2 r* — —1. En este caso P; (r*) representa un universo dominado

por materia.

VI: 1 < v < 2(5+3V17), r* = _4-?;_2/57’ M'(r*) = 0. En este caso P; (r*) representa

un universo dominado por materia.
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VII: v = 5, M(r*) = 0. En este caso B (r*) representa un universo dominado por

materia.

e Se determinaron nuevas regiones: la regién de tipo I, donde se garantiza la existencia
una fase de expansion acelerada y las regiones de tipo V y de tipo VI, donde se
garantiza la existencia de una época de dominio de materia, que no fueron reportadas

en [32]. Esta es una de las novedades de la presente tesis.

e Se propuso un método para la reconstruccién de la funcién f(R) a partir de la funcién
de entrada m(r) (definida en (Z40)) que debe satisfacer un grupo de requisitos desde
el punto de vista matematico y fisico. La esencia del método es que a partir de las

expresiones en cuadratura

F(r) = foexp (—/m dr>, R(r) = Ryexp U T(H:LZT) +r)](?,.zg)

se puede obtener una dependencia implicita entre f y R.

e Para ilustrar el procedimiento de trabajo propuesto en este capitulo, se realizé el
estudio al modelo de gravedad cuadrética, realizandose el analisis de la variedad
central presentada por esta y llegdndose al resultado inestable independientemente

del valor del parametro .



CONCLUSIONES

Los resultados obtenidos cumplen con los objetivos generales y especificos trazados en
esta tesis, dando asi una respuesta afirmativa a la interrogante cientifica y validando la
hipdtesis de este trabajo. Los principales aportes de esta investigacién se pueden enumerar

como sigue:

1. Se lograron extender los resultados para el caso f(R) = R+ aR? presentados en [30]
para métricas Kantowsky-Sachs, mediante el andlisis de estabilidad de la variedad
central correspondiente A*(—2), al demostrarse el cardcter localmente asintética-
mente inestable (punto silla) del punto de equilibrio correspondiente a la fase de

Sitter (regién II).

2. Se logré generalizar los resultados presentados en [31] a marcos f(R) genéricos, al
obtenerse una familia de puntos criticos equivalentes a los obtenidos por [31] y
demostrarse que estos poseen el mismo comportamiento dinamico que el expresado

en el mencionado articulo.

3. Se formul6é y obtuvo en esta tesis una generalizacién del procedimiento geométri-
co presentado en [32] para métricas FRW, determindndose regiones en el espacio
(7,7, M'(r)) en las cuales se tienen fases de dominio de materia (regiones V-VII) y
fases de expansion acelerada (regiones I-IV). Una teoria f(R) con una curva M(r)

que conecte una region con dominio de materia precedente a una fase de expan-

98
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sién acelerada en el plano (r, M'(r)) se considerara viable cosmolégicamente. Estos
resultados son equivalentes a los presentados por [32]. En esta investigacion se ob-
tuvierén las nuevas regiones tipo I (expansion acelerada) y las regiones de tipo V' y

VI (dominio de materia). Luego en esta tesis se extienden los resultados de [32].

4. Se disené una metodologia para la reconstruccién de la funcién f(R) a partir de
la funcién de entrada m(r) (definida en (240)). Dicha funcién debe satisfacer un
grupo de requisitos desde el punto de vista matematico que se imponen para obte-
ner atractores de futuro isétropos en expansion acelerada precedidos de una etapa
transiente de dominio de materia. A dichas funciones m(r) de inicio, se le imponen
condiciones adicionales que surgen a partir de las restricciones que deben satisfacer

las funciones f(R) reconstruidas que provean un cuadro fisico coherente.



RECOMENDACIONES

Para dar continuidad al trabajo investigativo discutido en la presente tesis, se hacen las

siguientes recomendaciones:

e Aplicar la metodologia desarrollada en esta tesis para los modelos f(R) propuestos
en la Tabla con el objetivo de determinar una teoria viable cosmologicamente
en el sentido de que la curva M(r) asociada conecte una regién del plano (r, M’(r))
asociada al dominio de materia con una regién del plano (r, M’(r)) asociada a una

fase de expansién acelerada.

e Para aclarar el problema de la equivalencia fisica (o no) entre la teoria f(R) y
su formulacién conforme como Teoria Escalar-Tensorial, se recomienda estudiar la
estabilidad de las soluciones cosmoldgicas de interés fisico del sistema (B.19)-(B.23).
De la comparacién entre los resultados fisicos que se obtengan en dicho escenario
conforme y los reportados en esta tesis, se podria dar una respuesta parcial a dicho

problema.
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A. Calculos Auxiliares

A.1. Calculo del Término ¢*”(6T% )-g*? (6T,

En esta seccion se calcula la variacion de 0I'G,,:
o 1 a7y 1 a7y
050 = 50977 (05910 + Oagys = hgsal + 5977 (05 (097a) + Oa (0948) — 0, (9gsa)] - (A1)
La derivada covariante de las variaciones de la métrica esta dada:
V.09ap = 040gas — Fgaégvﬁ - F%(Sgaa (A.2)

Como la variedad en que estamos trabajando es libre de torsion, se garantiza la simetria
de los simbolos de Christoffel con respecto a los indices covariantes, I'§, = I'Y5. Luego, se

puede escribir:

1 1
5F0a = 55907 [859701 + aag'yﬁ - a’yg,ﬁa] + §gav[v/5 (69704) +
Va (69,8) =V, (0g8a) + FE&%A + Féﬁégh]
1 1
- 56907 (05970 + Oagys — 0vgpal + nggaég’M + 59% (V5 (0gya) +

Va (09v8) = V5 (093a)] (A.3)
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Sustituyendo las relaciones

5904,3 = _gaugﬁvégm}

59°° = —g™g6g,., (A.4)
en el segundo término de ([A.3]) obtenemos:

1 1
0% = 50977108910 + Oagys — 01980l + 59" 97 grpgrel 3o + 5971V (0970) +
Va (89v8) — V5 (095a)]
1
= 69" 9al B0 — 09" 07 gx0 T 50 + 597[V5 (9950) + Vi (8935) = V5 (0g50))

1
= 5gng\vrga - 590U9>\’urga + 5907 [V (69va) + Va (0g45) — Vs (6g5a)] (A.5)

Teniéndose entonces:
1
1% = 507 (V5 (0403) + Ve (3931 = V- (3g30) (A6)

y similarmente

1
7, = 567 [Va (545, (A7)

xpresando la variacién n término median relacion e obtiene:
Expresando la va de en té s 6g°P diante la rel se obtie

1
5Fga = 5907{v5 (_gaug'yvéglw) + Va (_gﬁugﬂyvégm}) - v’y(_g,ﬁ’ugavéglw)}

1
= __ga'y [ga,ug'yvvﬁ(ég‘uv) + gﬁungva(aguv) - gﬁugavvv(dgm})]

9
1
= —5[5519%%(59"“) + 0298,V a(09"") = 98u9009"° V4 (0g"?)]
1
= —519a7V5(097") + 95, Val0977) = 95900 V7 (09"")] (A.8)

2
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De manera similar se obtiene:

1
ory, = —Eg,wva (6g"") (A.9)
Finalmente
1
9*(6T%,) — g7 (6T, = —5{[9“6 9oy V5 (06°7) + 9*P g5, Va (09°7) —
9951900V (09"")] = 4°° 9y Va (69")}
1
= —5{[55 V5 (0977) + 05V 4 (0977) = 67900V (69"7)] —
(9,:09%" Vo (0g")]}
1
= —5{[% (6977) + V4 (6977) = 9, V7 (6"")] —
(9,0 V7 (89")]}
1
= —5 2V, (697) = 29, V7 (39™)) (A.10)
de donde
9*(0T%4) — 97 (6T%,) = gV (69"") — V., (897) (A11)

A.2. Deduccion de (LT7) y (LT0)

Sean definidos los vectores

M, = ['(R)gas Vs (06°°) — 69 gus V. (f'(R)) (A.12)

N7 = [(R)V, (6977) = 097"V, (f'(R)) (A.13)
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La derivada covariante de M, se calcula segun:

VM, = V(f(R)gasV-(69"")) — V7 (69" gasV-(f'(R)))
= V7(f'(R)9asV-(09"") + ['(R)gapD(69*") — V7 (69°7)gasV-(f'(R))
—69*gap0(f'(R))

= f'(R)9apD(09™") — 69°% 905D (f'(R)), (A.14)

donde se ha utilizado la compatibilidad de la derivada covariante con la métrica expresada

en la relacién V7g,3 = 0. Integrando resulta:

[ dtaev=avrir, = [ atey=af (Rausn) - [ dev=gisan(r(R) (A15)

Ahora, utilizando el teorema de Gauss-Stokes (GS) que expresa que:

/ d"z+/|g|V A" :7{ d" tye/|h|n, A" (A.16)
\4 ov

donde n,, es el vector normal a la superficie OV, la ecuacién, la ecuacién (AID) puede

escribirse como:

74 dyer/ThIn™ M, = / o= f (R)gasD(59°) — / /=556 90 (f'(R)).
oV 1% \%
(A.17)

La ecuacién puede reescribirse convenientemente de la forma:

[ dov=ar (Rgsne) = [ dey=gosen(s (®) + § Eyed/Bn,
v v oV
(A.18)
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De una manera similar, tomando la derivada covariante de N7:

VoN7 = Vo(f'(R)V,(097")) = Vo (697 V,(f'(R)))
= Vo(['(R)V,(097") + [(R)VoV,(6977) —
Vo (697)V5(f'(R)) = 097" VoV, (f'(R))

= f(R)V,V5(39°7) — 697"V, Vs(f'(R)) (A.19)
Integrando:

/ d*zy/—gV N = / d'or/=gf' (R)V,V(39°7%) — / d'a\/=g09""V,V5(f'(R))
\%4 \% \%
(A.20)

Usando nuevamente el teorema GS se llega a:

/d4x\/—gf'(R)VgVﬁ(5g”B):/d4x\/—gég”5VUV5(f’(R))+% d*yer/|h|ne N°
v v ov
(A.21)

A.3. Obtencion de 0K

Por definicién de curvatura extrinseca [62] se tiene:

K = V.n°,
= 9"Vsna,
= (R + en®n”)V gna,
= h*Vsn,,

= h*%(9sng — INNOME (A.22)
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por tanto

K = —ha'géFganv,
1
= —§haﬁga,y[8ﬂ(5gga) + aa(égoﬂ) - 80(59/306)]”77
1

= —5h105(0900) + 0a(0955) — D(0g50)In".

1
= §ho‘f380(5g5a)n". (A.23)

Esto viene de la variacién 017, y del hecho de que h*?93(dgsa) = 0y h*?04(0gss) = 0.

A.4. Obtencion de u'¢//) y pleff)

A partir de la definicién del tensor de energia-momentum efectivo

pletn _ 1 [f(R)—Rf’(R)

af - f/(R) 2 ga/j + Vavﬂf/(R) - gaﬂDf/<R):| (A24)

se deducen las cantidades geométricas irreducibles:

M(eff) _ f/(R) |if(R) _2Rf’(R> s + VaV5f/(R) . gaﬂDf%R)} uauﬁ
1 ) - - .
= g B - BRI =2 (R) 2 (F(B) + 317 ()| (425
e _ 1 / -/
pID =~ (SR = RY(R) + 6H ] ()
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pleff)

pleff)

L gme
%(T@m + 1) (A.26)
; {_2 f/l(R) AU R) = R (R) - 6f (R) - 18HF () } !
ST

1

—(F(R) = Rf'(R) — 2] (R) — 4H [ (R)|

[\
=
=

A.5. Ecuacion de balance

La ecuacién de evolucién del contenido material de nuestro universo (la cual se conoce

como ecuacién de conservacion de la energia o ecuacién de balance ) estd dada por

T3 =0 (A.27)

En el caso particular del tensor de energia-momentum de fluido perfecto

Tav =P UgUy + P how

de la expresion [A.27] se deduce:

P uu’ +p (us,) +po B +p (¢ +uul,) =0 (A.28)
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recordando las expresiones para la 4-aceleracion y del escalar de expansion del fluido dadas

en el epigrafe 2.1.2] reescribimos esta ecuaciéon como:

pu+ (p+p)Ou” + (p+p)i* +p, A" =0 (A.29)

Proyectando esta relacién en la direccién de u® (es decir, calculando u, T$" = 0) encon-

tramos la ecuacion de balance de la energia:

P+ (pm +p)© = 0. (A.30)



B. Solucion de Sitter en Gravedad

Cuadratica. Formulacion Conforme

B.1. Analisis de estabilidad de la Solucion de Sitter en

Gravedad Cuadratica

Para analizar la estabilidad de la solucién tipo de Sitter (AT (—2)) se utilizard el Teorema
de la Variedad Central demostrandose que dicha solucién es localmente asintoticamente

inestable (punto silla) independientemente del valor de . Procederemos como sigue:

Caso 7 # 1. Introduciendo las nuevas variables (u, vy, vo,v3,v4) = x dadas por las ecua-

ciones

u=r+2,

o y(4—3v) v

vy = =20 — 2 + X+ 2,
U3:y_17

vy = 2Q +2x — 2

109
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y expandiendo en series de Taylor hasta orden cuatro en la norma vectorial el sistema

([Z44)-([248), con M(r) = 3r(r + 2), se reduce a

u’ 0 0 0 0 0 u f(u, vy, v9,v3,v4)
vy 0 -3 0 0 0 vy g1(u, vy, V9, v3,v4)
v =10 0 =3 0 o0 vy || ga(u, v, v2,03,0) (B.1)
U4 0 0 0 =3y O U3 g3(u, vy, v9, v3,v4)
vl 0O 0 0 0o =2 N ga(u, vy, Vg, v3,04)
donde
flu,v1, 0,03, 00) = g7y + gy + AL~ A~ SR e el st —

2uv17 + 2uv1 + u’Ug’y . 47“;3 + O( )

ud~y? 3vyt vyt 3uivyt 3uv?q? uv3y? 3viv3y?
u,v1, V9, V3,V = = — — = — — _
911, V1, 02,03, V4) = [EIIE T 3017 T aoDF T AG-DF T 30— v * 27 2017
1w3'y + 3v111§74 _ 3U§’Y4 + uviﬂy‘L _ 31}11&74 N 3v2fu§'y4 _ 3v3v4'y uvyy + uv3y + 31111137 o
8(y—1)2 " 8(y=1?  4(v-1)3 T 2(v—1)3  2(y-1)  2(v—1)® 4(v-1)3  2(y- )3 12(v— )3 4(y-1)3
3’0203’Y + uvzy? . uvivzy? o 3vivzy?t _ u?vgyt o 31)%71474 _ 31)%1)4’7 91{;1}4’7 + uvyvgy? + uvgvgy? o
4(y=1)% © 2(y-1)? 2("7*1)3 2(-1)7  12(0-1)3  4(v-1)®  4(v-1)2  16(y-1)° " 2(y-1)3 T (v-1)3
3v1vavgy? 31131)47 31udy + 15U1’Y + 9U§”Y3 _|_ 15U4’Y 17u2~3 . 15UU1’Y 31}%73 . 57“1%’73 +
(-3 4(y-1)%  18(v— 1)3 2(v=1)3 " 8(y=1) " 4(v-1)3  18(-1)3 2(v-1)3 " 2(v-1)3  2(r—1)3
151;11)%73 + 31)27 + 5uv3'y . 17v1v§fy + 23037 . 13uv4'y + 131}11;4'}/ SIUQUZ'y + 71}31)47 +
2(y-1)% 2(y=1)3% 7 24(y-1)3 8(y—1)% 8(y—1)%  6(y—1)3 2(y-1)3 4(y-1)3 2(y-1)3
UE’Y?’ + 23u?v1y3 . 2uvyy> - 22u2v3y3 . 41)111373 4U§U3’Y o 13uvz~? + 11luvivzy? + 3viv3yS +
2(y-1)3 6(y—1)? 3(y—1)? 9(v—1)? (v—1)3 (v—1)3 6(v—1)3 3(y—1)3 (v—-1)3
4uvyy3 + 4’11%1147 + 4U2U4’Y 19U§U4“/3 uvgy> . Suvivgy® _ 3vivgy° N 14uvavgy3 + 14v1v2v4753 +
9(y—1)3 (v=1)3 (v=1)3 8(v=1)* T 2(v-1)3 3(y—1)3 2(y-1)3 3(y—1)3 (v=-1)3
21)21147 2uvgv4'y . 21}11)3114'y3 . 2v2U3v4'y3 + 13v3v4'y3 89u372 o 271}:1572 i 5v§’y2 _ 831}272 +
(v=1)3 3(y-1)3 (v=1)3 (v=1)3 4(y=1)3 7 18(v=1)3  2(v-1)*  2(y—1)3  12(y-1)%
26u2~2 27uv%72 _ E)vf’y2 9uv§’y2 _ 271111)%72 51}27 + 13uv3'y + 531}11)37 17v§'y2 7uvf'y2 B
9-1% T 2-1)3 (-1 " 2(-1)3  2(v-1)3 (1% T 36(y-1)° " 12(—1)  4(y-1)° " 2(y-1)3
211;1'02'72 . 441)ng72 . 73”3”272 . 5v§72 . 53u?v1y? 2uv1y> + 265u2v3y2 311}%1}372 . 311}%1}372
2(y-1)% 3(y—1)% 12(v=1)*  3(y=1)  6(y—1)3 (v=1)3 " 36(y—1)3 4(y—1)3 4(y—1)3
6luvgy®  1Tuvivgy? + vivzy?  3lulugy? 31v2vyy? o 31v3vs7? _ 31lv2vyy? _ 3uwy? + 31luvivgy?
18(y—1)3 2(y-1)3 (v=1)*  36(y-1)*  4(y-1)* 4(y-1)3 8(y=1)3%  2(y-1)? 6(y—1)3
91111)472 + 8uv2U4'y2 o 241)11121)472 . 20v2v4'y2 o 791w3v472 + 79111113114'*/2 + 79’(}2113’(}4’)/2 . 211131)4'72 . 89u3"/ +
2(v=1)3 ' (y-1)? (v=1)3 3(v=1)*  36(y-1)* © 12(y-1)3 12(y=1)%  4(y-1)3  18(y-1)3
211}17 221)37 671}27 53u2y 21uv%fy llv%'y ’7uv2'y 211}11)27 111}%7 Suvgﬂy

5-1)F T 9017 T 12(7-1° 1817 20— 1° T 3(7-1F  3(;-0F T 218 T 27— 1F (- 17

41}11)3')/ 3v3’y o 5uv2'y +15vlv4’y+145v2vi'y 141}31}27 11v4'y +49u vy 2uvry _70u2v3’y
(=1 T G- T 2007 T 26-1° T 261 T 3G-1° T 60-D° T 86-1°  (=1%  9(-1)°
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13v3v3y 13”%”37_ 41uvzy +81w1v3'y 31v1v3’y+ 13uvy7y 13vfvgy 13”%”47_’_ 53v3v4y 3uvgy
2(y=1)% 7 2(y=1)3  18(y-1)* T (y-1)*  6(y—1)3 " 18(y—1)* ' 2(y—1)3 © 2(y—1)3 " 18(v—-1)* ' 2(y—1)3

LBuvivey — Guivgy  Buvsvgy + 18v1v2v4y + 22vov47y + 29uv3v47 29v1v3vay  29v2v3v4Y + 15v3v47y +
3(y=1)3 2(y-1)3 (v=1)3 (—1)3 3(y—1)3 ( 1)3 4(y-1)3 4(y-1)3 4(y-1)3

5u3 - 311? _ 811§ _ Suvl uUQ 311111% 202 41w3
T~ TS~ ST Tg T T G T Ot~ G G~ Gt~ Gt Tt T
4v1v§ . 81}% + 2uv4 . 2v1v4 . 111121)4 . 41131)4 _ 21)4 _ 8uPu; + Quvy + 25u2v3
50-1F  8G-DF T 30-1F _ (-1F  3G-1°  3G-17  30-DF 301 | 317 T 9(-1)°
27)%”3 _ 2U§U3 Suvy  _ 8uwvivs + 8vivy 2u2v4 _ 27}%”4 _ 27}5”4 o 8U§U4 _ uvy +
(v=1% (=1 7 9(y=1*  3(y=1)* © 3(yv=1)*  9(-1)3  (y=1)* (=13  9(y-1)*  2(y-1)3
4uvivg 3v1vg + Suvavs _ dvivavs _ _8uava  _ 8uwv3vs 8v1v3v4 + 8vovgvg v3v4 + O( )
3(yv=1)3 ' 2(v-1)* © 3(v=1)3  (v—D3*  3(v-D3  9(v-1)* T 3(rv—1)3 © 3(v-1)*  (v-1)3

o 3y vg 62 7.12 1577)2 3112 31147 v2 51147212% 1111471)2 21}41}2

gt 1, 02,03, 04) = —30 T+ 5T T a1 TGP 26— T - 2008 T G

u?~y3vy 3U%’73U2 31{%’7 V2 31)4’}’ v2 w1y vy o w3y vy + 3viv3ySug 3w3y3vo 3vzvayivg + u?vy2vo +
3(y

60-1)2 212 8(y—1)2 "2(y-1)2 " (=17  2(-1)2 " 2012  2(v-1)2 2(y-1)? —1)2

GU%’YQUZ 7U§’Y2U2 13112721)2 duviy3vs + 13uv3y2vs 13v1v372v2 + 3v3y2vg + 13v3v4y2v2 + vgy2vo

(-12 T An-1)2  2(y—1)2  (y-1)? (y—1)2 2(v—1)2 2(y—1)2

6(y—1)2 2(y—1)2

5uyvy 1502 yvo . 8v2yv2 17v2yva Suviyvz  3uvzyvs + 9uivzyva  3uzyva 9uzugyvz | Vayv2
6(v=1)2  2(v=1)%*  3(y-1)? = 2(v-1)* * (v-1)? (v=1)? (v=-1D*  2(v-1)%  (v=1)*  (y-1)?
u?vy + 3111’02 4U§U2 - 71]2’02 _ 2uviv2 4 4uvzve  _ 4viv3v2 + 4v3v4v2 + V4V2 + 3”410”73 +
3(y=12 7 (v=1)?* " 3(v—1)?  2(v—1)2  (y=1)? = 3(y-1)2 (v=1)? (v=1)? 2(7— )2 2(y=1)2
w?vgy? + 3vfvay® + 303047’ wvivgy® + uvzvay®  3vivguay® + 3vgugy®  11viy? + 032 2uPun?
612 " 2(y=1)2 " 8(y—1)2 (-1 "2(y-1)2  2(y-1)% ' 2(v-1)?  2(y-1)? 4(7 1) ©3(y-1)?
61)11)4’7 . 71)3U4’Y + duvyvgy? o 13uvsvgy? + 13v1v3v4y2 3v3v4'y2 13v‘27 - 51)4’7 + 5ulv4y +
(v=1)? 4(vy-1)2 (v=1)? 6(y—1)2 2(y-1)2 (’7*1)2 2(y=12  2(y=1)* " 6(y—1)?
151]%1}47 81}31)4’7 __ buwivgy + 3uvzvey  9uivzvay + 3vzvay + 5”4 o uPvg 3”%”4
2(v=1% ' 3(y=1)2  (y-1)2 (v=1)2 (v-1)? 2(y-1)? 2(7 )2 4(v=1)2  3(v-1%  (v-1)2

4v3vy 2uviv 4uvzv 4vv3v
3 2+ 104 3V4 134+O()

3(v—1) (=12 3(y-1)? (v
_ 2y2u3 4yu? o 2u3 o v3y3u? . vay3u? . ~3u? 201y%u? o
93(“’U1>U2’U3’U4) I e R e R R So17 7§00 T 007 T 6D
2,2 2,2 2 2 2
V3Y U 2047y 2y u® 4v1yu? 2uzyu”  dvgyus 2v1u?  4vzu vgu?
S R s — e T B sy — e t ek —
U3’Y u 21}17 U + 21)11)37 u v3’y U v1v4’y3u o v3v4’y3u 101)3’7 u 61}17 u 6v1v3’y u + 10v3'y u
(v=12% " (v-1)? (v=1)? (v-D* " (=12 2(v=1)% 7 3(yv=1)*  (y-1)? (v=1% " 3(y-1)?
4dvivgy3u + 13v3v4y3u . 11113771 + 6v1yu + 6vivzyu  1lvzyu Svivayu  3vzvgyu 411%“ _ 2viu
(v-1)? 6(v=1)2  3(v=1)% ' (v=1)% " (v=1)2  3(v-1)% ' (y-1)? (v=1% 7 3(v=1)%  (vy-1)
2viv3u 4vzu  2vivau 4vgvau 3”5:”73 o 3”2’73 o 3”%73 _ 3”%7 _|_3U1U3’Y 15“573 _31127)4%73 -
(v=1% " 3(v—1)2  (v—1)? " 3(v—1)? 4(v—1? 20v—1)* (-1 (-1)*  (-1D* 4(v-1)? (v—1)?
31)31)373 _ 31}273 _ 31)%1)373 _ 31)%1)373 + 31)11;373 _ 31)%1)473 N 31}%1}473 N 15v3v4’y N 61;21;4'\/ + 31;11;31)47 +
(=12 (=12 (=12 (=12 7 (=12 20127 2(v-1)2 0 8(y-1)2  (v-1)? 2(y—-1)2

3v9030 _ 3wzv Tv3 'y 1103 'y 121}272 121/2')/2 131}11;2')/2 191}2w2 23v2027 101}31}272
2347 34’?2_+_ 3)2+ 42+ 1 + 2 3 3 + 4 4

2(v=1%  2(v-1)2 7 2(y 2(-12 T (=12 T (=12 (=12 T 2(v-1)2 " 2(y-1)? (v=1)?
10v4'y + 12U1v3'y + 12v2v3'y . 13v1v372 + 61}%1}47 4 6v2v4'y 19'0%1)472 22000472 . 13v1v3v4v2 B
(v—1)2 (v=1) (v=1)? (v=1)? (v=1)? (v=1)? 4(y—1)? (v=1)? 2(y-1)?
13vov3v472 + 3vzvgy? N 161)%7 . 131}27 . 151}%7 N 15U2'y 181}1U§'y . 251}%7 . 141}21}2'\/ . 111}31)27 _
2(y—1)? (=12 3(v-1)2  2(v-1% (=12  (v-1D* " (-1  3(rv-1)2  (-1)2  (v-1)?

llvi'y 151}%1}37 151}%1}37 18v1v3y 151}%1}47 151}%1}47 25v3v47 26v2v47Y + Juivzv4Y + Yuavzvgy

(-2 (-2 (=02 T (-2 2(v-12  2(v-1)%  6(y-1)%  (v—-1)? (v—1)2 (v—-1)2
41}31}3 41)2

8v1 v3 8 111121)4

3v3v4Y 8v3 + 511511 + 61)1 + 61)2 . + + +
2(v=1)% 7 3(v-1)? T 2(v-1)2 © (y=D* ' (v-1)?  (v-1)? " 3(y- )2 2(v=1)2 7 (=12 T (v-1)2
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602 v3 6viv Sv1v 3v2 V4 302 V4 4v3v 10vov. 4v1v3v 4vov3v

om0 T Genr T et om0 T e Fagear T oont T Genp - oent T Oy
ga(u, vy, v2,v3,v4) = —3uv 7+2u 4200104 — AUV V4 — UV3VLY — ?Uwfﬁrm—%%vﬂﬂ'
60204 + 3v1V304Y + ”“’3”4 — TV V304 — 303047y + 6V3v4 + 3vav3047Y + ”2”3”4 — Tvau3vy — U9V Y +
2111721;4 — 20904 — %2131)47— 12723341) + 1221731)4 g +20v3vs — 20303y — Bvsvey — BUiy+ L 9vf 5U4 +0(4).

El sistema (B.)) se escribe en forma diagonal como

u'=Cu+ f(u,v)

v =Pv+g(u,v), (B.2)

donde (u,v) € R x RY C es una matriz 1 x 1 nula, P es una matriz 4 x 4 con valores
propios negativos, f,g se anula en 0 y tiene derivadas nulas en 0. El Teorema de la
Variedad Central asevera que existe una variedad central local 1-dimensional invariante
W< (0) de (B.2)) tangente al sub-espacio central (el espacio y =0 ) en 0. Ademds, W* (0)

puede ser representado como

We(0)={(u,v) eERxR*:v=h(u), [uf<§}; h(0)=0, Dh(0)=0,

para ¢ suficientemente pequeno. La restriccién de (B.2)) a la variedad central estd dada
por

' = f(z,h(zx)). (B.3)

De acuerdo al Teorema de la Variedad Central, si el origen u = 0 de (B.3) es esta-
ble (asintéticamente estable) (inestable) entonces el origen de (B.2) es también estable

(asintéticamente estable) (inestable). Luego, hallar la variedad central se reduce al calculo

de h(u).

Al sustituir v = h (u) en la segunda componente de (B.2)) y usdndose la regla de la cadena,
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v/ = Dh (u) v’ se puede demostrar que la funcién h (u) que define la variedad local central

satisface

Dh (u) [f (u,h (w))] — Ph(u) g (u,h (u)) = 0. (B.4)

De acuerdo al teorema de aproximacion, la ecuacién (B.4) puede ser resuelta usando la
aproximacién de h (u) mediante series de Taylor en z = 0. Como h (0) =0 y Dh(0) = 0,

es obvio que h (u) comience con términos cuadraticos. Sustituimos

hy (u) ayu® + agu® + O (u')
ha (u) biu? + bou® + O (u?)
hs (u) c1u? + cou® + O (u?)
ha (u) diu?® + dyu® + O (u)

en (B.4) e igualando los coeficientes de igual potencia de u a cero hallamos las incégni-

tas aq, b1, cq,dq.... Obteniéndose a; = 5—14 (% — 17) LAy = ﬁ (%1 — 69) b = 0,0y =

0,c1 = —§,62 = —41,dy = 0,dy = 0. Luego, (B.3) conduce a

, 2u? 5ud 11wt 5
= 4 : B.
S + 0 (uv°) (B.5)

De (B.5)) se deduce que el origen u = 0 es localmente asintéticamente inestable (punto

silla). Luego, el origen x = 0 del sistema 5-dimensional es inestable.

Caso 7 = 1. Introduciendo las nuevas variables (u, vy, vo,v3,v4) = x dadas por las ecua-
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ciones
u=r+42,
T
v = g —|— Z,
vy = —20Q — 22+ ¥ + 2,
y—1
Vg = —————
3 2 )

vy =20 +2x —2

y expandiendo en series de Taylor hasta orden cuatro en la norma vectorial el sistema

(244)-([248), con M(r) = r(r + 1), se reduce a

u’ 0O 0 0 0 0 u f(u, vy, v, v3,v4)
vy 0O -3 0 0 0 vy g1(u, vy, Vg, v3,04)
vy, |=10 0 =3 0 0 ve | T | g2(u, vy, v9,v3,04) (B.6)
U4 0O 0 0 -3 0 U3 g3(u, vy, V9, v3,v4)
vl O 0 0 0 -2 vy ga(u, vy, Vg, v3,04)

donde

fu,v1,v9,v3,04) = —% + u?vy + % —2uv; + O(4),

_ Tud 5u2v1 2 5u2 3uv% uv1 UU% 2uv9v4 w3y uUZ

303 w2 3uiv? v1v2 v2 v2
%—1-71—%+%+2U102U4+%+3U1’U3+%—3v1704—32—1-31]2%—’112@4—}—113—74, +O(4),

_ vva  uluy 3vivy 3vZvg | 3v5 | viug 2
Ga2(u, vy, 2, V3, v4) = 2 — L — v Vg +uv vy + 5T — S 2 5 4 3uav3 — 20005 +

2
Svy

V204 3
= — 3uzug — vy +

2

_ u3 2 ) e u? UV 2 3’021)4 3p2 2
g3(u,v1, 2,03, v4) = 5 —utvy — B — g e 4 4 Buiug — S — S+ Bujus —
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_ u2'u4 2 2 91}21)5 31}31}3 31}2
9a(u, v1,v2,v3,v4) = 4 — 2uv1v4 + 3vivy + V504 + 5+ — 20904 + =5 + Gvzvg + FE —

51)2
-5 T 0(4)
Usando el mismo procedimiento que antes obtenemos a; = —2—77, ay = —g, by = 0,by =

Oaclzi Co =

5 T dy =0,dy, = 0 para los coeficientes de

]1°

hy (u) aru? + au® + O (u?)
h2 (u) b1U2 + b2U3 + @) (u4)
h(z) =: = :
hs (u) au? + cu® + O (u?)
hy (u) dyu? + dyu? + O (u)
Sustituyendo estos valores de las incégnitas aq,b1,cq, ... se obtiene para v = 1 que la

dindmica en la Variedad Central del origen esta dada por la ecuacién (B.A). Luego el
origen u = 0 de (B.5)) es localmente asintGticamente inestable (punto silla). Luego x = 0

también lo es para el sistema 5D.

B.2. Formulacion conforme como Teoria

Escalar-Tensorial en el marco de Einstein

Es bien conocido que, bajo la transformacién conforme g,, = f'(R)g,., las Teoria de

Gravedad Extendida con Lagrangianas de la forma

1
L= §f (R) V—g+ ‘Cmatter(,ua vﬂagaﬁ)a (B-7>
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se reducen a las ecuaciones de Einstein con campo escalar ® como una fuente adicional

3.
o= \/;lnf (R). (B.8)

_dr
M(r)”

de materia, donde

Es fécil establecer la relacién @ = [

Asumiéndose que (B.8)) puede ser resuelta para R, o sea se puede hallar una dependencia

explicita R (®), se obtiene el potencial de auto-interaccion

1

V(R(®)) = Rf — 1), B.9
(R(®)) 2(f,>2(f f) (B.9)

Consideremos la transformacién conforme
g/“/ = f/(R>g;u/ = 6\/gq>g;w (BlO)

donde @ es el campo escalar con potencial efectivo
_ L aEe)?
V(P) = 1—e . (B.11)
Luego el nuevo tensor métrico esta dada por la acciéon
ds? = —dn® + [e1L(£)]2dr® + [e22(t)] 2[d¥? + sin®(9) dy?], (B.12)

o
donde hemos definido el tiempo conforme dn = ev6dt y los nuevos vectores de marco

— — o
12
{611,622} =e V6 {61 , € }

!Para una discusién sobre la regularidad de las transformaciones conformes y el problema de la equiva-
lencia conforme entre los diferentes marcos se recomienda ver, por ejemplo [90, 911 [92] 93], [94] 95}, 96
97, 08, @9] y las referencias alli citadas.
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Al usarse la métrica conforme (B.12)), las nuevas variables cinemadticas se definen por

~ _® 1 doé

T (B.13)

Donde H define una escala de longitud {alo largo de las lineas de flujo, describiendo la
expansiéon (contraccién) del volumen de la congruencia a través de la relacién estandar
H = % donde, en lo que sigue, la coma denota derivada con respecto a 7. { est4 relacionado

con ¢ a través de

(¢ i
— = —exp | —— B.14
60 60 P |:\/6<DO‘| ( )

donde el subindice 0 denota la evaluacién en un tiempo de referencia 79. Como es usual
[80], se puede definir el pardmetro de desaceleracién (conforme):
gg// ]'_VI/

q:= _(Z’)Z =—-1- W (B.15)

Los campos de materia se transforman en

P = V3%, (B.16)

1
Do = §c1>’2 + V(®) (B.17)

donde p,, y ps denota las densidades de energia de la materia y del campo escalar,

respectivamente.

Finalmente, la 2-curvatura en la nueva métrica esta dadas por

. 1
K = 6_\/§<I>2K = WQK (B18)
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Uséndose el procedimiento descrito con anterioridad, se obtiene que la ecuacién de Ray-
chaudhuri ([2.33)), la de evolucién de las anisotropfas (shear) ([2.30), la restricciéon de Gauss
(Z3T)), la ecuacién de traza (228)) y la ecuacién de conservacion de la materia (2.35]) son

conformalmente equivalentes a

B2 = 97— %@’2 + %V(@) + %(1 - 377)71, (B.19)
&' =H>—-35H -5 — écp’? - %V((I)) - %, (B.20)
H? + %f( =5+ écb’z + %V(cb) + %, (B.21)

" = —3HP — V'(d) + §<4 — 39)oms (B.22)

! = 7T — L4 = 3 (B.23)

El estudio de la estabilidad del sistema (B.19)-(B.23) y la comparacién de los resultados
fisicos que se obtengan en este escenario y los reportados en esta tesis, podrian aclarar un
poco sobre el problema de la equivalencia fisica o no de ambos marcos. Este es un tema

abierto de discusion y no es objetivo de la presente tesis.
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