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Fadragas por haberme exigido siempre el máximo en esta investigación, por su paciencia
y apoyo en estos largos meses de trabajo, además de sus contribuciones en la confección
de esta tesis, de ellos aprend́ı que las grandes metas solo se logran con sacrificio y entre-
ga. También quiero agradecer a los colegas Dagoberto Escobar Atiénzar y Yoelsy Leiva
Nodal cuyos consejos fueron de gran ayuda en el esclarecimiento de algunas inquietudes
que surgieron en el transcurso de la investigación. A los colegas del grupo de ” Ciencia
Planetaria ” de la Universidad Central de las Villas por el apoyo brindado en esta última
etapa de trabajo.

Mi agradecimiento más profundo a mis padres Luisa y Andrés por todos los sacrificios
realizados en estos cinco años de carrera, a mis hermanas Elismary y Eliza, quienes me
apoyaron en toda esta etapa, a mi novia Adis por su paciencia en este año de intensos
estudios, a mis abuelos cuyos consejos me han guiados en la vida. Sin todos ustedes, mi
familia, el eje de mi vida, no hubiera podido alcanzar esta meta, la primera de muchas
otras.

Por último y no menos importante mi agradecimiento a Ignacio, a mi t́ıa Miriam y a mi
prima Yaneisy. A todos aquellos que contribuyeron de una forma u otra a que esta tesis
fuera posible.

¡¡¡ Gracias a todos !!!, este trabajo es también fruto de ustedes.



A mis padres y hermanas,
a mi novia Adis,

y a toda mi familia.

por su gran apoyo en esta etapa de mi vida.



ŚINTESIS

En esta tesis se investigan modelos del universo basados en métricas de tipo Kantowski-

Sachs (KS) en una clase genérica de modelos f(R). Para investigar dichos modelos se defi-

nen las funciones m = Rf ′′(R)
f ′(R)

= d ln f ′(R)
d lnR

, r = −Rf ′(R)
f(R)

= −d ln f(R)
d ln(R)

y M(r) = r(1+r+m)
m

, y se

utiliza un procedimiento similar al reportado en la literatura para métricas Friedmann-

Robertson-Walker (FRW). Extendiéndose dicho procedimiento para métricas KS y deter-

minándose regiones en el espacio (γ, r,M ′(r)) en las cuales se tienen fases de dominio de

materia (regiones V-VII) y fases de expansión acelerada (regiones I-IV). Una teoŕıa f(R)

con una curva M(r) que conecte una región con dominio de materia precedente a una

fase de expansión acelerada en el plano (r,M ′(r)) se considerará viable cosmológicamente.

Estos resultados son equivalentes a los presentados para métrica FRW. En esta tesis se

extienden los resultados reportados en la literatura para modelos f(R) = R + αR2 con

métricas FRW para métricas KS y los resultados reportados en la literatura para métricas

KS en teoŕıas Rn a marcos f(R) genéricos. Por último se diseñó una metodoloǵıa para la

reconstrucción de la función f(R) a partir de la función de entrada m(r). Dicha función

debe satisfacer un grupo de requisitos desde el punto de vista f́ısico-matemático que se

imponen para obtener funciones f(R) reconstruidas que provean un cuadro f́ısico coheren-

te y representen atractores de futuro isótropos en expansión acelerada precedidos de una

etapa transiente de dominio de materia.
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INTRODUCCIÓN

“La ciencia será siempre una búsqueda, jamás un descubrimiento real.

Es un viaje, nunca una llegada.”

Karl R. Popper

Las recientes observaciones astrof́ısicas (incluyendo mediciones de distancia-luminosidad

de supernovas, de aglomeraciones de galaxias y del fondo cósmico de microondas) plan-

tean que el universo observable es homogéneo e isotrópo a grandes escalas y que este

está expandiéndose aceleradamente [1, 2]. Esto ha llevado a que la gran mayoŕıa de los

trabajos en cosmoloǵıa se enfoquen en métricas homogéneas e isótropas. La explicación

de estas caracteŕısticas junto con el problema del Horizonte, fue la principal razón para la

construcción del paradigma inflacionario [3, 4, 5]. Aunque el último aspecto ha sido bien

explicado, el problema de la homogeneidad y la isotroṕıa no ha sido resuelto totalmente,

ya que usualmente se parte de una métrica homogénea e isótropa Friedmann-Robertson-

Walker (FRW) y luego se examina la evolución de las perturbaciones. Sin embargo, la

manera robusta de proceder, es partir de una métrica arbitraria y demostrar que el uni-

verso evoluciona hacia la solución FRW, coincidiendo con las observaciones. No obstante,

dada la complejidad de este enfoque, solo es posible el tratamiento numérico del problema

[6, 7, 8] y por tanto, con el objetivo de extraer soluciones anaĺıticas muchos autores asu-

men de partida una hipótesis adicional, esto es, investigar cosmoloǵıas anisótropas pero

1



INTRODUCCIÓN 2

homogéneas. Este tipo de geometŕıas se conocen desde hace mucho tiempo [9] y pue-

den exhibir comportamientos cosmológicos muy interesantes, tanto para la cosmoloǵıa

inflacionaria como la post-inflacionaria [10].

Por otra parte, para explicar el fenómeno de la expansión acelerada la primera dirección

que se propuso consistió en invocar la presencia de un extraño fluido, que fue llamado la

Enerǵıa Oscura (EO), el cual posee presión negativa, lo que explica la aceleración de la

expansión del universo a grandes escalas.

El modelo de EO más simple es el modelo Λ - Materia Oscura Fŕıa (Λ MOF). Estos pre-

sentan los llamados problema del ajuste fino de la constante cosmológica (Λ) y el problema

de la Coincidencia [11, 12]. Una variante más elaborada de estos modelos, es considerar

que la EO está compuesta de un campo escalar, llamado Quintaesencia, siendo este tipo

de teoŕıas un caso particular de las llamadas teoŕıas Escalares-Tensoriales, en las que se

introduce un campo escalar adicional en el sector gravitacional de la acción. En [13] se

investigaron modelos de EO con acoplamiento no mı́nimo a la materia inspirados en este

tipo de teoŕıas, diseñándose un sistema dinámico apropiado para la descripción del sistema

hacia el pasado. Comprobándose que dicho sistema admite soluciones escalantes y presenta

expansiones asintóticas para las soluciones cosmológicas, en una vecindad de la singulari-

dad inicial, extendiéndose resultados previos de otros investigadores. Otra posibilidad, es

la descrita por los campos fantasmas, los cuales por śı solos implican una “f́ısica extraña”,

pues su enerǵıa cinética es negativa y además hay posible inestabilidad cuántica [14]. Sin

embargo, una EO compuesta por quintaesencia y por un campo fantasma (cosmoloǵıa

“quintasma” o quintom) presenta ciertas ventajas. Una de ellas es que proporciona una

dinámica de la ecuación de estado de la enerǵıa oscura favorecida por varias observaciones

astrof́ısicas [15, 16]. En las referencias [17, 18] fueron investigados modelos quintom con

potenciales exponenciales y geometŕıa FRW plana en presencia de fluido sin presión. En

[18] se probó que en ausencia de interacción entre los campos, la solución dominada por
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el campo fantasma era el atractor del sistema y que dicho comportamiento no cambiaba

en presencia de interacciones. En la referencia [19] se probó que este resultado sólo es

cierto si la existencia de la fase fantasma excluye la existencia de soluciones escalantes.

De este modo el comportamiento fantasma no es genérico en las cosmoloǵıas quintom. En

[20] se investigaron condiciones sobre el potencial que garantizan la existencia de fases

escalantes, probándose que este régimen está asociado con el ĺımite donde ambos campos

escalares divergen. Los resultados presentados en las referencias [19, 20, 13], condujeron a

la defensa de una Tesis de Doctorado en Ciencias Matemáticas [21]. En la referencia [16]

se presenta una revisión exhaustiva el estado del arte del paradigma quintom.

La segunda dirección fue considerar modificaciones de la teoŕıa de la gravedad misma,

siendo los más investigados los llamados modelos de gravedad modificada f(R) (ver [22,

23] y referencias alĺı citadas) en los que se intenta dar una explicación alternativa a la

aceleración de la expansión como consecuencia de una nueva f́ısica gravitacional [24]. En

este tipo de teoŕıas se parte de modificar la TGR mediante la adición de potencias del

escalar de curvatura, los tensores de Riemann y Ricci e incluso sus derivadas, como por

ejemplo lo hacen las teoŕıas Lovelock o las teoŕıas f(R) [12].

Otra alternativa son modelos basados en teoŕıas extra-dimensionales, por ejemplo, los

mundos branas de Randall-Sundrum tipo II (RSII). En este modelo los campos de norma

se confinan a una sub-variedad de dimensión menor (3-brana) empotrada en el espacio

5D tipo Anti de Sitter (AdS5), solo la gravedad escapa en la dirección extra. Pueden

considerarse, por ejemplo, branas homogéneas FRW y branas de Bianchi tipo I con un

campo escalar confinado en esta. En este último caso pueden tenerse en cuenta los efectos

del tensor de Weyl 5D en la dinámica de la brana. Otro modelo alternativo a la TGR lo

constituye, por ejemplo, la cosmoloǵıa Hořava-Lifshitz.
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En [25] se determinaron condiciones suficientes para la existencia de atractores del futuro

correspondientes a soluciones isótropas en expansión acelerada para diferentes modelos

cosmológicos basados en generalizaciones de los modelos de RSII: brana FRW y brana

con anisotroṕıa del tipo Bianchi I, considerando como contenido material una mezcla

de fluido perfecto y un campo escalar atrapados en la brana para una clase general de

potenciales de auto-interacción. Para branas FRW se determinó que para la solución de

Sitter las contribuciones de la dimensión extra son importantes. En este caso se obtu-

vo una tasa de expansión que difiere del valor predicho por la TGR. Debido al interés

que desde el punto de vista f́ısico tiene el análisis de la estabilidad de dicha solución

el autor realizó el cálculo expĺıcito de su variedad central y de la dinámica sobre esta,

determinándose que dicha solución es localmente asintóticamente inestable (tipo silla),

por lo que dicha solución puede describir apropiadamente la inflación primordial. En este

trabajo se demostró que para un campo escalar con potencial V = V0e
−χφ+Λ (donde Λ es

una constante cosmológica positiva) atrapado en la brana, el universo tard́ıo experimenta

una fase de expansión acelerada (atractor tard́ıo de de Sitter). Esta clase de potenciales

contiene al potencial exponencial puro (Λ = 0) estudiado previamente en [26]. A partir de

los resultados anaĺıticos y numéricos se puedo conjeturar que la solución correspondiendo

a un universo vaćıo de Misner-Randall-Sundrum es la fuente local y que las trayectorias

en el espacio de fase emergen de la vecindad de este punto. Este resultado concuerda con

el resultado obtenido en [27]. El estudio realizado en la brana con anisotroṕıa de Bianchi I

demostró que también se pueden obtener atractores de futuro compatibles con estados de

expansión acelerada para determinados potenciales, esto se logra para una determinada

región del espacio de los parámetros libres del modelo. Además se comprobó que determi-

nados modelos evolucionan hacia soluciones isótropas independientemente de los valores

iniciales de anisotroṕıa del modelo.
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En [28] se investigó la cosmoloǵıa Hořava-Lifshitz desde la perspectiva de los sistemas

dinámicos. De dicho estudio se concluyó que, bajo la condición de balance detallado,

puede obtenerse la realización de un universo ćıclico en el futuro en el cual la EO, en la

forma de una constante cosmológica, es dominante. Se determinó que cuando se relaja

la condición de balance detallado, el universo futuro puede representarse mediante una

solución cosmológica dominada por EO que se expande por siempre (universo de Sitter)

donde el estado oscilatorio preserva una menor probabilidad. Aunque dicho análisis indica

que la cosmoloǵıa Hořava-Lifshitz puede ser compatible con las observaciones astrof́ısicas

actuales, no se pretendió enriquecer la discusión sobre sus posibles problemas conceptuales

y teóricos.

Finalmente en [29] se investigó una clase de modelos en los cuales el campo de enerǵıa

oscura (de tipo fantasma) provee de masa a la materia oscura. Imponiendo, como es usual,

potenciales exponenciales o con ley de potencias y dependencia de masa exponenciales o

con ley de potencias. Se concluyó, luego de un análisis de estabilidad detallado por parte

del autor, que el problema de la coincidencia no puede ser resuelto. Por tanto, de acuerdo

a dicho estudio, si la enerǵıa oscura se atribuye a un campo fantasma, estos modelos

de materia oscura con masa variable no pueden satisfacer los requerimientos básicos que

motivaron su construcción.

Luego de un análisis exhaustivo del estado del arte se destacan como antecedentes de

esta investigación los siguientes:

1. En [30] se investigó un modelo del universo basado en Teoŕıas Escalares-Tensoriales

(y por tanto relacionados mediante transformaciones conformes con teoŕıas f(R))

con métricas FRW incluyendo un campo escalar acoplado a la materia y radia-

ción. Probándose que los puntos de equilibrio correspondientes a los mı́nimos loca-

les no negativos del potencial (asociados con soluciones cosmológicas tipo de Sitter)



INTRODUCCIÓN 6

son asintóticamente estables. Al igual que en [13], se diseñó un sistema dinámico

apropiado para la descripción del sistema hacia el pasado obteniéndose: soluciones

cosmológicas dominadas por radiación; soluciones inflacionarias con ley de poten-

cias dominadas por el campo escalar; soluciones escalantes materia-enerǵıa cinética-

radiación; soluciones escalantes materia-potencial-radiación. Utilizando el aparato

matemático desarrollado se investigaron los importantes ejemplos de teoŕıas de la

gravedad modificada f(R) = R+αR2 (gravedad cuadrática) y f(R) = Rn. En el caso

de la gravedad cuadrática se demostró, mediante el cálculo expĺıcito de la variedad

central correspondiente, que el punto de equilibrio correspondiente a la fase de de

Sitter (con campo escalar no acotado) es localmente asintóticamente inestable (pun-

to de ensilladura). Como novedad, en esta tesis se extiende este resultado a métricas

Kantowsky-Sachs.

2. En [31] se investigaron teoŕıas Rn en geometŕıas anisótropas Kantowski-Sachs (KS).

En este caso se determinó que el universo futuro puede resultar en un estado de

expansión acelerada, y adicionalmente, para el rango 2 < n < 3, puede exhibir

comportamiento fantasma. Además la isotropización puede alcanzarse independien-

temente del grado inicial de anisotroṕıa. Se determinó que el universo futuro puede

ser representado con alta probabilidad por una solución cosmológica en contracción.

Finalmente se obtuvo también la realización de un universo ćıclico. Estos hallazgos

indican que las geometŕıas anisótropas en gravedad modificada presentan comporta-

mientos cosmológicos radicalmente diferentes cuando se compara con los escenarios

isotrópicos. Como novedad de esta tesis se tiene la extensión de estos resultados

a marcos f(R) genéricos, o sea, partiendo de una dependencia funcional arbitra-

ria f(R), se deducen hipótesis matemáticas adicionales (diferenciabilidad, extremos

locales, intervalos de monotońıa) requeridas para obtener soluciones cosmológicas

compatibles con el paradigma cosmológico observacional.
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3. En [32] se obtienen condiciones bajo las cuales los modelos de EO basados en

teoŕıas f(R) con métrica FRW son viables. Los autores demostraron que el compor-

tamiento cosmológico de los modelos f(R) puede entenderse, desde una perspectiva

geométrica, a partir de las propiedades de una curva m(r) en el plano (r,m), donde

m = Rf ′′(R)
f ′(R)

= d ln f ′(R)
d lnR

y r = −Rf ′(R)
f(R)

= −d ln f(R)
d ln(R)

. Esto permite clasificar a los mo-

delos f(R) en cuatro clases generales, dependiendo de la existencia de una época de

materia estándar y una época final acelerada. La existencia de una época dominada

por materia viable previa al estado de expansión acelerada observado en la actuali-

dad, requiere que la variable m satisfaga las condiciones m(r) ≈ +0 y dm
dr

> −1 en

r ≈ −1. Para la existencia de una fase de aceleración tard́ıa viable se requiere que

(i) m = −r− 1, (
√
3− 1)/2 < m < 1 y dm

dr
< −1 ó (ii) 0 < m < 1 en r = −2. Estas

condiciones determinan dos regiones en el espacio (r,m), una para la era de materia

y otra para la de aceleración. Solo los modelos con una curva m(r) que conecte estas

regiones y satisfaga los requerimientos anteriores puede conducir a una cosmoloǵıa

aceptable. Los modelos de tipo f(R) = αRn y f(R) = R + αRn no satisfacen es-

tas condiciones para cualquiera n < 0 y n > 1 y por tanto son cosmológicamente

inaceptables. En muchos casos la era estándar de materia es reemplazada por una

expansión cósmica con un factor de escala a ∝ t1/2. También se hallaron modelos

f(R) con atractores fantasmas pero en este caso no existe época de materia acep-

table. Como novedad de esta tesis se formaliza y se extiende este procedimiento

geométrico y se aplica a modelos f(R) en métricas Kantowsky-Sachs.

La interrogante cient́ıfica que se pretende responder en esta investigación es: ¿Puede

obtenerse información cosmológica de interés para clases genéricas de teoŕıas f(R), a pesar

de la complejidad inherente de las ecuaciones cosmológicas, que este de acuerdo con la

evidencia observacional existente?
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Para dar respuesta a dicha interrogante se han trazado como objetivo general: Realizar

un análisis relacionado con la viabilidad de los modelos cosmológicos basados en teoŕıas

f(R) con métricas homogéneas y anisótropas de tipo Kantowsky-Sachs para la descripción

de la expansión acelerada del universo, de acuerdo al paradigma observacional moderno.

Para alcanzar este objetivo general nos hemos trazado los siguientes objetivos espećıfi-

cos:

• Confeccionar un marco teórico referencial que contenga los resultados más recientes

sobre las teoŕıas f(R) y sobre la teoŕıa de los sistemas dinámicos, para ser utilizados

como herramienta en el trabajo de investigación en estos temas.

• Formular las condiciones suficientes para la estabilidad asintótica de las soluciones

de interés f́ısico de un modelo cosmológico basado en métricas tipo Kantowsky-Sachs

en una clase genérica de modelos f(R), diseñando una metodoloǵıa para la recons-

trucción de la función f(R) a partir de los requerimientos matemáticos obtenidos.

• Analizar la viabilidad desde el punto de vista f́ısico de dichas funciones f(R) como

alternativas al concepto de la Enerǵıa Oscura a partir de la interpretación de los

resultados matemáticos obtenidos.

La hipótesis cient́ıfica referente a la presente investigación es que, al considerar Teoŕıas

de Gravedad Modificada no solo se aumenta el marco teórico de la cosmoloǵıa, sino que es

posible explicar diferentes fenómenos cosmológicos observados en la actualidad, los cuales

no han sido explicados completamente usando la TGR. Aśı también, aún para clases

genéricas de teoŕıas f(R), es posible diseñar un conjunto de variables adimensionales que

permiten definir un sistema dinámico, de modo que a partir de las propiedades del flujo,

sea posible extraer información que permita caracterizar las diferentes etapas de evolución

del universo.
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Como se ha comentado previamente, los problemas de la homogeneidad y la isotroṕıa del

universo y el problema de la EO no han tenido, hasta el momento, una resolución defi-

nitiva. Por otra parte, los estudios sobre la naturaleza de la aceleración de la expansión

permanecen siendo una de las prioridades identificadas a nivel mundial [33], siendo las

teoŕıas f(R) una alternativa para explicar diferentes fenómenos cosmológicos observados

en la actualidad, los cuales no han sido explicados completamente usando la TGR. Esto

permite justificar la pertinencia de la presente investigación. La resolución de los pri-

meros dos problemas se reduce a determinar condiciones suficientes para la existencia de

atractores del futuro correspondiendo a soluciones isótropas en expansión acelerada. La

viabilidad de la investigación se sustenta en que los análisis desde la perspectiva de los

sistemas dinámicos proporcionan una de las mejores maneras de estudiar la estabilidad

de los modelos cosmológicos. Además, estos métodos generales de investigación permiten

el ajuste fino de las condiciones iniciales requeridas para conciliar con las observaciones.

Por otra parte la viabilidad de la investigación se sustenta también en la disponibilidad

de recursos computacionales para el tratamiento anaĺıtico y numérico de las soluciones.

La tesis está estructurada de la forma siguiente. En el caṕıtulo 1 se hace una breve revisión

sobre las teoŕıas de gravedad modificadas y sobre la teoŕıa de los sistemas dinámicos, que

son importantes para mejorar la comprensión de los temas tratados en el segundo y tercer

caṕıtulo, haciéndose énfasis en las teoŕıas f(R), por lo cual puede usarse como material de

consulta, para estudiantes de las carreras de F́ısica y Matemática que investiguen en esta

temática. También se brinda al final de este caṕıtulo, algunas consideraciones del autor

sobre las ideas fundamentales y problemáticas que presentan las teoŕıas f(R).

En el caṕıtulo 2 se formula y realiza el análisis dinámico del modelo cosmológico, carac-

terizándose los puntos cŕıticos de interés f́ısico según su estabilidad. En el caṕıtulo 3 se

realiza el análisis f́ısico de cada punto cŕıtico obtenido. Para esto se calculan varias canti-

dades observables como son el parámetro de desaceleración, el parámetro de la ecuación
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de estado total y varios parámetros de densidad adimensional de enerǵıa que se evalúan

en cada punto cŕıtico. Se propone un método para el cálculo de tasas de evolución para

diferentes magnitudes f́ısicas de interés, como son el factor de escala, el escalar de curva-

tura y la densidad de materia (en función del tiempo) para las soluciones cosmológicas

asociadas a dichas posiciones de equilibrio. Se diseña un algoritmo que permite reconstruir

la función f(R) a partir del sistema dinámico bajo estudio. Dicho algoritmo se evalúa para

los modelos de gravedad cuadrática f(R) = R + αR2. Al final de ambos caṕıtulos se dan

las conclusiones parciales que, a juicio del autor, se pueden extraer de la investigación

aqúı contenida.

En las secciones siguientes al caṕıtulo 3 se brindan las conclusiones generales de la te-

sis y se hacen algunas recomendaciones sobre como dar continuidad a la investigación.

Luego, se incorporan un anexo que complementa la tesis y finalmente se anotan las re-

ferencias bibliográficas. La norma bibliográfica que será implementada es el “UT Physics

bibliographic style”, referencia utilizada en las publicaciones y tesis en el área de la F́ısica.



1. Marco Teórico

“Somos el medio para que el Cosmos

se conozca a sı́ mismo.”

Carl E. Sagan

Las teoŕıas de gravedad modificada o teoŕıas de gravedad extendida pueden considerarse

como un nuevo paradigma para salvar algunos de las deficiencias de la TGR en las escalas

infra-rojas y ultra-violeta. Estas teoŕıas preservan los indudables resultados positivos de

la TGR y tienen como propósito resolver problemas conceptuales y experimentales que

han surgido recientemente en astrof́ısica, cosmoloǵıa y en f́ısica de las altas enerǵıas. En

particular el objetivo es explicar, en un esquema auto-consistente, problemas como la in-

flación, la enerǵıa oscura, la materia oscura, estructuras en la amplia escala y primero que

todo, dar una descripción al menos efectiva de la gravedad cuántica. Debido al creciente

interés en el estudio de Teoŕıas de Gravedad Modificada, en este caṕıtulo se comenta de

modo muy general sobre un grupo de teoŕıas alternativas a la TGR haciendose énfasis en

las teoŕıas f(R) como una alternativa a la TGR que no requiere la introducción de com-

ponentes de materia exótica como la EO. Adicionalmente se presentan algunos elementos

básicos de la Teoŕıa de los Sistemas Dinámicos. Dichas técnicas permiten el ajuste fino de

las condiciones iniciales requeridas para conciliar con las observaciones.

11
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1.1. Teoŕıas de Gravedad Modificada

Uno de los pioneros en la discusión de las bases conceptuales de las teoŕıas de gravitación

fue Robert H. Dicke, quien en 1961 conjunto a su estudiante Carls Brans introdujo lo que

hoy es conocido como la Teoŕıa de Brans-Dicke [34, 35]. Esta teoŕıa incluye además de la

métrica un campo escalar.

La acción de Brans-Dicke(BD) en el marco de Jordan(MJ) es: 1

SMJ
BD =

1

16πG

∫
d4x

√−g
[
φR− ω0

φ
(∂µφ∂

µφ)

]
+ SM (gµυ, ψ) (1.1)

donde φ es el campo escalar, ω0 es el parámetro de Brans-Dicke y G la Constante Gravita-

cional de Newton. Como se puede observar φ no está presente en la acción correspondiente

a la materia lo cual implica que el campo escalar no está acoplado con la misma, pero

śı lo está de forma no mı́nima a la gravedad.

Esta teoŕıa puede ser generalizada a lo que comúnmente se conoce como Teoŕıa Escalar-

Tensorial de Gravitación, la acción general para esta teoŕıa es:

SMJ
BD =

1

16πG

∫
d4x

√−g
[
φR− ω (φ)

φ
(∂µφ∂

µφ)− V (φ)

]
+ SM (gµυ, ψ) (1.2)

donde V(φ) es el potencial del campo escalar y en lugar de considerar la constante de

BD (ω0), se ha sustituido por una función del campo escalar ω (φ). Se puede apreciar que

(1.1) se recupera si fijamos ω (φ) = ω0 y excluimos el término V(φ).

Para la Teoŕıa de Brans-Dicke, y en general para las Teoŕıas Escalar-Tensorial de Gravi-

tación y cualquier otra versión de esta escrita en el marco de Jordan, el campo escalar

1 Los sub́ındices y supeŕındices griegos α, β, ..., µ, ν = 0, 1, 2, 3 designan los ı́ndices espacio-temporales
cuadri-dimensionales (4D), a menos que se especifique lo contrario. El ı́ndice 0 representa la compo-
nente temporal, mientras que los ı́ndices 1,2,3 las componentes espaciales. A menos que se especifique
lo contrario a lo largo de la tesis se utiliza el sistema natural de unidades donde ~ = c = 1.
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no está acoplado directamente a la materia. El rol del campo escalar es justamente in-

tervenir en la generación de la curvatura del espacio-tiempo asociado con la métrica [36].

Los campos escalares acoplados no mı́nimamente con la gravedad están presentes en las

acciones efectivas de bajas enerǵıas de teoŕıas más fundamentales tales como la Teoŕıa de

Cuerdas [37].

Las Teoŕıa de cuerdas, han motivado el desarrollo de cosmoloǵıa de branas. La relación

entre ambas es la introducción de dimensiones espaciales adicionales a nuestro conocido

espacio-tiempo de 4 dimensiones, lo cual en la teoŕıa de cuerdas se logra compactificando

las dimensiones adicionales de la forma propuesta en los trabajos de Kaluza y Klein [38].

En la llamada Teoŕıa M (la cual incluye un conjunto de teoŕıas de cuerdas), modelo

sugerido por Horava y Witten [38], se proponen 11 dimensiones para el espacio-tiempo,

teniendo la última de estas simetŕıa Z2. Tambien se destacan los modelos de mundos brana.

Uno de los primeros modelos de este tipo, corresponde a los propuestos por Randall y

Sundrum en 1999 [39, 40]. El más simple de ellos consta de introducir una quinta dimensión

con simetŕıa Z2 y para que el hecho de agregar nuevas dimensiones sea compatible con

la TGR, debe cumplirse que la dimensión adicional se enrolle sobre si misma (proceso

denominado compactificación) o que el espacio adicional introducido no contenga materia.

El término utilizado para este espacio penta-dimensional (5D) es bulk 2 dentro del cual se

encuentra una hipersuperficie tipo 1+3 llamada brana que representaŕıa nuestro universo.

Se postula que las part́ıculas y campos del modelo estándar están confinados en la brana

mientras que la gravedad, comportándose como una verdadera interacción universal, se

propaga libremente en el bulk.

Las motivaciones de la introducción de este nuevo punto de vista vienen del hecho que

para enerǵıas suficientemente altas (ĺımite ultra-violeta) la TGR deja de funcionar y debe

2 “bulk” por sus nombre en inglés.
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ser sustituida por una Teoŕıa Cuántica de la Gravedad (TCG). Por otro lado los modelos

de branas también pueden introducir correcciones a la TGR en el ĺımite de bajas enerǵıas

(ĺımite infra-rojo) debido al escape de la gravedad en la dimensión extra (escapa hacia el

bulk) lo cual conlleva a que se pueda obtener de forma natural un universo con expansión

acelerada [11].

Existen varios modelos fundamentados en esta teoŕıa, pero cabe mencionar a losModelos

Randall-Sundrum 2 (RS2). Este tipo de modelos es uno de los más recurridos en la

actualidad pues proporcionan un escenario geométrico simple. A diferencia del modelo

Randall-Sundrum 1 (RS1), donde se consideran dos branas ubicadas en puntos fijos y = 0

y y = L de la dimensión extra del bulk, en el modelo (RS2), subsiste solamente la brana

de tensión positiva λ localizada en y = 0 pues la brana de tensión negativa se aleja hasta

el infinito haciendo L → ∞. Este modelo tiene la ventaja respecto al primero de estar

libre de la complicación asociada a la estabilización del radión [25].

La ecuación generalizada de Friedmann para una brana FRW es: 3

H2 =
8πG5

3
ρT

(
1 +

ρT
2λ

)
+

ǫ

a4
− K

a2
(1.3)

donde ρT es la densidad de materia atrapada en la brana ρT = ρbrana − λ. El término ǫ
a4

se asocia con la reacción del bulk al ser influenciado por la gravedad de la brana. Este

término es usualmente llamado radiación oscura por la forma en que evoluciona el factor

de escala a−4. Este término decae muy rápidamente con la expansión, por tanto usando

este argumento dicho término podŕıa ser despreciado [11] 4.

Por otra parte también los modelos Modelos de Dvali-Gabadadze-Porrati (DGP)

han recibido mucha atención en los últimos años [45, 46]. El mismo describe una brana

3 Para más detalles consultar [41, 42].
4 Para una revisión de este tipo de modelos consultar [43] y para una revisión exhaustiva de la dinámica
ver [44].
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4D, empotrada en un bulk 5D tipo Minkowski que permite introducir modificaciones a las

leyes de la gravedad en el ĺımite infra-rojo (bajas enerǵıas), correspondientes a grandes

escalas.

Al considerar una métrica FRW plana en la brana, las ecuaciones de Friedmann quedaŕıan

como:

H2 ± H

rc
=

8πG

3
ρ (1.4)

ρ̇+ 3 (ρ+ p)H = 0 (1.5)

En (1.4) se ha despreciado el término de radiación oscura usando el argumento esgrimido

para los modelos RS2. rc es la longitud de cruce y marca la escala a partir de la cual los

efectos 5D se comienzan a hacer apreciables sobre la dinámica 4D. (1.5) es la ecuación de

continuidad.

Fuera del contexto de teoŕıas extra-dimensionales como los mundos brana y dentro del

grupo de Teoŕıas de Gravedad Modificada debe hacerse énfasis en las llamadas teoŕıas f(R).

Estas teoŕıas proporcionan el escenario f́ısico de esta tesis. Para una revisión reciente del

tema, ver [47, 23, 48] y las referencias mencionadas en los mismos.

Los primeros intentos, dentro de lo que ahora llamamos Teoŕıas de Gravedad Extendida

(TGE), de lograr una descripción de la interacción gravitatoria que difiera de la Relati-

vidad General convencional fueron desarrollados por Eddington y Weyl [49] entre 1919 y

1922 simplemente por curiosidad cient́ıfica. Ellos consideraron modificaciones a la teoŕıa

de Einstein incluyendo invariantes de órdenes superiores en su acción.

Las llamadas teoŕıas f(R), se obtienen al generalizar la acción de Einstein-Hilbert (EH).

La introducción de modificaciones a esta acción, pueden estar dadas por muchas razo-

nes, entre ellas, cabe mencionar que cuando son tomadas en cuenta la teoŕıa de cuerdas

o correcciones cuánticas, la acción efectiva de bajas enerǵıas para la gravedad admite
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invariantes de curvatura de ordenes superiores [50]. Por otro lado más recientemente se

plantea que la expansión acelerada de nuestro universo puede deberse, entre otras muchas

posibilidades, a correcciones en las ecuaciones de movimiento de la Relatividad General,

generadas por contribuciones no lineales del escalar de curvatura R en el Lagrangiano

puramente gravitacional de las teoŕıas f(R) [51, 52, 53, 54] apareciendo aśı la posibilidad

de dar respuesta al problema sin recurrir a la introducción de la EO o a la constante

cosmológica evitando los problemas que de ellos se derivan.

Estas teoŕıas, a pesar de ser la manera más simple de explicar diversos fenómenos cos-

mológicos, conducen en general a ecuaciones de movimiento de cuarto orden para la

métrica (dentro del llamado formalismo métrico, porque en el formalismo de Palatini, el

orden de las ecuaciones puede reducirse) y muy pocos de estos modelos han superado

requisitos mı́nimos de estabilidad que reproduzcan todas las fases cosmológicas por las

que el universo habŕıa transcurrido, o no contemplan resultados conocidos en el régimen

de campo débil. A pesar de todo, las teoŕıas f(R), aún cuando no sean una alternativa

viable para explicar el estado actual de la expansión acelerada de nuestro universo, cues-

tión sobre la cual aún no existe consenso pleno, su relevancia para estudiar la inflación de

tiempo temprano [55], aśı como su utilización en disimiles escenarios cosmológicos como

Agujeros Negros, Lentes Gravitacionales [23], etc., podŕıa constituir un estimulo adicional

en su estudio.

1.1.1. Teoŕıas f(R)

La acción de EH, en la cual la TGR está basada, se define por

SEH =
1

2k

∫
d4x

√−gR (1.6)
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donde k ≡ 8πG (G es la constante gravitacional), g es el determinante de la métrica y R

es el escalar de Ricci definido partir del tensor métrico.

Las teoŕıas f(R), las cuales son dinámicamente equivalentes a un caso particular de las

teoŕıas escalares-tensoriales, pueden considerarse pues como una generalización de la TGR

a través de la inclusión de un término f(R) en la acción de EH, sustituyéndose (1.6) por:

SEH =
1

2k

∫
d4x

√−gf(R) (1.7)

De manera análoga a como se procede a derivar las ecuaciones del campo de Einstein a

partir de la acción (1.6) usando un Principio Variacional, es posible obtener las ecuacio-

nes del campo modificadas a partir de la acción generalizada (1.7) usándose diferentes

principios variacionales.

Existen dos principios variacionales fundamentales 5:

• El formalismo métrico estándar [56].

• El formalismo de Palatini [47].

En el formalismo métrico estándar se considera que la conexión es dependiente de la

métrica y por tanto la acción depende de la métrica, esto lo denotamos por S[g] . En este

caso las ecuaciones de Einstein modificadas se obtienen variando la acción con respecto

a la métrica. A diferencia de esto, en el formalismo de Palatini la métrica y la conexión

se supone que son variables independientes y la acción se denota esquemáticamente por

S[Γ, g] . Para obtener las ecuaciones del campo, se vaŕıa la acción con respecto a los

dos objetos geométricos Γ y g. Ambos principios variacionales conducen a las mismas

ecuaciones del campo para una acción cuyo Lagrangiano sea lineal en R. Esto significa

que ambos formalismos son equivalentes a la hora de obtener las ecuaciones del campo

5 La elección del principio del variacional, es usualmente llamado formalismo.
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de Einstein “clásicas” partiendo de (1.6). Esto ya no se cumple para una acción más

general como (1.7). Por consiguiente, las teoŕıas f(R) se clasifican de acuerdo al principio

o formalismo variacional que se esté usado. Se puede deducir de lo anterior que existirán

dos versiones de teoŕıas f(R) de acuerdo a los dos formalismos descritos previamente.

Existe una tercera clasificación:

• El formalismo métrico con conexiones afines.[57]

Este se basa en el formalismo de Palatini pero abandona la suposición de que el término

de la acción correspondiente a la materia es independiente de la conexión. Claramente

esta última clasificación es la más general de las tres teoŕıas. Las otras dos se recuperan

si se toman las suposiciones pertinentes.

En esta tesis solo se trabajará con el primer formalismo, el formalismo métrico estándar[56].

1.1.2. La Acción y las Ecuaciones de Campo

Se considera el espacio-tiempo como un par (M, g) conM una variedad cuatri-dimensional

y gµυ una métrica con signatura Lorentziana sobre M , sin torsión. Asociada a esta se

considera la conexión, Γ, de Levi-Civita. Bajo estas hipótesis, la acción general puede ser

escrita como: 6

Smod =
1

2k
(Smet + S ′

GYH) + SM (1.8)

donde el término métrico de la acción está dado por

Smet =

∫

V

d4x
√−gf(R) (1.9)

6 El procedimiento que se sigue se basa en [58].



1.1. TEORÍAS DE GRAVEDAD MODIFICADA 19

y el término de frontera de Gibbons-York-Hawking (GYH) se define por[59, 60]:

S ′
GYH = 2

∮

∂V

d3yǫ
√
|h|∂f(R)

∂R
K (1.10)

El introducir en la ecuación (1.8) el término de frontera S ′
GYH permite que la parte

geométrica de las ecuaciones de Campo de Einstein se obtengan fijando como condición

en la variación tan solo δgµν |∂V = 0,

Al variar el término métrico con respecto a la métrica gαβ en una región infinitesimal V

y teniéndose en cuenta que δf(R) = ∂f(R)
∂R

δR ≡ f ′(R)δR se obtiene:

δSmet =

∫

V

d4x
[√−gf ′(R)δR + f(R)δ

(√−g
)]

(1.11)

donde δR denota la variación del escalar de Ricci

δR = δgαβRαβ +∇σ

[
gαβ

(
δΓσ

βα

)
− gασ

(
δΓγ

αγ

)]
. (1.12)

Sustituyendo el término
[
gαβ

(
δΓσ

βα

)
− gασ

(
δΓγ

αγ

)]
en (1.12) por (A.1) calculado en el

anexo A se obtiene:

δR = δgαβRαβ + gαβ2
(
δgαβ

)
−∇α∇β

(
δgαβ

)
(1.13)

donde se ha definió el operador 2 ≡ ∇σ∇σ.

Al sustituir (1.13) en (1.11) y tener en cuenta que δ (
√−g) = −1

2

√−ggµυδgµυ 7 se llega

7 La deducción de esta identidad puede encontrarse en la página 115 de [61].
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a:

δSmet =

∫

V

d4x
√−g

{
f ′(R)

(
δgαβRαβ + gαβ2

(
δgαβ

)
−∇α∇β

(
δgαβ

))}

−
∫

V

d4x
√−g

{
1

2
f(R)

√−ggµυδgµυ
}

(1.14)

Las integrales ∫

V

d4x
√−gf ′(R)gαβ2(δg

αβ)

y ∫

V

d4x
√−gf ′(R)∇α∇β

(
δgαβ

)

que aparecen en (1.14) pueden escribirse, usándose el teorema de Gauss-Stokes, como (ver

anexo A.2):

∫

V

d4x
√−gf ′(R)gαβ2(δg

αβ) =

∫

V

d4x
√−gδgαβgαβ2(f ′(R)) +

∮

∂V

d3yǫ
√

|h|nτMτ

(1.15)

y

∫

V

d4x
√−gf ′(R)∇σ∇β(δg

σβ) =

∫

V

d4x
√−gδgσβ∇σ∇β(f

′(R)) +

∮

∂V

d3yǫ
√
|h|nσN

σ

(1.16)

donde se han definido los vectores:

Mτ = f ′(R)gαβ∇τ

(
δgαβ

)
− δgαβgαβ∇τ (f

′(R)) (1.17)

y

Nσ = f ′(R)∇γ (δg
σγ)− δgσγ∇γ (f

′(R)) (1.18)
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Sustituyéndose (1.15) y (1.16) en (1.14) se obtiene:

δSmet =

∫

V

d4x
√−g

{
f ′(R)Rαβ + gαβ2f

′(R)−∇α∇βf
′(R)− 1

2
f(R)gαβ

}
δgαβ

+

∮

∂V

d3yǫ
√

|h|nτNτ +

∮

∂V

d3yǫ
√
|h|nσN

σ (1.19)

Para evaluar las cantidades Mτ y Nσ en la frontera ∂V , conviene reescribirlas en función

de las variaciones δgαβ. Como δgαβ = −gαµgβυδgµυ obteniéndose:

Mτ = −f ′(R)gαβ∇τ (δgαβ)− δgαβgαβ∇τ (f
′(R)) (1.20)

Nσ = −f ′(R)gσµgγυ∇γ (δgµυ)− gσµgγυδgµυ∇γ (f
′(R)) (1.21)

Al evaluar estas cantidades en la frontera y tener presente que δgαβ|∂V = δgαβ|∂V = 0 se

tiene que:

Mτ |∂V = −f ′(R)gαβ∂τ (δgαβ) (1.22)

Nσ|∂V = −f ′(R)gσµgγυ∂γ(δgµυ) (1.23)

Calculando los términos que aparecen en las integrales sobre la frontera y teniendo pre-

sente que gσµ se puede expresar como gσµ = hαβ + ǫnαnβ se arriba a:

nτMτ |∂V = −f ′(R)nτ (hαβ + ǫnαnβ)∂τ (δgαβ)

= −f ′(R)nσhαβ∂σ(δgαβ). (1.24)
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nσN
σ|∂V = −f ′(R)nσ(h

σµ + ǫnσnµ)(hγυ + ǫnγnυ)∂γ(δgµυ)

= −f ′(R)nµ(hγυ + ǫnγnυ)∂γ(δgµυ)

= −f ′(R)nµhγυ∂γ(δgµυ) = 0, (1.25)

donde nσh
σµ = 0, ǫ2 = 1. En el ĺımite δgµυ = 0 se tiene que la derivada tangencial

hγυ∂γ (δgµυ) es nula [62]. Con estos resultados la variación de la acción, δSmet, es:

δSmet =

∫

V

d4x
√−g

{
f ′(R)Rαβ + gαβ2f

′(R)−∇α∇βf
′(R)− 1

2
f(R)gαβ

}
δgαβ

−
∮

∂V

d3yǫ
√
|h|f ′(R)nσhαβ∂σ (δgαβ) (1.26)

Por otra parte la variación de S ′
GYH conduce a

δS ′
GYH = 2

∮

∂V

d3yǫ
√

|h| (f ′(R)δK +Kδf ′(R))

= 2

∮

∂V

d3yǫ
√

|h| (f ′(R)δK +Kf ′′(R)δR) (1.27)

Al sustituir la expresión para la variación de K, δK = 1
2
hαβ∂σ(δgβα)n

σ (ver dedución en

(A.3)), la ecuación anterior se puede escribir como:

δS ′
GYH = 2

∮

∂V

d3yǫ
√

|h|
(
1

2
f ′(R)nσhαβ∂σ (δgαβ) +Kf ′′(R)δR

)

= 2

∮

∂V

d3yǫ
√

|h|Kf ′′(R)δR +

∮

∂V

d3yǫ
√
|h|f ′(R)nσhαβ∂σ (δgαβ) (1.28)

Observar que el segundo término de (1.28) se cancela con el último término de (1.26) en la

suma δSmet + δS ′
GYH . Puesto que la función f(R) es arbitraria, para evitar nuevos grados

de libertad se impone que δR = 0 en la frontera [59].
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Finalmente solo falta calcular la variación del término SM que representa la acción aso-

ciada a la materia. Por definición:

SM (gµυ, ψ) =

∫

V

d4x
√−gLM (gµυ, ψ) (1.29)

donde ψ denota colectivamente todos los campos de materia. Variando la acción de materia

con respecto a la métrica queda:

δSM =

∫

V

d4x

(
∂LM

∂gαβ
δgαβ

√−g + LMδ
(√−g

))
=

∫

V

d4x
√−g

(
∂LM

∂gαβ
+

1

2
LMgαβ

)
δgαβ

(1.30)

donde LM es el Lagrangiano asociado a los campos de materia.

Es usual definir el tensor de enerǵıa-momento por Tαβ ≡ −2∂LM

∂gαβ + LMgαβ = − 2√
−g

δSM

δgαβ .

Entonces (1.30) se puede escribir como:

δSM = −1

2

∫

V

d4x
√−gTαβδgαβ (1.31)

Al sumar todos las variaciones (1.26),(1.28) y (1.31) tenemos que la variación de la acción

modificada para una f(R) genérica es:

δSmod =
1

2k

∫

V

d4x
√−g

{
f ′(R)Rαβ + gαβ2f

′(R)−∇α∇βf
′(R)− 1

2
f(R)gαβ

}
δgαβ

−1

2

∫

V

d4x
√−gTαβδgαβ (1.32)

Imponiendo la condición de que la variación es estacionaria se llega a:

1√−g
δSmod

δgαβ
= 0

⇒ f ′(R)Rαβ + gαβ2f
′(R)−∇α∇βf

′(R)− 1

2
f(R)gαβ = kTαβ (1.33)
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Obteniéndose las ecuaciones generalizadas del campo utilizando el formalismo métrico.

Contrayendo (1.33) con gαβ se obtiene la traza de las ecuaciones del campo:

f ′(R)R + 32f ′(R)− 2f(R) = kT (1.34)

(donde se usado la definición 2 = ∇α∇βg
αβ y se ha usado la propiedad gαβg

αβ = δαα = 4).

Nótese que T = Tαβg
αβ es la traza del tensor de enerǵıa-momento de la materia.

En el caso f(R) ≡ R, (1.33) se reduce a la ecuación de Einstein “clásica” sin la constante

cosmológica:

Rαβ −
1

2
Rgαβ = kTαβ (1.35)

En estas ecuaciones la curvatura es descrita por el tensor de Riemmann y las ecuaciones

de Einstein del campo expresan como ésta curvatura depende de las fuentes de materia y

enerǵıa. Los efectos de la curvatura se pueden estudiar a través de la Ecuación de Desv́ıo

Geodésico (EDG) que da una descripción elegante de las propiedades geométricas del

espacio-tiempo. A partir de (1.33) se pueden obtener la EDG para una f(R) genérica (ver

la deducción en [63]).

La ecuación de la traza (1.34) difiere de la ecuación de la traza “clásica” R = −kT, la

cual relaciona algebraicamente a R con T mediante una relación lineal, y en (1.34) es

una relación es diferencial, pues esta es una ecuación diferencial de segundo orden para

f ′(R). Esta ecuación resulta muy útil en el estudio de diversos aspectos de las teoŕıas f(R)

como son la estabilidad (no en el sentido de la estabilidad de sistemas dinámicos) y en el

tratamiento del ĺımite de campo débil de la teoŕıa. No se profundizará ahora en el tema,

ya que sobre ello se tratará en el próximo caṕıtulo.
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Por último, es posible escribir (1.33) en la forma de la ecuación de Einstein:

Gαβ ≡ Rαβ −
1

2
Rgαβ =

k

f ′(R)

(
Tαβ + T

(eff)
αβ

)
(1.36)

siendo

T
(eff)
αβ =

1

k

[
f(R)−Rf ′(R)

2
gαβ +∇α∇βf

′(R)− gαβ2f
′(R)

]
. (1.37)

Se aclara que este enfoque es cuestionable en principio, pues la definición de T
(eff)
αβ no

satisface ninguna condición de enerǵıa, pero en la práctica ha demostrado ser útil, inter-

pretándose como un “fluido de curvatura” [47]. De estas ecuaciones se infiere que en las

teoŕıas f(R) de gravedad también es posible definir un acoplamiento gravitacional efectivo:

Geff =
G

f ′(R)
(1.38)

de modo análogo a las Teoŕıas Escalares-Tensoriales.

Considerando la métrica plana FRW las ecuaciones (1.33) toman la forma:

H2 =
k

3f ′(R)

[
ρmateria +

Rf ′(R)− f(R)

2
− 3HṘf ′′(R)

]
(1.39)

2Ḣ + 3H2 = − k

f ′(R)

[
ρmateria + f ′′′(R)(Ṙ)2 + 2HṘf ′′(R) + R̈f ′′(R) +

f(R)−Rf ′(R)

2

]

(1.40)

donde el punto ( ˙ ) denota diferenciación con respecto al tiempo comóvil. 8

1.1.3. Condiciones para la viabilidad de modelos f(R)

La función genérica del escalar de Ricci debe cumplir una serie de requisitos para que el

modelo sea consistente. Este debe tener entre otras caracteŕısticas [11]:

8 Para su deducción consultar página 67 de [64].
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• una correcta dinámica cosmológica,

• ser compatible, en el ĺımite de campos débiles, con los experimentos del Sistema

Solar (recuperación de la acción de EH para curvaturas pequeñas),

• estar libre de fantasmas,

• ser ajustable para ciertas singularidades (ejemplo la singularidad de Schwarzschild),

A continuación se expondrán las condiciones y restricciones básicas que se imponen habi-

tualmente a las teoŕıas f(R) para que puedan proporcionar modelos gravitatorios consis-

tentes, pues diśımiles son las teoŕıas f(R) que se pueden crear que cumplan con todos

los requisitos matemáticos formales. Una manera de limitar la degeneración es imponer

requisitos que garanticen la viabilidad de las mismas, aśı como un significado cosmológico

coherente con las observaciones y experimentos.[65]

Se debe aclarar con relación al formalismo métrico (en el cual se dedujo (1.33)) que en

la literatura se hace referencia a diferentes “marcos” en los cuales puede ser escrito (1.7),

el marco de Jordan (MJ) o el marco de Einstein(ME)). Si bien puede establecerse una

equivalencia matemática entre ambos marcos, en los últimos años se ha mantenido la

controversia respecto a su equivalencia f́ısica. Las condiciones que se dan a continuación

se refieren al MJ, además se redefine Geff = G
1+f ′(R)

. Esta nueva definición no contradice

a (1.38), pues es posible sustituir f(R) por R + f(R):

• f ′′(R) > 0 para R ≫ f ′′(R). Este es el requerimiento para obtener un régimen

clásico y estable para curvaturas grandes, también conocido como estabilidad de

Ricci. A esta condición se le puede dar una interpretación f́ısica simple si se define

una constante gravitatoria efectiva Geff = G
1+f ′(R)

cuya variación con respecto a R

dGeff

dR
= − G

(1 + f ′(R))2
f ′′(R) > 0
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se incrementa al aumentar la curvatura R. De verificarse la ecuación anterior, a gran-

des curvaturas los efectos de la gravedad se haŕıan más fuertes, debido al incremento

de Geff , lo que a su vez generaŕıa mayores valores de curvatura y aśı sucesivamente.

Este mecanismo de retroalimentación desestabilizaŕıa la teoŕıa, ya que no tendŕıa

un estado fundamental porque un valor inicial de curvatura pequeño creceŕıa inde-

finidamente (explosivamente). Por ejemplo para el modelo f(R) = R + µ4/R, que

padece de la inestabilidad de Ricci, el tiempo para que este efecto se manifieste es

del orden de 10−26 s [66]. En cambio si f ′′(R) > 0 un mecanismo de reacción opera

para compensar ese crecimiento de R y estabiliza el sistema, en fin las condición

para la estabilidad de Ricci seŕıa
dGeff

dR
< 0 ⇒ f ′′(R) > 0.

• 1+f ′(R) > 0 para todo R finito. Esta condición asegura que la constante gravitatoria

efectiva sea positiva, según se aprecia de la definición dada en este eṕıgrafe. Una

implicación inmediata del caso contrario 1 + f ′(R) < 0 es que el universo se vuelve

rápidamente inhomogéneo y anisótropo [65]. Su interpretación, desde el punto de

vista cuántico, seŕıa la condición que ha de cumplirse para evitar que el gravitón se

convierta en fantasma [67].

• f ′(R) < 0. Teniéndose en cuenta las fuertes restricciones de la nucleośıntesis primor-

dial del Big Bang y del fondo cósmico de microondas, esta condición asegura que el

comportamiento previsto por la TGR se recupere para épocas tempranas, es decir:

f(R)
R

→ 0 y f ′(R) → 0 según R → ∞

Combinándose esta, con las dos condiciones anteriores, se tiene pues que f ′(R) ha

de ser una función negativa monótona creciente de R con valores en el rango:

−1 < f ′(R) < 0.
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• f ′(R) debe ser pequeña en épocas recientes. Esto es necesario para satisfacer las

restricciones impuestas por los test locales (solar y galáctico) de gravedad. Tal como

se indica en el análisis realizado en [67] el valor de |f ′(R)| no debeŕıa ser mayor de

10−6 9. Este requerimiento no es necesario si el único objetivo que se persigue es

conseguir un modelo que explique la aceleración cósmica.

1.2. Sistemas Dinámicos

Los trabajos de H. J. Poincaré en Mecánica Celeste sentaron las bases para el análisis local

y global de las ecuaciones diferenciales no lineales, en particular la teoŕıa de la estabilidad

de los puntos de equilibrio y órbitas periódicas, variedades estables e inestables, etc. En

esta sección se hace una revisión breve de la teoŕıa de los sistemas dinámicos sentando las

bases para el uso de los métodos propios de esta en el análisis cualitativo de los modelos

f(R) lo cual es realizado en el caṕıtulo 2.

Los métodos cualitativos han probado ser un esquema poderoso para investigar el compor-

tamiento f́ısico de modelos cosmológicos. Con este propósito se utilizan en la actualidad

diferentes enfoques como la Aproximación por partes, métodos Hamiltonianos y méto-

dos de la Teoŕıa de los sistemas dinámicos [68]; para este último caso las cosmoloǵıas tipo

Bianchi y su subclase isótropa (los modelos FLRW) son susceptibles de escribirse como un

sistema autónomo de ecuaciones diferenciales de primer orden, cuyas curvas de soluciones

particionan a R
n en órbitas, definiendo un sistema dinámico en R

n.

En el caso general, los elementos de la partición del espacio de fase (o sea, puntos de

equilibrio, conjuntos invariantes, etc.) pueden ser enumerados y descritos. Su estudio

conlleva varios pasos como la determinación de los puntos de equilibrio, la linealización

en una vecindad de estos, la búsqueda de los valores propios de la matriz asociada, el

9 Valor sobre el cual todav́ıa hay gran controversia.
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chequeo de las condiciones (necesarias y suficientes) para la estabilidad en una vecindad

de los puntos de equilibrio, la determinación de los conjuntos de estabilidad e inestabilidad

y la determinación de las cuencas de atracción, entre otros [21]. En algunas ocasiones, con

el objetivo de hacer este análisis, es necesario simplicar al sistema dinámico. Dos enfoques

son aplicados con en busca de este objetivo, uno es reducir la dimensionalidad del sistema

y dos eliminar la no linealidad. Para ello se pueden utilizar dos técnicas rigurosas que

permiten obtener un progreso sustancial en ambas ĺıneas, estas son la teoŕıa de la variedad

central y el método de las formas normales.

1.2.1. Definiciones y nociones básicas de la teoŕıa de los sistemas

dinámicos

Al considerarse el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO)

x′ = f(x) ⇒ x′i = fi(xk) (1.41)

donde xk ∈ R y x′ = dx
dτ

siendo τ un parámetro temporal y la función f es continua f ∈ C1

y f : Rn → R
n.

Si el miembro derecho de (1.41) no depende expĺıcitamente del tiempo el sistema se dice

que es autónomo, el vector x ∈ R se denomina vector de estado del sistema (o simplemente

estado o fase) y R
n es el espacio de estados (o espacio de fase).

A continuación se brindan algunas definiciones básicas:

Definición 1. Una solución de (1.41) es una función ψ: R → R
⋉ la cual satisface

ψ′(τ) = f(ψ(τ)), ∀τ ∈ R.[68, 69, 70]

La aplicación anterior se interpreta geométricamente como una curva en R
n de modo que
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(1.41) representa el vector tangente en cada punto de la curva, por eso se le refiere como

campo vectorial. Véase la definición formal:

Definición 2. La imagen de la curva solución ψ en R
n es denomina órbita de (1.41).

Si el campo vectorial f es tangente en x a la órbita pasando por x, el estado del sistema

f́ısico que está siendo analizado, estaŕıa entonces representado por el punto x y la evolución

del sistema en el tiempo es descrita por el movimiento de este punto a lo largo de una

órbita de (1.41) en R
n con τ jugando el rol del tiempo. De modo abstracto, el objetivo del

estudio cualitativo de un campo vectorial es la comprensión de la geometŕıa de las curvas

solución en el espacio de fase.

Una vez definidos estos conceptos claves, se puede declarar rigurosamente el concepto de

sistema dinámico asociado a una EDO.

Definición 3. El sistema dinámico asociado a (1.41), siendo x ∈ D ⊂ R
n, no es más que

la aplicación Φ : R+×D → R
n la cual está definida por la solución ψ(τ) = Φ(τ, ψ(0)).[71]

El punto de partida para el análisis cualitativo del sistema dinámico asociado a una EDO

en R
n es localizar los ceros del campo vectorial f , o sea encontrar todos los valores a ∈ R

n

tales que f(a) = 0, lo que implica que ψ(τ) = a, ∀τ ∈ R y esta es una solución de (1.41)

basándose en la Definición (1).

Esta solución constante ψ(τ) = a describe un estado de equilibrio del sistema f́ısico, por

tanto el punto a ∈ R
n es llamado punto cŕıtico de (1.41), rigurosamente su definición es:

Definición 4. Dada la EDO en R
n, un valor ac ∈ R

n que satisfaga f(ac) = 0 es llamado

punto cŕıtico (ac) del sistema.[68, 69, 70]

De la teoŕıa de las ecuaciones diferenciales es conocido que el estudio del flujo asociado

a la ecuación diferencial en una vecindad de los puntos cŕıticos hiperbólicos se reduce al

análisis de la estabilidad de los puntos cŕıticos (ac) del sistema.
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La estabilidad de los puntos cŕıticos es analizada estudiando el sistema dinámico linealiza-

do, es decir, la idea es considerar la aproximación lineal del campo vectorial f : Rn → R
n

en uno de estos puntos y lo cual hace necesario suponer que f es de clase C1(Rn) o sea

que las derivadas parciales de f existen y son funciones continuas de R
n. A continuación

se expresan las definiciónes formales de órbita y de matriz de derivadas.

Definición 5. La órbita pasando a través del punto a, se denota y define por:[68, 69, 70]

O(a) = {x ∈ Rn|x = Φτ (a), ∀τ ∈ R}

La órbita positiva (órbita del futuro) y la órbita del pasado se definen por:

O+(a) = {x ∈ R
n|x = Φτ (a), ∀τ ≥ τ0}

O−(a) = {x ∈ R
n|x = Φτ (a), ∀τ ≤ τ0}

respectivamente.

En general las órbitas se clasifican en órbitas puntuales, órbitas periódicas y órbitas no

periódicas.

Definición 6. La matriz de derivadas (o matriz de linealización) Df(x) de f : Rn → R
n

es la matriz n× n definida por:

Df(x) = (
∂fi
∂xj

)

donde i, j = 1, .., n, fi son las funciones componentes de f . [68, 69, 70]

Finalmente el sistema dinámico linealizado es obtenido realizando una expansión de Taylor

de primer orden al sistema (1.41):

f(x) = f(ac) +Df(ac)(x− ac) +R(x, ac) (1.42)



1.2. SISTEMAS DINÁMICOS 32

donde R(x, ac) es el término residual y Df(ac)(x − ac) denota la matriz de linealización

n×n evaluada en ac actuando sobre el vector x−ac. En general la linealizaciones dan una

descripción bastante adecuada de las órbitas no lineales en la vecindad de los puntos cŕıti-

cos y la estabilidad de estos puede ser establecida localmente estudiando la linealización

de la EDO.

Si el sistema (1.41) es no lineal se puede aplicar el teorema de Hartman-Grobman el cual

se expresa como:

Teorema 1. Sea p un punto de equilibro del EDO (1.41) en R
n donde f : Rn → R

n

es una aplicación al menos de clase C1(R). Si todos los valores propios λ de la matriz

de linealización Df(x) en p satisfacen Re(λ) 6= 0, entonces existe un homomorfismo

h : u → ū de una vecindad u de O sobre una vecindad ū de p, que mapea órbitas de

flujo lineal eDf(x)τ sobre órbitas de flujo no lineal de la EDO, preservando la dirección del

parámetro τ .[68, 70]

Ya se conocen como evolucionan las perturbaciones de la EDO, ahora para encontrar los

valores propios λi, i = 1, 2, ..n de la matriz de linealización se debe resolver la ecuación

secular det(Df(x)−λI) = 0 y los vectores propios ui asociados a los autovalores de Df(x)

son aquellos vectores Df(x)ui = λiui y cumplen que:

• El número de valores (vectores) propios es igual a la dimensión del espacio de fase

dim = n

• Cada vector propio define una dirección propia en el espacio de fase.

• El conjunto ui forma una base en el espacio de fase R
n

La signatura de la parte real de los valores propios de Df(x) (que en general λ ∈ C),

definen la estabilidad lineal del EDO en la vecindad de los puntos cŕıticos hiperbólicos.

Según sea el valor de Re(λi), negativo, positivo o cero, los correspondientes vectores
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propios dividirán el espacio de fase en tres sub-espacios:

• Sub-espacio estable: es generado por los vectores propios ui asociados a valores

propios con partes real negativa (Re(λi) < 0), siendo los llamados sub-espacios

estables del punto cŕıtico.

• Sub-espacio inestable: es generado por los vectores propios ui asociados a valo-

res propios con partes real positiva (Re(λi) > 0), siendo los llamados sub-espacios

inestables del punto cŕıtico.

• Sub-espacio centro: es generado por los vectores propios ui asociados a valores

propios con partes real cero (Re(λi) = 0), siendo los llamados sub-espacios centro.

El carácter de los puntos cŕıticos depende de los valores de los exponentes caracteŕısticos

λ como sigue:

• Si la parte real de todos los exponentes caracteŕısticos (Re(λi)) es negativa, el punto

fijo es asintóticamente estable, o sea, un atractor.

• Si al menos un exponente caracteŕıstico tiene parte real positiva el punto cŕıtico es

inestable, el cual es un repulsor si todas las partes reales son positivas, en cambio si al

menos uno de estos exponentes tiene parte real negativa es un punto de ensilladura

(silla), en cuyo caso existe, aparte de la variedad inestable, una variedad estable

conteniendo las órbitas excepcionales que convergen al punto.

• Si uno de los exponentes es nulo el punto es no hiperbólico y por tanto la estabilidad

estructural no puede garantizarse (la forma geométrica de las órbitas puede cambiar

bajo perturbaciones pequeñas) y en el caso en que la mayor parte real sea precisa-

mente cero ha de ser analizado usando otros métodos, por ejemplo, el teorema de

la variedad central pues en este caso el análisis lineal no es concluyente (el teorema

de Hartman-Grobman no se aplica) [21].
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La forma geométrica de las orbitas cerca de los puntos cŕıticos, en el caso de que el sistema

dinámico bajo estudio sea 3D, está determinada por la parte imaginaria de los (tres)

exponentes caracteŕısticos. Si los tres son reales (partes imaginarias nulas) el punto cŕıtico

es un nodo. Un par de exponentes conjugados conducen, salvo en los casos degenerados,

a un centro espiral, un foco o una silla espiral (las órbitas son hélices en las cercańıas del

punto cŕıtico). El primero de los casos ocurre cuando las partes reales de los exponentes

complejos se anulan, mientras que el segundo y tercer caso ocurren si el signo del exponente

real y la parte real de los exponentes complejos son respectivamente iguales o diferentes.

1.2.2. Teoŕıa de la variedad central

En esta sección se ofrecen las técnicas para la construcción de variedades centrales locales

para campos vectoriales en R
n.

Considerérese que el campo vectorial (1.41) puede escribirse de la forma [72]:

x′ = Ax+ f (x, y)

y′ = Bx+ g (x, y) (1.43)

con (x, y) ∈ R
c × R

s. Donde A una matriz c × c asociada a los autovalores propios con

parte real nula (Re(λi) = 0), B es una matriz s × s asociada a los autovalores propios

con parte real negativa (Re(λi) < 0), f y g son funciones de clase Cr, r ≥ 2 y además

cumplen que:

f (0, 0) = Df (0, 0) = 0

g (0, 0) = Dg (0, 0) = 0 (1.44)

Se define:
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Definición 7. Una variedad invariante se llamará variedad central para (1.43) si esta

puede representarse localmente como sigue:

W c(0) = {(x, y) ∈ R
c × R

s : y = h(x), |x| < δ}

cumpliendo que h(0) = Dh(0) = 0. Para δ suficientemente pequeño.[72, 73]

Las condiciones h(0) = Dh(0) = 0 implican que W c(0) es tangente a Ec en (x, y) = (0, 0)

donde Ec es el espacio propio generalizado correspondiente a los valores propios cuyas

partes reales son cero.

A continuación se definen tres teoremas (2,3,4) los cuales son los resultados principales

para el tratamiento de las variedades centrales. Los primeros dos son el teoremas de

Existencia y el de Estabilidad de la variedad central para (1.43) en el origen. El tercer

teorema permite calcular expĺıcitamente la variedad central hasta el grado deseado de

exactitud usando series de Taylor para resolver una ecuación diferencial parcial cuasilineal

que h(x) debe satisfacer.

Teorema 2. Existe la variedad central de clase Cr de (1.43). La dinámica de (1.43)

restringida a la variedad central está dada, para u suficientemente pequeño, por el siguiente

campo vectorial c-dimensional:

u′ = Au+ f(u, h(u)), u ∈ R
c (1.45)

El teorema implica que la dinámica de (1.45) en una vecindad de u = 0 determina la

dinámica de (1.43) en una vecindad de (x,y)=(0,0).

Teorema 3. Suponiendo que la solución idénticamente cero de (1.45) es estable (asintóti-

camente estable) (inestable) tendŕıamos que la solución idénticamente cero de (1.43) es
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también estable (asintóticamente estable) (inestable). Entonces si (x(τ), y(τ)) es solución

de (1.43) con (x(0), y(0)) suficientemente pequeño, existirá una solución u(τ) de (1.45)

tal que, cuando τ → ∞ se tendrá que:

x(τ) = u(τ) +O(e−r τ )

y(τ) = h(u(τ)) +O(e−r τ ) (1.46)

donde r > 0 es una constante.

Al analizar el teorema se aprecia que para condiciones iniciales del sistema completo su-

ficientemente cerca del origen, las trayectorias pasando por estas tienden asintóticamente

a una trayectoria sobre la variedad central. En particular, en la variedad central están

contenidos puntos de equilibrio suficientemente cercanos al origen, órbitas periódicas de

amplitud suficientemente pequeña, aśı como pequeñas órbitas homocĺınicas y heterocĺıni-

cas.

La cuestión obvia ahora es: ¿ cómo calcular la variedad central de modo que pueda ser

usado el resultado del Teorema 3 ? Para darle respuesta a esta pregunta es necesario

deducir una ecuación diferencial parcial cuasilineal que h(x) debe satisfacer para que su

grafo sea una variedad central para (1.43), para ello suponiendo que tenemos una variedad

central representada según la Definición (7).

W c(0) = {(x, y) ∈ R
c × R

s : y = h(x), |x| < δ}

cumpliendo que h(0) = Dh(0) = 0, con δ suficientemente pequeño. Usando la invarianza

deW c(0) bajo la dinámica de (1.43), se deduce una ecuación diferencial parcial cuasilineal

que satisface h(x). Esto se hace como sigue:
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1. La coordenadas (x, y) de cualquier punto sobre W c(0) deben satisfacer que:

y = h(x) (1.47)

2. Al diferenciar (1.47) con respecto al tiempo se tiene que las coordenadas (x′, y′) de

cualquier punto sobre W c(0) deben satisfacer que:

y′ = Dh(x)x′ (1.48)

3. Como cada punto en W c(0) obedece la dinámica generada por (1.43), se tiene que

x′ = Ax+ f(x, h(x)), y′ = Bx+ g(x, h(x)), luego, sustituyendo en (1.48) se obtiene:

N(h(x)) ≡ Dh(x) [Ax+ f(x, h(x))]− Bh(x)− g(x, h(x)) = 0 (1.49)

Finamente la ecuación (1.49) es una ecuación diferencial parcial cuasilineal que h(x) debe

satisfacer para que su grafo sea una variedad central invariante y para construirla solo es

necesario resolver (1.49).

Desafortunadamente, es probablemente más dif́ıcil resolver (1.49) que el problema original;

sin embargo, el Teorema 4 ofrece un método para calcular soluciones aproximadas de (1.49)

hasta el grado deseado de exactitud.

Teorema 4. Sea Φ : R
c × R

s una aplicación de clase al menos C1, con Φ(0) = 0 y

DΦ(0) = 0 tal que N(Φ(x)) = O(|x|q) cuando x → 0 para q > 1. Entonces, se tiene que:

|h(x)− Φ(x)| = O(|x|q) cuando x→ 0.

Este teorema permite calcular la variedad central al grado deseado de exactitud resolvien-

do (1.49) hasta el mismo grado de exactitud. Para esta tarea, las expansiones en series de

Taylor funcionan apropiadamente.



1.3. CONCLUSIONES PARCIALES 38

1.3. Conclusiones Parciales

En este caṕıtulo se presentaron algunas ideas básicas sobre teoŕıas de gravedad extendi-

da en particular las Teoŕıas Escalares-Tensoriales, Mundos Branas, y otros, con especial

énfasis en los modelos de gravedad modificada f(R) como enfoques alternativos a la EO

para explicar la expansión acelerada del universo y otros problemas cosmológicos. Se

comentó sobre algunas implicaciones f́ısicas de estos modelos y sobre las ventajas y des-

ventajas de los mismos.

En el caso de las teoŕıas f(R) se demostró cómo es posible obtener las ecuaciones del

campo en el formalismo métrico introduciendo el término de Gibbons-York-Hawking, lo

cual implica fijar δgµυ|∂V = δR|∂V = 0, evitando aśı complicaciones con los términos

de frontera, posibilitando la derivación de las ecuaciones del campo y las ecuaciones de

Friedmann modificadas. Se definió el acoplamiento gravitacional efectivo, el cual es muy

útil en el análisis de la viabilidad de las teoŕıas f(R).

En este caṕıtulo se enumeraron las principales restricciones que se imponen habitualmen-

te a las teoŕıas f(R), a estas se les pueden sumar las condiciones para la existencia y

estabilidad de las soluciones de Sitter presentadas en [11] para disponer aśı de teoŕıas

cosmológicamente viables. Se debe comentar que son pocos los modelos que han superado

los requisitos mı́nimos de estabilidad que reproduzcan todas las fases cosmológicas por las

que el universo habŕıa transcurrido, o no contemplan resultados conocidos en el régimen

de campo débil. A pesar de lo planteado, de acuerdo a las ideas comentadas en el eṕıgrafe

(1.1.1), mediante los modelos f(R) se puede disponer de una manera sencilla de explicar el

fenómeno de la expansión acelerada del universo sin introducir el concepto de EO. Estas

teoŕıas pueden ser aplicadas a diśımiles escenarios cosmológicos. También para explicar

la expansión acelerada del universo, en la actualidad se recurre a una clase de teoŕıas,

llamadas teoŕıas f(T ), donde la torsión seŕıa la responsable de la aceleración observada.
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En este caso las ecuaciones de campo son siempre de segundo orden. 10

Finalmente se comentaron las ideas bases y algunos resultados de la Teoŕıa de los Sistemas

Dinámicos que se utilizan en el análisis cualitativo de modelos cosmológicos, como son la

Técnica de linealización y la Teoŕıa de la Variedad Central.

Los análisis desde la perspectiva de los sistemas dinámicos proporcionan una de las mejores

maneras de estudiar la estabilidad de los modelos cosmológicos. Además, estos métodos

generales de investigación permiten el ajuste fino de las condiciones iniciales requeridas

para conciliar con las observaciones.

10Para profundizar en el tema consultar [64].



2. Métrica Kantowski-Sachs en teoŕıas

f(R)

“No hay rama de la matemática, por abstracta que sea,

que no pueda aplicarse algún dı́a a los fenómenos del mundo real.”

Nikolái Lobachevski

En el presente caṕıtulo se investiga la estabilidad de las soluciones de un modelo cos-

mológico con métrica homogénea pero anisótropa de tipo Kantowsky-Sach basado en una

teoŕıa de gravedad modificada f(R). En particular se investigan los posibles comporta-

mientos cosmológicos usando las herramientas de la teoŕıa de los sistemas dinámicos. Tal

enfoque hace posible pasar por alto la alta no linealidad de las ecuaciones cosmológicas

que impiden el tratamiento anaĺıtico completo, obteniéndose una descripción cualitativa

de la dinámica global de estos modelos.

2.1. Cosmoloǵıas anisotrópicas

El modelo estándar de la cosmoloǵıa supone como válida la TGR y plantea las hipótesis

de homogeneidad e isotroṕıa del universo a grandes escalas (a distancias mayores de

150 Mpc), siendo la métrica Friedmann-Robertson-Walker (FRW) compatible con dichas

40
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hipótesis (este es el llamado principio cosmológico) [74]. Sin embargo, a “pequeñas” escalas

(menos de 100 Mpc), se observan inhomogeneidades en la estructura del universo, como

son los cúmulos de galaxias, las cuales se pudieran explicar como fluctuaciones de densidad,

que surgen al considerar perturbaciones de la métrica FRW, las cuales se amplifican

con la expansión. Sin embargo, existe una jerarqúıa de modelos cosmológicos en grado

creciente de generalidad con relación a los modelos FRW, que son también homogéneos

pero anisótropos. Estos son los modelos Bianchi [75, 68, 76] y los modelos Kantowski-

Sachs.

2.1.1. Geometŕıas anisotrópicas

Con el objetivo de investigar las cosmoloǵıas anisótropas, es usual asumir una métrica de

la forma [31, 77]:

dS2 = −N(t)2dt2 + [e11(t)]
−2dr2 + [e22(t)]

−2[dθ2 + S(θ)2dϕ2] (2.1)

donde N(t) es la función de lapso que relaciona el paso del tiempo de cualquier observador

con el tiempo cosmológico y e11(t), e
2
2(t) son los factores de escala, que en principio pueden

evolucionar de forma diferente.

Los vectores bases pueden escribirse en forma de coordenadas como:

e0 = N−1∂t, e1 = e11∂r, e2 = e22∂θ, e3 = e33∂ϕ (2.2)

donde e33 = e22/S(θ).
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La métrica (2.1) puede describir tres familias geométricas diferentes, estas son:

S(θ) =





θ para k = 0 (modelo Bianchi I),

sinh θ para k = −1 (modelo Bianchi III),

sin θ para k = 1 (modelo Kantowsky-Sachs).

donde k es el parámetro de curvatura espacial.

Por otra parte, aunque el modelo estándar de cosmoloǵıa se basa en la métrica de FRW,

se ha reportado que los resultados obtenidos utilizando la métrica KS son también com-

patibles con observaciones cosmológicas [78]. Aunque en la época actual el universo es

considerado isótropo, en épocas tempranas pudo no haberlo sido y las anisotroṕıas ini-

ciales podŕıan haberse diluido con la evolución del universo [76]. Por lo tanto, considerar

un modelo cosmológico con métrica KS nos daŕıa la posibilidad de generalizar resultados

conocidos para métricas FRW y nos permitiŕıa explicar la isotropización del universo, sin

incluir la isotroṕıa como ingrediente en el modelo desde el principio. Este procedimiento

seŕıa más natural que imponer la métrica FRW desde el principio y estudiar entonces

fluctuaciones de dicha métrica para explicar fenómenos que se observan a escalas menores

donde el principio cosmológico no puede aplicarse.

2.1.2. Cantidades cinemáticas

Al tratar de representar la evolución de una part́ıcula, un observador recurre a “grabar”

la historia de esta, o sea, su ĺınea mundo (en ingles wordline), como xα = (t, xi(t)). En

la cosmoloǵıa este mecanismo no es factible ya que se necesita una descripción covariante

(independiente del observador) de estas ĺıneas mundo y de la velocidades de las part́ıculas.

Si tomamos a τ como el tiempo marcado por un reloj que se mueve con la part́ıcula (tiempo

comóvil), la ĺınea mundo podŕıa representarse como xα = xα(τ), independientemente de
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cualquier observador. Este tiempo comóvil es llamado tiempo propio, a partir del cual

podemos expresar de forma covariante la cinética de la part́ıcula por la 4-velocidad:

uµ =
dxµ

d τ
(2.3)

y la 4-aceleración:

u̇µ = uυ∇υuµ (2.4)

En lo anterior se considera las 4-velocidades de las ĺıneas de mundo normalizadas (uµu
µ =

−1) y τ es el tiempo propio medido por los observadores de las ĺıneas de mundo funda-

mentales.

Al generalizar esta idea se puede considerar una descripción del contenido de materia

como un fluido relativista. En cada punto del espacio-tiempo se puede definir un campo

de 4-velocidades, que representa el movimiento promedio de la materia. Las ĺıneas de

mundo asociadas a este campo se denominan “observadores fundamentales”, definiéndose

esta 4-velocidad por (2.3) [79].

Dado uµ, es posible definir dos tensores de proyección, uno que proyecta a lo largo del vec-

tor 4-velocidad uµ y otro que determina las propiedades métricas de las hiper-superficies

espaciales ortogonales a un observador (con 4-velocidad uµ) 1:

hµυ = gµυ + uµuυ (2.5)

el cual cumple las siguientes propiedades:

hµγ h
γ
υ = hµυ , hµµ = 3, hµυ u

υ = 0 (2.6)

1 En lo precedente todos los resultados que se exponen son basados en el formalismo covariante 1 + 3.
Para profundizar en este formalismo consultar [80, 81, 82].
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y gµυ es el tensor métrico.

Partiéndose de la descomposición de la primera derivada covariante de uµ en sus partes

irreducibles, definidas por sus propiedades de simetŕıa 2:

∇µuυ = −uµu̇υ + ∇̃µuυ = −uµu̇υ + σµυ +
1

3
Θhµυ − ωµυ (2.7)

donde (˜) representa la derivada covariante proyectada ortogonalmente y ( ˙ ) representa la

derivada covariante temporal a lo largo de las ĺıneas mundo fundamentales. σµυ es el tensor

de anisotroṕıa (shear), simétrico y libre de traza, el cual describe la tasa de distorsión

del flujo de materia. ωµυ es el tensor de vorticidad, antisimétrico, que describe la rotación

de la materia con respecto a un marco no rotante 3. u̇υ es la 4-aceleración definida por

(2.4) y Θ es el escalar de expansión, el cual describe la tasa de expansión (contracción)

volumétrica del fluido mediante su relación con la escala de longitud promedio o factor

de escala ℓ a lo largo de las ĺıneas de flujo 4:

ℓ̇

ℓ
=

1

3
Θ (2.8)

Y teniéndose en cuenta que ω(µυ) = σ[µυ] = 0 y ωµυu
υ = σµυu

υ = u̇υu
υ = 0 es posible

demostrar que estos campos cinemáticos asociados con el tiempo propio τ en concordancia

con el vector de campo u están definidos por:

Θ = ∇µu
µ,

σµυ = u̇(µuυ) +∇(µuυ) −
1

3
Θhµυ, (2.9)

ωµυ = −u[µu̇υ] −∇[µuυ]

2 Para ver un análisis detallado de este procedimiento consultar [82]. Se debe aclarar que en esta ecuación
suele expresarse a ωµυ con signatura positiva. En [80] se explica el por qué de esta elección.

3 En el modelo estándar FRW σµυ = ωµυ = 0.
4 Debido a que en el contexto cosmológico es usual definir la constante de Hubble como H = Θ

3 , se nota
que para geometŕıas FRW, ℓ coincide con el factor de escala (a).
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donde los paréntesis y corchetes denotan los procesos de simetrización y antisimetrización

respectivamente.5

Asumiéndose que N es una función positiva de t o sencillamente N = 1 y pasando a la

calibración temporal śıncronoga es posible escribir las cantidades cinéticas en términos de

la métrica.6, pudiendo extraerse las siguientes restricciones de las variables cinéticas: [31]

σµ
υ = diag (0,−2σ+, σ+, σ+),

wµυ = 0 (2.10)

donde

σ+ =
1

3

d

dt

[
ln

e11
e22

]
(2.11)

Finalmente es posible expresar el parámetro de Hubble en términos de e11 y e22 teniendo

presente que Hi ≡ ℓ̇i
ℓi
y H ≡ 1

3
(
∑
Hi) obteniéndose:

H =
1

3

(
−2

ė22
e22

− ė11
e11

)
= −1

3

d

dt
ln
[
e11 (e

2
2)

2
]

(2.12)

2.2. Teoŕıas f(R) con geometŕıa anisotrópica

2.2.1. Variables Dinámicas

Como se apreció en la sección anterior de la métrica anisótropa (2.1) es posible obtener

diferentes modelos cosmológicos definiéndose un valor para el parámetro de curvatura k.

En lo adelante se trabajará con la geometŕıa tipo Kantowski-Sachs (KS) es decir k = 1

5 Esto es A(µυ) =
1
2 [Aµυ +Aυµ] y A[µυ] =

1
2 [Aµυ −Aυµ].

6 Un sistema de referencia que satisface las condiciones g0α = 0, g00 = 1 se califica de śıncronogo.
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con el objetivo de obtener las variables dinámicas para las teoŕıas f(R).7

Utilizándose los resultados presentados en el eṕıgrafe 1.1.2 y tomando a 8πG ≡ 1 se

pueden reformular las ecuaciones (1.36), (1.34), (A.24) como:

Gαβ =
1

f ′(R)
Tαβ + T

(eff)
αβ (2.13)

f ′(R)R + 32f ′(R)− 2f(R) = T (2.14)

y

T
(eff)
αβ =

1

f ′(R)

[
f(R)−Rf ′(R)

2
gαβ +∇α∇βf

′(R)− gαβ2f
′(R)

]
(2.15)

respectivamente.

En el formalismo 1+3 el Tensor enerǵıa-momentum puede descomponerse con respecto a

la 4-velocidad uµ como:

T̃αυ = Tαυ = µ uαuυ + 2q(αuυ) + P hαυ + παυ (2.16)

donde µ = Tαυu
αuυ es la densidad de enerǵıa relativista a µα, qα = −Tυγuυhγα es la

densidad de momentum relativista, que es también el flujo de enerǵıa relativo a uα y

cumple que qαu
α = 0, P = 1

3
(Tαυh

αυ) es la presión isotrópica y παυ es el tensor de presión

anisotrópico, el cual por definición es libre de traza y tiene las siguientes propiedades

πα
α = 0, παυ = π(αυ) y παυu

υ = 0.

Como es conocido un escenario f́ısico puede ser modelado por una ecuación de estado que

nos relacione la presión P con la densidad µ, por ejemplo, es muy conocido el caso de un

7 Para profundizar el estudio de las teoŕıas f(R) con geometŕıa Bianchi I y Bianchi III consultar [83].
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fluido perfecto para el cual se imponen las restricciones:

qα = παυ = 0 ↔ Tαυ = µ uαuυ + P hαυ.

En general un fluido perfecto tiene una ecuación de estado P = p(µ). Si asumimos p = 0,

tenemos el caso más simple de materia libre de presión o materia fŕıa (“polvo”).

Entonces se hace necesario encontrar las ecuaciones para P , µ, π y q en aras de describir los

campos de materia de manera que estén en concordancia con un cuadro f́ısico coherente.

Para el caso de las teoŕıas f(R) el Tensor de enerǵıa-momentum puede verse como la suma

del “Tensor estándar” y el denominado “Tensor efectivo” (2.15), representando un “fluido

de materia estándar” y un “fluido de curvatura”, respectivamente. Este último representa

las contribuciones no-einstenianas de las interacciones gravitacionales.

Por tanto se hace necesario obtener las ecuaciones de las componentes (µ, P , q, π) del

“Tensor efectivo” (“fluido de curvatura”), aplicando las ideas expuestas en el eṕıgrafe

2.1.2 8:

µ(eff) = − 1

2f ′(R)

[
f(R)−Rf ′(R) + 6H

d

dt
f ′(R)

]

P (eff) = − 1

2f ′(R)

[
−f(R) +Rf ′(R)− 4H

d

dt
f ′(R)− 2

d2

dt2
f ′(R)

]
(2.17)

q(eff) = 0

También según [31] puede expresarse el tensor π(eff) para estas teoŕıas como

πα(eff)
υ = diag(0,−2π+, π+, π+)

donde π+ = −
d
dt
f ′(R)

f ′(R)
σ+

8 En el Anexo A.4 se obtienen las expresiones para µ(eff) y P (eff)
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Finalmente las componentes del Tensor enerǵıa-momentum son:

µ =
µ(m)

f ′(R)
+ µ(eff)

P =
p(m)

f ′(R)
+ P (eff)

q =
q(m)

f ′(R)
(2.18)

πµ
υ =

πµ
υ(m)

f ′(R)
+ πµ(eff)

υ

2.2.2. Ecuaciones cosmológicas

Para calcular la dinámica del sistema se emplean las ecuaciones del campo de Einstein defi-

nidas de la forma (2.13), utilizando una métrica homogénea y anisótropa tipo Kantowsky-

Sachs y considerando el Tensor de enerǵıa-momentum que describe el contenido de materia

(“Tensor estándar”) en el universo como un fluido perfecto, es decir:

Tαυ = ρ uαuυ + p hαυ

teniéndose en cuenta que T00 = ρm es la densidad de enerǵıa, T0i = 0 es la densidad

de momentum, Tij = pmδij es el flujo de momento de i a través de la superficie j y

los resultados obtenidos en el eṕıgrafe 2.1.2, aśı como la relación (2.18) obtenemos las

ecuaciones cosmológicas para el modelo propuesto:9

3σ2
+ − 3H2 −2 K = − ρm

f ′(R)
− µ(eff)

−3(σ+ +H)2 − 2σ̇+ − 2Ḣ −2 K =
pm
f ′(R)

+ P (eff) − 2π+ (2.19)

−3σ2
+ + 3σ+H − 3H2 + σ̇+ − 2Ḣ =

pm
f ′(R)

+ P (eff) + π+

9 Los sub-́ındices i, j corren desde 1 hasta 3.
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donde ρm y pm son la densidad de enerǵıa y la presión de un fluido de materia perfecto

respectivamente, dando la razón entre estas, la ecuación del parámetro de estado de la

materia.

w =
pm
ρm

(2.20)

Además 2K = (e22)
2, es la curvatura de Gauss de las 3-esferas y su ecuación de evolución

en función de las ecuaciones obtenidas para H y σ+ es:10

e0
2K = e0(e

2
2)

2 = 2 (2K)
ė22
e22

2K̇ = −2(σ+ +H) (2K) (2.21)

se debe recordar que N = 1.

Adicionalmente la evolución para e11 seŕıa:

e0e
1
1 = ė11 = (−H + 2σ+) e

1
1 (2.22)

Por último como es conocido la constante de Hubble está relacionada con otros parámetros

cosmológicos, observando la primera ecuación de (2.19) es posible definir dichos paráme-

tros de densidad (en analoǵıa con lo que normalmente se hace en universos FRW), como

son la densidad adimensional de curvatura:

Ωk ≡ −
2K

3H2
(2.23)

la densidad adimensional de materia:

Ωm ≡ ρm
3H2f ′(R)

(2.24)

10 Para comprender la obtención de las ecuaciones de evolución puede consultarse [84].
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la densidad adimensional del “fluido de curvatura”:

Ωcurvfl ≡
µ(eff)

3H2
(2.25)

y la densidad adimensional de anisotroṕıa:

Ωσ ≡
(σ+
H

)2
(2.26)

Cumpliéndose que:

Ωk + Ωm + Ωcurvfl + Ωσ = 1 (2.27)

Reescribiendo la ecuación de la traza (2.14) para una métrica tipo Kantowsky-Sachs y

considerando la descripción del contenido de materia como un fluido perfecto se obtiene:11

− 3
d2

dt2
f ′(R)− 9H

d

dt
f ′(R) + f ′(R)R− 2f(R) = −ρm + 3pm (2.28)

además el escalar de Ricci puede ser escrito como:

R = 12H2 + 6σ2
+ + 6Ḣ + 2 2K (2.29)

Reduciéndose el sistema de ecuaciones (2.19) junto a (2.28) con respecto a σ̇+,
2K y Ḣ y

teniendo presente las ecuaciones (2.17), es posible encontrar la ecuación de propagación

del shear:

σ̇+ = −σ2
+ − 3Hσ+ +H2 − ρm

3f ′(R)
− 1

6

[
R− f(R)

f ′(R)

]
+

(H − σ+)

f ′(R)

d

dt
f ′(R) (2.30)

11 La definición del operador 2 para una métrica homogénea es 2A = −
(

d2

dt2 + 3H d
dt

)
A
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y la ecuación de restricción de Gauss:

2K = 3σ2
+ − 3H2 − ρm

f ′(R)
+

1

2

[
R− f(R)

f ′(R)

]
− 3H

f ′(R)

d

dt
f ′(R) (2.31)

Con estos elementos podemos obtener la ecuación que gobierna la evolución temporal de

la expansión, la cual recibe el nombre de ecuación de Raychaudhuri también conocida

como ecuación básica de la atracción gravitacional: 12

Ḣ = −H2−2σ2
+−

1

6f ′(R)
[ρm + 3pm]−

H

2f ′(R)

d

dt
f ′(R)+

1

6

[
R− f(R)

f ′(R)
− 3

f ′(R)

d2

dt2
f ′(R)

]

(2.32)

Es conveniente utilizar la ecuación de la traza (2.28) para la eliminación de la derivada

d2

dt2
f ′(R) en (2.32), obteniéndose aśı una expresión más simple para esta:

Ḣ = −H2 − 2σ2
+ − ρm

3f ′(R)
+

f(R)

6f ′(R)
+

1

f ′(R)
H
d

dt
f ′(R) (2.33)

Además la ecuación (2.31) puede expresarse como:

[
H +

1

2

d
dt
f ′(R)

f ′(R)

]2
+

1

3
2K = σ2

+ +
ρm

3f ′(R)
+

1

6

[
R− f(R)

f ′(R)

]
+

1

4

[
d
dt
f ′(R)

f ′(R)

]2
(2.34)

Finalmente, la ecuación de conservación para la materia seŕıa

ρ̇m = −3γHρm. (2.35)

En resumen, las ecuaciones cosmológicas para las teoŕıas f(R) con geometŕıa Kantowski-

Sachs son la ecuaciones de evolución de la curvatura de las 2-esferas (2.21); la ecuación de

evolución de e11 (2.22); la ecuación traza (2.28), la ecuación de evolución de las anisotroṕıas

12 Para el modelo estándar se reduce a una de las ecuaciones de Friedmann.
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(shear) (2.30), la ecuación de Raychaudhuri (2.33), la restricción de Gauss escrita como

(2.34) y la ecuación de conservación de la materia (2.35).

2.3. Sistema Dinámico

La teoŕıa de los sistemas dinámicos proporciona una herramienta particularmente útil en

el estudio de los modelos cosmológicos, ya que como es conocido en la actualidad no existen

métodos generales de solución para las ecuaciones cosmológicas obtenidas, permitiéndonos

obtener una visión global de la dinámica de la expansión del universo sin necesidad de

resolver las ecuaciones diferenciales. 13

2.3.1. Normalización y espacio de fase

Para la realización del análisis del espacio de fase, aśı como el análisis de la estabilidad del

modelo, se hace necesario transformar las ecuaciones cosmológicas en un sistema dinámico

autónomo [85], para ello se recurre a la definición de variables auxiliares adimensionales

o variables dinámicas:

Q =
H

D
, Σ =

σ+
D
, x =

1

2Df ′(R)

df ′(R)

dt
,

(2.36)

y =
1

6D2

[
R− f(R)

f ′(R)

]
, z =

ρm
3D2f ′(R)

, K =
2K

3D2
, E1

1 =
e11
D

donde se ha definido a:

D =

√
(2K)

3
+

(
H +

1

2f ′(R)

df ′(R)

dt

)2

≡

√
(2K)

3
+

(
H +

f ′′(R)

2f ′(R)

dR

dt

)2

(2.37)

13 Ver eṕıgrafe 1.2 para comprensión de esta teoŕıa.
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Reescribiéndose (2.34) y (2.37) en términos de las variables auxiliares es posible deducirse

las restricciones que cumplen estas variables:

x2 + y + z + Σ2 = 1 (2.38)

K + (Q+ x)2 = 1. (2.39)

Estas restricciones permiten expresar a z y K en función de las otras variables.

Además al definir a:

m =
Rf ′′(R)

f ′(R)
=
d ln f ′(R)

d lnR
(2.40)

r = −Rf
′(R)

f(R)
= −d ln f(R)

d ln(R)
(2.41)

y

M =
r(1 + r +m)

m
(2.42)

donde se introduce la hipótesis de que m = m(r), lo cual implica que M = M(r) y la

evolución de la variable r es:

r̂ = 2Mx

siendo (ˆ) la derivada con respecto a τ , la cual es introducida como una nueva variable

temporal definida como dτ = Ddt. 14

Finalmente de la propia definición de las variables dinámicas (2.36) se obtienen las cotas

14 En lo adelante (ˆ) denota la derivada con respecto a τ .



2.3. SISTEMA DINÁMICO 54

y ≥ 0, z ≥ 0 y K ≥ 0, definiéndose aśı un conjunto compacto:

Q ∈ [−2, 2] , Σ ∈ [−1, 1] , K ∈ [0, 1] , x ∈ [−1, 1] , y ∈ [0, 1] , z ∈ [0, 1] (2.43)

despreciádose el análisis de E1
1 debido a que en el estudio dinámico de los modelos f(R) con

geometŕıa tipo Kantowsky-Sachs toda la información pertinente es dada por la evolución

de las otras variables.

Utilizándose las variables dinámicas (2.36) junto con las restricciones (2.38) se puede

reducir el sistema cosmológico completo en estudio a:

r̂ = 2Mx (2.44)

Q̂ = − 1

2(1 + r)
{ 2(1 + r)− 2(1 + r)x2 − 2ry + 2Q3(1 + r)Σ + 2(1 + r)Σ2 +

+Q2(1 + r)(2 + 3x2(−2 + γ) + 4xΣ− 6Σ2 + 3γ(−1 + y + Σ2)) +

+Q(1 + r)(−2Σ + x(−2 + 3x2(−2 + γ) + 2xΣ− 6Σ2 +

+3γ(−1 + y + Σ2))) } (2.45)

Σ̂ =
1

2
{ −2 + 2(Q+ x)2 − 3(Q+ x)(2 + x2(−2 + γ) + (−1 + y)γ)Σ−

−2(−1 +Q+ x)(1 +Q+ x)Σ2 − 3(Q+ x)(−2 + γ)Σ3 } (2.46)
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x̂ = − 1

2(1 + r)
{−4− 4r + 6Qx+ 6Qrx+ 10x2 + 10rx2 − 6Qx3 −

−6Qrx3 − 6x4 − 6rx4 + 2ry + 3γ + 3rγ − 3Qxγ −

−3Qrxγ − 6x2γ − 6rx2γ + 3Qx3γ + 3Qrx3γ +

+3x4γ + 3rx4γ − 3yγ − 3ryγ + 3Qxyγ + 3Qrxyγ +

+3x2yγ + 3rx2yγ + 2(1 + r)x(−1 +Q+ x)(1 +Q+ x)Σ +

+(1 + r)(4 + 3x(Q+ x)(−2 + γ)− 3γ)Σ2} (2.47)

ŷ = − 1

1 + r
y {3(1 + r)x3(−2 + γ) + (1 + r)x2(3Q(−2 + γ) + 2Σ) +

+x(4 + 2r − 3γ − 3rγ + 3yγ + 3ryγ + 4Q(1 + r)Σ +

+3(1 + r)(−2 + γ)Σ2) + (1 + r)(−2Σ +Q(2(Q− 3Σ)Σ +

+3γ(−1 + y + Σ2)))} (2.48)

obtiéndose un sistema dinámico. El cual fue deducido derivándose las variables dinámi-

cas (2.36) respecto al parámetro temporal τ , reflejando como se aprecia, un sistema de

ecuaciones diferenciales autónomo 5-dimensional:

X̂ = g(X)

dondeX es el vector columna constituido por las variables dinámicas (X = (r,Q,Σ, x, y)T )

y g(X) es el vector columna correspondiente de las ecuaciones autónomas.

Por consiguiente el análisis dinámico se reduce al estudio del sistema (2.44) - (2.48) de-

finido en un espacio de fase en el cual las nuevas ecuaciones dinámicas tienen sentido
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f́ısico:

Ψ =
{
x2 + y + Σ2 ≤ 1, |Q+ x| ≤ 1, x ∈ [−1, 1], y ∈ [0, 1],Σ ∈ [−1, 1], Q ∈ [−2, 2]

}

×{r ∈ R} (2.49)

deduciéndose este, del análisis de (2.43) y las restricciones (2.38). Además para que el

fluido perfecto satisfaga las condiciones estándares de enerǵıa se asume que 1 ≤ γ ≤ 2.

2.3.2. Análisis de los puntos cŕıticos

Los puntos cŕıticos del sistema dinámico en estudio son obtenidos igualando los miembros

derechos de la EDO a cero y resolviéndolo para las variables dinámicas. De las ecuaciones

(2.44)-(2.48) se distinguen dos casos: en los puntos cŕıticos la variable dinámica x es cero

o en los puntos cŕıticos, r es tal que la función M(r) se anula. Se denotan los valores de

r donde M(r) se anula por r = r∗, o sea, r∗ =M−1(0).

En la tabla 2.1 se muestran los puntos cŕıticos para el caso (r = r∗ =M−1(0)), notándose

que:

- Los puntos N±(r∗), P±
1 (r∗) y P±

2 (r∗) existen siempre. P±
3 (r∗) no pertenece al espacio

de fase. Si se relaja la condición γ ≥ 1, este punto existiŕıa 15.

- El sistema admite dos ćırculos de puntos cŕıticos dados por C±(r∗) : r = r∗, y = 0,

Σ2 +Q2 ± (−2Q) = 0, x + Q = ±1 y los puntos N±(r∗) y L±(r∗) que son puntos

especiales en dichas curvas de puntos cŕıticos..

- Los restantes puntos A±(r∗), B±(r∗), P±
4 (r∗), P±

5 (r∗) y P±
6 (r∗) existen para deter-

minados valores en el espacio de parámetros (ver tabla 2.1).16

15 Ver análisis en [31] donde relaja esta condición y aparece el equivalente de este punto para el caso
f(R) = Rn.

16 A menos que se especifique lo contrario en el dominio de existencia γ está definida en: 1 ≤ γ ≤ 2.
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Tabla 2.1.: En la tabla se muestran los puntos cŕıticos del sistema de ecuaciones (2.44) -
(2.48) para el caso en que r = r∗ =M−1(0). Se utilizan las notaciones

A = −6(1+r∗)(−4r∗+2γr∗+3γ2−5γ)
(r∗)2(−4+3γ)2

, B = 9(4(r∗)2+10r∗+7)(1+r∗)2

(7(r∗)2+16r∗+10)2
, C = 2(1+r∗)(4r∗+3γ)

(3γr∗+3γ−2r∗)2 y

b± = −4−9γ
4(1+3γ)

± 1
4

√
16+48γ+9γ2

(1+3γ)2
.

Pts. r Q Σ y x Existencia

A±(r∗) r∗ ± 1+2r∗

3(1+r∗)
0 (4r∗+5)(1+2r∗)

9(1+r∗)2
± 2+r∗

3(1+r∗)
r∗ ≤ −5

4
ó r∗ ≥ −1

2

B±(r∗) r∗ ± −2
3(−2+γ)

0 0 ± −4+3γ
3(−2+γ)

1 ≤ γ ≤ 5
3

C+(r∗) r∗ Q
√

−Q(Q− 2) 0 −Q+ 1 0 ≤ Q ≤ 2

C−(r∗) r∗ Q
√

−Q(Q+ 2) 0 −Q− 1 −2 ≤ Q ≤ 0

N±(r∗) r∗ 0 0 0 ± 1 siempre

L±(r∗) r∗ ±2 0 0 ∓1 siempre

P±
1 (r∗) r∗ ± 1 ± 1 0 0 siempre

P±
2 (r∗) r∗ ± 1 ∓ 1 0 0 siempre

P±
3 (r∗) r∗ ± −2

−4+3γ
± 3γ+2r∗

r∗(−4+3γ)
A ± 3γ(1+r∗)

(−4+3γ)r∗
/∈ Ψ

P±
4 (r∗) r∗ ± 2(r∗)2+5r∗+5

7(r∗)2+16r∗+10
∓ 2(r∗)2+2r∗−1

7(r∗)2+16r∗+10
B ± 3(2+r∗)(1+r∗)

7(r∗)2+16r∗+10
r∗ ≤ 1

2
(−1−

√
3); ó

r∗ ≥ 1
2
(−1 +

√
3)

P±
5 (r∗) r∗ ± 2

(−4+3γ)
2
√
3γ−5

−4+3γ
0 ± 3(−2+γ)

−4+3γ

5
3
≤ γ ≤ 2

P±
6 (r∗) r∗ ± −2r∗

3γr∗+3γ−2r∗
0 C ± 3γ(1+r∗)

3γr∗+3γ−2r∗
1 ≤ γ < 4

3
, b− ≤ r∗ ≤ −1

1 ≤ γ < 4
3
,− 3γ

4
≤ r∗ ≤ b+ ó

4
3
< γ < 5

3
, b− ≤ r∗ ≤ − 3

4
ó

4
3
< γ < 5

3
,−1 ≤ r∗ ≤ b+ ó

5
3
< γ < 2,−1 ≤ r∗ ≤ b+ ó

γ = 4
3
, −4

5
−

√
6
5

≤ r∗ ≤ −4
5

+
√
6
5

ó

γ = 5
3
,−1 ≤ r∗ ≤ −1

3
ó

γ = 5
3
, r∗ = −5

4

N±
1 (r

∗) r∗ ±2 ±1 0 0 /∈ Ψ

N2(r
∗) r∗ −2

√
3
√

−2+3γ
−2+γ

3(−2+3γ)
0 0

√
3
√

−2+3γ
−2+γ

3
/∈ Ψ

N±
3 (r

∗) r∗ ± 2
−4+3γ

∓ 2
(−4+3γ)(3γ−5)

0 ∓3(γ−1)
3γ−5

/∈ Ψ
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En la tabla (2.2) se presentan los puntos cŕıticos encontrados para x = 0:

- Los puntos P±
7 no satisfacen las condiciones de existencias dadas, ya que la variable

dinámica Q no satisface las restricciones en (2.49).

- Los puntos N±
1 (r

∗), N2(r
∗), N±

3 (r
∗) no satisfacen la condición −1 ≤ Q + x ≤ 1,

luego no pertenecen al espacio de fase definido por (2.49).

Tabla 2.2.: En la tabla se muestran los puntos cŕıticos del sistema de ecuaciones (2.44) -
(2.48) para el caso en que x = 0 (P±

7 − P±
11).

Pts. r Q Σ y x Existencia

P±
7 rc ± 2 ± 1 0 0 /∈ Ψ

P±
8 rc ± 1 ± 1 0 0 siempre

P±
9 rc ±1 ∓ 1 0 0 siempre

P±
10 −2 ± 1 0 1 0 siempre

P±
11 −2 ± 1

2
∓ 1

2
3
4

0 siempre

2.3.3. Estabilidad de los puntos cŕıticos

Utilizándose las variables dinámicas (2.36) en el eṕıgrafe 2.3.1 fue posible transformar

las ecuaciones cosmológicas de movimiento ((2.28), (2.30), (2.33), (2.34), (2.21)) en un

sistema autónomo ((2.44) - (2.48)), es decir en la forma X̂ = g(X). Una vez presentados las

condiciones de existencia de los puntos cŕıticos (Xc) del sistema procederemos a realizar el

análisis de la estabilidad de las perturbaciones de las ecuaciones dinámicas en la cercańıa

de estos. Esto permite determinar la estabilidad de dichas soluciones sin necesidad de

resolver el sistema numéricamente.
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Con el fin de determinar las propiedades de estabilidad en la vecindad de estos puntos

cŕıticos es necesario el estudio de los valores propios de la matriz de linealización evaluada

en cada punto, para a partir de ellos determinar el tipo de solución y su estabilidad.17

Como fue comentado en el eṕıgrafe anterior, el sistema (2.44)-(2.48) admite dos ćırculos

de puntos cŕıticos no aislados dados por C±(r∗), los cuales corresponden a soluciones de-

finidas en todo el espacio de fase, satisfaciendo que K = y = z = 0. Para una mayor

transparencia en el análisis de su estabilidad, se propone la siguiente parametrización:

C±(r∗) =





Q = ± 1 + sin u

Σ = cos u u ∈ [0, 2π]

x = − sin u

O sea, los puntos cŕıticos en C±(r∗) tienen coordenadas:

± 1 + sin u, cos u, 0, − sin u, r∗

con autovalores dados por:

{0 , (± 4− 2 cos u), ± (6− 3γ) + (4− 3γ) sin u,

2

(
± 3 + (1 +

1

1 + r∗
) sin u

)
, −2M ′(r∗) sin u} (2.50)

Como se nota existe un autovalor nulo. Luego como los puntos son no hiperbólicos el

análisis de estabilidad local de la linealización no es concluyente. Sin embargo como el

vector propio asociado al valor propio cero es tangente a la curva de equilibrio, las curvas

son en realidad “normalmente hiperbólicas” [86], y por tanto se le puede analizar la

estabilidad mediante el estudio de la signatura de las partes reales de los valores propios

17 Consultar eṕıgrafe 1.2.
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no nulos, notándose que:

• Esta familia de puntos son no hiperbólicos para valores de u que reducen a cero

algún valor propio o para M ′(r∗) = 0.

• Para el caso de los valores de u que no cumplen con lo anterior, se tiene que ninguna

parte de C+(r∗) (resp., C−(r∗)) es atractor (resp., fuente), aśı que cualquier parte

de C+(r∗) (resp., C−(r∗)) o es fuente (resp., sumidero) o es silla. Ver detalles en la

tabla 2.3, para casos no representados C+(r∗) y C−(r∗) son puntos silla.

• Entre las curvas de C±(r∗) podemos encontrar los puntos cŕıticos L+(r∗) = C+(r∗)|u=π
2
,

N−(r∗) = C−(r∗)|u=π
2
, L−(r∗) = C−(r∗)|u= 3π

2
, N+(r∗) = C+(r∗)|u= 3π

2
, P+

1 (r∗) =

C+(r∗)|u=0, P
−
1 (r∗) = C−(r∗)|u=π y P+

2 (r∗) = C+(r∗)|u=π, P
−
2 (r∗) = C−(r∗)|u=0

Del análisis de la estabilidad de los restantes puntos cŕıticos (tabla 2.1) y teniendo presente

los autovalores de estos (tabla 2.4), se deduce que:

• Los puntos L−(r∗) (resp., L+(r∗)) y N−(r∗) (resp., N+(r∗)) representan atractores

locales de futuro (resp., de pasado) para los valores de parámetros expresados en la

tabla 2.6. En otro caso estos representan puntos sillas.

• Para la región en el espacio de parámetros donde A+(r∗) (resp., A−(r∗)) es hiperbóli-

co, este se comporta como un atractor de futuro (resp., de pasado) (ver los valores

de parámetros expresados en la tabla 2.7). En otro caso son puntos silla.

• Para la región en el espacio de parámetros donde P±
6 (r∗), P±

4 (r∗) y B±(r∗) son

hiperbólicos, estos se comportan como puntos sillas ( para valores de parámetros

fuera de los expresados en la tabla 2.5).

• Para el estudio de los puntos P±
1 (r∗), P±

2 (r∗) y P±
5 (r∗) se hace necesario recurrir

al teorema de la variedad central, pues estos presentan una variedad central 2D.

Notándose que los puntos P±
1 (r∗) y P±

2 (r∗) son casos particulares de P±
8 y P±

9
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Tabla 2.3.: En la tabla se muestran las condiciones de estabilidad de los ćırculos de
puntos cŕıticos dados por C±.

a = −3
−3+sinu

− 2, b = 4
3
− 2

3−3 sinu
, c = 3

3+sinu
− 2, d = 2

3
(2 + 1

1+sinu
)

Ptos Atractor Fuente

C+(r∗) Nunca π < u < 2π, r∗ < −1, M ′(r∗) > 0

π < u < 2π, r∗ > c, M ′(r∗) > 0

0 < u < π, γ 6= 2, r∗ > −1, u 6= π
2 , M

′(r∗) < 0

0 < u < π, γ 6= 2, γ 6= 5
3 , r

∗ > −1, M ′(r∗) < 0

0 < u < π, γ > d, γ 6= 2, r∗ > −1, M ′(r∗) < 0

0 < u < π, γ 6= 2, r∗ < c, u 6= π
2 , M

′(r∗) < 0

0 < u < π, γ 6= 2, γ 6= 5
3 , r

∗ < c, M ′(r∗) < 0

0 < u < π, γ > d, γ 6= 2, r∗ < c, M ′(r∗) < 0

C−(r∗) 0 < u < π, r∗ > a, M ′(r∗) > 0 Nunca

0 < u < π, r∗ < −1, M ′(r∗) > 0

π < u < 2π, γ 6= 2, r∗ > −1, u 6= 3π
2 , M ′(r∗) < 0

π < u < 2π, γ 6= 2, γ 6= 5
3 , r

∗ > −1, M ′(r∗) < 0

π < u < 2π, γ > b, γ 6= 2, r∗ > −1, M ′(r∗) < 0

π < u < 2π, γ 6= 2, r∗ < a, u 6= 3π
2 , M ′(r∗) < 0

π < u < 2π, γ 6= 2, γ 6= 5
3 , r

∗ < a, M ′(r∗) < 0

π < u < 2π, γ > b, γ 6= 2, r∗ < a, M ′(r∗) < 0
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Tabla 2.4.: En la tabla se muestran los autovalores de los puntos cŕıtico correspondientes
a la tabla 2.1.

A = 2
3
(−1 + 1

(1+r∗)2
) + γ(−2 + 1

1+r∗
), B =

3γ+r∗(4+9γ+(2+6γ)r∗)

3(1+r∗)2
,

C± =
−3(7+2r∗(5+2r∗)±

√
−1+26r∗+20(r∗)2

√
7+2r∗(5+2r∗))

20+2r∗(16+7r∗)
,

D± =
−(3γ+3r∗(−2+3γ+2(−1+γ)r∗)±

√
1+r∗

√
81γ2+r∗(3γ(52+87γ)+4r∗(41+57γ+54γ2+(5+3γ)2r∗)))

(2(1+r∗)(3γ+(−2+3γ)r∗))

Puntos λ1 λ2 λ3 λ4 λ5

L±(r∗) ±4 0 ±(10− 6γ) ±(8 + 2
1+r∗

) ∓2M ′(r∗)

N±(r∗) ±4 ±2 0 ±(4− 2
1+r∗

) ±2M ′(r∗)

P±
1 (r∗) ±6 ±2 0 0 ∓3(−2 + γ)

P±
2 (r∗) ±6 ±6 0 0 ∓3(−2 + γ)

A+(r∗) − (1+2r∗)(5+4r∗)

3(1+r∗)2
− (1+2r∗)(5+4r∗)

3(1+r∗)2
2−4r∗(1+r∗)

3(1+r∗)2
A 2(2+r∗)M′(r∗)

3(1+r∗)

A−(r∗) −2+4r∗(1+r∗)

3(1+r∗)2
(1+2r∗)(5+4r∗)

3(1+r∗)2
(1+2r∗)(5+4r∗)

3(1+r∗)2
B − 2(2+r∗M′(r∗))

3(1+r∗)

B±(r∗) ± 4
6−3γ

±(−2 + 2
6−3γ

) ±(−2 + 2
6−3γ

) ± −2(3γ+4r∗)
3(−2+γ)(1+r∗)

± 2(−4+3γ)M′(r∗)
3(−2+γ)

P±
4 (r∗) ±−3(7+2r∗(5+2r∗))

10+r∗(16+7r∗)
±−15γ−3r∗(4+5γ+2(1+γ)r∗)

10+r∗(16+7r∗)
±(C±) ±(C∓) ± 6(1+r∗)(2+r∗)M′(r∗)

10+r∗(16+7r∗)

P±
5 (r∗) 0 0 ±4 + 4

√−5+3γ
4−3γ

± 6(γ+2(−1+γ)r∗)
(−4+3γ)(1+r∗)

± 6(−2+γ)M′(r∗)
−4+3γ

P±
6 (r∗) ± 6γ+4r∗

3γ+(−2+3γ)r∗
±−3(γ+2(−1+γ)r∗)

3γ+(−2+3γ)r∗
±D± ±D∓ ± 6γ(1+r∗)M′(r∗)

3γ+(−2+3γ)r∗
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Tabla 2.5.: La tabla muestra los valores de los parámetros para los cuales los puntos
cŕıticos P±

6 (r∗), P±
4 (r∗) y B±(r∗) son no hiperbólicos. Se usa la notación b± =

−4−9γ
4(1+3γ)

± 1
4

√
16+48γ+9γ2

(1+3γ)2
y c± = 1

5
(−4±

√
6)

P±
6 P±

4 B±

1 ≤ γ < 4
3 , r

∗ = −1 ó r∗ = −2 ó 1 ≤ γ ≤ 5
3 , r

∗ 6= −1,M ′(r∗) = 0 ó

1 ≤ γ < 4
3 , r

∗ = − 3γ
4 ó r∗ = −1±

√
3

2 ó γ = 4
3 , r

∗ 6= −1 ó

1 ≤ γ < 4
3 , r

∗ = b+ ó −r∗ ≤ −1−
√
3

2 ,M ′(r∗) = 0 ó γ = 5
3 , r

∗ 6= −1 ó

1 ≤ γ < 4
3 ,−

3γ
4 < r∗ < b+,M ′(r∗) = 0 ó M ′(r∗) = 0, r∗ ≥ −1+

√
3

2 1 ≤ γ < 5
3 , γ 6= 4

3 , r
∗ = − 3γ

4 ó

1 ≤ γ < 4
3 , b

− ≤ r∗ < −1,M ′(r∗) = 0 ó 1 ≤ γ < 4
3 , r

∗ ≥ − 3γ
4 ,M ′(r∗) = 0 ó

γ = 4
3 , r

∗ = −1 ó 4
3 < γ < 5

3 , r
∗ ≤ − 3γ

4 ,M ′(r∗) = 0

γ = 4
3 , r

∗ = c+ ó

γ = 4
3 , c

− ≤ r∗ ≤ c+,M ′(r∗) = 0 ó

4
3 ≤ γ < 5

3 , r
∗ = −1 ó

4
3 ≤ γ < 5

3 , r
∗ = b+ ó

4
3 ≤ γ < 5

3 , 1 < r∗ < b+,M ′(r∗) = 0 ó

4
3 ≤ γ < 5

3 , b
− ≤ r∗ ≤ − 3γ

4 ,M ′(r∗) = 0 ó

γ = 5
3 , r

∗ = − 5
4 ó

γ = 5
3 , r

∗ = −1 ó

γ = 5
3 , r

∗ = − 1
3 ó

γ = 5
3 ,−1 < r∗ < − 1

3 ,M
′(r∗) = 0 ó

5
3 < γ ≤ 2, r∗ = b+ ó

5
3 < γ ≤ 2,−1 < r∗ < b+,M ′(r∗) = 0 ó
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respectivamente, ya que ambos coinciden cuando r = r∗, y presentando por tanto

P−
1 (r∗) y P−

2 (r∗) una variedad estable 3D para γ 6= 2. Para P−
5 (r∗) la variedad

estable es 3D si:

5

3
≤ γ < 2, r∗ <

γ

2− 2γ
, M ′(r∗) < 0 o

5

3
≤ γ < 2, r∗ > −1, M ′(r∗) < 0

Tabla 2.6.: La tabla muestra las regiones en el espacio de parámetros donde de los puntos
cŕıticos no aislados de la tabla 2.1 son atractores locales de futuro (resp., de
pasado).

Ptos. Atract. local de futuro (resp., de pasado) No hiperbólico

L−(r∗) (resp., L+(r∗)) 1 ≤ γ < 5
3
, r∗ < −5

4
,M ′(r∗) < 0 o γ = 5

3
o

1 ≤ γ < 5
3
, r∗ > −1,M ′(r∗) < 0 M ′(r∗) = 0 o

r∗ = −5
4

N−(r∗) resp., (N+(r∗)) r∗ < −1,M ′(r∗) > 0 o r∗ = −1
2
o

r∗ > −1
2
,M ′(r∗) > 0 M ′(r∗) = 0

Si no se verifican las condiciones sobre el espacio de parámetros impuestas en las tablas

2.6, 2.7 y 2.5, dichos puntos se comportan como puntos sillas. En particular

• El punto L−(r∗) presenta una variedad estable 3D si:

1 ≤ γ <
5

3
, r∗ < −5

4
,M ′(r∗) > 0 o

1 ≤ γ <
5

3
, r∗ > −1,M ′(r∗) > 0 o

1 ≤ γ <
5

3
,−5

4
< r∗ < −1, ,M ′(r∗) < 0 o

5

3
< γ ≤ 2, r∗ < −5

4
,M ′(r∗) < 0 o

5

3
< γ ≤ 2, r∗ > −1,M ′(r∗) < 0
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Tabla 2.7.: La tabla muestra los puntos cŕıticos correspondientes a la tabla 2.1 que
representan a atractores de futuro (pasado).

b± = −4−9γ
4(1+3γ)

± 1
4

√
16+48γ+9γ2

(1+3γ)2

Ptos. Atract. de futuro (pasado) No hiperbólico

A+(r∗) (A−(r∗)) −2 < r∗ < −1−
√
3

2
, M ′(r∗) > 0 o r∗ = b+ o

r∗ < −2, M ′(r∗) < 0 o r∗ = −1
2
o

r∗ > 1
2
(−1 +

√
3), M ′(r∗) < 0 r∗ = 1

2
(−1−

√
3) o

r∗ = −2 o

r∗ = 1
2
(−1 +

√
3) o

r∗ = −5
4
o

r∗ ≥ −1
2
,M ′(r∗) = 0 o

r∗ ≥ b+,M ′(r∗) = 0 o

r∗ ≤ −5
4
,M ′(r∗) = 0 o

1 ≤ γ < 5
3
, r∗ = b− o

1 ≤ γ < 5
3
, r∗ ≤ b−,M ′(r∗) = 0
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• El punto L+(r∗) presenta una variedad estable 3D si:

5

3
< γ ≤ 2,−5

4
< r∗ < −1,M ′(r∗) > 0

• El punto N−(r∗) tiene una variedad estable 3D para:

r∗ < −1,M ′(r∗) < 0 o

r∗ > −1

2
,M ′(r∗) < 0 o

−1 < r∗ < −1

2
,M ′(r∗) > 0

Los puntos A+(r∗), B+(r∗) y P+
4 tienen una variedad 4D estable en los casos:

• A+(r∗) es no hiperbólico si:

r∗ =
−1−

√
3

2
,M ′(r∗) > 0 o

r∗ =
−1 +

√
3

2
,M ′(r∗) < 0 o

r∗ 6= −1±
√
3

2
,M ′(r∗) = 0 o

r∗ = −2

• A+(r∗) es silla si:

− 2 < r∗ <
−1−

√
3

2
,M ′(r∗) < 0 o

r∗ < −2,M ′(r∗) > 0 o

r∗ >
−1 +

√
3

2
,M ′(r∗) > 0 o

5

3
< γ ≤ 2,

1

2
(−1−

√
3) < r∗ < −5

4
,M ′(r∗) > 0 o

1 ≤ γ ≤ 5

3
,
1

2
(−1−

√
3) < r∗ <

−4− 9γ

4(1 + 3γ)
− 1

4

√
16 + 48γ + 9γ2

(1 + 3γ)2
,M ′(r∗) > 0 o

−4− 9γ

4(1 + 3γ)
+

1

4

√
16 + 48γ + 9γ2

(1 + 3γ)2
< r∗ <

1

2
(−1 +

√
3),M ′(r∗) < 0



2.3. SISTEMA DINÁMICO 67

• B+(r∗) es silla si:

1 ≤ γ <
4

3
,−1 < r∗ < −3γ

4
,M ′(r∗) < 0 o

4

3
< γ <

5

3
,−3γ

4
< r∗ < −1,M ′(r∗) < 0

• P+
4 (r∗) es no hiperbólico si:

r∗ =
−1−

√
3

2
,M ′(r∗) > 0 o

r∗ =
−1 +

√
3

2
,M ′(r∗) < 0

• P+
4 (r∗) es silla si:

− 2 < r∗ <
−1−

√
3

2
,M ′(r∗) > 0 o

r∗ < −2,M ′(r∗) < 0 o

r∗ >
−1 +

√
3

2
,M ′(r∗) < 0

Analizándose los autovalores correspondientes a los puntos P8 - P11 (tabla 2.8) se puede

arribar a las siguientes conclusiones:

• El punto P+
10 para M(−2) > 0 representa un atractor de futuro (sumidero) y es-

pećıficamente si M(−2) > 9
8
su comportamiento es tipo foco estable. Si M(−2) < 0

es silla y si M(−2) = 0 es no hiperbólico, presentando una variedad 4D estable.

• El punto P−
10 representa a un atractor de pasado (fuente) para 0 < M(−2) ≤ 9

8
.

Para M(−2) = 0 es no hiperbólico con una variedad 4D inestable. Es un punto silla

para M(−2) < 0 .

• Los puntos P±
11 son no hiperbólico para M(−2) = 0 comportándose como puntos de

ensilladura 18. Para 0 < M(−2) ≤ 3
8
, P+

11 tiene una variedad estable 4D.

18 El concepto de punto silla no se aplica en general a puntos de equilibrios no hiperbólicos.
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• Para el estudio de los puntos P±
8 y P±

9 se hace necesario recurrir al teorema de la

variedad central, pues estos presentan una variedad central 2D, poseyendo P−
8 y P−

9

una variedad estable 3D para γ 6= 2.

Tabla 2.8.: En la tabla se muestran los autovalores y estabilidad de los puntos cŕıtico P8

- P11.

α±(r∗) = −3±
√
9− 8M(−2) β± = −3±

√
9− 24M(−2)

Ptos. λ1 λ2 λ3 λ4 λ5 Estabilidad

P±
8 ±6 ±2 0 0 ∓3(−2 + γ) No hiperbólico

P±
9 ±6 ±6 0 0 ∓3(−2 + γ) No hiperbólico

P+
10 −3 −2 −3γ 1

4
α− 1

4
α+(r∗) No hiperbólico si M(−2) = 0

Estable (atractor) si M(−2) > 0

Inestable (Silla) si M(−2) < 0

P−
10 3 2 3γ −1

2
α+(r∗) −1

2
α− No hiperbólico si M(−2) = 0

Inestable si M(−2) 6= 0

P+
11 −3 3

2
−3

2
γ 1

4
β− 1

4
β+ No hiperbólico si M(−2) = 0

Inestable (Silla) si M(−2) 6= 0

P−
11 3 −3

2
3
2
γ −1

4
β+ −1

4
β− No hiperbólico si M(−2) = 0

Inestable (Silla) si M(−2) 6= 0
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2.4. Conclusiones Parciales

En este caṕıtulo fueron obtenidos las cantidades cinemáticas para modelos cosmológicos

con geometŕıa tipo KS en teoŕıas genéricas f(R). Estás cantidades fueron de utilidad

en la obtención de las ecuaciones cosmológicas de nuestro modelo y en la definición de

los parámetros de densidad, los cuales en brindan información f́ısica sobre las soluciones

cosmológicas asociadas a cada punto cŕıtico obtenido.

Los resultados más importantes que se derivan del análisis dinámico realizado son:

• Se obtuvieron condiciones suficientes para la existencia de atractores de pasado:

– L+(r∗) es un repulsor local si 1 ≤ γ < 5
3
, r∗ < −5

4
,M ′(r∗) < 0; ó 1 ≤ γ <

5
3
, r∗ > −1,M ′(r∗) < 0.

– N+(r∗) es un repulsor local si r∗ < −1,M ′(r∗) > 0; ó r∗ > −1
2
,M ′(r∗) > 0.

– A−(r∗) es un repulsor si −2 < r∗ < −1−
√
3

2
, M ′(r∗) > 0; ó r∗ < −2, M ′(r∗) < 0;

ó r∗ > 1
2
(−1 +

√
3), M ′(r∗) < 0.

– El punto P−
10 es un repulsor para M(−2) > 0.

• Se obtuvieron condiciones suficientes para la existencia de atractores de futuro:

– L−(r∗) es un atractor local si 1 ≤ γ < 5
3
, r∗ < −5

4
,M ′(r∗) < 0; ó 1 ≤ γ <

5
3
, r∗ > −1,M ′(r∗) < 0.

– N−(r∗) es un atractor local si r∗ < −1,M ′(r∗) > 0; ó r∗ > −1
2
,M ′(r∗) > 0.

– A+(r∗) es un atractor si −2 < r∗ < −1−
√
3

2
, M ′(r∗) > 0; ó r∗ < −2, M ′(r∗) < 0;

ó r∗ > 1
2
(−1 +

√
3), M ′(r∗) < 0.

– El punto P+
10 para M(−2) > 0 representa un atractor de futuro y espećıfica-

mente si M(−2) > 9
8
su comportamiento es tipo foco estable.

• Algunos puntos sillas con variedad estable 4D de interés f́ısico son:
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– A+(r∗) es silla con variedad 4D estable si:

− 2 < r∗ <
−1−

√
3

2
,M ′(r∗) < 0 o

r∗ < −2,M ′(r∗) > 0 o

r∗ >
−1 +

√
3

2
,M ′(r∗) > 0 o

5

3
< γ ≤ 2,

1

2
(−1−

√
3) < r∗ < −5

4
,M ′(r∗) > 0 o

1 ≤ γ ≤ 5

3
,
1

2
(−1−

√
3) < r∗ <

−4− 9γ

4(1 + 3γ)
− 1

4

√
16 + 48γ + 9γ2

(1 + 3γ)2
,M ′(r∗) > 0 o

−4− 9γ

4(1 + 3γ)
+

1

4

√
16 + 48γ + 9γ2

(1 + 3γ)2
< r∗ <

1

2
(−1 +

√
3),M ′(r∗) < 0

– B+(r∗) es silla con variedad 4D estable si:

1 ≤ γ <
4

3
,−1 < r∗ < −3γ

4
,M ′(r∗) < 0 o

4

3
< γ <

5

3
,−3γ

4
< r∗ < −1,M ′(r∗) < 0

– P+
4 (r∗) es silla con variedad 4D estable si:

− 2 < r∗ <
−1−

√
3

2
,M ′(r∗) > 0 o

r∗ < −2,M ′(r∗) < 0 o

r∗ >
−1 +

√
3

2
,M ′(r∗) < 0



3. Descripción F́ısica

“La Fı́sica es el sistema operativo del universo.”

Hugo Scolnik

En el caṕıtulo 2 se realizó el análisis cualitativo de una métrica Kantowsky-Sachs para

una función genérica del escalar de Ricci f(R), obteniéndose los puntos cŕıticos y deter-

minándose su estabilidad local. En este caṕıtulo se presentará un formalismo perturbativo

de primer orden para evaluar los observables básicos (el factor de escala, las densidades

de materia y el escalar de Ricci) en los puntos cŕıticos. Estos observables determinan el

comportamiento cosmológico de cada solución cosmológica asociada a cada punto cŕıtico.

Estas magnitudes son básicas para la discusión f́ısica del modelo. 1 Luego de realizarse el

análisis f́ısico de los puntos cŕıticos se presenta un algoritmo para la reconstrucción de la

función f(R) a partir de una función m(r) (ó M(r)) de entrada.

3.1. Formalismo

Primeramente se derivan las tasas de evolución a primer orden de e11,
2K, ρm y R en

función de τ . A partir de las ecuaciones diferenciales (2.22), (2.21) y usando la relación

1El formalismo utilizado es basado en [31].

71
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dτ = Ddt se llega a:

ê11 = −(Q∗ − 2Σ∗)e11 ,

2K̂ = −2 (Q∗ + Σ∗)2K ,

ρ̂m = −3 γ Q∗ρm ,

R̂ =
2x∗R

m(r∗)
. (3.1)

donde ∗ indica la evaluación en un punto cŕıtico. En (3.1) la ecuación de evolución de ρm

se obtuvo a partir de la ecuación de balance de la enerǵıa dada por 2:

ρ̇m + (ρm + p)Θ = 0 , (3.2)

y considerando la ecuación de estado para la materia [87]:

p = (γ − 1)ρm , (3.3)

donde γ es una constante llamada ı́ndice barotrópico. De acuerdo a nuestra hipótesis de

trabajo se tiene 1 ≤ γ ≤ 2. Esto garantiza que el fluido de fondo no viole las condiciones

débiles de enerǵıa y además que velocidad del fluido no sea supra-lumı́nica 3. Usando

la variable temporal τ , la ecuación de conservación de la materia (3.2) se reduce a la

penúltima ecuación en (3.1).

Con el fin de expresar las funciones e11(τ),
2K(τ), ρm(τ) y R(τ) obtenidas al resolver el

sistema de ecuaciones diferenciales (3.1) en términos del tiempo comóvil t, se invierte la

2 Su obtención puede verse en el Anexo A.5.
3En algunas ocasiones también se utiliza la ecuación P = ωρm, con ω constante relacionada con γ de la
forma γ = ω + 1, si ω = 1

3 (γ = 4
3 ) corresponde a materia relativista (radiación), para ω = 0 (γ = 1)

no relativista y en el caso de ω = −1 (γ = 0) enerǵıa de vaćıo (constante cosmológica Λ) [88]
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solución de:

dt

dτ
=

1

D∗ , (3.4)

siendo D∗ la solución de primer orden de:

D̂ = D Υ∗ (3.5)

donde

Υ∗ =
1

2
{2(x∗ −Σ∗) + (Q∗ + x∗)

(
3((γ − 2)(x∗)2 + γ(y∗ − 1)) + 2(Q∗ + x∗)Σ∗ + 3(γ − 2)(Σ∗)2

)
}.

Al asumirse que x∗ 6= 0, y∗ 6= 0, Υ∗ 6= 0 y r∗ 6= {0, 1} y resolviendose las ecuaciones

diferenciales (3.4), (3.5) con las condiciones iniciales D(0) = D0 y t(0) = t0 se obtiene:

t(τ) =
1− e−τΥ∗

D0Υ∗ + t0. (3.6)

Despejándose τ de la última ecuación y sustituyendose en las soluciones del sistema (3.1)

con condiciones iniciales e11(0) = e11 0,
2K(0) = 2K0, ρm(0) = ρm 0 y R(0) = R0 se obtiene:

e11(t) = e11 0 (ℓ1 − tΥ∗D0}
Q∗−2Σ∗

Υ∗ ,

2K(t) = 2K0 (ℓ1 − tΥ∗D0)
2(Q∗+Σ∗)

Υ∗ ,

ρm(t) = ρm0 (ℓ1 − tΥ∗D0)
3γQ∗
Υ∗ ,

R(t) = R0 (ℓ1 − tΥ∗D0)
− 2x∗

m(r∗)Υ∗ . (3.7)

donde ℓ1 = D0t0Υ
∗ + 1.

Por otra parte, el factor de escala ℓ a lo largo de las ĺıneas de flujo dado por (2.8), estaŕıa

definido como [80]:

ℓ(t) = ℓ0 (ℓ1 − tΥ∗D0)
−Q∗

Υ∗ . (3.8)
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donde ℓ0 = [(e11 0)(
2K0)]

− 1
3 . En el caso en que Υ∗ → 0+ se tiene que ℓ1 → 1 y usando el

ĺımite fundamental algebraico resulta:

e11(t) = e11 0 e
−D0 (Q∗−2Σ∗) t

2K(t) = 2K0 e
−2D0 (Q∗+Σ∗) t

ρm(t) = ρm 0 e
−3γ D0 Q∗ t

R(t) = R0 e
2D0 x∗ t

m(r∗)

ℓ(t) = ℓ0 e
D0 Q∗ t. (3.9)

Finalmente, en los casos simples x∗ = 0 y y∗ = 0 se obtiene que:

- Si y∗ = 0 y r∗ 6= {0, 1}, R = 0.

- Si y∗ = 0 y r∗ = 1, R es arbitrario.

- Si x∗ = 0, implicaŕıa que f ′(R) es una constante, lo que conlleva a que R = R0.

Dichas relaciones que se obtienen a partir de las definiciones de las variables dinámicas

(2.36) y de r (2.40). Es válido aclarar que para el caso x∗ = 0, r∗ debe satisfacer que:

r∗ = −c R

f(R)
. (3.10)

con c una constante. Esta relación es en general una ecuación trascendente para R. Re-

solviendo dicha relación se obtiene el valor de R(r∗) correspondiente.

Por otra parte para realizar el análisis f́ısico de las soluciones cosmológicas asociadas a

los puntos cŕıticos del sistema conviene expresar diferentes magnitudes observables en

función de las variables de fase. Esto permite evaluar dichas expresiones en cada punto

cŕıtico del sistema.

Algunas magnitudes observables de interés cosmológico son el parámetro de desaceleración
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q, definido usualmente como [80],

q = 3uµ∇µ[
1

Θ
]− 1 = − ℓ ℓ̈

(ℓ̇)2
, (3.11)

y el parámetro de la ecuación de estado efectiva (total) de la materia, que de acuerdo a

(2.20), se expresa convencionalmente por:

weff ≡ P

µ
=

pm
f ′(R)

+ P (eff)

ρ(m)

f ′(R)
+ µ(eff)

, (3.12)

donde P (eff) y µ(eff) están definidos por (2.17). Usando las variables auxiliares (2.36) y

las ecuaciones (2.33), (2.28) y (3.3), se obtiene:

q =
1− x(2Q+ x) + Σ2 − r(−1 + 2Qx+ x2 + y − Σ2)

Q2(1 + r)
,

weff =
1

3
+

2ry

3(1 + r)(−1 + 2Qx+ x2 + Σ2)
. (3.13)

Finalmente los parámetros de densidad definidos en (2.23) - (2.26) se expresan en términos

de las variables auxiliares como:

Ωk =
(−1 +Q+ x)(1 +Q+ x)

Q2
,

Ωm =
1− x2 − y − Σ2

Q2
,

Ωcurvfl =
−2Qx+ y

Q2
,

Ωσ =

(
Σ

Q

)2

. (3.14)

Con estos resultados es posible calcular para cada punto cŕıtico el valor de los observables

básicos q y weff , aśı como los diferentes parámetros de densidad y la solución f́ısica

espećıfica, es decir, obtener el comportamiento de ℓ(t), ρm(t) y R(t) brindándonos la
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posibilidad de interpretar f́ısicamente cada punto cŕıtico.

Es válido comentar que en la métrica Kantowski-Sachs es posible tratar fácilmente el

problema de la isotropización. Observándose que la isotroṕıa se alcanza si σ+ es cero

asintóticamente, como puede apreciarse de (2.1) y (2.11). Aśı los puntos cŕıticos con

Σ = 0 (o f́ısicamente Ωσ = 0) corresponden a puntos con geometŕıa FRW, es decir a un

universo isótropo. Si además dicho punto isótropo es un atractor de futuro, se obtiene una

isotropización asintótica en el futuro [89].

3.2. Implicación Cosmológica

En secciones precedentes se formularon las ecuaciones del campo para una función f(R)

arbitraria en un universo con geometŕıa Kantowski-Sachs, llevándose a cabo un análisis

detallado del espacio de fase y obteniéndose las ecuaciones de los observables. En esta

sección se discutirán las implicaciones f́ısica de los resultados matemáticos obtenidos,

enfocándonos en el comportamiento f́ısico de la soluciones y en las cantidades observables.

Como la variable auxiliar Q es por definición el escalar de Hubble dividido por una

constante positiva, tenemos que para Q > 0 (Q < 0) corresponde a un universo en

expansión (contracción) y en el caso Q = 0 corresponde a un universo estático 4 si a esto

le juntamos la información que nos brinda el parámetro de desaceleración (q) se puede

caracterizar la solución cosmológica de acuerdo a:

- Si Q > 0 y q < 0 (q > 0) el punto cŕıtico representa a un universo en expansión

acelerada (desacelerada).

- Si Q < 0 y q > 0 (q < 0) el punto cŕıtico representa a un universo que se contrae

4Desde el punto de vista cosmológico, las soluciones estáticas poseen ℓ(t) = const, implicando que
ℓ̇(t) = 0 y ℓ̈(t) = 0. Estas condiciones son equivalentes a H(t) = 0 y Ḣ(t) = 0 las cuales se deducen,
a partir de la definición de Q, cuando Q = 0 y Q̇ = 0.
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aceleradamente (desaceleradamente).

Adicionalmente si weff < −1, entonces el universo presenta fantasmas y por último, si

Σ∗ = 0 el punto cŕıtico corresponde a un universo isotrópico.

A contiunación se procede a la interpretación f́ısica de los puntos cŕıticos del

sistema.

El punto cŕıtico A+(r∗) representa un universo isótropo en expansión desacelerada (resp.

acelerada) para valores −1,366 . r∗ ≤ −1,25 ó −0,5 < r∗ . 0,366 (resp. r∗ . −1,366

ó r∗ & 0,366). Para r∗ < −2 se obtiene comportamiento fantasma. En el caso, r∗ = −2

la solución A+(r∗) tiene curvatura constante (R(t) = R0)
5 y la solución cosmológica es de

tipo de de Sitter.

Al estudiar la estabilidad de la variedad central de A+(r∗) para r∗ = −2 se deduce

que dicho punto es localmente asintóticamente inestable (tipo silla). Este resultado tiene

mucha importancia f́ısica ya que tal comportamiento podŕıa describir la época inflacionaria

del universo [31] (este resultado es consistente con el resultado obtenido en [30] para

modelos de gravedad cuadrática f(R) = R+αRn en su formulación conforme como teoŕıa

escalar-tensorial en el Marco de Einstein). Además, dado que la densidad de enerǵıa de

curvatura es cero (ver tabla 3.2), este punto corresponde a un universo asintóticamente

plano (este resultado es análogo a lo que se tiene para modelos FRW cerrados o abiertos

los cuales podŕıan tener soluciones con curvatura cero como estados asintóticos [31]).

En A+(r∗) la ecuación de estado efectiva y el parámetro de desaceleración están dados

por weff = 1−7r∗−6(r∗)2

3+9r∗+6(r∗)2 y q = 1−2r∗−2(r∗)2

1+3r∗+2(r∗)2 respectivamente. Luego la condición de universo

en expansión acelerada (weff < −1
3
, q < 0) se reduce a r∗ . −1,366 ó r∗ & 0,366.

A modo de resumen A+(r∗) es un atractor representando un universo con expansión

acelerada en los casos

5 Ver tabla 3.3
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1. r∗ < −2, M ′(r∗) < 0. A+(r∗) obedece una ecuación de estado fantasma weff < −1.

2. r∗ > 1
2
(−1+

√
3) & 0,366, M ′(r∗) < 0. A+(r∗) mimetiza un campo de quintaesencia

−1 < weff < −1
3
. Si M ′(r∗) < 0 cuando r∗ → ∞ entonces ĺımr∗→∞weff = −1, en

cuyo caso A+(r∗) representa una solución tipo de Sitter.

3. −2 < r∗ < −1
2
(1+

√
3) . −1,366, M ′(r∗) > 0. A+(r∗) tiene una ecuación de estado

weff > −1.

En el caso ĺımite r∗ → −2, A+(r∗) se reduce al punto (Q,Σ, y, x, r) = (1, 0, 1, 0,−2) que

es no hiperbólico (un valor propio cero). Para el caso concreto de gravedad cuadrática

se puede demostrar que A+(−2) es localmente asintóticamente inestable (tipo silla) (ver

sección B.1). Este resultado para A+(r∗) puede ser genérico para cualquier función di-

ferenciable M(r). Por otro parte si M(r∗) = M ′(r∗)) = 0, A+(r∗) tendŕıa una variedad

estable a lo sumo 4D. En ambos casos se requiere de un análisis más detallado.

Evaluándose a primer orden se obtienen para A+(r∗) las soluciones asintóticas:

ℓ(t) =





ℓ0 (ℓ1 −D0 tΥ
∗)s1 para r∗ 6= −2 , ρm(t) = ρm0

[
ℓ(t)
ℓ0

]−3γ

,

ℓ0 e
D0 t para r∗ = −2

R(t) =





R0 (ℓ1 −D0 tΥ
∗)

2(1+r∗)
m(r) para r∗ 6= {−2,−5

4
,−1

2
}

R0 para r∗ = −2

0 para r∗ = {−5
4
,−1

2
}

donde s1 = −1 + 2r∗ + 3
2+r∗ y Υ∗ = − 2+r∗

3(1+r∗)2 . Los puntos cŕıticos A−(r∗) y B−(r∗)

corresponden a universos isótropos en contracción son inestables luego no representan

apropiadamente el universo tard́ıo.

B+(r∗) tiene gran probabilidad de representar un atractor de futuro del universo en ex-

pansión desacelerada y con curvatura cero (R(t) = 0), si 1 ≤ γ . 1,66, r∗ 6= −1 porque

tiene una variedad estable 4D. En especial B+(r∗) corresponde a una solución de dominio
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de materia para γ = 4
3
en cuyo caso el fluido de fondo mimetiza radiación. En este caso

B+(r∗) a pesar de ser no hiperbólico para γ = 4
3
debido a la existencia de dos valores

propios reales de signos opuestos se puede concluir que se comporta como un punto silla.

Dado que B+(r∗) se comporta como silla, las soluciones cosmológicas cerca de B+ abando-

nan la época de dominio de materia. Este resultado tiene gran significación desde el punto

de vista f́ısico ya que un modelo del universo viable observacionalmente debe tener una

etapa de dominio de materia transiente que anteceda a una época de expansión acelerada.

Evaluándose a primer orden en B+(r∗) se obtienen las soluciones asintóticas:

ℓ(t) = ℓ0
√
ℓ1 −D0tΥ∗, ρm(t) = ρm0(ℓ1 −D0tΥ

∗)−3γ/2, R(t) = 0

donde Υ∗ = 4
3(−2+γ)

.

Los puntos N±(r∗) representan universos estáticos (Q = 0). L−(r∗) corresponde a un

universo isótropo en contracción acelerada para r∗ 6= −1, con curvatura cero y asintóti-

camente plano, representando un atractor de futuro del universo (es localmente asintóti-

camente estable) para las condiciones 1 ≤ γ < 5
3
, r∗ < −5

4
,M ′(r∗) < 0 ó 1 ≤ γ < 5

3
, r∗ >

−1,M ′(r∗) < 0. El punto L+ corresponde a un universo en expansión desacelerada para

r∗ 6= −1, pero como este es inestable (atractor local de pasado) no representa un atractor

de futuro.

Los puntos P−
1 (r∗) y P−

2 (r∗) poseen una variedad estable 3D con una variedad central

2D. Ambos representan universo en contracción aceleradas, con curvatura cero y asintóti-

camente planos. Por otro lado los puntos no hiperbólicos P+
1 (r∗) y P+

2 (r∗) corresponden

a un universo en expansión desacelerada, no representando una fase tard́ıa, pues poseen

una variedad 3D inestable.

De acuerdo al análisis que se realizó en el caṕıtulo 2 el punto cŕıtico P+
4 (r∗), posee una
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Tabla 3.1.: En la tabla se muestran el valor de los observables básicos q y weff para cada
punto cŕıtico.

Ptos weff q

A±(r∗) 1−7r∗−6(r∗)2

3+9r∗+6(r∗)2
1−2r∗−2(r∗)2

1+3r∗+2(r∗)2

B±(r∗), L±(r∗) 1
3

1

P±
4 (r∗) 1−r∗(21+4r∗(9+4r∗))

3+3r∗(21+8r∗(3+r∗))
1−2r∗−2(r∗)2

5+5r∗+2(r∗)2

P±
5 (r∗) 1

3
−4 + 3γ

P±
6 (r∗) −γ+r∗

r∗ −3γ+2r∗

2r∗

P±
1 (r∗),P±

2 (r∗),P±
8 ,P±

9
1
3

2

C±(r∗) 1
3

2
1± sin u

P±
10, P

±
11 −1 −1

variedad 4D estable, correspondiendo a un universo no plano (Ωk 6= 0).

Evaluando el valor del parámetro de la ecuación de estado efectiva y el parámetro de

desaceleración en P+
4 (r∗) obtenemos weff = 1−r∗(21+4r∗(9+4r∗))

3+3r∗(21+8r∗(3+r∗)) y q = 1−2r∗−2(r∗)2

5+5r∗+2(r∗)2 res-

pectivamente.

1. Para−2,395 . 1
4

(
−5−

√
21
)
< r∗ < −2,M ′(r∗) < 0, P+

4 (r∗) representa un solución

fantasma (weff < −1).

2. Para r∗ . −2,395 la solución es acelerada pero no de tipo fantasma.

3. Cuando r∗ =
(
−5−

√
21
)
se obtiene una solución tipo de Sitter.

4. r∗ > 1
2
(−1 +

√
3),M ′(r∗) < 0, P+

4 representa una solución acelerada con −2
3
<

weff < −1
3
y en el ĺımite r∗ → ∞ se tiene que weff = −2

3
.



3.2. IMPLICACIÓN COSMOLÓGICA 81

Tabla 3.2.: En la tabla se muestran el valor de los diferentes parámetros de densidad Ωk,
Ωm, Ωcurvfl y Ωσ para cada punto cŕıtico.

A = −3(−1+2r∗(1+r∗))(7+2r∗(5+2r∗))
(5+r∗(5+2r∗))2

Ptos Ωk Ωm Ωcurvfl Ωσ

A±(r∗),L±(r∗),P±
10 0 0 1 0

B±(r∗) 0 5− 3γ −4 + 3γ 0

P±
4 (r∗) A 0 3(1+r∗)(1+r∗(21+8r∗(3+r∗)))

(5+r∗(5+2r∗))2
(1−2r∗(1+r∗))2

(5+r∗(5+2r∗))2

P±
5 (r∗) 0 0 6− 3γ −5 + 3γ

P±
6 (r∗) 0 − 3γ+r∗(4+9γ+(2+6γ)r∗)

2(r∗)2
(1+r∗)(3γ+(4+6γ)r∗)

2(r∗)2 0

P±
1 (r∗),P±

2 (r∗),P±
8 ,P±

9 0 0 0 1

C±(r∗) 0 0 2 sin u
±1+sin u

cos2 u
(±1+sin u)2

P±
11 −3 0 3 1

5. Para −2 < r∗ < 1
2
(−1−

√
3),M ′(r∗) > 0 se tiene weff > −1.

Para el caso r∗ = −2, P+
4 (r∗) es no hiperbólico con una variedad 3D estable. Para P+

4 (r∗)

se tienen las soluciones a primer orden:

ℓ(t) =





ℓ0 (ℓ1 −D0 tΥ
∗)s2 para r∗ 6= −2 , ρm(t) = ρm0

[
ℓ(t)
ℓ0

]−3γ

,

ℓ0 e
D0 t

2 para r∗ = −2

R(t) =





R0 (ℓ1 −D0 tΥ
∗)

2(1+r∗)
m(r) para r∗ 6= −2

R0 para r∗ = −2

donde Υ∗ = − 3(2+r∗)
10+r∗(16+7r∗) .

Por otro lado el punto P−
4 (r∗) corresponde a un universo en contracción desacelerada,
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Tabla 3.3.: En la tabla se muestran las ecuaciones que determinan el comportamiento
de ℓ(t), ρm(t) y R(t) para los punto cŕıticos A±(r∗), B±(r∗) y P±

4 (r∗).

s1 = −1 + 2r∗ + 3
2+r∗ , s2 =

5+5r∗+2(r∗)2

3(2+r∗)

Ptos Υ∗ Solución

A+(r∗) − 2+r∗

3(1+r∗)2 ℓ(t) =

{
ℓ0 (ℓ1 −D0 tΥ

∗)
s1 para r∗ 6= −2 , ρm(t) = ρm0

[
ℓ(t)
ℓ0

]−3γ

,

ℓ0 e
D0 t para r∗ = −2

R(t) =





R0 (ℓ1 −D0 tΥ
∗)

2(1+r∗)
m(r) para r∗ 6= {−2,− 5

4 ,− 1
2}

R0 para r∗ = −2
0 para r∗ = {− 5

4 ,− 1
2}

A−(r∗) 2+r∗

3(1+r∗)2 ℓ(t) =

{
ℓ0 (ℓ1 −D0 tΥ

∗)
s1 para r∗ 6= −2 , ρm(t) = ρm0

[
ℓ(t)
ℓ0

]−3γ

,

ℓ0 e
−D0 t para r∗ = −2

R(t) =





R0 (ℓ1 −D0 tΥ
∗)

2(1+r∗)
m(r) para r∗ 6= {−2,− 5

4 ,− 1
2}

R0 para r∗ = −2
0 para r∗ = {− 5

4 ,− 1
2}

B+(r∗) 4
3(−2+γ) ℓ(t) = ℓ0

√
ℓ1 −D0tΥ∗, ρm(t) = ρm0(ℓ1 −D0tΥ

∗)−3γ/2, R(t) = 0

B−(r∗) 4
3(2−γ) ℓ(t) = ℓ0

√
ℓ1 −D0tΥ∗, ρm(t) = ρm0(ℓ1 −D0tΥ

∗)−3γ/2, R(t) = 0

P+
4 (r∗) − 3(2+r∗)

10+r∗(16+7r∗) ℓ(t) =





ℓ0 (ℓ1 −D0 tΥ
∗)

s2 para r∗ 6= −2 , ρm(t) = ρm0

[
ℓ(t)
ℓ0

]−3γ

,

ℓ0 e
D0 t

2 para r∗ = −2

R(t) =

{
R0 (ℓ1 −D0 tΥ

∗)
2(1+r∗)
m(r) para r∗ 6= −2

R0 para r∗ = −2

P−
4 (r∗) 3(2+r∗)

10+r∗(16+7r∗) ℓ(t) =





ℓ0 (ℓ1 −D0 tΥ
∗)

s2 para r∗ 6= −2 , ρm(t) = ρm0

[
ℓ(t)
ℓ0

]−3γ

,

ℓ0 e
−D0 t

2 para r∗ = −2

R(t) =

{
R0 (ℓ1 −D0 tΥ

∗)
2(1+r∗)
m(r) para r∗ 6= −2

R0 para r∗ = −2.
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pero al ser inestable no puede ser una solución de universo tard́ıo.

Los puntos crt́icos no hiperbólicos P ǫ
5(r

∗) corresponden a soluciones cosmológicas con

curvatura cero en expansión desacelerada (si ǫ = +) y contracción acelerada (si ǫ = −)

para 5/3 ≤ γ ≤ 2, r∗ 6= −1. P+
5 (r∗) tiene una variedad central 2D y una inestable

3D, por lo que, genéricamente, no representaŕıan un universo tard́ıo. P−
5 (r∗) tiene una

variedad estable 3D y una variedad central 2D. Evaluándose a primer orden se obtienen

las soluciones asintóticas:

ℓ(t) ∝ t
1

3(−1+γ) , ρm(t) ∝ t
γ

1−γ , R(t) = 0.

Los puntos cŕıticos P+
6 (r∗) (resp. P−

6 (r∗)) correspondientes a un universo en expansión

desacelerada (resp. contracción acelerada) no representan el universo tard́ıo porque son

puntos sillas. En este caso las soluciones cosmológicas pueden permanecer un peŕıodo

largo de tiempo en una vecindad del punto cŕıtico antes de abandonar esta región. Para

P+
6 (r∗) tenemos a primer orden:

ℓ(t) = ℓ0 (ℓ1 −D0Υ
∗ t)−

2r∗
3γ , ρm(t) = ρm0

[
ℓ(t)

ℓ0

]−3γ

,

R(t) =





R0 (ℓ1 −D0Υ
∗ t)

2(1+r∗)
m(r) para r∗ 6= {−3γ

4
,−1}

0 para r∗ = −3γ
4

arbitraria para r∗ = −1.

donde Υ∗ = − 3γ
3γ+(−2+3γ)r∗ .

P+
6 (r∗) representa una solución de dominio de materia si 1 ≤ γ ≤ 5

48

(
5 + 3

√
17
)
. 1,8093

y r∗ = − 3γ
6γ+4

con M ′(r∗) 6= 0; o bien r∗ → −1, M(r∗) = 0. En este ĺımite aparecen dos

valores propios λ1 →= +∞ y λ2 →= −∞. Luego, a pesar de ser no hiperbólicos (un valor

propio cero), los puntos de equilibrio se comportan como puntos sillas, pero en este caso
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Tabla 3.4.: En la tabla se muestran las ecuaciones que determinan el comportamiento de
ℓ(t), ρm(t) y R(t) para los punto cŕıticos P±

5 (r∗) - P±
11.

Ptos Υ∗ Solución

P+
5 (r∗) − 6(−1+γ)

3γ−4 ℓ(t) = ℓ0(ℓ1 −D0Υ
∗t)

1
3(−1+γ) , ρm(t) = ρm0(ℓ1 −D0Υ

∗t)
γ

1−γ , R(t) = 0

P−
5 (r∗) 6(−1+γ)

3γ−4 ℓ(t) = ℓ0(ℓ1 −D0Υ
∗t)

1
3(−1+γ) , ρm(t) = ρm0(ℓ1 −D0Υ

∗t)
γ

1−γ , R(t) = 0

P+
6 (r∗) − 3γ

3γ+(−2+3γ)r∗ ℓ(t) = ℓ0 (ℓ1 −D0Υ
∗ t)

− 2r∗

3γ , ρm(t) = ρm0

[
ℓ(t)
ℓ0

]−3γ

R(t) =





R0 (ℓ1 −D0Υ
∗ t)

2(1+r∗)
m(r) para r∗ 6= {− 3γ

4 ,−1}
0 para r∗ = − 3γ

4
arbitraria para r∗ = −1

P−
6 (r∗) 3γ

3γ+(−2+3γ)r∗ ℓ(t) = ℓ0 (ℓ1 −D0Υ
∗ t)

− 2r∗

3γ , ρm(t) = ρm0

[
ℓ(t)
ℓ0

]−3γ

R(t) =





R0 (ℓ1 −D0Υ
∗ t)

2(1+r∗)
m(r) para r∗ 6= {− 3γ

4 ,−1}
0 para r∗ = − 3γ

4
arbitraria para r∗ = −1

P+
8 −3 ℓ(t) = ℓ0(ℓ1 + 3D0t)

1
3 , ρm(t) = ρm0(ℓ1 + 3D0t)

−γ , R(t) = 0

P−
8 3 ℓ(t) = ℓ0(ℓ1 − 3D0t)

1
3 , ρm(t) = ρm0(ℓ1 − 3D0t)

−γ , R(t) = 0

P+
9 −3 ℓ(t) = ℓ0(ℓ1 + 3D0t)

1
3 , ρm(t) = ρm0(ℓ1 +D0t)

−γ , R(t) = 0

P−
9 3 ℓ(t) = ℓ0(ℓ1 − 3D0t)

1
3 , ρm(t) = ρm0(ℓ1 − 3D0t)

−γ , R(t) = 0

P+
10 0 ℓ(t) = ℓ0 e

D0 t, ρm(t) = ρm0 e
−3D0 t γ , R(t) = R0

P−
10 0 ℓ(t) = ℓ0 e

−D0 t, ρm(t) = ρm0 e
3D0 t γ , R(t) = R0

P+
11 0 ℓ(t) = ℓ0 e

D0 t

2 , ρm(t) = ρm0 e
− 3

2D0 t γ , R(t) = R0

P−
11 0 ℓ(t) = ℓ0 e

−D0 t

2 , ρm(t) = ρm0 e
3
2D0 t γ , R(t) = R0
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las soluciones no permanecen un peŕıodo largo de tiempo cerca de estas soluciones por

tener una dirección propia fuertemente inestable.

Para la curvas de equilibrio P±
8 y P±

9 se tienen las soluciones a primer orden:

ℓ(t) = ℓ0(ℓ1 ± 3D0t)
1
3 , ρm(t) = ρm0(ℓ1 ± 3D0t)

−γ, R(t) = 0.

Estas curvas contienen como casos particulares los puntos P±
1 (r∗) y P±

2 (r∗) cuando rc = r∗.

Estos puntos no describen apropiadamente el universo actual, por tanto no discutiremos

en profundidad las propiedades f́ısicas de las soluciones cosmológicas correspondientes.

El punto cŕıtico P+
10 describe un universo plano e isótropo en expansión acelerada tipo de

Sitter puesto que weff = −1. Dicho punto existe para r = −2 entonces, siM(−2) > 0, P+
10

es un atractor de futuro (ver tabla 2.8). Evaluándose a primer orden en P+
10 se obtienen

las soluciones asintóticas:

ℓ(t) = ℓ0 e
D0 t, ρm(t) = ρm0 e

−3D0 t γ, R(t) = R0.

Para M(−2) = 0 este punto cŕıtico es no hiperbólico teniendo una variedad 4D estable.

Observar que A+ y P+
10 coinciden para r = −2. En este caso se requiere de un análisis más

detallado. Por otra parte, P−
10 representa un universo isótropo en contracción desacelerada

y no es capaz de representar una fase del universo tard́ıo.

El punto P−
11 corresponde a un universo contracción desacelerada, al ser inestable no

reproduce un universo tard́ıo. Por otra parte P+
11 tiene una variedad estable 4D estable.

Pudiendo representar una solución de un universo tard́ıo no plano y en expansión acelerada

tipo de Sitter si r = −2, 0 < M(−2) ≤ 3
8
. Evaluando en P+

11 se obtiene a primer orden:

ℓ(t) = ℓ0 e
D0 t

2 , ρm(t) = ρm0 e
− 3

2
D0 t γ , R(t) = R0.
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Para u ∈ [0, 2π], u 6= π/2 los puntos cŕıticos en la curva C−(r∗) corresponden a atractores

de futuro, correspondiendo a universos en contracción acelerada y plano (ver tabla 2.3).

Para u ∈ [0, 2π], u 6= 3π/2, los puntos cŕıticos en C+(r∗) son inestables por tanto no

corresponden a atractores de futuro.

Resumiendo, se demostró que este tipo de geometŕıa Kantowsky-Sachs puede llevar a las

teoŕıas f(R) no solo a un universo acelerado, sino también a un comportamiento fantasma6.

Como los obtenido en los puntos A+(r∗), P+
4 (r∗), mientras que otros, como el P+

10 y P+
11

corresponden a atractores de tipo de Sitter. Los puntos de equilibro B+(r∗) y P+
6 (r∗)

pueden representar universos dominados por materia.

Para concluir la sección se comenta brevemente sobre la viabilidad de los modelos f(R)

desde el punto de vista cosmológico. Uno de los aspectos de mayor interés desde el punto

de vista cosmológico es que los modelos f(R) sean capaces de reproducir las diferentes

etapas por las que el universo a evolucionado. Un modelo cosmológico viable debe tener

una época de expansión acelerada precedida de una época de dominio de materia [32].

De acuerdo al análisis que se realizó en el caṕıtulo 2, de los posibles atractores de futuro que

representan soluciones cosmológicas en expansión acelerada se puedo definir las siguientes

regiones (asumimos 1 ≤ γ ≤ 2):

I: r∗ < −2, M ′(r∗) < 0. En esta región A+(r∗) es el atractor comportándose como un

campo fantasma (weff < −1).

II: r∗ = −2, M ′(r∗) > 0. En esta región P+
10 es el atractor comportándose como una

solución de Sitter.

III: −2 < r∗ < −1
2
(1 +

√
3), M ′(r∗) > 0. En esta región A+(r∗) es el atractor.

IV: r∗ > 1
2
(−1 +

√
3), M ′(r∗) < 0. En esta región A+(r∗) es el atractor.

6 Un resultado de gran interés cosmológico.
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Tabla 3.5.: En la tabla se muestran las ecuaciones que determinan el comportamiento de
ℓ(t), ρm(t) y R(t) para la curva de puntos cŕıticos C± y los puntos cŕıticos que
pertenecen a la misma.

Ptos. Υ∗ Solución

L+(r∗) −4 ℓ(t) = ℓ0
√
ℓ1 + 4D0t, ρm(t) = ρm0(ℓ1 + 4D0t)

−3γ/2, R(t) = 0

L−(r∗) 4 ℓ(t) = ℓ0
√
ℓ1 − 4D0t, ρm(t) = ρm0(ℓ1 − 4D0t)

−3γ/2, R(t) = 0

P+
1 (r∗),P+

2 (r∗) −3 ℓ(t) = ℓ0(ℓ1 + 3D0t)
1/3, ρm(t) = ρm0(ℓ1 + 3D0t)

−γ , R(t) = 0

P−
1 (r∗),P−

2 (r∗), 3 ℓ(t) = ℓ0(ℓ1 − 3D0t)
1/3, ρm(t) = ρm0(ℓ1 − 3D0t)

−γ , R(t) = 0

C+(r∗) −3− sinu ℓ(t) = ℓ0(ℓ1 −D0Υ
∗t)−

1+sinu

Υ∗ , ρm(t) = ρm0(ℓ1 −D0Υ
∗t)

3γ(1+sinu)
Υ∗ , R(t) = 0

C−(r∗) 3− sinu ℓ(t) = ℓ0(ℓ1 −D0Υ
∗t)

1−sinu

Υ∗ , ρm(t) = ρm0(ℓ1 −D0Υ
∗t)

3γ(−1+sinu)
Υ∗ , R(t) = 0

De acuerdo al análisis que se realizó en el caṕıtulo 2, los puntos cŕıticos que pueden

representar soluciones cosmológicas de dominio de materia Ωm = 1, son P+
6 y B+. Como

se espera dichos puntos tienen comportamiento tipo silla. Luego se pueden definir tres

regiones en el espacio de parámetros para la existencia de una etapa transiente de dominio

de materia:

V: 1 ≤ γ ≤ 2, r∗ → −1. En este caso P+
6 (r∗) representa un universo dominado por

materia.

VI: 1 ≤ γ ≤ 5
48
(5 + 3

√
17), r∗ = − 3γ

4+6γ
, M ′(r∗) = 0. En este caso P+

6 (r∗) representa un

universo dominado por materia.

VII: γ = 4
3
,M(r∗) = 0. En este caso B+(r∗) representa un universo dominado por mate-

ria.
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En [32] los autores demostraron que el comportamiento cosmológico de los modelos f(R)

puede entenderse, desde una perspectiva geométrica, a partir de las propiedades de una

curva m(r) en el plano (r,m), donde m = Rf ′′(R)
f ′(R)

= d ln f ′(R)
d lnR

y r = −Rf ′(R)
f(R)

= −d ln f(R)
d ln(R)

.

Esto permite clasificar a los modelos f(R) en cuatro clases generales, dependiendo de la

existencia de una época de materia estándar y una época final acelerada. La existencia de

una época dominada por materia viable previa al estado de expansión acelerada observado

hoy d́ıa, requiere que la variable m satisfaga las condiciones m(r) ≈ +0 y dm
dr

> −1 en

r ≈ −1. Para la existencia de una fase de aceleración tard́ıa viable se requiere que:

(i) m = −r − 1, (
√
3− 1)/2 < m < 1 y dm

dr
< −1. ó (ii) 0 < m < 1 en r = −2.

Estas condiciones determinan dos regiones en el espacio (r,m). En esta investigación se

determinaron regiones en el espacio (γ, r,M ′(r)) en las cuales se tienen fases de dominio

de materia (regiones V-VII) y fases de expansión acelerada (regiones I-IV) Una teoŕıa f(R)

con una curvaM(r) que conecte una región con dominio de materia precedente a una fase

de expansión acelerada en el plano (r,M ′(r)) se considerará viable cosmológicamente.

Estos resultados son equivalentes a los presentados en [32]. En esta investigación las

nuevas regiones son la región de tipo I (expansión acelerada) y las regiones de tipo V y

VI (dominio de materia). Luego en esta tesis se extienden los resultados de [32].

3.3. Reconstrucción de la función genérica f(R)

En el caṕıtulo 1 se discute brevemente sobre el rol de los modelos f(R) como alternativa

para modelar diferentes comportamientos del universo sin necesidad de recurrir a la EO

o la MO. Para la obtención de un modelo f(R) viable se debe escoger apropiadamente

la función genérica del escalar de Ricci f(R). Esta función debe satisfacer un grupo de

requisitos expuestos en el eṕıgrafe 1.1.3 para que el modelo construido sea auto-consistente
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desde el punto de vista teórico y al mismo tiempo compatible con las observaciones y

experimentos cosmológicos.

En este eṕıgrafe se propone un método para la reconstrucción de la función f(R) a partir

de la función de entrada m(r) (definida en (2.40)). Dicha función debe satisfacer un grupo

de requisitos desde el punto de vista matemático que se imponen para obtener atractores

de futuro isótropos en expansión acelerada precedidos de una etapa transiente de domi-

nio de materia. Una vez planteadas la funciones m(r) de inicio, se imponen condiciones

adicionales que surgen a partir de las restricciones que deben satisfacer las funciones f(R)

reconstruidas que provean un cuadro f́ısico coherente.

Existen muchos métodos de reconstrucción de las teoŕıas f(R) abordados en la literatura.

Por ejemplo en [11] se reconstruye la función f(R) a partir de conocer la evolución del

parámetro de Hubble. En el proceso de reconstrucción de la función f(R) el autor adopta

predicciones de un modelo de EO, buscando aśı obtener los mismos resultados sin necesi-

dad de recurrir a componentes exóticas. En esta tesis, en lugar de seguir el procedimiento

anterior, se parte de poner como función de entrada la función m(r) y reconstruir la

función genérica f(R) utilizándose el algoritmo que se propone a continuación.

Sean dadas las expresiones

m =
Rf ′′(R)

f ′(R)
=
d ln f ′(R)

d lnR
(3.15)

r = −Rf
′(R)

f(R)
= −d ln f(R)

d ln(R)
, (3.16)

Derivando en ambos miembros de (3.16) con respecto a R, y usando la definicón (3.15)

se deduce que

dr

dR
=
r(1 +m(r) + r)

R
(3.17)
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Separando variables e integrando la ecuación resultante, se obtiene la expresión en cua-

draturas

R(r) = R0 exp

[∫
dr

r(1 +m(r) + r)

]
(3.18)

Para obtener la función f(R) como una integral en cuadraturas que contenga la función

m(r) se parte de la definición de r:

r = −d ln f(R)
d lnR

Agrupándose términos convenientemente resulta

− rd lnR = d ln f(R)

−
∫
rd lnR = ln

[
f(R)

f0

]

f(R) = f0 exp

(
−
∫
rd lnR

)
(3.19)

Sustituyendo (3.18) en (3.19) resulta

f(r) = f0 exp

(
−
∫

1

1 +m(r) + r
dr

)
. (3.20)

Luego es posible construir una función f(R) a partir de una m(r) dada. También se puede

construir una función f(R) dada unaM(r) debido a la relación dada por (2.42). Finalmente

de las ecuaciones (3.19) y (3.18) puede obtenerse una relación paramétrica entre el f(R)

y R.

En la tabla 3.6 se muestran para algunos modelos f(R) usuales sus respectivas funciones

m(r) y M(r).
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Tabla 3.6.: Modelos f(R) usuales

Modelos f(R) m(r) M(r)

αRn, −r − 1 0

R+ αRn n(1+r)
r

r(n+r)
n

Rp (lnαR)
q p2+2rp−qr2+r2−qr

qr − r(p+r)2

−p2−2rp+qr2−r2+qr

Rp exp (qR) p−r2

r − r(p+r)
r2−p

Rp exp
(
q
R

)
− r2+2r+p

r
r(p+r)

r2+2r+p

3.3.1. Ejemplo: Gravedad Cuadrática

En esta sección se usa el modelo de Gravedad Cuadrática f(R) = R+αRn como ejemplo

para ilustrar los resultados anaĺıticos discutidos en esta tesis.

En este caso M(r) = 1
2
r(r + 2). La función M(r) se anula en los puntos r = 0 y r = −2,

o sea, r∗ ∈ {0,−2}. Tenemos que M ′(0) = 1 y M ′(−2) = −1.

• Fueron obtenidas condiciones suficientes para la existencia de atractores de pasado:

– L+(−2) es un repulsor local si 1 ≤ γ < 5
3
.

– N+(0) es siempre un repulsor local.

• Fueron obtenidas condiciones suficientes para la existencia de atractores de futuro:

– L−(−2) es un atractor local si 1 ≤ γ < 5
3
.

– N−(0) es siempre un atractor local.

– El punto P+
10 para M(−2) > 0 representa un atractor de futuro y espećıfica-

mente si M(−2) > 9
8
su comportamiento es tipo foco estable.
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• Algunos puntos sillas de interés f́ısico son:

– A−(−2) es no hiperbólico con una variedad inestable 4D cuando r → (−2)−.

Se prueba que la variedad central es estable. Luego es de tipo silla.

– A+(−2) no hiperbólico con una variedad estable 4D cuando r → (−2)−. Se

prueba que la variedad central es inestable. Luego es de tipo silla.

– A+(0) es silla con una variedad estable 3D y una variedad inestable 2D.

– P+
4 (−2) es silla con una variedad estable 3D y una variedad inestable 1D.

En el anexo B, sección B.1 se hace un estudio de la estabilidad de la variedad central de

A+(−2) que representa universos en expansión tipo de Sitter (ℓ(t) ∝ eD0t) para valores

de γ 6= 1 y γ = 1. En dicho anexo se demuestra que el punto cŕıtico asociado a la fase de

Sitter es localmente asintóticamente inestable (tipo silla). Este resultado tiene una gran

importancia práctica ya que dicha solución cosmológica podŕıa representar la etapa de

aceleración del universo temprano asociada con la inflación primordial. De esta manera se

logra extender los resultados para el caso f(R) = R+αR2 presentados en [30] para métricas

Kantowsky-Sachs. Cabe señalar que para demostrar el resultado análogo para la métrica

FRW en [30], se trabajó con la formulación conforme de las teoŕıas f(R) = R+αR2. Como

se sabe, el modelo de cuadrática es equivalente a una Teoŕıa Escalar-Tensorial con campo

escalar, Φ, acoplado no-mı́nimamente a la materia [90, 91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99, 30].

El potencial de autointeracción de Φ es

V (Φ) =
1

8α

(
1− e−

√
2/3Φ

)2
(3.21)

y función de acoplamiento

χ(Φ) = e
√

2
3
Φ (3.22)

(ver detalles en el anexo B, sección B.2).
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En las figuras 3.1, 3.2 y 3.3 se presentan algunas órbitas de (B.6) desde diferentes pers-

pectivas geométricas, ilustrando el comportamiento inestable de la variedad central de

A+(−2) en la dirección de u. El grupo de órbitas en frente de la figura representa el

grafo de la variedad central. La figuras sugieren que el punto de equilibrio L+(−2) es el

atractor del pasado del modelo. Este resultado está en correspondencia con los resultados

anaĺıticos obtenidos en esta sección que plantean que L+(−2) es una fuente local para

1 ≤ γ < 5
3
.
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   L+ (−2)

A+ (−2)

Figura 3.1.: Proyección de algunas órbitas de (B.6) en el espacio u, v2, v3. El gráfico ilustra
el comportamiento inestable de la variedad central de A+(−2) en la dirección
de u. El grupo de órbitas en frente de la figura representa el grafo de la
variedad central. El punto de equilibrio L+(−2) es el atractor del pasado del
modelo.
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Figura 3.2.: Proyección en el plano (u, v1) de las órbitas representadas en la Figura 3.1.
El gráfico ilustra el comportamiento inestable de A+(−2) (las trayectorias
comenzando en u > 0 se alejan del origen).
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Figura 3.3.: Proyección en el plano (u, v3) de las órbitas representadas en la Figura3.1.
El gráfico ilustra el comportamiento inestable de A+(−2) (las trayectorias
comenzando en u > 0 se alejan del origen).
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3.4. Conclusiones Parciales

En este caṕıtulo se presentó un formalismo perturbativo de primer orden para evaluar los

observables básicos (el factor de escala, las densidades de materia y el escalar de Ricci)

en los puntos cŕıticos. La información obtenida se utilizó para la caracterizacón f́ısica de

cada punto cŕıtico obtenido.

Los resultados más importantes que se derivan del análisis f́ısico realizado son:

• A partir del análisis que se realiza en el caṕıtulo 2, fueron obtenidas varias regiones

en el espacio de parámetros para la existencia de atractores de futuro, los cuales

representan soluciones cosmológicas en expansión acelerada (asumimos 1 ≤ γ ≤ 2):

I: r∗ < −2, M ′(r∗) < 0. En esta región A+(r∗) es el atractor comportándose

como un campo fantasma (weff < −1).

II: r∗ = −2, M ′(r∗) > 0. En esta región P+
10 es el atractor comportándose como

una solución de Sitter.

III: −2 < r∗ < −1
2
(1 +

√
3), M ′(r∗) > 0. En esta región A+(r∗) es el atractor.

IV: r∗ > 1
2
(−1 +

√
3), M ′(r∗) < 0. En esta región A+(r∗) es el atractor.

• A partir del análisis que se realiza en el caṕıtulo 2, fueron obtenidas varias regiones

en el espacio de parámetros para la existencia de soluciones con comportamiento

tipo silla ( P+
6 y B+), que representan soluciones cosmológicas de dominio de materia

Ωm = 1.

V: 1 ≤ γ ≤ 2, r∗ → −1. En este caso P+
6 (r∗) representa un universo dominado

por materia.

VI: 1 ≤ γ ≤ 5
48
(5+3

√
17), r∗ = − 3γ

4+6γ
, M ′(r∗) = 0. En este caso P+

6 (r∗) representa

un universo dominado por materia.
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VII: γ = 4
3
,M(r∗) = 0. En este caso B+(r∗) representa un universo dominado por

materia.

• Se determinaron nuevas regiones: la región de tipo I, donde se garantiza la existencia

una fase de expansión acelerada y las regiones de tipo V y de tipo VI, donde se

garantiza la existencia de una época de dominio de materia, que no fueron reportadas

en [32]. Esta es una de las novedades de la presente tesis.

• Se propuso un método para la reconstrucción de la función f(R) a partir de la función

de entradam(r) (definida en (2.40)) que debe satisfacer un grupo de requisitos desde

el punto de vista matemático y f́ısico. La esencia del método es que a partir de las

expresiones en cuadratura

f(r) = f0 exp

(
−
∫

1

1 +m(r) + r
dr

)
, R(r) = R0 exp

[∫
dr

r(1 +m(r) + r)

]
(3.23)

se puede obtener una dependencia impĺıcita entre f y R.

• Para ilustrar el procedimiento de trabajo propuesto en este caṕıtulo, se realizó el

estudio al modelo de gravedad cuadrática, realizándose el análisis de la variedad

central presentada por esta y llegándose al resultado inestable independientemente

del valor del parámetro γ.



CONCLUSIONES

Los resultados obtenidos cumplen con los objetivos generales y espećıficos trazados en

esta tesis, dando aśı una respuesta afirmativa a la interrogante cient́ıfica y validando la

hipótesis de este trabajo. Los principales aportes de esta investigación se pueden enumerar

como sigue:

1. Se lograron extender los resultados para el caso f(R) = R+αR2 presentados en [30]

para métricas Kantowsky-Sachs, mediante el análisis de estabilidad de la variedad

central correspondiente A+(−2), al demostrarse el carácter localmente asintótica-

mente inestable (punto silla) del punto de equilibrio correspondiente a la fase de

Sitter (región II).

2. Se logró generalizar los resultados presentados en [31] a marcos f(R) genéricos, al

obtenerse una familia de puntos cŕıticos equivalentes a los obtenidos por [31] y

demostrarse que estos poseen el mismo comportamiento dinámico que el expresado

en el mencionado art́ıculo.

3. Se formuló y obtuvo en esta tesis una generalización del procedimiento geométri-

co presentado en [32] para métricas FRW, determinándose regiones en el espacio

(γ, r,M ′(r)) en las cuales se tienen fases de dominio de materia (regiones V-VII) y

fases de expansión acelerada (regiones I-IV). Una teoŕıa f(R) con una curva M(r)

que conecte una región con dominio de materia precedente a una fase de expan-
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sión acelerada en el plano (r,M ′(r)) se considerará viable cosmológicamente. Estos

resultados son equivalentes a los presentados por [32]. En esta investigación se ob-

tuvierón las nuevas regiones tipo I (expansión acelerada) y las regiones de tipo V y

VI (dominio de materia). Luego en esta tesis se extienden los resultados de [32].

4. Se diseñó una metodoloǵıa para la reconstrucción de la función f(R) a partir de

la función de entrada m(r) (definida en (2.40)). Dicha función debe satisfacer un

grupo de requisitos desde el punto de vista matemático que se imponen para obte-

ner atractores de futuro isótropos en expansión acelerada precedidos de una etapa

transiente de dominio de materia. A dichas funciones m(r) de inicio, se le imponen

condiciones adicionales que surgen a partir de las restricciones que deben satisfacer

las funciones f(R) reconstruidas que provean un cuadro f́ısico coherente.



RECOMENDACIONES

Para dar continuidad al trabajo investigativo discutido en la presente tesis, se hacen las

siguientes recomendaciones:

• Aplicar la metodoloǵıa desarrollada en esta tesis para los modelos f(R) propuestos

en la Tabla 3.6 con el objetivo de determinar una teoŕıa viable cosmológicamente

en el sentido de que la curva M(r) asociada conecte una región del plano (r,M ′(r))

asociada al dominio de materia con una región del plano (r,M ′(r)) asociada a una

fase de expansión acelerada.

• Para aclarar el problema de la equivalencia f́ısica (o no) entre la teoŕıa f(R) y

su formulación conforme como Teoŕıa Escalar-Tensorial, se recomienda estudiar la

estabilidad de las soluciones cosmológicas de interés f́ısico del sistema (B.19)-(B.23).

De la comparación entre los resultados f́ısicos que se obtengan en dicho escenario

conforme y los reportados en esta tesis, se podŕıa dar una respuesta parcial a dicho

problema.
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A. Cálculos Auxiliares

A.1. Cálculo del Término gαβ(δΓσβα)-g
ασ(δΓγαγ)

En esta sección se calcula la variación de δΓσ
βα:

δΓσ
βα =

1

2
δgσγ [∂βgγα + ∂αgγβ − ∂γgβα] +

1

2
gσγ [∂β (δgγα) + ∂α (δgγβ)− ∂γ (δgβα)] . (A.1)

La derivada covariante de las variaciones de la métrica está dada:

∇γδgαβ = ∂γδgαβ − Γσ
γαδgσβ − Γσ

γβδgασ (A.2)

Como la variedad en que estamos trabajando es libre de torsión, se garantiza la simetŕıa

de los śımbolos de Christoffel con respecto a los ı́ndices covariantes, Γα
βγ = Γα

γβ. Luego, se

puede escribir:

δΓσ
βα =

1

2
δgσγ [∂βgγα + ∂αgγβ − ∂γgβα] +

1

2
gσγ[∇β (δgγα) +

∇α (δgγβ)−∇γ (δgβα) + Γλ
βαδgγλ + Γλ

αβδgλγ]

=
1

2
δgσγ [∂βgγα + ∂αgγβ − ∂γgβα] + gσγΓλ

βαδgγλ +
1

2
gσγ[∇β (δgγα) +

∇α (δgγβ)−∇γ (δgβα)] (A.3)
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Sustituyendo las relaciones

δgαβ = −gαµgβυδgµυ

δgαβ = −gαµgβυδgµυ (A.4)

en el segundo término de (A.3) obtenemos:

δΓσ
βα =

1

2
δgσγ[∂βgγα + ∂αgγβ − ∂γgβα] + δgµυgσγgγµgλυΓ

λ
βα +

1

2
gσγ[∇β (δgγα) +

∇α (δgγβ)−∇γ (δgβα)]

= δgσυgλυΓ
λ
βα − δgµυδσµgλυΓ

λ
βα +

1

2
gσγ[∇β (δgγα) +∇α (δgγβ)−∇γ (δgβα)]

= δgσυgλυΓ
λ
βα − δgσυgλυΓ

λ
βα +

1

2
gσγ [∇β (δgγα) +∇α (δgγβ)−∇γ (δgβα)] (A.5)

Teniéndose entonces:

δΓσ
βα =

1

2
gσγ [∇β (δgαγ) +∇α (δgβγ)−∇γ (δgβα)] (A.6)

y similarmente

δΓγ
αγ =

1

2
gσγ [∇α (δgσγ)] (A.7)

Expresando la variación de (A.6) en términos δgαβ mediante la relación (A.4) se obtiene:

δΓσ
βα =

1

2
gσγ{∇β (−gαµgγυδgµυ) +∇α (−gβµgγυδgµυ)−∇γ(−gβµgαυδgµυ)}

= −1

2
gσγ [gαµgγυ∇β(δg

µυ) + gβµgγυ∇α(δg
µυ)− gβµgαυ∇γ(δg

µυ)]

= −1

2
[δσυgαµ∇β(δg

µυ) + δσυgβµ∇α(δg
µυ)− gβµgαυg

γσ∇γ(δg
µυ)]

= −1

2
[gαγ∇β(δg

σγ) + gβγ∇α(δg
σγ)− gβµgαυ∇σ(δgµυ)] (A.8)
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De manera similar se obtiene:

δΓγ
αγ = −1

2
gµυ∇α (δg

µυ) (A.9)

Finalmente

gαβ(δΓσ
βα)− gασ(δΓγ

αγ) = −1

2
{[gαβgαγ∇β (δg

σγ) + gαβgβγ∇α (δg
σγ)−

gαβgβµgαυ∇σ (δgµυ)]− gασgµυ∇α (δg
µυ)}

= −1

2
{[δβγ∇β (δg

σγ) + δαγ∇α (δg
σγ)− δαµgαυ∇σ (δgµυ)]−

[gµυg
ασ∇α (δg

µυ)]}

= −1

2
{[∇γ (δg

σγ) +∇γ (δg
σγ)− gµυ∇σ (δgµυ)]−

[gµυ∇σ (δgµυ)]}

= −1

2
(2∇γ (δg

σγ)− 2gµυ∇σ (δgµυ)) (A.10)

de donde

gαβ(δΓσ
βα)− gασ(δΓγ

αγ) = gµυ∇σ (δgµυ)−∇γ (δg
σγ) (A.11)

A.2. Deducción de (1.15) y (1.16)

Sean definidos los vectores

Mτ = f ′(R)gαβ∇τ

(
δgαβ

)
− δgαβgαβ∇τ (f

′(R)) (A.12)

y

Nσ = f ′(R)∇γ (δg
σγ)− δgσγ∇γ (f

′(R)) (A.13)
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La derivada covariante de Mτ se calcula según:

∇τMτ = ∇τ (f ′(R)gαβ∇τ (δg
αβ))−∇τ (δgαβgαβ∇τ (f

′(R)))

= ∇τ (f ′(R))gαβ∇τ (δg
αβ) + f ′(R)gαβ2(δg

αβ)−∇τ (δgαβ)gαβ∇τ (f
′(R))

−δgαβgαβ2(f ′(R))

= f ′(R)gαβ2(δg
αβ)− δgαβgαβ2(f

′(R)), (A.14)

donde se ha utilizado la compatibilidad de la derivada covariante con la métrica expresada

en la relación ∇τgαβ = 0. Integrando resulta:

∫

V

d4x
√−g∇τMτ =

∫

V

d4x
√−gf ′(R)gαβ2(δg

αβ)−
∫

V

d4x
√−gδgαβgαβ2(f ′(R)) (A.15)

Ahora, utilizando el teorema de Gauss-Stokes (GS) que expresa que:

∫

V

dnx
√
|g|∇µA

µ =

∮

∂V

dn−1yǫ
√

|h|nµA
µ (A.16)

donde nµ es el vector normal a la superficie ∂V , la ecuación, la ecuación (A.15) puede

escribirse como:

∮

∂V

d3yǫ
√

|h|nτMτ =

∫

V

d4x
√−gf ′(R)gαβ2(δg

αβ)−
∫

V

d4x
√−gδgαβgαβ2(f ′(R)).

(A.17)

La ecuación puede reescribirse convenientemente de la forma:

∫

V

d4x
√−gf ′(R)gαβ2(δg

αβ) =

∫

V

d4x
√−gδgαβgαβ2(f ′(R)) +

∮

∂V

d3yǫ
√

|h|nτMτ

(A.18)
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De una manera similar, tomando la derivada covariante de Nσ:

∇σN
σ = ∇σ(f

′(R)∇γ(δg
σγ))−∇σ(δg

σγ∇γ(f
′(R)))

= ∇σ(f
′(R))∇γ(δg

σγ) + f ′(R)∇σ∇γ(δg
σγ)−

∇σ(δg
σγ)∇γ(f

′(R))− δgσγ∇σ∇γ(f
′(R))

= f ′(R)∇σ∇β(δg
σβ)− δgσβ∇σ∇β(f

′(R)) (A.19)

Integrando:

∫

V

d4x
√−g∇σN

σ =

∫

V

d4x
√−gf ′(R)∇σ∇β(δg

σβ)−
∫

V

d4x
√−gδgσβ∇σ∇β(f

′(R))

(A.20)

Usando nuevamente el teorema GS se llega a:

∫

V

d4x
√−gf ′(R)∇σ∇β(δg

σβ) =

∫

V

d4x
√−gδgσβ∇σ∇β(f

′(R)) +

∮

∂V

d3yǫ
√
|h|nσN

σ

(A.21)

A.3. Obtención de δK

Por definición de curvatura extŕınseca [62] se tiene:

K = ∇αn
α,

= gαβ∇βnα,

= (hαβ + ǫnαnβ)∇βnα,

= hαβ∇βnα,

= hαβ(∂βnα − Γγ
βαnγ), (A.22)



A.4. OBTENCIÓN DE U (EFF ) Y P (EFF ) 106

por tanto

δK = −hαβδΓγ
βαnγ ,

= −1

2
hαβgσγ[∂β(δgσα) + ∂α(δgσβ)− ∂σ(δgβα)]nγ,

= −1

2
hαβ[∂β(δgσα) + ∂α(δgσβ)− ∂σ(δgβα)]n

σ,

=
1

2
hαβ∂σ(δgβα)n

σ. (A.23)

Esto viene de la variación δΓγ
βα y del hecho de que hαβ∂β(δgσα) = 0 y hαβ∂α(δgσβ) = 0.

A.4. Obtención de u(eff) y P (eff)

A partir de la definición del tensor de enerǵıa-momentum efectivo

T
(eff)
αβ =

1

f ′(R)

[
f(R)−Rf ′(R)

2
gαβ +∇α∇βf

′(R)− gαβ2f
′(R)

]
(A.24)

se deducen las cantidades geométricas irreducibles:

µ(eff) =
1

f ′(R)

[
f(R)−Rf ′(R)

2
gαβ +∇α∇βf

′(R)− gαβ2f
′(R)

]
uαuβ

= − 1

2 f ′(R)

[
f(R)−Rf ′(R)− 2f̈ ′(R) + 2

(
f̈ ′(R) + 3Hḟ ′(R)

)]
(A.25)

µ(eff) = − 1

2 f ′(R)

[
f(R)−Rf ′(R) + 6Hḟ ′(R)

]
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y

P (eff) =
1

3
(T (eff)

αυ hαυ)

=
1

3
(T (eff) + µ) (A.26)

=
1

3

{
− 1

2f ′(R)

[
−4(f(R)−Rf ′(R))− 6f̈ ′(R)− 18Hḟ ′(R)

]}
+

+
1

3

{
− 1

2 f ′(R)

[
f(R)−Rf ′(R) + 6Hḟ ′(R)

]}

P (eff) = − 1

2 f ′(R)

[
−(f(R)−Rf ′(R))− 2f̈ ′(R)− 4Hḟ ′(R)

]
.

A.5. Ecuación de balance

La ecuación de evolución del contenido material de nuestro universo (la cual se conoce

como ecuación de conservación de la enerǵıa o ecuación de balance ) está dada por

T αυ
;υ = 0 (A.27)

En el caso particular del tensor de enerǵıa-momentum de fluido perfecto

Tαυ = ρ uαuυ + p hαυ

de la expresión A.27 se deduce:

ρ,υ u
αuυ + ρ (uα;υ) + p,υ h

αυ + p (gαυ + uαuυ;υ) = 0 (A.28)
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recordando las expresiones para la 4-aceleración y del escalar de expansión del fluido dadas

en el eṕıgrafe 2.1.2, reescribimos esta ecuación como:

ρ̇ uα + (ρ+ p)Θuα + (ρ+ p)u̇α + p,υ h
αυ = 0 (A.29)

Proyectando esta relación en la dirección de uα (es decir, calculando uα T
αυ
;υ = 0) encon-

tramos la ecuación de balance de la enerǵıa:

˙ρm + (ρm + p)Θ = 0. (A.30)



B. Solución de Sitter en Gravedad

Cuadrática. Formulación Conforme

B.1. Análisis de estabilidad de la Solución de Sitter en

Gravedad Cuadrática

Para analizar la estabilidad de la solución tipo de Sitter (A+(−2)) se utilizará el Teorema

de la Variedad Central demostrándose que dicha solución es localmente asintóticamente

inestable (punto silla) independientemente del valor de γ. Procederemos como sigue:

Caso γ 6= 1. Introduciendo las nuevas variables (u, v1, v2, v3, v4) ≡ x dadas por las ecua-

ciones

u = r + 2,

v1 =
r

3
+ x+

y(4− 3γ)

6− 6γ
+

γ

6(γ − 1)
,

v2 = −2Q− 2x+ Σ+ 2,

v3 = y − 1,

v4 = 2Q+ 2x− 2
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y expandiendo en series de Taylor hasta orden cuatro en la norma vectorial el sistema

(2.44)-(2.48), con M(r) = 1
2
r(r + 2), se reduce a




u′

v′1

v′2

v′3

v′4




=




0 0 0 0 0

0 −3 0 0 0

0 0 −3 0 0

0 0 0 −3γ 0

0 0 0 0 −2







u

v1

v2

v3

v4




+




f(u, v1, v2, v3, v4)

g1(u, v1, v2, v3, v4)

g2(u, v1, v2, v3, v4)

g3(u, v1, v2, v3, v4)

g4(u, v1, v2, v3, v4)




(B.1)

donde

f(u, v1, v2, v3, v4) = − u3γ
3(γ−1)

+ u3

3(γ−1)
+ u2v1γ

γ−1
− u2v1

γ−1
− u2v3γ

2(γ−1)
+ 2u2v3

3(γ−1)
+ 2u2γ

3(γ−1)
− 2u2

3(γ−1)
−

2uv1γ
γ−1

+ 2uv1
γ−1

+ uv3γ
γ−1

− 4uv3
3(γ−1)

+O(4),

g1(u, v1, v2, v3, v4) = u3γ4

18(γ−1)3
− 3v31γ

4

2(γ−1)3
− 3v33γ

4

16(γ−1)3
− 3v34γ

4

4(γ−1)3
+

3uv21γ
4

2(γ−1)3
+

uv22γ
4

2(γ−1)3
− 3v1v22γ

4

2(γ−1)3
−

uv23γ
4

8(γ−1)3
+

3v1v23γ
4

8(γ−1)3
− 3v23γ

4

4(γ−1)3
+

uv24γ
4

2(γ−1)3
− 3v1v24γ

4

2(γ−1)3
− 3v2v24γ

4

2(γ−1)3
− 3v3v24γ

4

4(γ−1)3
− u2v1γ4

2(γ−1)3
+ u2v3γ4

12(γ−1)3
+

3v21v3γ
4

4(γ−1)3
−

3v22v3γ
4

4(γ−1)3
+ uv3γ4

2(γ−1)3
− uv1v3γ4

2(γ−1)3
− 3v1v3γ4

2(γ−1)3
− u2v4γ4

12(γ−1)3
− 3v21v4γ

4

4(γ−1)3
− 3v22v4γ

4

4(γ−1)3
− 9v23v4γ

4

16(γ−1)3
+ uv1v4γ4

2(γ−1)3
+ uv2v4γ4

(γ−1)3
−

3v1v2v4γ4

(γ−1)3
− 3v3v4γ4

4(γ−1)3
− 31u3γ3

18(γ−1)3
+

15v31γ
3

2(γ−1)3
+

9v33γ
3

8(γ−1)3
+

15v34γ
3

4(γ−1)3
− 17u2γ3

18(γ−1)3
− 15uv21γ

3

2(γ−1)3
+

3v21γ
3

2(γ−1)3
− 5uv22γ

3

2(γ−1)3
+

15v1v22γ
3

2(γ−1)3
+

3v22γ
3

2(γ−1)3
+

5uv23γ
3

24(γ−1)3
− 17v1v23γ

3

8(γ−1)3
+

23v23γ
3

8(γ−1)3
− 13uv24γ

3

6(γ−1)3
+

13v1v24γ
3

2(γ−1)3
+

31v2v24γ
3

4(γ−1)3
+

7v3v24γ
3

2(γ−1)3
+

v24γ
3

2(γ−1)3
+ 23u2v1γ3

6(γ−1)3
− 2uv1γ3

3(γ−1)3
− 22u2v3γ3

9(γ−1)3
− 4v21v3γ

3

(γ−1)3
+

4v22v3γ
3

(γ−1)3
− 13uv3γ3

6(γ−1)3
+ 11uv1v3γ3

3(γ−1)3
+ 3v1v3γ3

(γ−1)3
+

4u2v4γ3

9(γ−1)3
+

4v21v4γ
3

(γ−1)3
+

4v22v4γ
3

(γ−1)3
+

19v23v4γ
3

8(γ−1)3
+ uv4γ3

2(γ−1)3
− 8uv1v4γ3

3(γ−1)3
− 3v1v4γ3

2(γ−1)3
− 14uv2v4γ3

3(γ−1)3
+ 14v1v2v4γ3

(γ−1)3
+

2v2v4γ3

(γ−1)3
+ 2uv3v4γ3

3(γ−1)3
− 2v1v3v4γ3

(γ−1)3
− 2v2v3v4γ3

(γ−1)3
+ 13v3v4γ3

4(γ−1)3
+ 89u3γ2

18(γ−1)3
− 27v31γ

2

2(γ−1)3
− 5v33γ

2

2(γ−1)3
− 83v34γ

2

12(γ−1)3
+

26u2γ2

9(γ−1)3
+

27uv21γ
2

2(γ−1)3
− 5v21γ

2

(γ−1)3
+

9uv22γ
2

2(γ−1)3
− 27v1v22γ

2

2(γ−1)3
− 5v22γ

2

(γ−1)3
+

13uv23γ
2

36(γ−1)3
+

53v1v23γ
2

12(γ−1)3
− 17v23γ

2

4(γ−1)3
+

7uv24γ
2

2(γ−1)3
−

21v1v24γ
2

2(γ−1)3
− 44v2v24γ

2

3(γ−1)3
− 73v3v24γ

2

12(γ−1)3
− 5v24γ

2

3(γ−1)3
− 53u2v1γ2

6(γ−1)3
+ 2uv1γ2

(γ−1)3
+ 265u2v3γ2

36(γ−1)3
+

31v21v3γ
2

4(γ−1)3
− 31v22v3γ

2

4(γ−1)3
+

61uv3γ2

18(γ−1)3
− 17uv1v3γ2

2(γ−1)3
+ v1v3γ2

(γ−1)3
− 31u2v4γ2

36(γ−1)3
− 31v21v4γ

2

4(γ−1)3
− 31v22v4γ

2

4(γ−1)3
− 31v23v4γ

2

8(γ−1)3
− 3uv4γ2

2(γ−1)3
+ 31uv1v4γ2

6(γ−1)3
+

9v1v4γ2

2(γ−1)3
+ 8uv2v4γ2

(γ−1)3
− 24v1v2v4γ2

(γ−1)3
− 20v2v4γ2

3(γ−1)3
− 79uv3v4γ2

36(γ−1)3
+ 79v1v3v4γ2

12(γ−1)3
+ 79v2v3v4γ2

12(γ−1)3
− 21v3v4γ2

4(γ−1)3
− 89u3γ

18(γ−1)3
+

21v31γ

2(γ−1)3
+

22v33γ

9(γ−1)3
+

67v34γ

12(γ−1)3
− 53u2γ

18(γ−1)3
− 21uv21γ

2(γ−1)3
+

11v21γ

2(γ−1)3
− 7uv22γ

2(γ−1)3
+

21v1v22γ

2(γ−1)3
+

11v22γ

2(γ−1)3
− 8uv23γ

9(γ−1)3
−

4v1v23γ

(γ−1)3
+

3v23γ

(γ−1)3
− 5uv24γ

2(γ−1)3
+

15v1v24γ

2(γ−1)3
+

145v2v24γ

12(γ−1)3
+

14v3v24γ

3(γ−1)3
+

11v24γ

6(γ−1)3
+ 49u2v1γ

6(γ−1)3
− 2uv1γ

(γ−1)3
− 70u2v3γ

9(γ−1)3
−
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13v21v3γ

2(γ−1)3
+

13v22v3γ

2(γ−1)3
− 41uv3γ

18(γ−1)3
+ 8uv1v3γ

(γ−1)3
− 31v1v3γ

6(γ−1)3
+ 13u2v4γ

18(γ−1)3
+

13v21v4γ

2(γ−1)3
+

13v22v4γ

2(γ−1)3
+

53v23v4γ

18(γ−1)3
+ 3uv4γ

2(γ−1)3
−

13uv1v4γ
3(γ−1)3

− 9v1v4γ
2(γ−1)3

− 6uv2v4γ
(γ−1)3

+ 18v1v2v4γ
(γ−1)3

+ 22v2v4γ
3(γ−1)3

+ 29uv3v4γ
12(γ−1)3

− 29v1v3v4γ
4(γ−1)3

− 29v2v3v4γ
4(γ−1)3

+ 15v3v4γ
4(γ−1)3

+

5u3

3(γ−1)3
− 3v31

(γ−1)3
− 8v33

9(γ−1)3
− 5v34

3(γ−1)3
+ u2

(γ−1)3
+

3uv21
(γ−1)3

− 2v21
(γ−1)3

+
uv22

(γ−1)3
− 3v1v22

(γ−1)3
− 2v22

(γ−1)3
+

4uv23
9(γ−1)3

+

4v1v23
3(γ−1)3

− 8v23
9(γ−1)3

+
2uv24

3(γ−1)3
− 2v1v24

(γ−1)3
− 11v2v24

3(γ−1)3
− 4v3v24

3(γ−1)3
− 2v24

3(γ−1)3
− 8u2v1

3(γ−1)3
+ 2uv1

3(γ−1)3
+ 25u2v3

9(γ−1)3
+

2v21v3
(γ−1)3

− 2v22v3
(γ−1)3

+ 5uv3
9(γ−1)3

− 8uv1v3
3(γ−1)3

+ 8v1v3
3(γ−1)3

− 2u2v4
9(γ−1)3

− 2v21v4
(γ−1)3

− 2v22v4
(γ−1)3

− 8v23v4
9(γ−1)3

− uv4
2(γ−1)3

+

4uv1v4
3(γ−1)3

+ 3v1v4
2(γ−1)3

+ 5uv2v4
3(γ−1)3

− 5v1v2v4
(γ−1)3

− 8v2v4
3(γ−1)3

− 8uv3v4
9(γ−1)3

+ 8v1v3v4
3(γ−1)3

+ 8v2v3v4
3(γ−1)3

− v3v4
(γ−1)3

+O(4),

g2(u, v1, v2, v3, v4) = − 3γ3v32
2(γ−1)2

+
6γ2v32
(γ−1)2

− 15γv32
2(γ−1)2

+
3v32

(γ−1)2
− 3v4γ3v22

2(γ−1)2
+

5v4γ2v22
(γ−1)2

− 11v4γv22
2(γ−1)2

+
2v4v22
(γ−1)2

−
u2γ3v2
6(γ−1)2

− 3v21γ
3v2

2(γ−1)2
− 3v23γ

3v2
8(γ−1)2

+
3v24γ

3v2
2(γ−1)2

+ uv1γ3v2
(γ−1)2

− uv3γ3v2
2(γ−1)2

+ 3v1v3γ3v2
2(γ−1)2

− 3v3γ3v2
2(γ−1)2

− 3v3v4γ3v2
2(γ−1)2

+ 2u2γ2v2
3(γ−1)2

+

6v21γ
2v2

(γ−1)2
+

7v23γ
2v2

4(γ−1)2
− 13v24γ

2v2
2(γ−1)2

− 4uv1γ2v2
(γ−1)2

+ 13uv3γ2v2
6(γ−1)2

− 13v1v3γ2v2
2(γ−1)2

+ 3v3γ2v2
(γ−1)2

+ 13v3v4γ2v2
2(γ−1)2

+ v4γ2v2
2(γ−1)2

−
5u2γv2
6(γ−1)2

− 15v21γv2
2(γ−1)2

− 8v23γv2
3(γ−1)2

+
17v24γv2
2(γ−1)2

+ 5uv1γv2
(γ−1)2

− 3uv3γv2
(γ−1)2

+ 9v1v3γv2
(γ−1)2

− 3v3γv2
2(γ−1)2

− 9v3v4γv2
(γ−1)2

− v4γv2
(γ−1)2

+

u2v2
3(γ−1)2

+
3v21v2
(γ−1)2

+
4v23v2

3(γ−1)2
− 7v24v2

2(γ−1)2
− 2uv1v2

(γ−1)2
+ 4uv3v2

3(γ−1)2
− 4v1v3v2

(γ−1)2
+ 4v3v4v2

(γ−1)2
+ v4v2

2(γ−1)2
+

3v34γ
3

2(γ−1)2
+

u2v4γ3

6(γ−1)2
+

3v21v4γ
3

2(γ−1)2
+

3v23v4γ
3

8(γ−1)2
− uv1v4γ3

(γ−1)2
+ uv3v4γ3

2(γ−1)2
− 3v1v3v4γ3

2(γ−1)2
+ 3v3v4γ3

2(γ−1)2
− 11v34γ

2

2(γ−1)2
+

5v24γ
2

4(γ−1)2
− 2u2v4γ2

3(γ−1)2
−

6v21v4γ
2

(γ−1)2
− 7v23v4γ

2

4(γ−1)2
+ 4uv1v4γ2

(γ−1)2
− 13uv3v4γ2

6(γ−1)2
+ 13v1v3v4γ2

2(γ−1)2
− 3v3v4γ2

(γ−1)2
+

13v34γ

2(γ−1)2
− 5v24γ

2(γ−1)2
+ 5u2v4γ

6(γ−1)2
+

15v21v4γ

2(γ−1)2
+

8v23v4γ

3(γ−1)2
− 5uv1v4γ

(γ−1)2
+ 3uv3v4γ

(γ−1)2
− 9v1v3v4γ

(γ−1)2
+ 3v3v4γ

2(γ−1)2
− 5v34

2(γ−1)2
+

5v24
4(γ−1)2

− u2v4
3(γ−1)2

− 3v21v4
(γ−1)2

−
4v23v4

3(γ−1)2
+ 2uv1v4

(γ−1)2
− 4uv3v4

3(γ−1)2
+ 4v1v3v4

(γ−1)2
+O(4)

g3(u, v1, v2, v3, v4) = − 2γ2u3

3(γ−1)2
+ 4γu3

3(γ−1)2
− 2u3

3(γ−1)2
− v3γ3u2

3(γ−1)2
− v4γ3u2

6(γ−1)2
− γ3u2

3(γ−1)2
+ 2v1γ2u2

(γ−1)2
−

v3γ2u2

3(γ−1)2
+ 2v4γ2u2

3(γ−1)2
+ 2γ2u2

3(γ−1)2
− 4v1γu2

(γ−1)2
+ 2v3γu2

(γ−1)2
− 5v4γu2

6(γ−1)2
− γu2

3(γ−1)2
+ 2v1u2

(γ−1)2
− 4v3u2

3(γ−1)2
+ v4u2

3(γ−1)2
−

v23γ
3u

(γ−1)2
+ 2v1γ3u

(γ−1)2
+ 2v1v3γ3u

(γ−1)2
− v3γ3u

(γ−1)2
+ v1v4γ3u

(γ−1)2
− v3v4γ3u

2(γ−1)2
+

10v23γ
2u

3(γ−1)2
− 6v1γ2u

(γ−1)2
− 6v1v3γ2u

(γ−1)2
+ 10v3γ2u

3(γ−1)2
−

4v1v4γ2u
(γ−1)2

+ 13v3v4γ2u
6(γ−1)2

− 11v23γu

3(γ−1)2
+ 6v1γu

(γ−1)2
+ 6v1v3γu

(γ−1)2
− 11v3γu

3(γ−1)2
+ 5v1v4γu

(γ−1)2
− 3v3v4γu

(γ−1)2
+

4v23u

3(γ−1)2
− 2v1u

(γ−1)2
−

2v1v3u
(γ−1)2

+ 4v3u
3(γ−1)2

− 2v1v4u
(γ−1)2

+ 4v3v4u
3(γ−1)2

− 3v33γ
3

4(γ−1)2
− 3v34γ

3

2(γ−1)2
− 3v21γ

3

(γ−1)2
− 3v22γ

3

(γ−1)2
+

3v1v23γ
3

(γ−1)2
− 15v23γ

3

4(γ−1)2
− 3v2v24γ

3

(γ−1)2
−

3v3v24γ
3

(γ−1)2
− 3v24γ

3

(γ−1)2
− 3v21v3γ

3

(γ−1)2
− 3v22v3γ

3

(γ−1)2
+ 3v1v3γ3

(γ−1)2
− 3v21v4γ

3

2(γ−1)2
− 3v22v4γ

3

2(γ−1)2
− 15v23v4γ

3

8(γ−1)2
− 6v2v4γ3

(γ−1)2
+ 3v1v3v4γ3

2(γ−1)2
+

3v2v3v4γ3

2(γ−1)2
− 3v3v4γ3

2(γ−1)2
+

7v33γ
2

2(γ−1)2
+

11v34γ
2

2(γ−1)2
+

12v21γ
2

(γ−1)2
+

12v22γ
2

(γ−1)2
− 13v1v23γ

2

(γ−1)2
+

19v23γ
2

2(γ−1)2
+

23v2v24γ
2

2(γ−1)2
+

10v3v24γ
2

(γ−1)2
+

10v24γ
2

(γ−1)2
+

12v21v3γ
2

(γ−1)2
+

12v22v3γ
2

(γ−1)2
− 13v1v3γ2

(γ−1)2
+

6v21v4γ
2

(γ−1)2
+

6v22v4γ
2

(γ−1)2
+

19v23v4γ
2

4(γ−1)2
+ 22v2v4γ2

(γ−1)2
− 13v1v3v4γ2

2(γ−1)2
−

13v2v3v4γ2

2(γ−1)2
+ 3v3v4γ2

(γ−1)2
− 16v33γ

3(γ−1)2
− 13v34γ

2(γ−1)2
− 15v21γ

(γ−1)2
− 15v22γ

(γ−1)2
+

18v1v23γ

(γ−1)2
− 25v23γ

3(γ−1)2
− 14v2v24γ

(γ−1)2
− 11v3v24γ

(γ−1)2
−

11v24γ

(γ−1)2
− 15v21v3γ

(γ−1)2
− 15v22v3γ

(γ−1)2
+ 18v1v3γ

(γ−1)2
− 15v21v4γ

2(γ−1)2
− 15v22v4γ

2(γ−1)2
− 25v23v4γ

6(γ−1)2
− 26v2v4γ

(γ−1)2
+ 9v1v3v4γ

(γ−1)2
+ 9v2v3v4γ

(γ−1)2
−

3v3v4γ
2(γ−1)2

+
8v33

3(γ−1)2
+

5v34
2(γ−1)2

+
6v21

(γ−1)2
+

6v22
(γ−1)2

− 8v1v23
(γ−1)2

+
8v23

3(γ−1)2
+

11v2v24
2(γ−1)2

+
4v3v24
(γ−1)2

+
4v24

(γ−1)2
+
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6v21v3
(γ−1)2

+
6v22v3
(γ−1)2

− 8v1v3
(γ−1)2

+
3v21v4
(γ−1)2

+
3v22v4
(γ−1)2

+
4v23v4

3(γ−1)2
+ 10v2v4

(γ−1)2
− 4v1v3v4

(γ−1)2
− 4v2v3v4

(γ−1)2
+O(4), y

g4(u, v1, v2, v3, v4) = −1
3
u2v4γ+

2u2v4
3

+2uv1v4γ−4uv1v4−uv3v4γ− uv3v4
3(γ−1)

+ 7uv3v4
3

−3v21v4γ+

6v21v4+3v1v3v4γ+
v1v3v4
γ−1

−7v1v3v4−3v22v4γ+6v22v4+3v2v3v4γ+
v2v3v4
γ−1

−7v2v3v4−6v2v
2
4γ+

21v2v24
2

−2v2v4− 3
4
v23v4γ−

7v23v4
12(γ−1)

+
v23v4

12(γ−1)2
+2v23v4− 3

4
v3v

2
4γ−3v3v4γ−3v34γ+

9v34
2
− 5v24

2
+O(4).

El sistema (B.1) se escribe en forma diagonal como

u′ = Cu+ f (u,v)

v′ = Pv + g (u,v) , (B.2)

donde (u,v) ∈ R × R
4, C es una matŕız 1 × 1 nula, P es una matŕız 4 × 4 con valores

propios negativos, f,g se anula en 0 y tiene derivadas nulas en 0. El Teorema de la

Variedad Central asevera que existe una variedad central local 1-dimensional invariante

W c (0) de (B.2) tangente al sub-espacio central (el espacio y = 0 ) en 0. Además, W c (0)

puede ser representado como

W c (0) =
{
(u,v) ∈ R× R

4 : v = h (u) , |u| < δ
}
; h (0) = 0, Dh (0) = 0,

para δ suficientemente pequeño. La restricción de (B.2) a la variedad central está dada

por

x′ = f (x,h (x)) . (B.3)

De acuerdo al Teorema de la Variedad Central, si el origen u = 0 de (B.3) es esta-

ble (asintóticamente estable) (inestable) entonces el origen de (B.2) es también estable

(asintóticamente estable) (inestable). Luego, hallar la variedad central se reduce al cálculo

de h (u) .

Al sustituir v = h (u) en la segunda componente de (B.2) y usándose la regla de la cadena,
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v′ = Dh (u) u′ se puede demostrar que la función h (u) que define la variedad local central

satisface

Dh (u) [f (u,h (u))]− Ph (u)− g (u,h (u)) = 0. (B.4)

De acuerdo al teorema de aproximación, la ecuación (B.4) puede ser resuelta usando la

aproximación de h (u) mediante series de Taylor en x = 0. Como h (0) = 0 y Dh (0) = 0,

es obvio que h (u) comience con términos cuadráticos. Sustituimos

h (u) =:




h1 (u)

h2 (u)

h3 (u)

h4 (u)




=




a1u
2 + a2u

3 +O (u4)

b1u
2 + b2u

3 +O (u4)

c1u
2 + c2u

3 +O (u4)

d1u
2 + d2u

3 +O (u4)




en (B.4) e igualando los coeficientes de igual potencia de u a cero hallamos las incógni-

tas a1, b1, c1, d1.... Obteniéndose a1 = 1
54

(
1

γ−1
− 17

)
, a2 = 1

243

(
7

γ−1
− 69

)
, b1 = 0, b2 =

0, c1 = −1
9
, c2 = −14

81
, d1 = 0, d2 = 0. Luego, (B.3) conduce a

u′ =
2u2

3
+

5u3

27
+

11u4

81
+O

(
u5
)
. (B.5)

De (B.5) se deduce que el origen u = 0 es localmente asintóticamente inestable (punto

silla). Luego, el origen x = 0 del sistema 5-dimensional es inestable.

Caso γ = 1. Introduciendo las nuevas variables (u, v1, v2, v3, v4) ≡ x dadas por las ecua-
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ciones

u = r + 2,

v1 =
r

3
+ x,

v2 = −2Q− 2x+ Σ+ 2,

v3 = −y − 1

2
,

v4 = 2Q+ 2x− 2

y expandiendo en series de Taylor hasta orden cuatro en la norma vectorial el sistema

(2.44)-(2.48), con M(r) = 1
2
r(r + 1), se reduce a




u′

v′1

v′2

v′3

v′4




=




0 0 0 0 0

0 −3 0 0 0

0 0 −3 0 0

0 0 0 −3 0

0 0 0 0 −2







u

v1

v2

v3

v4




+




f(u, v1, v2, v3, v4)

g1(u, v1, v2, v3, v4)

g2(u, v1, v2, v3, v4)

g3(u, v1, v2, v3, v4)

g4(u, v1, v2, v3, v4)




(B.6)

donde

f(u, v1, v2, v3, v4) = −u3

3
+ u2v1 +

2u2

3
− 2uv1 +O(4),

g1(u, v1, v2, v3, v4) = −7u3

6
+ 5u2v1

6
+2u2v3− 5u2

6
− 3uv21

2
− uv1

3
− uv22

2
− 2uv2v4

3
− uv3v4

2
+uv3− uv24

6
+

uv4
2
+

3v31
2
− v21

2
+

3v1v22
2

+2v1v2v4+
3v1v3v4

2
+3v1v3+

v1v24
2
− 3v1v4

2
− v22

2
+ 3v2v3v4

2
−v2v4+v3− v24

2
,+O(4),

g2(u, v1, v2, v3, v4) =
u2v2
6

− u2v4
6

−uv1v2+uv1v4+ 3v21v2
2

− 3v21v4
2

+
3v32
2
+

v22v4
2

+3v2v3−2v2v
2
4+

v2v4
2

− 3v3v4 − v34 +
5v24
4
,

g3(u, v1, v2, v3, v4) =
u3

3
− u2v1 − u2v3

3
− u2v4

12
+ u2

6
+ uv1v4

2
+ 3v21v3 −

3v21v4
4

− 3v21
2

+ 3v22v3 −
3v22v4

4
− 3v22

2
− 5v2v24

4
− 2v2v4 + 3v23v4 + 6v23 + v3v

2
4 − 3v3v4

2
− v34

2
− v24

2
+O(4), y
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g4(u, v1, v2, v3, v4) =
u2v4
3

− 2uv1v4 + 3v21v4 + 3v22v4 +
9v2v24

2
− 2v2v4 +

3v3v24
2

+ 6v3v4 +
3v34
2

−
5v24
2

+O(4).

Usando el mismo procedimiento que antes obtenemos a1 = − 7
27
, a2 = −16

81
, b1 = 0, b2 =

0, c1 =
1
18
, c2 =

7
81
, d1 = 0, d2 = 0 para los coeficientes de

h (x) =:




h1 (u)

h2 (u)

h3 (u)

h4 (u)




=




a1u
2 + a2u

3 +O (u4)

b1u
2 + b2u

3 +O (u4)

c1u
2 + c2u

3 +O (u4)

d1u
2 + d2u

3 +O (u4)




.

Sustituyendo estos valores de las incógnitas a1, b1, c1, ... se obtiene para γ = 1 que la

dinámica en la Variedad Central del origen esta dada por la ecuación (B.5). Luego el

origen u = 0 de (B.5) es localmente asintóticamente inestable (punto silla). Luego x = 0

también lo es para el sistema 5D.

B.2. Formulación conforme como Teoŕıa

Escalar-Tensorial en el marco de Einstein

Es bien conocido que, bajo la transformación conforme g̃µν = f ′ (R) gµν , las Teoŕıa de

Gravedad Extendida con Lagrangianas de la forma

L =
1

2
f (R)

√−g + Lmatter(µ,∇µ, gαβ), (B.7)
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se reducen a las ecuaciones de Einstein con campo escalar Φ como una fuente adicional

de materia, donde 1

Φ =

√
3

2
ln f ′ (R) . (B.8)

Es fácil establecer la relación Φ =
∫

dr
M(r)

.

Asumiéndose que (B.8) puede ser resuelta para R, o sea se puede hallar una dependencia

expĺıcita R (Φ) , se obtiene el potencial de auto-interacción

V (R (Φ)) =
1

2 (f ′)2
(Rf ′ − f) , (B.9)

Consideremos la transformación conforme

g̃µν := f ′(R)gµν = e
√

2
3
Φgµν (B.10)

donde Φ es el campo escalar con potencial efectivo

V (Φ) =
1

8α

(
1− e−

√
2/3Φ

)2
. (B.11)

Luego el nuevo tensor métrico está dada por la acción

ds2 = −dη2 + [ẽ11(t)]
−2dr2 + [ẽ22(t)]

−2[dϑ2 + sin2(ϑ) dϕ2], (B.12)

donde hemos definido el tiempo conforme dη = e
Φ√
6dt y los nuevos vectores de marco

{
ẽ11, ẽ22

}
:= e

− Φ√
6

{
e1

1, e2
2
}
.

1Para una discusión sobre la regularidad de las transformaciones conformes y el problema de la equiva-
lencia conforme entre los diferentes marcos se recomienda ver, por ejemplo [90, 91, 92, 93, 94, 95, 96,
97, 98, 99] y las referencias alĺı citadas.
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Al usarse la métrica conforme (B.12), las nuevas variables cinemáticas se definen por

σ̃ := e
− Φ√

6σ+, H̃ = e
− Φ√

6H +
1√
6

dΦ

dη
. (B.13)

Donde H̃ define una escala de longitud ℓ̃ a lo largo de las ĺıneas de flujo, describiendo la

expansión (contracción) del volumen de la congruencia a través de la relación estándar

H̃ ≡ ℓ̃′

ℓ̃
donde, en lo que sigue, la coma denota derivada con respecto a η. ℓ̃ está relacionado

con ℓ a través de

ℓ̃

ℓ̃0
=

ℓ

ℓ0
exp

[
Φ√
6Φ0

]
(B.14)

donde el sub́ındice 0 denota la evaluación en un tiempo de referencia η0. Como es usual

[80], se puede definir el parámetro de desaceleración (conforme):

q̃ := − ℓ̃ℓ̃′′

(ℓ̃′)2
= −1− H̃ ′

H̃2
. (B.15)

Los campos de materia se transforman en

ρ̃m := e−2
√

2
3
Φρm (B.16)

y

ρ̃Φ :=
1

2
Φ′2 + V (Φ) (B.17)

donde ρ̃m y ρ̃Φ denota las densidades de enerǵıa de la materia y del campo escalar,

respectivamente.

Finalmente, la 2-curvatura en la nueva métrica está dadas por

K̃ := e−
√

2
3
Φ2K =

1

nRn−1
2K. (B.18)
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Usándose el procedimiento descrito con anterioridad, se obtiene que la ecuación de Ray-

chaudhuri (2.33), la de evolución de las anisotroṕıas (shear) (2.30), la restricción de Gauss

(2.31), la ecuación de traza (2.28) y la ecuación de conservación de la materia (2.35) son

conformalmente equivalentes a

H̃2 + H̃ ′ = −2σ̃2 − 1

3
Φ′2 +

1

3
V (Φ) +

1

3
(1− 3γ

2
)ρ̃m, (B.19)

σ̃′ = H̃2 − 3σ̃H̃ − σ̃2 − 1

6
Φ′2 − 1

3
V (Φ)− ρ̃m

3
, (B.20)

H̃2 +
1

3
K̃ = σ̃2 +

1

6
Φ′2 +

1

3
V (Φ) +

ρ̃m
3
, (B.21)

Φ′′ = −3H̃Φ′ − V ′(Φ) +

√
6

6
(4− 3γ)ρ̃m, (B.22)

ρ̃m
′ = −3γH̃ρ̃m −

√
6

6
(4− 3γ)ρ̃mΦ

′, (B.23)

El estudio de la estabilidad del sistema (B.19)-(B.23) y la comparación de los resultados

f́ısicos que se obtengan en este escenario y los reportados en esta tesis, podŕıan aclarar un

poco sobre el problema de la equivalencia f́ısica o no de ambos marcos. Este es un tema

abierto de discusión y no es objetivo de la presente tesis.
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