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Resumen

Resumen

En este trabajo el autor da una metodologia para una mayor comprension y aplicacion
del Método de Puntos Finitos a un problema dado. Por otra parte han quedado plasmadas
algunas definiciones, que deben quedar claras desde el punto de vista matematico, para
entender mejor este método. Se realiza un estudio de los principales factores que
influyen en la aproximacion. Y por ultimo se propone un algoritmo lo mas sencillo

posible, para obtener una programacion del método de forma general.



Summary

Summary

In this work the author gives a methodology, for a better understanding and application
of the Method of Finite Points to a given problem. Also, this work gives some
definitions that should remain clear from the mathematical point of view, in order to
understand better this method. The main factors for the approach are showed in it.
Finally it proposes a simple algorithm to obtain a programming of the method in general

form.
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Introduccion

Introduccion

Como resultado de investigaciones y el estudio de diversos problemas de la realidad
cotidiana resulta muy usual que en la modelacion matematica se obtenga una ecuacion
diferencial o un sistema de ecuaciones diferenciales, muchos de los cuales en ocasiones
no se pueden resolver por métodos analiticos, y es entonces cuando entran a jugar un
papel fundamental los métodos numéricos en la resolucion de los mismos. Dentro de los
métodos mas usados se puede mencionar, el Método de Elementos Finitos, el Método de
Diferencias Finitas y el Método de Volumenes Finitos. Por supuesto, que la aplicacion y
el desarrollo de estos vienen aparejados con la evolucion de la computacion, por esta
razOn en matematica numérica se busca ganar en precision, eficiencia y velocidad en la

convergencia.

Estos métodos presentan una caracteristica en comun, la necesidad de una malla o grilla
a la hora de realizar la discretizacion. A pesar de muchos afios de investigacion y
desarrollo de potentes algoritmos para resolver los problemas planteados por la

generacion de las mallas, ain no se ha encontrado una solucion 6ptima (Sacco, 2002).

Los cuantiosos recursos en tiempo de maquina requeridos para las tareas de preproceso
(entiéndase generacion de malla principalmente), ha supuesto en cualquiera de los
métodos anteriores un insalvable cuello de botella. Los algoritmos de generacion de
malla no brindan una respuesta acorde con los requerimientos de velocidad y eficiencia.
Un ejemplo de ello se encuentra en la simulacion de choques de automoéviles donde la
discretizacién requiere un tiempo aproximado de un mes de trabajo, mientras que la

simulacion se realiza en 24 horas.

Para solucionar estas dificultades aparecieron nuevos métodos numéricos cuyo objetivo

fundamental consiste en independizar el calculo de las funciones de aproximacion de las
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discretizaciones conformes (Sacco, 2002). Estos son los denominados métodos “sin
malla” o “meshless, gridless o element-free” en inglés, los cuales han sido y son hoy en
dia objeto de numerosas investigaciones. Dentro de los cuales se pueden destacar el
Método de Puntos Finitos (MPF), por su simplicidad y aplicacion a una gran variedad de

problemas. El cual serd el centro de esta investigacion.

En los estudios que se han realizado anteriormente sobre el Método de Puntos Finitos se
ha evidenciado la falta de claridad y de rigor matematico en algunos conceptos basicos,
asi como la falta de un algoritmo amigable y facil de implementar. Estas deficiencias

hacen que pueda plantearse el siguiente problema.

Formulacion del problema

(COémo mejorar la fundamentacién matematica y la eficiencia en la aplicacion del MPF?

Objetivos

Objetivo General

» Enriquecer la fundamentacion matematica del Método de Puntos Finitos para una
mayor comprension e implementacioén del mismo.

Objetivos Especificos

» Dar la metodologia a seguir para la obtencion de las funciones de forma y del
sistema de ecuaciones en el MPF.

» Mostrar algunas propiedades de la aproximacion obtenida mediante el Método de
Minimos Cuadrados Ponderados Fijos.

» Analizar algunos aspectos sobre la convergencia del MPF.

» Proponer un algoritmo sencillo, para que el MPF pueda ser utilizado como una
herramienta estandar en proyectos de ingenieria.

» Ilustrar mediante un ejemplo la aplicacion del algoritmo.

» Analizar la convergencia a través de algunos experimentos numéricos.
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Contenido

El contenido de esta tesis se dividioé en una introduccidn, tres capitulos, y conclusiones y
lineas futuras de trabajo. En el primer capitulo se ilustra el desarrollo de los métodos sin
malla a través del estado del arte, dandose ademas la definicion de un método sin malla
y las ventajas de la utilizacién de los mismos en la resolucion de problemas de
contorno. Ya en el segundo capitulo se trata acerca de las principales cuestiones tedricas,
mediante la formulacion del Método de Puntos Finitos. En este capitulo se abordan las
dos etapas fundamentales del MPF y se explican algunas propiedades de la
aproximaciéon minimos cuadrados ponderados fijos, la convergencia del Método de
Puntos Finitos. En el tercer capitulo se proponen dos algoritmos, uno general y otro
modificado, para materializar la metodologia estudiada en el capitulo dos; también se
muestra la aplicacion del MPF a la ecuacidon conveccion-difusion, la corrida del
algoritmo modificado implementado en el Matematica a través de un ejemplo y el
analisis de la convergencia del MPF. Finalmente se dan las conclusiones y se plantean

una serie de lineas de trabajo a seguir en investigaciones futuras.
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Capitulo 1: Estado del Arte

1.1. Introduccién

En este capitulo se mostrara el estado del arte de los métodos sin malla, para ubicar al
lector en la temética a tratar. Se dard una panoramica de los métodos que antecedieron al
MPF hasta la actualidad. Se menciona la principal ventaja de los métodos sin malla y se

muestra la definicién formal de un método sin malla.

1.2. Estado del arte de los métodos sin malla

En la actualidad hay un gran nimero de métodos sin mallas, unas de las referencias més
alejadas en el tiempo, es el método de particulas Smooth Particle Hidrodinamics (SPH)
presentado por Lucy en el afio 1977 (Sacco, 2002). En forma conceptual, se puede decir
que este método se basa en la division de la materia en un nimero finito de particulas a
las que se le asocian algunas propiedades fisicas. En sus origenes este método se
desarrolld con el objetivo de modelar fendmenos astrofisicos, por ejemplo, el
movimiento de cuerpos celestes o explosiones de estrellas. En el afio 1982 Monaghan
publicd un articulo en el cual dio un marco tedrico al SPH, y con ello se renovo el
interés de los investigadores acerca de las posibilidades que se abrian entorno a esta

técnica.

En forma practicamente paralela se desarrolld un método denominado Generalized
Finite Difference (GFD). Con esta técnica se pretendia aprovechar las caracteristicas de
las Diferencias Finitas pero independizdndose de las grillas conformes que hasta ese
momento eran indispensables para su aplicacion. Los primeros aportes a este método se
deben a Perrone y Kao, sin embargo, en el afio 1980, y gracias a un trabajo de Liszka y
Orkisz, el GFD aparecié como una opcidn valida y suficientemente robusta. Este método
al igual que el SPH utiliza un esquema de colocacion puntual con lo que se obtiene un

sistema de ecuaciones discretas (Sacco, 2002).
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Enlazando con la linea de trabajo surgida con el SPH apareci6 un nuevo método llamado
Reproducing Kernel Particle Method (RKPM) desarrollado por Liu. En éste, y a través
de las transformaciones conocidas como “Wavlet”, se afiade una funcion de correccion a
las funciones de forma obtenidas a través del SPH. Esta correccion permite resolver los
problemas de precision en zonas cercanas al contorno o cuando el nimero de particulas
empleadas es pequeno. En general en la aplicacion del RKPM se utilizan esquemas de
resolucion de Galerkin, sin embargo en un trabajo presentado por Aluru, se muestra una
aproximacion del tipo Reproducing Kernel combinada con un esquema de colocacion

puntual, con lo cual se obtuvieron resultados muy prometedores (Sacco, 2002).

Mas recientemente se dio una nueva linea de investigacion basada en la técnica
denominada Moving Last Square (MLS). El primer trabajo en el que se utilizo este tipo
de interpolacion data del afio 1992 y fue desarrollado por Nayroles y colaboradores. El
método propuesto fue bautizado con el nombre de Diffuse Element Method (DEM) y
con ¢l se pretendid hacer una generalizacion del Método de Elemento Finito; aunque la
formulacion tenia una serie de simplificaciones en la imposicion de las condiciones de
contorno y en calculo de las derivadas, que fueron muy cuestionadas por diferentes
autores. A pesar de estos inconvenientes, el DEM presentaba algunas ventajas frente al
FEM motivo por el cual se continud trabajando en él. Entre estas ventajas hay que
destacar la posibilidad de obtener funciones de forma con continuidad C' de manera

simple.

Para la discretizacion espacial del DEM se utiliza una formulacion integral de Galerkin,
por este motivo era necesario definir una malla de fondo mediante la cual se evalian las

integrales, aunque dicha malla no necesariamente debia estar ligada a la geometria.

Otro método basado en interpolaciones tipo MLS surgio a raiz de sucesivas mejoras
introducidas en el DEM, llevadas a cabo principalmente por Belystchko y colaboradores.

El método resultante es conocido con el nombre de Element Free Galerkin Method



Capitulo 1: Estado del arte

(EFGM). En general se solucionaron los inconvenientes en el calculo de las derivadas y
se utilizaron multiplicadores de Lagrange para la correcta imposicion de las condiciones
de contorno de tipo Dirichlet. Este método tiene como principal desventaja su elevado
costo computacional, provocado por el célculo de las derivadas en forma estricta, sin
embargo los excelentes resultados obtenidos para problemas de propagacion de
fracturas, sin necesidad de producir sucesivos remallados, como se debe hacer cuando se

utiliza el FEM, hizo que el interés por el mismo crezca en forma continua.

Dentro de esta linea de trabajo Duarte y Babuska hicieron un significativo aporte a la
comprension de las caracteristicas y las propiedades de la interpolacién realizada
mediante MLS, reconociendo las funciones de forma que se obtienen con este método
como caso particular de la Particion de la Unidad. A partir de estos trabajos surgieron
dos nuevos métodos: el h-p Clouds y el Partition of Unity Finite Element Method
(PUFEM).

Siguiendo la linea de los métodos basados en formulaciones débiles es necesario
mencionar los trabajos realizados por Atluri y colaboradores que dieron lugar a dos
familias de métodos utilizadas para la resolucion de problemas de elasticidad. El primero
de estos es el Meshless Local Petrov-Galerkin (MLPG), donde se combinan la
interpolacion mediante minimos cuadrados ponderados moéviles y una formulacién débil
local llevada a cabo a través de residuos ponderados locales. La aplicacion de la forma
Débil Asimétrica Local y las funciones de aproximacion de minimos cuadrados moviles
dieron lugar al método llamado Local Boundarie Integral Equations (LBIE). Este
método permite evaluar las integrales facilmente al llevarse a cabo en dominios

regulares (circulos en 2D y esferas en 3D).

El Meshless Finite Element Method (MFEM) presentado por Idelshon y colaboradores
es una interesante propuesta. En la misma se recogen todas las bondades del FEM

aunque se independizan las funciones de forma de las conectividades de los elementos.

6
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Segun los autores este método puede ser interpretado como un método de elemento
finito utilizando elementos de formas geométricas distintas, o como un método sin malla

con nubes de puntos formadas por todos los puntos que pertenecen a una esfera vacia.

Finalmente se tiene que mencionar el método objeto de estudio en esta tesis, que ha sido
bautizado con el nombre de Finite Point Method (FPM) o Método de Puntos Finitos
(MPF). Este método propuesto por Ofate, Zienkiewikz, Idelsohn y Taylor surge de la
combinacion de las funciones de forma obtenidas mediante el MLS y la técnica de

colocacion puntual.

Segiin (Perazzo, 2002) la técnica de MLS presenta dos grandes inconvenientes: en
primer lugar la dificultad para establecer una definicion global de las funciones de
ponderacion para cualquier punto de la particién y la otra lo complejo que resulta
obtener las derivadas de la funcion de forma. En el Método de Puntos Finitos se recurre

al uso de una funcioén de ponderacion fija, proceso denominado, “Fixed Weighted Least

Squares” (FWLS), con vista a solucionar estos problemas.

A continuacion se ponen de manifiesto las principales ventajas de los métodos sin malla

frente a los métodos que utilizan malla.

1.3. Principales ventajas de los métodos sin malla

La principal ventaja de los métodos sin malla segiin (Aranda, 2006) radica en la nula
necesidad de una conectividad o malla entre los elementos que discretizan el problema,
la que es por los métodos tradicionales (MEF, MVF, MDF). Esta conectividad es
necesaria en estos ultimos para realizar el ensamble de la matriz de rigidez global del
problema y la creacion de ella implica un alto costo de recursos computacionales y
tiempo, el cual puede llegar a ser mayor que la propia resolucion del sistema global del
problema. Para el caso de los métodos sin malla la discretizacion del cuerpo se realiza

unicamente mediante puntos, y la construccion de la funciéon incognita se realiza
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mediante la asignacion a cada uno de ellos de una vecindad, de modo de construirla en
base a la informacion obtenida de los datos geométricos de los puntos mas cercanos.
Esta construccion de la funcion incognita mediante puntos vecinos permite una
aproximacion local de la solucion para el nodo principal. La ausencia de una malla
implica una reduccion del costo computacional y del tiempo de céalculo del problema,
esta caracteristica, propia de los métodos sin malla, resulta muy atractiva para su
desarrollo e implementacion, lo que durante los ultimos tiempos ha potenciado
enormemente su investigacion y desarrollo. Dentro de los métodos sin malla se
encuentra el Método de Puntos Finitos (E. Oniate, S. Idelsohn y O. Zienkiewics), el cual
posee a plenitud todas estas caracteristicas mencionadas, en contraste con algunos
métodos, que siendo considerados como métodos sin malla, de todas formas requieren

de una conectividad o malla de fondo.

1.4. Definiciobn de un método sin malla

Conocido el origen y las ventajas de los métodos sin malla es conveniente dar una
definicion de manera global. Segun (Perazzo, 2002) la primera propuesta para definirlos
es dada por (C. Duarte), que considera a un método como sin malla si las ecuaciones
basicas del sistema que gobiernan el modelo discreto del problema no dependen de la
disponibilidad de una malla bien definida, sin embargo, a pesar que algunos métodos
son considerados como sin malla, de todas formas dependen de una débil malla de fondo
para el calculo de las ecuaciones integrales que gobiernan el modelo. Una propuesta con
mayor precision es realizada por (E. Onate, S. Idelsohn y O. Zienkiewics), y plantea que

un método puede ser considerado como sin malla si satisface las siguientes condiciones:

e La discretizacion de la funcion incognita y sus derivadas deben poder ser
definidas solamente en términos de la posicion de los puntos localizados dentro
del dominio de andlisis y de los pardmetros especificados en estos.

e La funcion de ponderacion y sus derivadas pueden ser definidas solamente en

términos de la posicion de los puntos localizados dentro del dominio de analisis.
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e No es necesario realizar ninguna integracion de volumen o superficie, o
e Cualquier integracion de volumen o superficie debiera ser independiente del

procedimiento de interpolacion escogido.

A partir de los puntos sefialados anteriormente se pueden destacar los aspectos comunes
e importantes para considerar a un método como sin malla, estos aspectos claves son:
discretizaciéon de la funcidon incognita, funcion de ponderacion, procedimiento de

interpolacion; e incorpora la posible utilizacion de una malla de fondo.

1.5. Conclusiones

En este capitulo se pudo estudiar el desarrollo de los métodos sin malla hasta el
surgimiento del MPF. Ademds se aprecian cuales son las principales ventajas que
proporciona la ausencia de malla. Y por ultimo se vieron las caracteristicas
fundamentales para considerar a un método como sin malla. Con lo expuesto
anteriormente se encamina a la formulacion de los métodos sin malla y en particular del
MPF, que es un método que carece completamente de algin tipo de malla, lo que

transforma su formulacion en un auténtico método sin malla.
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Capitulo 2: Formulacion del Método de Puntos Finitos

2.1. Introduccion

En este capitulo se exponen de forma pormenorizada los conceptos teodricos de la
formulacion del MPF que permitirdn comprender su funcionamiento y su posterior
implementacion, para la resolucion de diversos problemas de contorno. Este método
consta esencialmente de dos etapas fundamentales, las cuales se muestran a
continuacion:
1. Obtencién de las funciones de forma que definen la funcidén aproximante por el
método de minimos cuadrados ponderados con funcidon de ponderacion fija.
2. Discretizacion de las ecuaciones de gobierno por el método de colocacion
puntual.
Ademés se abordan algunas propiedades de la aproximacion minimos cuadrados

ponderados fijos, y por ultimo la convergencia del Método de Puntos Finitos.

A continuacion se abordan los aspectos tedricos fundamentales del MPF.

2.2. Método de Puntos Finitos

Sea la ecuacion diferencial

Alu(x))=f(x) xe€Q (2.1)
Con las condiciones de contorno
Bu(x))=g(x) xel (2.2)

En (2.1) y (2.2), A y B son operadores diferenciales, u(x) es la incognita de este
problema, y f(x) y g(x) son dos funciones que representan las acciones sobre el dominio

Q (de contorno I') y a lo largo del contorno I" respectivamente.

Para darle solucion a este problema aplicando el Método de Puntos Finitos deben

tenerse en cuenta los siguientes aspectos:

10
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» La discretizacion del dominio de soluciéon mediante una coleccion de puntos
equiespaciados o arbitrariamente distribuidos.

» La generacion de las nubes de puntos a partir de los puntos obtenidos de la
discretizacion. Y a partir de estas, la obtencion de los correspondientes subdominios
de influencia.

» La funcion de ponderacion a utilizar.

» La obtencion de las funciones de forma aplicando el Método de Minimos Cuadrados
Ponderados Fijos (MMCPF) en cada subdominio de influencia. Obteniendo de esta
manera la aproximacion en forma local.

» La aplicacion del método de colocacion puntual, para la resolucion del problema de
contorno planteado inicialmente.

A continuacion se muestran en detalles cada uno de estos aspectos.

2.2.1. Obtencién de la funcién aproximante en el MPF
En el MPF al igual que en todos los métodos sin malla se busca una aproximacion u/(x)

a una funcién escalar u(x) en un dominio cerrado Q — R". Para lograrlo, en primer
lugar, el dominio se discretiza a través de un subconjunto finito de puntos

T= { X5 X, Xy, }, donde M es el nimero total de puntos. A continuacién se explica

como se realiza este proceso.

2.2.1.1. Discretizacién del dominio

El proceso de discretizacion del dominio de solucion se realiza fundamentalmente de
dos maneras:

1. Determinista

2. Estocastica
La primera de ellas incluye distribuciones de puntos estructuradas y homogéneas, las
cuales presentan algin tipo de uniformidad entre los nodos, ver (Sacco, 2002). La
segunda se refiere a distribuciones de puntos totalmente aleatorias, que son llevadas a la

practica con el uso de la computacion.

11
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En la actualidad muchos investigadores realizan la discretizacion del dominio a través

del preproceso de algunos programas comerciales como el GID, que es uno de los mas

usados, ver (Aranda, 2006).

En el caso de los problemas unidimensionales la discretizacion suele ser mucho maés
sencilla, ya que de forma general se requiere de la generacion de puntos en un intervalo.
En este caso cualquiera de las dos formas de generacion se realiza muy facilmente. Al
igual que cuando se trata de un dominio con una forma conocida, por ejemplo en 2D: un
cuadrado, un circulo, una elipse, cualquier curva cerrada, etc.; en 3D: un cubo, una
esfera, un cilindro, un elipsoide, cualquier superficie cerrada, etc. En estos casos la

generacion se realiza con mayor facilidad, que cuando se trata de un dominio arbitrario.

Figura 2.1: Discretizacion de un dominio arbitrario.

Una vez obtenido este subconjunto finito de puntos el proximo paso es la generacion de
nubes con vistas a construir un cubrimiento localmente finito formado por las bolas
obtenidas a partir de estas nubes de puntos, las cuales deben ser relativamente pequefias
en comparacion con el dominio del problema. Para ganar en claridad a continuacion se

puede ver como se procede en la generacion de las nubes de puntos.

12



Capitulo 2: Formulacion del Método de Puntos Finitos

2.2.1.2. Generaciéon de nube de puntos

Para abordar el tema de la generacion de las nubes es necesario conocer primeramente,

que es una nube de puntos, por este motivo se elabora la siguiente definicion:

Definicion 1:
Sea (X, d) un espacio métrico, € subconjunto cerrado de X, T = {x,,x,,..x,,} un
subconjunto finito de 2, entonces se llamara nube de puntos al subconjunto de 7, que

contiene a los np puntos mas cercanos al punto x, € T incluyéndolo a €I, y se denota
por Q(x,), es decir,

O(x,)={xeT: d(x,x,)<e&, } donde ¢, eR, : 0(x,)| =np << M =|T|.

La generacion de las nubes resulta uno de los puntos claves de los métodos sin malla.
Este proceso debe realizarse de manera eficiente y rapida, ya que del mismo dependeran
en gran medida, las ventajas de este tipo de métodos frente a los métodos que utilizan

mallas.

Las nubes resultantes deben ser tales que garanticen la convergencia global de las

aproximaciones por minimos cuadrados, para la obtencion de las funciones de forma.

Intuitivamente y a pesar de no ser facilmente cuantificables, se pueden establecer ciertos
razonamientos para conformar una nube de buena calidad (Perazzo, 2002), por ejemplo:
1. Elnodo estrella completamente rodeado por los demas nodos de la nube.

2. El centro de gravedad de la nube lo mas cercano posible al nodo estrella.

Inicialmente y por ser facil de implementar se prob6 un algoritmo de busqueda y
generacion de nubes basado en el criterio de la minima distancia (Jensen, 1972), en el
cual, los puntos que conforman la nube, quedan dentro de un circulo de radio 7, y

centrado en el nodo estrella.
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Figura 2.2: Criterio de la minima distancia.

Este método tiene la desventaja de que el procedimiento de generacion de nubes
depende en gran medida de la densidad de los puntos, esto puede traer consigo la
obtencion de mala calidad, lo cual propicia un ajuste local deficiente y por consiguiente
resultados poco precisos. Pero a pesar de esto actualmente éste es uno de los métodos

mas utilizados en la resolucion de problemas unidimensionales.

Otros métodos son el “eight segment criterion” (Perrone & Kao, 1975), el “four quadrant
criterion” (Liszka & Orkisz, 1980) con estos dos se pueden obtener nubes de mejor
calidad, sin embargo, para minimizar la falta de simetria de las nubes y con vistas a
obtener buenos resultados, estos métodos deben ser modificados cuando se aplican en el

contorno (Liszka et al., 1996).

El algoritmo maés utilizado para obtener nubes de puntos (en 2D y 3D) es el basado en la
triangulacion local de Delaunay (Perazzo, 2002) y (Sacco, 2002), técnica que relaciona a
cada punto con sus vecinos mas cercanos de forma Optima para la aplicacion del Método
de Elementos Finitos. Para aprovechar esta cualidad se propuso utilizar esta técnica para

la construccion de nubes.

Los pasos necesarios para la generacion de nubes en el interior del dominio que se

muestran en la figura (2.3), son:
14
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Definir un sistema local de ejes cartesianos, centrado en el nodo estrella, para
identificar los puntos mas proximos al origen por cada cuadrante, ver figura
(2.3a).

Formar con el nodo estrella los cuatro tridngulos iniciales para la busqueda de
puntos, ver figura (2.3b).

Verificar que la red de los cuatro tridngulos formada es una triangulacion de
Delaunay, es decir, si todas las circunferencias circunscritas de todos los
triangulos de la red son vacias, o que no contienen otros vértices aparte de los
tres que la definen. Si esto se cumple, pasar al paso 4, sino, eliminar el punto que
incumple con esta condicidon y luego seguir con el paso 4.

Para cada triangulo generado se traza la circunferencia circunscrita
comprobandose si existe algun punto adicional en su interior, en caso de existir
uno o mas, se elimina el tridngulo inicial y se forman dos nuevos con el punto
mas cercano al nodo estrella, ver figura (2.3c y 2.3d). Esta operacion se repite
hasta que finalmente ningln circulo contenga puntos adicionales en su interior,
ver figura (2.3e y 2.3f).

Se genera la nube del nodo estrella con los puntos obtenidos a partir de la
triangulacion.

Si la cantidad de puntos no es suficiente, o si la calidad de la nube no es la
adecuada, agrega una segunda capa puntos, obtenidos de las nubes de cada uno

de los puntos que forman la misma.
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Figura 2.3: Generacion de nubes en el interior del dominio mediante la triangulacion de

Delaunay.

Para generar las nubes en el contorno, se puede emplear el procedimiento anterior pero

poniendo atencion a la generacion inicial de los tridngulos, entonces los pasos a seguir

serian:

1.

Seleccionar dos puntos adicionales al nodo estrella, que pertenezcan al mismo
contorno (uno hacia cada lado) y buscar los nodos mas cercanos por cuadrante,
ver figura (2.4a).

Formar con el nodo estrella los tres triangulos iniciales para la busqueda de
puntos, ver figura (2.4b).

Para cada triangulo generado se traza la circunferencia circunscrita
comprobandose si existe algun punto adicional en su interior, en caso de existir
uno o mas, se elimina el tridngulo inicial y se forman dos nuevos con el punto

mas cercano al nodo estrella, ver figura (2.4c y 2.4d).
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4. En caso de no existir nodos adicionales, se van agregando nodos a partir de las
nubes de los puntos del interior, ver figura (2.4e).

5. Si la nube obtenida tiene la cantidad de puntos deseada, terminar, sino, volver al

paso 3.
0 0 o
) C‘ o o o a o O o
o el a
2 o o t o ':' 0
o o o 9 a o o

a) b) c)
o]
o o a a a
) o ] o
a a
I I
d) €) H

Figura 2.4: Generacion de nubes en el contorno mediante la triangulacion de Delaunay.

Es importante destacar que con este método la nube que se obtiene es independiente de

los puntos elegidos inicialmente, y ademads es tnica.

El método de generacion de nubes mediante la triangulacion de Delaunay, resuelve
efectivamente los problemas que presenta el método de busqueda mediante la minima
distancia, tanto si se trata de discretizaciones en forma irregular como regular. A
diferencia de otras técnicas, la triangulacion de Delaunay permite obtener en estos casos

la nube sin necesidad de modificar el algoritmo.
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Después de haber obtenido para cada punto x, € T su correspondiente nube de puntos
Q(x,), se puede detallar lo referido a las bolas definidas a partir de las nubes obtenidas,

y que formaran parte del cubrimiento de €2, usado para definir la funcion de
aproximacion buscada en forma local. En lo que resta de este trabajo estas bolas se
denominaran subdominios de influencia, este nombre se debe a que seran tomadas como
soporte de ciertas funciones de peso (o funciones de ponderacion), las cuales son las
encargadas de conferirle el cardcter local a la aproximacion y de ponderar el error
cometido en la aproximacion, dandole mayor importancia a los puntos mas cercanos a

x, (nodo estrella). Por este motivo estas bolas tienen influencia en la aproximacion

buscada. Estos aspectos se pueden ver en detalles a continuacion.

2.2.1.3. Subdominios de influenciay funciones de ponderacion

Esta seccion estd dedicada a la profundizacion de los conceptos de subdominio de
influencia y de funcion de ponderacion. Primeramente se puede apreciar la definicion de

subdominio de influencia elaborada por el autor.

Definicion 2:
Sea (X, d) un espacio métrico, Q@< X cerrado y T = {x,x,,..x,} un subconjunto
finito de Q y QO(x,) nube de puntos de x, €T, entonces se llamara subdominio de

influencia a la bola abierta:
Q,=B,(x,,r)= { xeQ: d(x,x,)<r, }
Donde r, se denomina radio de influencia y esta definido por la distancia de x, al punto
mas alejado de la nube, o sea,
= 7§§gg>f{d(x,,xj)}
Donde y =1 +ﬁ y x es el % en el que se quiere aumentar la distancia entre el nodo

estrella y el punto mas alejado de la nube, para que éste no pertenezca al contorno del
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subdominio, garantizando que todos los puntos de la nube Q(x,) tengan ponderacion no

nula.
De las definiciones (1) y (2) se desprende la siguiente relacion, cuya demostracion es
evidente:

Ox,)cQ, cQ (2.1)
Es importante destacar que la forma de estos subdominios de influencia depende en gran
medida de la métrica o distancia que se utilice. Si se trabaja con la distancia euclidiana
adquieren una forma circular en 2D ver figura (2.5) y de esfera en 3D, lo que se puede
plantear como:

. 1/2

dz(x,y>={2(xi —yﬂ . xyeR (2:2)

Por otra parte si se trabaja con otra distancia como:

L xyeRr” (2.3)

d,(x,y)=max {x, -y,
1<i<n
Entonces los subdominios de influencia toman una forma cuadrada en 2D y de cubo en

3D. Un resultado conocido del Analisis Matemdatico es que R" con la distancia

euclidiana es un espacio métrico, con la norma euclidiana es un espacio normado y con
un producto escalar es un espacio prehilbertiano. Ademas como R" es un espacio de

dimension finita entonces es de Hilbert, luego (R",d ) es un espacio métrico completo,

donde se cumple la siguiente relacion: d(x, y) = Hx - yH = [(x -y, X— y)]”2 .
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Figura 2.5: Discretizacion a través de subdominios de influencia circulares.
Después de haber visto que cosa es un subdominio de influencia y alguna de las formas
posibles que puede tomar, se puede pasar a la definicion de funcion de ponderacion y

sus propiedades.

En general una funcion de ponderacién tiene como objetivo asignar diferentes grados de

importancia a las aproximaciones en ciertas partes del dominio.

Definicion 3:
Sea ¢, :Qc R" —[0,1] tal que ¢, € C'(Q), se dice que ¢, es una funcion de
ponderacion en (2 si cumple:

1) @(x)=20, VxeQ

i) @(x)#0, VxeQ, cQ,donde Q, es el subdominio correspondiente a ¢, .

1ii) P ()< (x;)=1 VxeQ,

En un principio la eleccion de la funcién de ponderacion es arbitraria y su construccion
se realiza de modo que tome valor maximo en un entorno o vecindad del punto x,,

donde se desea evaluar la aproximacion, con tendencia a ser decreciente a medida que se
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aleja de x,, anuldndose en la frontera y fuera del subdominio de influencia que la

determina.
1 d, =0
o, (x)=q0(d,,r;) 0<d,<r, (2.4)
0 d, >r,

Donde d, = ||x—x, || y 1, es el radio de influencia.

Propiedades deseables de las funciones de ponderacion:

Las funciones de ponderacion, para ser utilizadas con éxito en la obtencion de las
funciones de forma, deben cumplir las siguientes propiedades:

i)  @(d,,r;) es mondtona decreciente.
i) od,.r)—>8d,).r, >0

i) o(d,,r,)—>1Lr —> o

La primera de estas propiedades indica que los pesos son simétricos con respecto al
nodo estrella y que la influencia de los vecinos aumentara a medida que disminuye la
distancia respecto al mismo. La segunda se refiere a que cuando el tamafio del
subdominio de influencia es demasiado pequefio, la funciéon de ponderaciéon tiene un
comportamiento similar a la funcién delta de Dirac, aumentando la importancia de los
puntos mas cercanos al nodo estrella. La tercera propiedad indica que la funcion estd

acotada superiormente por uno.

Ejemplos de funciones de ponderacion:

1. Funcidn conica:
(”(dur[):l_(d] /r1)k

2. Funcién gaussiana:

Exp[—(d, /:Bl)k] — Exp[—(r, /ﬂl)k]
l—Exp[—(r, /ﬁ[)k]

(/7(d1>r1)2
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3. Funciodn senoidal:

o) =1+ Cos{z 1))

7
4. Funciodn spline de 4to orden:
o(d,,r,)=1-6(d,/r)* +8(d,/r,) =3, /r)*
Donde k es un entero positivo y en el caso de la funciéon gaussiana S, =cr, (segun

Oniate), con ¢ =0.5. El pardmetro £, se le denomina factor de apuntamiento.

Obtencion de la funcidon de ponderacion conica en 1D

Se busca una funcién @ : R — R, que cumpla con las propiedades antes expuestas (i-

iii). Suponiendo que ademas cumpla la propiedad de que sea concava en todo su

dominio, es decir:
d’p(x)<0, VxeR

Se obtiene que

2 2
Lo o IV pep
X X

Por otra parte, de la propiedad iii), y partiendo de que la funcion tiene un maximo en X,
entonces
p(x,) =1
do(x) _,
dx
Luego se llega a una ecuacion diferencial ordinaria con sus respectivas condiciones de
contorno:
d’o(x
# —k xeR
dx
p(x)=1 x=x,

do(x)
dx

=0 x=ux,
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Cuya solucion es:
k
P =1-"(x—x)’ (2.5)

Y por ultimo se buscan los puntos donde la funcion corta al eje de las absisas, para

determinar el intervalo donde la funcién es positiva:

k
0=1-=(x-x,)
2(x X,)

2
Tomando 7» = \/; , despejando £ y sustituyendo en la ecuaciéon (1) quedando un caso

particular de la funcidon de ponderacion conica expuesta en los ejemplos:

p(x)=1— (1)
r

-1 -05 0.5 1

Figura 2.6: Funcion de ponderacion conicacon x, =0 y r=1.

Una vez discretizado el dominio Q en un subconjunto finito de puntos

T = { XXy 5eeen Xy, }, obtenidas las nubes Q(x,) y los subdominios €2, para cada punto,
23
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generandose F = {Q ,}M

,-; un cubrimiento localmente finito de €2. Se puede obtener la

aproximacion mediante la siguiente combinacion de funciones:
< h
u(x) =i (x)=Y N,(x)u; (2.6)
1=1

Donde u] es el valor aproximado de la funcién u(x) en el punto x, y donde las
funciones N, (x) son denominadas indistintamente funciones de prueba o funciones de

forma y estan intrinsecamente definidas de forma local a través de las funciones de

ponderacion para cada Q,, cumpliéndose:

N,(x)20 xeQ,

N,(x)=0 xeQ, @7

En cada subdominio de influencia Q, se plantea la funcion de aproximante #(x)de la

funcién u(x) en forma local, de manera que:
u(x) =a(0) =Y p,(x)a, =p () a (2.8)
j=1

Donde m es el numero de términos de la base de aproximacion, p(x) es el vector que

contiene las m funciones de la base y a es el vector de coeficientes desconocidos que

multiplica a cada uno de los términos de la base.

Seguidamente se trata con profundidad el tema de las bases de aproximacion.

2.2.1.4. Bases de aproximacion
En la construccion de la funcion aproximante u#(x) en forma local interviene una

determinada base de funciones de dimension m, la cual puede definirse de la siguiente

mancra:

Definicion 4:
Se dice que el conjunto de funciones {p,(x), p,(x),..., p,(x)} es una base de

aproximacion en 2, si cumple las siguientes propiedades:
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D op =l
i)y p eCQ,), i=l..m.

iii)  {p,}., eslinealmente independiente en €2, .

i=1

Habitualmente las mds usadas son las bases polindmicas, por su flexibilidad y
simplicidad. A continuacion se pueden ver algunos ejemplos:
e En una dimension:
=0 x)=m=2
pT(x):(l X xz):m:?)
e En dos dimensiones:
prey=0 x y)=m=3
pT(x,y)z(l x y xy x° yz):>m=6
e En tres dimensiones:
pT(x,y,z):(l Xy z):m=4

pT(x,y,z)=(1 X y z xy xz yz x> y° 22):>m=10

El criterio para la utilizacién de algin polinomio en particular se realiza en base a la
necesidad de las derivadas de la funcion de forma, que a su vez es impuesta por el
sistema de ecuaciones diferenciales que define el problema y por otro lado la dimensioén

espacial que presenta el modelo geométrico, esta sea 1D, 2D 6 3D, ver (Aranda, 2006).

Existen otros tipos de bases de aproximacion, que pueden reproducir singularidades o
discontinuidades y/o acelerar la convergencia en determinados problemas, como es el
caso de mecéanica de fractura (Cueto-Felgueroso, 2002), (Martin, 2006). Bases

bidimensionales tales como:

p'(x) :( 1 x vy \/;cosg \/;seng \/;sengsené? x/;cosg sen@ J
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2.2.1.5. Obtenciéon de las funciones de forma

Es importante destacar que para la obtencion de las funciones de forma se deben tener en

cuenta tres casos:

Casol:
Cuando |Q(x, )| =np=m :‘ pT(x)‘ se esta en presencia de una interpolacion, que es

precisamente lo que se hace en el Método de Elemento Finito. En este caso se procede
de la siguiente manera:

Como np = m se obtiene que

w0 =3 p,Wa, = Wa 2.9)

Y evaluando en los np puntos de la nube se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

np
~ A a.
ue) ) () ()} | 2P () p, ) )@
= ) : = ” : = : - : :
u(xnp) unp u (xnp) zpl (xnp) aj pl (xnp) A pnp (xnp) anp
j=1
O sea
ul pl(xl) ce pnp (xl) al
T ; (2.10)
u,, pl(xnp) e Dy (xnp) a,,
%/_/ %/_/
u pT a
En forma compacta
u=Pa (2.11)

Si P" es no singular entonces
a={P")'u (2.12)
Sustituyendo (2.12) en (2.8) se obtiene
i(x)=p"(x)a=p"(x)(P")u (2.13)
Y comparando (2.13) con (2.6) se tiene que
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N (x)=p" (x)(P")™ xeQ, (2.14)
Donde N'(x) se puede escribir como

N (x)={N, (x),, N, (X)}

funciones de forma

Observacion:
Estas funciones son las que se utilizan en el Método de Elementos Finitos y cumplen con
la condicidn estandar de interpolacion (Sacco, 2002), es decir,

l;sik=j )
N, (x;,)=0, = 0:sik# ,para k,j=1..np

Esto implica que la solucién aproximada pasa por los puntos del dominio, y por lo tanto
np
u(x;)= NT(xj) u= ZNk(xj) U, =u,
k=1

Para profundizar en las propiedades de este tipo de aproximacion ver (Zienkiewics y
Taylor, 2003).

A continuacion se muestra un ejemplo del proceso descrito anteriormente.

Ejemplol:
Sean:

Punto estrella x,

p' =1 x]=m=2

O, ={x,x,} =>np=2,donde x, =3 x, =4
Hallar N7 (x).

Soluciodn:

T 1 3 T T - .
P = { 4 ; Det(P')=4-3=1#0= P’ inversible
.

-1 1
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4 -3

NT(x)=p ()P =1 x)[_1 |

J=@—x x-3)

Donde se verifica que:
Nll(xl):] Né(xl)zo
Nll(xz)zo N;(xz)zl

Las funciones de formas cumplen la condicion estandar de interpolacién (Sacco, 2002).

Caso2:
Cuando np >m, que es lo mas comun en la practica. En este caso se requiere de la

aplicacion del método de minimos cuadrados, especificamente en MPF se usa el Método

de Minimos Cuadrados Ponderados Fijos (MCPF).

Una aproximacion por minimos cuadrados busca ajustar una curva o polinomio a los
valores discretos de una funcion en un conjunto de puntos dados, de forma que minimice

el error global cometido en la aproximacion.

Esta técnica ha sido utilizada en la resoluciéon numérica de problemas de mecanica de
solidos y fluidos (Nay & Utku, 1972) (Liszka & Orkisz, 1984) (Batina, 1993), para
aproximar el campo desconocido o la incognita a través de unos valores nodales. Sin
embargo, tal como se demuestra en (Ofiate et al., 1995), el éxito de esta aproximacion
presenta una restriccion o inconveniente. La aproximacion se deteriora rapidamente en
la medida que el nimero de puntos utilizados en el ajuste local, np, aumenta demasiado
respecto al niumero de términos en la base de aproximacion, m. Para evitar este

problema se recurre al uso de una funcion de ponderacion ¢,(x), que permite mejorar la
aproximacion, en nuestro caso en una vecindad del punto x,, donde se quiere evaluar la

funcidn o su derivada.

Esta funcion de ponderacion se toma de forma tal que toma su maximo valor en el nodo

estrella (¢, (x;) =1) y va decreciendo a medida que se aleja de ¢él.
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Entonces se plantea un funcional que minimice el error ponderado mediante la funcion
de ponderacién ¢, (x) mencionada anteriormente. Ahora, en la expresion del funcional
interviene la funcion de ponderacidon, como se indica seguidamente:

J(@)ses@,) = D0, (e (x) =0 (x )] = D, (x ulx)) = D pi(x)) @, T

Jje0; Jje0; i=1

Efectuando, derivando parcialmente con respecto a cada «;, i=1,...,m e imponiendo la
condicion de que esta derivada sea igual a cero se llega a la expresion:

D () @ (x)ulx))= 3> pi(x)e, (x)p,(x;) (2.15)

Jjeo; jeQ, i=1

la cual escrita en forma matricial queda:

POu = POP « (2.16)
donde
p(x) .. p (xnp) @, (x)) 0 u(x,) a,
P= : : (O : : u= : a=
p,(x) ... p, (xnp) 0 e @, (xnp) u(xnp) a,

Luego si POP” es no singular
a=(POP")™" Pdu (2.17)
Sustituyendo (2.17) en (2.8) se tiene:
u(x)=p" (X)(POP") " POu=N"(x)u

NT(x)

Luego
N"(x) = p" (x)(POP")" PD (2.18)

Propiedades de la aproximacion por MMCPF.
Las funciones obtenidas mediante el método de Minimos Cuadrados Fijos solo son
validas en un entorno del punto estrella, esto es consecuencia directa de haber fijado la

funcion de ponderacion a dicho punto.
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Otra caracteristica de la aproximacion es que cualquier punto arbitrario x, € Q,, estard

multievaluado, tanto en la funcidon misma como en sus derivadas.

Esta aproximacion cumple, aunque en forma local, con las propiedades de Existencia y
Consistencia del MLS, sin embargo no puede brindar una solucion globalmente continua

ni siquiera en el dominio de influencia.

Existencia de la aproximacion
La existencia y unicidad de la aproximacioén por Minimos Cuadrados Ponderados Fijos

esta garantizada por el siguiente teorema:

Teorema 2 (D. Gonzélez):
La matriz POP" en la ecuacion (2.16) es definida positiva Vx, € T y los coeficientes

o, en (2.8) estan univocamente determinados.

1

Demostracion:
p(x) .. op (xnp) @ (x) ... 0 p(x) o p.(x)
POP" = : : : : :
pm('xl) A pm('xnp) O A ¢I(xnp) pl(xnp) A pm(xnp)

Las filas de P son linealmente por hipotesis, asi se tiene que rang(P)=m vy
rang(P")=m. También ® es definida positiva, ya que ¢,(x)>0, VxeQ,. Esto

implica que POP” es definida positiva.

Obtencion de las derivadas

La derivada parcial de la funcion de forma, en la aproximacién obtenida mediante el
MMCPF, se obtiene derivando solamente los términos de la base de aproximacion
debido a que los coeficientes & son constantes en cada subdominio. Como consecuencia

de ello el orden de derivabilidad depende exclusivamente de la base de aproximacion, o
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sea, si p, e C*(Q), i=1,..,m,entonces N,(x)eC*(Q), I=1,.,M . Utilizando una

base de aproximacion polindmica, se obtiene que N,(x) e C*(Q), [ =1..,M.

Dada la aproximacion de las incognitas mediante la ecuacion
i(x)=N"(x)u" VxeQ,

Su derivada es

k~ k T
Ou) |\ 9P O | popryipoyt, k=i +..+i
ox,'...ox;" | Ox,'...0x"

n

Y para 1D queda

ko~ k T
aaugf) {a g k(x)} (POPT)" PO 4"
X X

Donde £ es el orden de la derivada.
El siguiente ejemplo ilustra el proceso de obtencion de las funciones de forma por el

método de minimos cuadrados ponderados fijos.

Ejemplo 2:
Sean:

Punto estrella x,

p’ :[1 X xz]:>m=3

O, =1{x,,X,,X5,X,,Xs} =>np =15

Donde x, =0 x, =0.125 x,=025 x,=0375 x;=0.5

Funcion de ponderacion gaussiana, de parametros k =2 y=1.1 ¢=0.25

Hallar N” (x).
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Solucion:
10 0
1 1 1 1 1 1 0.125 0.15625
P=/0 0125 025 0375 05 |; P'=|1 025 0.0625 |;
0 0.15625 0.0625 0.140625 0.25 1 0375 0.140625
1 05 025
( —1.12535%107 + Exp[-52.8926 x*] [x]<5.5
¢ (x) =
1 =55
1 0 0 0 0
0 0.467302 0 0 0
D=0 0 0.0366703 0 0
0 0 0 0.588339x107 0
0 0 0 0 1.69573x107°

1.47486 0.0640892  0.00921258
POP" =| 0.0640892 0.00921258 0.0014589 |;  Det(P®P")=2.83794x10""
0.00921258 0.0014589 0.00026182

0.999479 —11.7678  30.4035
(POPT)"' =| —11.7678 1061.61 —5501.36 | ;
30.4035 —5501.36 33404

0.999479 1.5584 x10~° —1.54918 x10~> 0.507181 x10°  4.60641 x10°°

(POP")"' PO =| -11.7678 15.3048 -3.30771 —-0.22786 —1.45207 x10°*
30.4035 —59.2201 27.2392 1.56783 0.954822 x107*
N (x) 0.999479 —11.7678 x +30.4035 x>
N (x) 0.0015584 +15.3048 x — 59.2201 x>
N'(x)=| Ni(x) |= —~00154918-3.30771 x +27.2392 x*
N, (x) 0.000507181—0.22786 x +1.56783 x>
Ni(x)) |4.60641x107° —0.00145207 x +0.00954822 x*
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Observacion:
N{(x,)=0.999479
N, (x,)=0.0015584
Ni(x,) =-0.00154918
N, (x,)=0.000507181
Ni(x,)=4.60641x10"°

Es facil notar que las funciones de forma no cumplen la condicion estdndar de

interpolacion (Sacco, 2002).

Caso3:

Cuando mp <m, el sistema no puede resolverse y se requiere aumentar np lo cual

transforma este problema en alguno de los restantes.

Aqui se ve un ejemplo sencillo que nos ilustra que cuando np < m, el sistema no tiene
solucion aplicando el método de minimos cuadrados (MMC), que es cuando la funcidon
de ponderacion ¢, (x) =1, Vxe(,.

Sean:

Q(xl.)z{xl,xz}:np:Z
p(x)={Lxx*}=>m=3

Luego
2 2
1 1 . 5 2 X +x, x;+x
X X 2,2 3, .3
P=|x x P’z[l ! 12] PP'=| x,+x, x.+x; x +x,
X, X
2 2 2 2 2 2 3 3 4 4
X, X5 X +Xx, X +Xx, X, +X,

Pero, para que el sistema tenga solucion es necesario que la matriz PP’ sea inversible o

que el determinante sea distinto de cero, ahora se procedera a probar que Det(PP') =0:
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2 2 2 2
2 X +x, x;+x 1 x x I x, x;
r_ 2 2 3 3| 2 3 2 3|
PP =| x,+x, X/ +x; X +x,|=|x x5 x5 |[+|x, X, x;|=A+B
2 2 3 3 4 4 2 3 4 2 3 4
XX, X +x, X +x, X, XX, X, X, X,
A B

Y utilizando la propiedad lineal de la funcion determinante se tiene:

Det(PP") = Det(A) + Det(B) =0, donde en ambas matrices se ve trivialmente que sus

=0 =0
determinantes son ceros, ya que al menos hay dos filas o columnas proporcionales, lo

que implica que la matriz PP’ no es inversible, por lo tanto el sistema no tiene solucion.

2.2.2. Discretizacion mediante el Método de Colocacion Puntual

Es importante notar que, dadas las caracteristicas de las funciones de forma que se
obtienen mediante el método de minimos cuadrados ponderados fijos, el esquema de
discretizaciéon mediante colocacion puntual resulta ser, sin lugar a dudas, el maés
apropiado. Especialmente si se tiene en cuenta que dichas funciones son discontinuas y
multievaluadas. Por otro lado esta combinacion nos permite formular, lo que se puede

denominar como un verdadero método sin malla.

En esta seccion se tratara una variante del método de los residuos ponderados en la
resolucion de ecuaciones diferenciales, en donde el residuo viene dado por la diferencia
entre el operador diferencial aplicado a la funcion a aproximar y el mismo operador

aplicado a la funcidn aproximante.

2.2.2.1. Método de Colocacion Puntual
Sea el problema de contorno dado por las expresiones (2.1) y (2.2). Se desea obtener

u(x) la cual se aproxima a través de
M
i(x)=>N,(x)u, (2.17)
j=1

Donde las N, (x) son funciones conocidas y las u; son las incognitas. A partir de la cual

se definen los residuos:
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Ry = A(u(x)) - f(x)
Ry = B(u(x)) - g(x)
Luego se puede plantear la condiciéon

[o,RodQ+ [@ RedT =0, i=1,..M (2.18)
Q r

Donde @, y @, son funciones de peso y en el método de colocacion puntual se escogen
o, =@, =0(x—x;)siendo o(x—x;) la funcion delta de Dirac. Esto equivale a anular los
residuos en un conjunto finito de puntos x;. Luego la condicion anterior se transforma

en:

A (x)+ B@(x) = f(x) +g(x), i=l.M (2.19)

x;€Q x;el’ x;€Q x;el
Para una mayor comprension la expresion anterior se escribird de la siguiente manera:

AW (x,)) = f(x,), x,€eQi=1..,M,

N (2.20)
Bu(x))=g(x,), xel,l=1.,M.

Donde M, es la cantidad de puntos en el interior del dominio Q, M. es la cantidad de

puntos en el contorno I',y M, + M. =M .

M
Sustituyendo u(x) por ZN ;(x) u, se obtiene:
j=1

M
AQ N, (x)u,)=f(x,), x, €Qi=1.,M,
j=1

" (2.21)
BO N, (x)u;,)=g(x), x el l=1.,M,
Jj=1
De la linealidad de A y B se obtiene
M
DAN (xDu, = f(x,), x,€Qi=1.,M,
M (2.22)

M
D B(N,(x)u, =g(x), x, el I=1..,M,.
j=1

Y escrito en forma matricial

Ku=b (2.23)
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Donde

K = K, _ A(N ;(x,)) y b= f(x;)
K{j B(Nj (x,) g(x,)
Luego de obtener el sistema de ecuaciones, se resuelve y se obtiene la solucion.

Ejemplo2:
Hallar u solucion aproximada al siguiente problema de contorno:

d*u

u(x)=0 x=0
u(x)=1 x=1

—-u=0 0<x«l

dx

Tomando como funciones de forma N, (x) = x’™, los puntos {0,1/3,2/3, 1}y M =4

Soluciodn:

Para este caso el sistema de ecuaciones queda

-1 —1/3 17/9 53/27 \(u, 0

~1 —2/3 14/9 100/27 [u, | |0
11 1 1w | |1
10 0 0 Nu,) \0O

Resolviendo el sistema se obtiene

0
0.855357
-0.0160714
0.160714

2.3. Convergencia del MPF

Para asegurar la convergencia del MPF, es necesario que se cumplan las condiciones de
consistencia y estabilidad. La consistencia depende de los requisitos impuestos por la
ecuacion diferencial y corresponde a la capacidad de la base de aproximacion para

representar exactamente la funcion a interpolar. Las condiciones de consistencia se
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satisfaran si se cumplen las condiciones de completitud y reproductividad. Una
aproximacion de orden k es considerada completa si y solo si es capaz de representar
exactamente cualquier polinomio de orden inferior o igual a k. La reproductividad esté
relacionada con la capacidad de la aproximacion para representar los valores nodales de
la funcién a interpolar. La estabilidad de un método tiene relacion con la capacidad del

mismo para acercarse gradualmente a la solucidon exacta.

2.3.1. Consistencia

Cuando se estudia la convergencia de un método sin malla, la consistencia de la
aproximacion utilizada, es un aspecto que debe ser analizado con detenimiento. Se
entiende por orden de consistencia de una aproximacion, al grado del polinomio que
debe ser representado exactamente, esta forma la capacidad de reproducir polinomios de
grado k es equivalente a la consistencia de orden k. Los requerimientos de consistencia
dependen del orden de las ecuaciones diferenciales parciales que deben ser resueltas y

del esquema de discretizacion empleado.

En la aproximacion realizada en el MPF mediante Minimos Cuadrados Ponderados
Fijos, los coeficientes o son constantes en cada subdominio de influencia Q, y el orden
de la aproximacién es directamente el orden del polinomio de mayor orden en p’ (x) la

base de aproximacion. Lo que se muestra a continuacion:

Sea
i(x)=N"(x)u" VxeQ,
Donde
N (x)= p" (x)(P®P")' PD
Si se supone que se quiere aproximar simultdneamente el siguiente conjunto de

funciones de la base, agrupadas en el vector:
u' () =p' @ =(p) .. p,x)
Siendo esta vez la matriz con los valores de las funciones en cada punto x; € O(x,)
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pl(xl) pm(xl)
U:(pT(xl) pT(xnp))z : ' : =P’
pl(xnp) pm(xnp)
Luego

u(x)=N"(x)U = p" (x)(POP")" POU = p" (x)(POPP")" POP" = p' ()
Y de esta manera queda probado lo que se habia dicho anteriormente, o sea, que
cualquier funcion que aparezca en la base pude ser reproducida exactamente y su orden

es k=5, donde s es el grado del polinomio de mayor grado. Por lo que la consistencia

del MPF esta asegurada.

2.3.2. Estabilidad

En lo que concierne a la estabilidad del método, existen diversos factores que influyen
negativamente en la soluciéon. Como lo son:

1. El mal condicionamiento de la matriz POP” .

2. El mal condicionamiento de la matriz de rigidez K.

3. Si los puntos que conforman la nube poseen una distribucion degenerada, o sea,
si la nube estd desbalanceada o el punto estrella difiere mucho de su centro de
gravedad la matriz POP" es singular y si no lo fuera, en algunos casos puede
que la matriz resulte mal condicionada producto de la cercania entre dos o mas

puntos.

Soluciones planteadas hasta el momento:

En el primer caso esto se puede solucionar con el uso de bases de aproximacion
definidas en forma local y adimensionalizadas. A continuacion se explica como se

realiza este proceso.

La construccion de las funciones de forma y sus derivadas mediante el método de

minimos cuadrados ponderados fijos implica invertir la matriz de momentos P®P’

presente en la ecuacion (2.13), que a su vez depende de la funcién de ponderacién y la
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base de aproximacién, sin embargo si esta matriz se encuentra mal condicionada
(Perazzo, 2002), la matriz resultado de la inversion de P®P’ puede presentar
problemas numéricos que afectan directamente a las funciones de forma y sus derivadas.
Analizando la matriz de momentos se puede distinguir claramente que €sta se obtiene a
partir del producto de tres matrices como

| T | o, (x) ... 0 1o X!
POPT — . : : . : .o )
o 0 oo ) X!
Donde intervienen dos matrices de Vandermonde (P y P’) multiplicadas por una
matriz diagonal (@). Como resultado de este producto se obtiene una matriz con

caracteristicas similares a las matrices de Vandermonde. Estas matrices son bien
conocidas por su problema de mal condicionamiento. La expresion anterior sirve para
comprender el posible mal condicionamiento de la matriz P®P’ cuando las
coordenadas globales del punto se alejan del origen del sistema de coordenadas.
Considérese por ejemplo el dominio 1D [-95,95] discretizado mediante una distribucion
de puntos equiespaciadas, si se una base de aproximacion cuadratica (m =3 ) y nubes de
5 puntos (n=15), se obtiene como niumero de condicidon para un punto en el origen
(x=0) y otro muy cerca de uno de los extremos del intervalo (x =90) los siguientes
valores

Cond(P®,P")=4.1696 para x, =0

Cond(P®D,P")=3.5717x10"  para x, =90
Donde se puede apreciar una gran diferencia, lo que puede producir errores numéricos a
la hora de invertir la matriz de momentos, ya que las funciones de forma deben ser
idénticas para ambos puntos. Para evitar este tipo de problema se propone el uso de
bases polindmicas definidas en forma local, es decir centrada con respecto al nodo
estrella. Con este nuevo sistema de coordenadas una base polinémica de orden k£ en 1D

sera:

Pr@=l e-x) o (emx)]
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De esta forma se garantiza que las matrices tengan el mismo nimero de condicion. Por
otra parte se observa que el numero de condicidon de la matriz depende de las unidades

que se utilizan en el problema, ya que continlian dependiendo de los valores (x—x,),
que pueden ser muy distintos de la unidad. Para lograr que los valores (x—x,) sean

cercanos a la unidad se adimensionaliza la base, o sea, se introduce una longitud
caracteristica de la nube, como puede ser la distancia del nodo estrella al punto mas
alejado de la nube (Aranda, 2006). De esta forma la base se independiza de la geometria

del dominio. Con esta transformacion una base polindmica de orden & en 1D sera:

k
Ty=|1 | 222 | |22
P [dmax, d max,

Y una base cuadratica en 2D sera:

2 2
Py =|1 | 2N Y=y X=X (x=x)O=y)| [ y=¥
’ d max, d max, d max, d max,’ d max,

Para la adimensionalizacion de las base de aproximacion se pueden utilizar otras

distancias caracteristicas de la nube como lo es el radio de influencia (Sacco, 2002). Sin
embargo segun (Perazzo, 2002) para algunas discretizaciones de puntos la solucion
numérica pueden presentar algunas deficiencias. Para subsanar, este inconveniente
detectado en discretizaciones, donde

dx max S48 dy max >4

dymax dxmax

Se ha propuesto utilizar como pardmetro para adimensionalizar la base, las distancias

maximas por ejes en la nube con respecto al nodo estrella, es decir

2 2
() =1 X—X Y=V X—X (x—x)»-y,) Y=V
’ dxmax, dymax, dxmax, dxmax, dymax, dy max,
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I ¥
® ® a
dVmix.
(] o [ ] —
] ] a

Figura 2.5: Parametros para adimensionalizar la base de aproximacion en una nube.

Para el segundo caso se recurre a una estabilizacion basada en el Calculo Finitesimal
(FC) agregandole nuevas componentes a la matriz K obteniendo de esta manera un
nuevo sistema de ecuaciones. A continuacion se puede observar como se realiza este

proceso.

Con vistas a eliminar inestabilidades en los contornos, que introduce el método de
colocacion puntual, se modifica el sistema de ecuaciones final (2.20) agregando nuevos
términos que estan en funcion de las ecuaciones originales que gobiernan el problema.
Esta técnica para obtener un nuevo sistema de ecuaciones es similar a una estabilizacion
y estd basada en el procedimiento de Calculo Finitesimal (CF), en inglés “Finite
Increment Calculus” (Martin, 2006). Los conceptos claves del Célculo Finitesimal se
resumen en:

1. Imponer las ecuaciones sobre un dominio de tamafio “finito”.

2. Aproximar el campo desconocido o incégnito del problema utilizando una

expansion en serie de Taylor.
3. Conservar los términos de un orden superior a aquellos utilizados en una

aproximacion infinitesimal estandar.

Siguiendo este procedimiento para un problema unidimensional, ver expresion (2.1), y

sin perder generalidad, la ecuacion estabilizada en el dominio Q es

R—lha—Rzo, xeQ (2.25)
2 ox
Donde R={A(u)} (2.26)
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Siendo 4, la longitud caracteristica del dominio “finito”, donde son impuestas las
ecuaciones. Luego, para superar el inconveniente en el contorno se utiliza la misma

técnica (CF), que permite obtener (2.25), pero aplicando las ecuaciones sobre un

dominio finito en el contorno de longitud 3 De esta manera la ecuacion estabilizada en

el contorno de Neumann queda {B(u)} —%hR =0, ya que en el contorno de Dirichlet la

ecuacion se mantiene igual. Se debe destacar que si en las ecuaciones anteriores 7 — 0,
es decir, cuando la longitud caracteristica del dominio de balance es infinitesimal,
vuelven a al forma original las ecuaciones que gobiernan el problema (2.1) y (2.2). Con
lo anterior y luego de recurrir a una formulacién de colocacion puntual se obtiene un
nuevo sistema de ecuaciones discreto y estabilizado, similar a (2.23). Este ultimo se

resuelve y se obtiene la solucion al problema planteado.

Respecto a la longitud caracteristica /4, para el caso bidimensional, se calcula en base a

un parametro tipico de la nube, s = (hx h, )T =dmin, donde las componentes del

vector 4 son distintas en la nube, entre el nodo estrella y el punto mas cercano a éste, ver

figura 2.6.
min _ L c Y h A
d."=h "o e . ° b
e ™ dl:ﬂlll =.||ri_ . - . o
T 3 ) 'x\xd_:_”m — hﬂ . * L ]
1) ) T e b ¢ ' 4™ —
™ . h.'__ - '_. Pl i
Yoo L i
[ I
X x

Figura 2.6: & caracteristico para una nube interior y del contorno respectivamente.

Y por ultimo en el tercer caso estos problemas pueden ser detectados de antemano

chequeando que se cumpla la relacion: Cond(P®P")<k,, donde k, es una constante
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prefijada o calculada a partir del nimero de condicion de una nube considerada como

ideal; en caso contrario la nube sera rechazada.

2.4. Conclusiones

En este capitulo se pudo apreciar que la formulaciéon del MPF consta de dos etapas
fundamentales: Una es la obtencion de la funcion aproximante y la otra es la aplicacion
del método de colocacion puntual para discretizacion de las ecuaciones, mostrando un
ejemplo en cada caso. Se elabor6 una metodologia para la obtencion de las funciones de
forma y para la obtencion del sistema de ecuaciones final. Se mostraron algunas
propiedades de la aproximacion obtenida mediante el método de minimos cuadrados
ponderados fijos. Y por ultimo se analizaron algunos aspectos relacionados con la

convergencia del MPF.
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Capitulo3: Algoritmos y andlisis de los resultados

3.1. Introduccion

En este capitulo serdn expresados los aspectos tedricos del capitulo anterior de forma
algoritmica para su mejor comprension, por lo que se elaboraron dos algoritmos para la
implementacioén del Método de Puntos Finitos, uno mas general y otro modificado. Este
ultimo es el mas usado por investigadores, ya que garantiza de antemano la no
singularidad del problema. Luego en el resto del capitulo se muestra la ecuacion
conveccion difusion y se efectiia una corrida paso a paso de un ejemplo, para ilustrar el
procedimiento completo. Por Gltimo se analiza a través de un ejemplo los factores que

influyen en la convergencia del MPF.

3.2. Algoritmos en seudocdédigo

Para efectuar cualquier propuesta de un algoritmo para el MPF, hay que tener en cuenta

las siguientes cuestiones:

Entradas:
Au)=f xe€Q
Bu)=g xeT
2. Base de aproximacion p’ (x)=(p,(x) ... p, (x))

3. Funcién de ponderacion a utilizar (en este caso la gaussiana)

Salida:

Solucién del problema de contorno #(x) = N' (x) u

3.2.1. Algoritmo general
Pasol (Discretizacion del dominio):
Obtencion de T = {x,,...,x,, }

Paso2 (Obtencion de las nubes):
Obtencién de {O(x,)}),
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Paso3 (Obtenciodn de las funciones de forma):

Obtencion de N7 (x)

Paso4 (Obtencion y resolucion del sistema de ecuaciones):
Obtencion y resolucion del sistema K u =b

Paso5 (Imprimir la solucion):

Imprimir u(x,)=N"(x,)u
3.2.1.1. Explicaciéon de cada paso del algoritmo general

Pasol (Discretizacién del dominio):
Dado un dominio cerrado Q c R" buscar un subconjunto finito de puntos

T ={x,,...,x,, } . Este proceso fue abordado antes en la seccion (2.2.1.1).

Paso2 (Obtencion de las nubes):

Una vez obtenido 7 se le asigna a cada uno de los puntos x, € 7 un subconjunto
O(x,)c T que contiene a los np puntos mds cercanos a x,. Este proceso se realiza de

la siguiente manera:
e Si el problema es unidimensional se aplica el método de la minima distancia:
(ver seccion 2.2.1.2).
e Si el problema es bidimensional o tridimensional se aplica la triangulacion de
Delaunay: (ver seccion 2.2.1.2).
Paso3 (Obtencion de las funciones de forma):
Para 7 =1 hasta M hacer
Inicio
Si np > m entonces,
Inicio
dmax, = xjnegiil){d(x],xj)};

-Adimensionalizacion de la base de aproximacion p' (x).

Si np = m entonces
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Inicio

r, =d max, (Tomandoy =1)

Q, =B,(x,,r,)

-Calcular P

-Calcular (P por el método de Gauss con pivote parcial o total.

N[T(x): pT(x)(PT)_IP) XEQ[
0 xeQ,

Fin;
Sino
Si np > m entonces
Inicio

r, =y dmax,

C; = B I

Q, =B,(x;,r)
_(d():x, ))2 _(L/)z

e 7 —e
, xeQ
@, (x) = (2 !
e 1
0 x g€,

-Calcular P

-Calcular ®

-Calcular POP”

-Calcular (P®P")™" por el método de Gauss con pivote parcial o total.

NT () = p'(x) (POP")'PD, xeQ,
0 xeQ,

Fin;
Sino
“Error”
Fin;
Fin;
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Paso4 (Obtencion y resolucion del sistema de ecuaciones):
El ensamble de la matriz de rigidez se realiza de la siguiente manera:
1. Se llenan los elementos de la matriz que contienen los puntos de cada nube, para
todo el dominio Q, con los valores obtenidos a partir de la ecuacion diferencial.
2. Se sobrescribe en los elementos de la matriz resultante del paso anterior, con los
valores obtenidos a partir del sistema de ecuaciones de las condiciones de
contorno.

Una vez ensamblado el sistema de ecuaciones (K u=5b), éste se encuentra en

condiciones de ser resuelto, sin embargo, debido a ciertas particularidades que presenta
la matriz de rigidez K esto no resulta del todo trivial. Algunas de estas caracteristicas son
expuestas a continuacion:

e El orden de K es de M xM , donde M es el nimero total de puntos de la
discretizacion.

e Los unicos elementos de K, que son no nulos corresponden a los puntos de cada
nube, por lo general los puntos de cada nube, asociados a un nodo estrella, son
correlativos o muy cercanos, por tanto K presenta una tendencia a ser una matriz
de banda.

e K no es simétrica, ni definida positiva.

Para lograr una resolucion adecuada del sistema de ecuaciones con las caracteristicas
sefialadas anteriormente, se recurre a herramientas numéricas desarrolladas
especialmente para ello. Algunas de estas herramientas son: la factorizacion LU y
Gradiente Biconjugado (J. Aranda).

Paso5 (Imprimir la solucion):

Imprimir #(x) = N" (x) u.

En particular si se fija el nimero de puntos que debe tener cada nube (np > m ), para

garantizar de antemano que el problema sea no singular, entonces se procede de la

siguiente manera (este caso es el mas usado):
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Si el algoritmo anterior se modifica en el paso3 y los restantes pasos permanecen

iguales, se obtiene un nuevo algoritmo.

3.2.2. Algoritmo modificado

Pasol (Discretizacion del dominio):

fdem

Paso2 (Obtencion de las nubes):

fdem

Paso3 (Obtencidn de las funciones de forma):
Para 7 =1 hasta M hacer

Inicio

dmax, = max {d(x,,x;)};

x,€0(x;)
-Adimensionalizacion de la base de aproximacion p' (x).
Si np > m entonces
Inicio
r, =y d max,
¢, =prn
Q, =B,(x;,r;)

_(d(x,x,) n

)2 -4y

—e 1

@, (x)= Ly

, xeQ,

0 xegQ,
-Calcular P
-Calcular @
-Calcular POP"

-Calcular (P®P")™" por el método de Gauss con pivote parcial o total.

p'(x) (POP")'PD, xeQ,

N/ (x)=
1) {0 xegQ,
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Fin;
Sino
“Error”
Fin;
Paso4 (Obtencion y resolucion del sistema de ecuaciones):
fdem
Paso5 (Imprimir la solucion):

fdem

3.3. Error de la aproximacion

Para estudiar como evoluciona la solucion y la forma en que afectan a la misma los

diversos factores presentes en la formulacion propuesta, se define una norma del error

(Sacco, 2002), de modo que:

(3.1)

Donde u; es la solucion exacta del problema evaluada en el punto x;, mientras que

es la solucidn calculada en dicho punto.

3.4. Aplicacién del MPF a la ecuacion de conveccion difusiéon

En esta seccion se abordard la resolucion de las ecuaciones que gobiernan el fenomeno
de conveccion difusion unidimensional, el caso estacionario mediante la aplicacion del
Método de Puntos Finitos, lo que permite estudiar algunas caracteristicas de la

aproximacion propuesta.

El fendmeno de conveccion difusion queda definido a través de:
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dx dx dx

du(x) =q,, xel, (3.2)
dn

u(x)=u,, xel,

i[k d”(x)} _p¥D) oy =0, xe0

k

Donde k y p son parametros fisicos del problema, O(x) es la fuente externa, g, es el
valor del flujo impuesto y u, es el valor al cual se prescribe la incognita. Con Q se
identifica al dominio en el cual estd definido el problema, I', es el contorno donde se
prescribe el flujo normal (condicion de Neumann) y I', es el contorno en el cual se

prescribe la incognita (condicion de Dirichlet).

Primeramente se obtiene la funcidon aproximante de la incognita mediante el método de
minimos cuadrados ponderados fijos, tal como se muestra en el Capitulo 1, fijando de

antemano np el nimero de puntos que se desea obtener en cada nube y m el nimero de

términos de la base de aproximacion que se va a utilizar, garantizando a priori que

np > m . La aproximacion se expresa como:
M .
u(x) =ii(x) = N"(x)u" =Y Ni(x)u} (3.3)
J=1

Luego de obtener las funciones de forma, para aplicar el esquema de colocacion puntual
en la discretizacion de las ecuaciones se deben tener en cuenta las siguientes

consideraciones: n es el nimero total de puntos a colocar, n, es el nimero de puntos
interiores al dominio, M, y M, es el nimero de puntos que se encuentran en el

contorno I', y I', respectivamente, donde M, + M, + M, =M . En estas condiciones al

sustituir (3.3) en (3.2) se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones, donde u” es el
vector que contiene las incognitas:

Ku"=b (3.4)
Donde
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dN' (x, dN' (x.

Ky = | RS | T .

Todx dx dx , i=L. My j=1..M
bi:_Q(xi)

dN'(x,)

— J\
K, =k dx , =L M ;j=1..M
bl:qn

K. =N(x
Y (%) , s=1L.,M,;;j=L.,M
b, =u,

3.4.1. Condicion de contorno estabilizada

En la formulacion presentada, en el contorno de Neumann se trata de satisfacer solo la
ecuacion correspondiente a dicha condicion, y como se puede observar, en ciertos casos
queda de manifiesto un notorio deterioro en las propiedades de convergencia del método

(Sacco, 2002).

Estas mismas dificultades ya habian sido manifestadas por otros autores aunque
utilizando otras técnicas, como por ejemplo las diferencias finitas. Para abordar este tipo
de problema se han planteado diversas alternativas entre las que se pude mencionar el
agregado de un punto ficticio fuera del dominio o, el uso de multiplicadores de

Lagrange, entre otros.

A través de la teoria del Célculo Finitesimal se pude deducir lo que se denomina como
“forma estabilizada de las condiciones de contorno” (Sacco, 2002). Con este fin se

plantea una ecuacion de balance de flujos en un dominio de dimension finita; para el
caso unidimensional que aqui se trabaja, este dominio se limita a un segmento 4B en el

que el punto x, pertenece al contorno y el punto x, al dominio. La longitud de AB se
define como g En la figura (3.1) se muestra un esquema del dominio en el que se

plantea el balance.
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Q
4 a4
—_— A B
[r { g-ﬁ]A h/2 . L

Figura 3.1: Dominio de balance para un punto del contorno.

El equilibrio de los flujos en el segmento AB , asumiendo que la fuente Q es constante

en dicho segmento, tiene la siguiente expresion:
h
Qn _Q(XA)_[Z’I¢],VA _EQZO (3'5)
Donde ¢, es el flujo normal prescrito en el contorno, g(x,) es el flujo producido por la

difusion en el punto x, y [ug], es el flujo advectivo en el mismo punto. Si se

desarrollan estos términos en serie de Taylor alrededor del punto x,, se logra la

siguiente expresion:

_ _ﬁd‘] 2
o) =ate) =5 gl 0w (3.6)
[ug], =[ug)., —g—d[jj‘”] L o) 3.7)
X

Aplicando la ley de Fourier para el flujo se tiene que:

__ ;Y
q(x)=—k— (3-8

R
Con lo anterior la ecuacion (3.6) se puede escribir como:

g9 d9) (hdf,dd
dx dx|,  2dx\ dx

X4

j‘ +0(h?) (3.9)

Reemplazando esta expresion en la ecuacion de balance (3.5) y eliminando los términos

de orden superior se obtiene,
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d¢ h| _dlug]l d(,de), ]
qn+k;—[u¢]—§|:—7+a(k5J+Q}—0 (310)

Donde todos los términos estan evaluados en el punto x, que es el punto de contorno en

el cual esté prescrito la condicion de Neumann.

Como se puede observar el término que aparece multiplicado por h/2 es exactamente el

residuo en el interior del dominio. Si se hace que

R=—M+i[kd—¢J+Q (3.11)
dx  dx\ dx
Se llega entonces a la siguiente expresion:
qn+kﬁ—[u¢]—ﬁ1e=0 (3.12)
dx 2

Para la anterior definicién se debe tener en cuenta que si el flujo prescrito es de

naturaleza difusiva, como ocurre generalmente, el término [u¢] desaparece y la

expresion finalmente queda:

d¢ h
+k=C—-ZR=0 3.13
9tk 73 (3.13)

En la expresion el signo del término conductivo depende de la forma en que se defina la
direccién normal que puede ser entrante o saliente respecto al dominio. Para evitar
inconvenientes dicha definicion se expresa como:

dg¢ h
+k——-—R=0 3.14
T dn 2 ( )

En esta ecuacion final se introdujo la derivada segin la direccion normal.

Ejemplo:

El problema planteado anteriormente con las ecuaciones:
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2

du(zx)=sen(7rx) 0<x<l1
dx

u(x)=0 x=0

aux) _o 4
dx

Puede ser planteado en términos de la condicion de contorno estabilizada, esto implica

que ahora se obtiene:

2
dL(zx)=sen(7rx) 0<x<l1
dx
u(x)=0 x=0 (3.15)

du(x) _ﬁ[dzu(x) —Sen(ﬁx)} =0 x=1

dx 2| dx’
En la ecuacion de la condicién de contorno, para la estabilizacion se introdujo un
parametro 4 que se conoce como longitud caracteristica. Este parametro, segun la teoria
del Cdlculo Finitesimal, se puede interpretar como la distancia existente entre el punto

del contorno y el punto interior mas cercano, como se vio antes en la figura (2.6).

3.4.2. Estabilizacion de las ecuaciones mediante el calculo
finitesimal
Para estudiar las formas en que se manifiestan las inestabilidades numéricas se plantea el

problema de conveccion-disfusion con condiciones de Dirichleten x =0y x=1. Enel

esquema de la figura (3.2) se puede apreciar las caracteristicas del problema planteado.

H0)=0 —» — —. . e O=1

0 )

Figura 3.2: Esquema del dominio y las condiciones de contorno.

Haciendo que la fuente externa Q(x)= 0 se tiene:
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2
u 44(x) —kdd¢(2x) =0 para0<x<l
X

dx
P(x)=0 para x =0 (3.16)
d(x)=1 para x =1

Donde &, u son constantes.

El método de Calculo Finitesimal (Sacco, 2002), se basa en la modificacion de la
ecuacion diferencial que rige el problema, y nos ofrece una forma alternativa muy

eficiente de tratar los problemas asociados con las inestabilidades numéricas.

Con esta técnica los términos de estabilizacion surgen directamente del planteo de una
ecuacion de balance de flujos en un contexto discreto a las ecuaciones diferenciales de

gobierno del fenomeno.

Al tomar la ecuacion (3.17) y afiadirle una fuente externa (Q(x) arbitraria, se logra
extender el desarrollo al caso méas general. A continuacién se plantea el balance de flujos
en un segmento AB de longitud h, como se muestra en la figura (3.3), ademas, en esta
figura se representan los flujos entrantes y salientes en cada extremo del subdominio que

se ha tomado.

Oix)
a4 s
ol | 7 Bl uol,

Figura 3.3: Dominio de balance para un punto interior del dominio.

Como primera aproximacion se supone que el término de fuente Q(x) varia linealmente

en el segmento AB, con lo cual la sumatoria de flujos sera:
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2. flujos =[ flujol, =[fiujo],, +2{O(x )+ 0(x,))= 0 (3.18)
Como es sabido el flujo se compone de dos partes; una convectiva y la otra difusiva, de
forma que:

[fiujo], = q(x) +[ug)x) (3.19)

Reemplazando en la expresion anterior
) +lulx ) - g, +ugxg) + (006 )+ 0(x,) =0 (3.20)

Luego se puede introducir el siguiente cambio x, =x, —/, ademds como x, es un

punto arbitrario puede reemplazarse directamente por x, con lo cual
h
a(x =)+ [ug)x =)= g(0) +[uglx) + S (O =M+ 0(x) = 0 (3:21)

Los términos expresados en el punto x—#4 pueden desarrollarse en serie de Taylor

entorno al punto x de forma tal que,

aGr—h) = ()= %] Do
dx|, X
[u¢](X—h)=[u¢](x)—hM +ﬁﬂuf] —0(h3)
dx . 2 dx .
OG-y =000~ 12 —om?)
dx |,

Reemplazando estas expresiones en la ecuacion (3.21) y despreciando los términos de
mayor orden se llega a,

_dg(x)  dug)x)
dx dx

4 0) +ﬁ(d2q(x> L Lok dQ(X)] . 622)
2 dx

dx’ dx -
Haciendo uso de la ley de Fourier, es posible es posible poner los flujos en funcion de

#(x) haciendo,

49

g(x) 2

Y suponiendo que u(x) = cte la ecuacion (3.22) se puede rescribir de la siguiente forma:
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d (kdqzﬁ(x)j L0 o [d(kdﬂx)J 48t
dx dx dx 2dx dx dx

Recordando que el residuo estd dado por

+0(x )} (3.23)

R= i(k dﬂx)} d¢(x) +0(x) (3.24)
dx dx
Reemplazando (3.24) en la ecuacion (3.23) se logra:
R— hdR =0 (3.25)
2 dx

Es muy importante destacar que en la ecuacion (3.25) cuando ~# — 0 se recupera la
ecuacion diferencial de conveccion difusion estandar en su forma infinitesimal.

Luego se puede rescribir las ecuaciones en (3.17) como:

y dg(x) K d’¢(x) _ﬁi{u dg(x) —k d2¢(x)} =0 para0<x<l

dx dx’ 2 dx dx dx’
#(x)=0 para x =0
d(x)=1 para x =1

3.5. Ejemplo resuelto paso a paso

Con el desarrollo de este ejemplo el lector podra fortalecer lo que aprendid en el
Capitulo 1 viendo materializada la metodologia de la obtencion de las funciones de

forma y de la obtencion del sistema de ecuaciones a través de este ejemplo.

Resolver la ecuacion conveccion difusion dados p =0, k=1, Q(x) = —sen(x x), con lo
cual nos queda definido un problema de Poisson. En el extremo izquierdo del intervalo
se aplica la condicion de contorno de Dirichlet imponiendo u, =0 y en el extremo
derecho del intervalo se aplica la condicion de contorno de Neumann haciendo ¢, =0.

En la figura (3.4) se esquematiza el dominio, la fuente aplicada sobre el mismo y las

condiciones de contorno.
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bt — — — — — -
- — — —
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Figura 3.4: Esquema del dominio, la fuente externa y las condiciones de contorno.

Reemplazando los valores propuestos en las ecuaciones de (3.1), el problema resulta:

2
d u(zx) =sen(rx) 0<x<l1

X
u(x)=0 x=0 (3.5
du(x) 0 -1

dx

. [ 1 X
Solucién analitica: u(x) = ——sen(z x) ——
V2 V4

Para la resolucion de este ejemplo por el MPF se tomaron las siguientes

consideraciones:

1. Nueve puntos equiespaciados (M =9), con h = L " = é
n—

2. La base cuadratica (m = 3).

3. Cantidad de puntos de cada nube 4 puntos (np =4 ) incluyendo el nodo estrella.

4. Funcion de ponderacion Gaussiana con » =1.5dmaxy f=0.5r.

Obtencion de la solucidn aproximada:

Este proceso se realiza tal y como se explicé en la utilizacion del MPF e la ecuacion

conveccion-difusion:
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Discretizacion:
X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9
0 1/8 1/4 3/8 172 5/8 3/4 7/8 1

Punto estrella x = 0.

Puntos de la nube: {1, 2, 3, 4}

Radio de influencia: r = 0.5625
Factor de apuntamiento: = 0.28125

Matriz P:
(1 1 1 1\
o 1 2 1
P= 3 3 i
I 1 4 I
0 5 o 1
Matriz @
(1. 0 0 0 \
,_ |0 0.817411 0 0 |
“ |0 0 0.443598 0 |
0 0 0 0.153509 |

Matriz POP” :

( 2.41452 0.721711 0.441487 ]
1 0.721711 0.441487 0.31522 |
10.441487 0.31522 0.251225)

Matriz PO :
rl. 0.817411 0.443598 0.153509)
i
)

PzPT =

Pe = | 0. 0.27247 0.295732 0.153509
10. 0.0908234 0.197155 0.153509

Matriz (POP")™' P :

( 0.974236 0.0772931 -0.0772931 0.0257644
| -3.55535 3.16604 1.33396 -0.944653 |
| 2.74895 -3.74684 -0.753158 1.75105 )

(PsPT) YPp -
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Funciones de forma:

( 0.974236 \
NO., . | 0-0772931

©-) = | -0.0772931 |
J

10.0257644

Operador A(u) aplicado a las funciones de forma:

(39.0061
| _53.2884 |
AIN(0.)] = |-10.7116 |

124.9039 )

Punto estrella x = 0.125

Puntos de la nube: {2, 1, 3, 4}
Radio de influencia: r = 0.375
Factor de apuntamiento: B = 0.1875

Matriz P:
(1 1 1 1\
| 1 1 |
p - io "2 2 1%
i 1 1 i
0 2 21
Matriz ®©
(1. 0 0 0 \
s - iO 0.634486 O 0 i
- iO 0 0.634486 O i
(0 O 0 0.153509 )

Matriz POP" :

2.42248  0.153509 0-470752)
PePT = | 0.153509 0.470752 0.153509 |
10.470752 0.153509 0.23282 )

Matriz PO :

( 1. 0.634486 0.634486 0.153509 \
Pe = | 0. -0.317243 0.317243 0.153509 |
0. 0.158621 0.158621 0.153509 )
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Matriz (POP")™' P :

( 0.712231 0.0959231 0.287769 -0.0959231 \
(PzPT) “Ips - | 0.302365 -1.10079 0.697635 0.100788 |
| -1.63946 1.21315 -0.360536 0.786845 )

Funciones de forma:

( 0.712231 \
©10.0959231 |

N(0-125) - 10.287769 |
)

| -0.0959231

Operador A(u) aplicado a las funciones de forma:

(_52.4628)
138.8209 |
11.5372{

AIN(0.125)] = |~
| 25.1791 |

Punto estrella x = 0.25

Puntos de la nube: {3, 2,4, 1}
Radio de influencia: r = 0.375
Factor de apuntamiento: p = 0.1875

Matriz P:
(1 1 1 1 \
o -1 1 1
P= 2 2 i
| 1 1 |
0 2 21
Matriz ®©
(1- 0 0 0 \
5 - !0 0.634486 O 0 !
N |0 0 0.634486 O |
(0O O 0 0.153509 )

Matriz POP’ :

2.42248 -0.153509 0.470752 \
PePT = | -0.153509 0.470752  -0.153509 |
10.470752 -0.153509 0.23282 )
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Matriz PD :

r 1. 0.634486 0.634486 0.153509 )
Pe = | 0. -0.317243 0.317243 -0.153509 |
0. 0.158621 0.158621 0.153509 )

Matriz (POP" )™ P :

( 0.712231 0.287769 0.0959231
(PsP™) lPg - | -0.302365 -0.697635 1.10079
1 -1.63946 -0.360536 1.21315

Funciones de forma:

(0.712231
| 0.287769
| 0.0959231
| -0.0959231

N(0.25) =

_——

Operador A(u) aplicado a las funciones de forma:

r-52.4628)
| -11.5372 |
AIN(0.25)] = | 3375509 |

| 38.

|
i
125.1791 )

-0.0959231
-0.100788
0.786845

-

Punto estrella x = 0.375

Puntos de la nube: {4, 3, 5, 2}
Radio de influencia: r = 0.375
Factor de apuntamiento: p = 0.1875

Matriz P:
(1 1 1 1 \
o -1 1 1
P= 2 2 i
| 1 1 |
0 2 21
Matriz ®©
(1- 0 0 0 \
5 - !0 0.634486 O 0 !
N |0 0 0.634486 O |
(0O O 0 0.153509 )
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Matriz POP” :

2.42248 -0.153509 0.470752
PePT = | -0.153509 0.470752  -0.153509 |
10.470752 -0.153509 0.23282 )

Matriz PO :

(1. 0.634486 0.634486 0.153509
P = 1 0. -0.317243 0.317243 -0.153509 |
(0. 0.158621 0.158621 0.153509 )

Matriz (P®P" )" PD:

( 0.712231 0.287769 0.0959231 -0.0959231 \
(PaP™) Pp - | -0.302365 -0.697635 1.10079 -0.100788 |
(-1.63946 -0.360536 1.21315 0.786845 )

Funciones de forma:
r0.712231 ‘
10.287769 |
{0.0959231 {
[ -0.0959231 )

N(0.375) -

Operador A(u) aplicado a las funciones de forma:

(-52.4628
~11.5372 |
38.8209

2

A[N(0.375)] = |
|
5.1791 )

|
|
\

Punto estrella x = 0.5

Puntos de la nube: {5, 4, 6, 3}
Radio de influencia: r = 0.375
Factor de apuntamiento: B = 0.1875

Matriz P:
(1 1 1 1 \
I _101 0 q
P = 2 2 |
| 1 1 |
0 2 21
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Matriz ®:
(1. 0 0 0 \
s - iO 0.634486 O 0] i
- iO 0 0.634486 O i
(0O O 0 0.153509 )

Matriz POP” :

2.42248 -0.153509 0.470752
PePT = | -0.153509 0.470752  -0.153509 |
10.470752 -0.153509 0.23282 )

Matriz PO :

(1. 0.634486 0.634486 0.153509 \
P = 1 0. -0.317243 0.317243 -0.153509 |
(0. 0.158621 0.158621 0.153509 )

Matriz (P®P" )™ PD:

( 0.712231 0.287769 0.0959231 -0.0959231 \
(PaP™) Pp - | -0.302365 -0.697635 1.10079 -0.100788 |
(-1.63946 -0.360536 1.21315 0.786845 )

Funciones de forma:
( 0.712231
| 0.287769

{0.0959231
[ -0.0959231 )

N(0.5) =

_—

Operador A(u) aplicado a las funciones de forma:

(-52.4628)
| -11.5372
138.8209 |
|25.1791 |

AIN(0.5)] =

Punto estrella x = 0.625

Puntos de la nube: {6, 5, 7, 4}
Radio de influencia: r = 0.375
Factor de apuntamiento: B = 0.1875
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Matriz P:
(1 1 1 1 )
| 1 1 11
P-| 0 - 2 2 1 |
| 1 1 |
0 2 21
Matriz ®©
(1 0 0 0 \
s - !0 0.634486 O 0 !
N |0 0 0.634486 O |
(0 O 0 0.153509 )

Matriz POP” :

( 2.42248 -0.153509 0.470752 )
PePT = | -0.153509 0.470752  -0.153509 |
10.470752 -0.153509 0.23282 )

Matriz PO :

r 1. 0.634486 0.634486 0.153509 )
Pe = | 0. -0.317243 0.317243 -0.153509 |
0. 0.158621 0.158621 0.153509 )

Matriz (POP" )™ PD:

( 0.712231 0.287769 0.0959231 -0.0959231
(PaP™) Pp - | -0.302365 -0.697635 1.10079 -0.100788
-1.63946 -0.360536 1.21315 0.786845 )

—_

Funciones de forma:

(0.712231
10.287769 |
N(0-625) = 10 0959231 |
)

| -0.0959231

Operador A(u) aplicado a las funciones de forma:

-52.4628 \
-11.5372 |
38.8209

2

A[N(0.625)] = !
5.1791 )I

|
i
\

Punto estrella x = 0.75
Puntos de la nube: {7, 6, 8, 5}
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Radio de influencia: r = 0.375
Factor de apuntamiento: B = 0.1875

Matriz P:
(1 1 1 1 \
| l 1 |
P- io "2 2 *1i
i 1 1 i
0 2 21
Matriz ®©
(1. 0 0 0 \
s - iO 0.634486 O 0] i
- iO 0 0.634486 O i
(0 O 0 0.153509 )

Matriz POP” :

(2-42248 -0.153509 0.470752
PePT = | -0.153509 0.470752  -0.153509 |
10.470752  -0.153509 0.23282 )

Matriz PO :

1. 0.634486 0.634486 0.153509
Pe = | 0. -0.317243 0.317243 -0.153509 |
|0. 0.158621 0.158621 0.153509 )

Matriz (POP" )" PD:

( 0.712231 0.287769 0.0959231 -0.0959231 ]
| -0.302365 -0.697635 1.10079 -0.100788 |
(-1.63946 -0.360536 1.21315 0.786845 )

(PaPT) Pp -

Funciones de forma:
(0.712231 \
| 0.287769 |

= | |
NO-75) = 1 0_oos0231 |
(-0.0959231 )

Operador A(u) aplicado a las funciones de forma:

(-52.4628
| -11.5372 |

AN(0.75)] = | .
| 38.8209

|
125.1791 |
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Punto estrella x = 0.875

Puntos de la nube: {8, 7,9, 6}
Radio de influencia: r = 0.375
Factor de apuntamiento: B = 0.1875

Matriz P:
(1 1 1 1 )
! 1 1 4|
P - i 0 - 2 2 1 i
| 1 1 |
0 7 21
Matriz ®
(1 0 0 0 )
, _ |0 0.634486 0O 0 |
- {o 0 0.634486 0 {
l0 0 0 0.153509 |

Matriz POP” :

2.42248 -0.153509 0.470752
PsPT = | -0.153509 0.470752  -0.153509 |

|\0.470752 -0.153509 0.23282 )

Matriz PO :

r 1. 0.634486 0.634486 0.153509 )
Pe = | 0. -0.317243 0.317243 -0.153509 |
0. 0.158621 0.158621 0.153509 )

Matriz (P®P" )™ PD:

( 0.712231 0.287769 0.0959231 -0.0959231
(PaP™) Pp - | -0.302365 -0.697635 1.10079 -0.100788
1 -1.63946 -0.360536 1.21315 0.786845 )

—_

Funciones de forma:

(0.712231
10.287769 |
N(O-875) = 10 0959281 |
)

| -0.0959231
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Operador A(u) aplicado a las funciones de forma:

(-52.4628 )
~11.5372 |
38.8209

AIN(0.875)] - | |
|25.1791

Punto estrella x = 1.

Puntos de la nube: {9, 8, 7, 6}

Radio de influencia: r = 0.5625
Factor de apuntamiento: B = 0.28125

Matriz P:
(1 1 1 1 \
| l 2 |
P:io "3 "3 *1i
i 1 4 i
05 9 1
Matriz ®©
(1. 0 0 0 \
s - iO 0.817411 O 0 i
- iO 0 0.443598 O i
(0O O 0 0.153509 )

Matriz POP” :

( 2.41452 -0.721711 0.441487 \
PePT = | -0.721711 0.441487 -0.31522 |
10.441487 -0.31522 0.251225)

Matriz PO :

(1- 0.817411 0.443598 0.153509
Pe = | 0. -0.27247 -0.295732 -0.153509 |
|0. 0.0908234 0.197155 0.153509 )

Matriz (P®P" )™ PD:

( 0.974236 0.0772931 -0.0772931 0.0257644 \
(PaP™) Pp - | 3.55535 -3.16604 -1.3339 0.944653 |
(2.74895 -3.74684 -0.753158 1.75105 )
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Funciones de forma:

( 0.974236 \
N1, . |0-0772031 |

(L) = | -0.0772931 |
J

10.0257644

Operador A(u) aplicado a las funciones de forma:

(390961
-53.2884 |
_10-7116i

|
AIN(1.)] = |
|\24.9039 )

Punto x=0

Puntos de lanube: 1, 2, 3, 4

Radio de influencia: r = 0.5625
Factor de apuntamiento: =0.28125

Matriz P:
(1 1 1 1‘
| l 2 |
P io 3 3 1%
i 1 4 i
05 9 1
Matriz @ :
(1. 0 0 0 \
5 - iO 0.817411 O 0 i
N iO 0 0.443598 O i
(0O O 0 0.153509 )
Matriz PO :

(1. 0.817411 0.443598 0.153509)
Pe = | 0. 0.27247 0.295732 0.153309 |
(0. 0.0908234 0.197155 0.153509 )

Matriz POP” :
(2-41452 0.721711 0.441487
i0-721711 0.441487 0.31522
(0.

441487 0.31522 0.251225)

_

PoPT -
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Matriz (POP")™' P :

( 0.974236 0.0772931 -0.0772931 0.0257644 \
(PeP") Yps - | -3.55535 3.16604 1.33396 -0.944653 |
\

2.74895 -3.74684 -0.753158 1.75105 )

Funciones de forma:

(0.974236
No., . | 0-0772031 |
®-) = | _o.0772031 |

|
10.0257644 )

Operador A(u) aplicado a las funciones de forma:

139.0061 |
53.2884 |
AIN@-)T =1 40, 7116'

|
124.9039 |

Luego se plantea el sistema de ecuaciones como se obtuvo en la seccion (3.4):

Ku"=b
Donde:
0.974236 0.0772931 -0.0772931 0.0257644 O. 0. 0. 0 0.
38.8209 -52.4628 -11.5372 25.1791 0. 0. 0. 0 0.
25.1791 -11.5372 -52.4628 38.8209 0. 0. 0. 0 0.
0. 25.1791 -11.5372 -52.4628 38.8209 O. 0. 0 0.
K= 10. 0. 25.1791 -11.5372 -52.4628 38.8209 O. 0. 0.
0. 0. 0. 25.1791 -11.5372 -52.4628 38.8209 O. 0.
0. 0. 0. 0. 25.1791 -11.5372 -52.4628 38.8209 O.
0. 0. 0. 0. 0. 25.1791 -11.5372 -52.4628 38.8209
0. 0. 0 0. 0. 2.51907 -3.55722 -8.44278 9.48093
0.
0.382683
0.707107
0.92388
b-=11.
0.92388
0.707107
0.382683
0.
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Cuya solucion es:

~0.000612713
~0.0761925
~0.155149
-0.213701
u" = | -0.261689
~0.290769
~0.308314
~0.315126
~0.319042

En la figura (3.5) se muestra la los resultados tedricos (linea continua) y calculados
(punto en rojo) segln las consideraciones tomadas anteriormente.

utx] Solucién aproximada y exacta

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.5: Comparacion del resultado tedrico con el obtenido a través de MPF.

3.6. Convergencia del MPF y factores de influencia

Se realizaron discretizaciones, mediante una distribucion de puntos equiespaciados. Para
el estudio de la convergencia se utilizaron 6 distribuciones distintas de puntos
conformadas por 11, 21, 41, 81, 161 y 321 puntos. Se tomard como caso testigo el

ejemplo resuelto anteriormente dado por (3.5).
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3.6.1. Influenciade la nube

La cantidad de puntos mediante los cuales se definen las funciones de forma es
generalmente arbitraria, por este motivo es importante ver la manera en que afectan las

nubes a la solucion.

=3 |
| =3 1mterior
I
————————8—5—6—0
I- I-1 I +1 I+2
=3 |
=l |
=3 | COntoImno
1
k ) & & o & S o ) ) 0

Figura 3.6: Nubes de 3, 4 y 5 puntos correspondientes a I en el interior y en el contorno

del dominio.

Para analizar este punto se definieron nubes de 3, 4 y 5 puntos (np=3,4,5
respectivamente), en las nubes interiores se tomaron nubes simétricas y asimétricas tal
como se muestra en la figura (3.6). En los puntos del contorno las nubes se encuentran

desplazadas hacia el interior del dominio, como se refleja en la figura (3.6).

Para este estudio se tomo la base cuadratica (m = 3) y funcion de ponderacion gaussiana
con los mismos parametros tomados para la resolucion del ejemplo paso a paso. La

convergencia obtenida utilizando las distintas nubes de puntos se observar en la figura

(3.7), donde se grafica el error definido por (3.1), con respecto a 4 =

el paso). Es
1 (¢l paso)

importante resaltar que cuando np =3 se estd en presencia de una interpolacion, y de

esta forma el esquema obtenido es equivalente a un esquema en diferencias finitas de
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segundo orden. Y como era de esperar para nubes de 3 puntos la convergencia es
cuadratica. Algo muy similar ocurre para nubes de 5 puntos, mientras que para las nubes
de 4 puntos no sucede asi, obteniéndose los peores resultados. Un resultado directo de
este experimento es que se deben usar nubes simétricas para obtener los mejores

resultados.

0.028 F

0.0ES b np=2

Etror

0.015

0.008

L L L
0.1 LT 0.06 o.0d n.0g

Figura 3.7: Convergencia de la solucion, para nubes de 3, 4 y 5 puntos.

Como se puede observar en la figura (3.7) en todos los casos la aproximacion mejora a
medida que aumenta el nimero de puntos de la discretizacion, lo que indica que el

método MPF converge.

3.6.2. Influencia de lafuncién de ponderacion

En la mayoria de los trabajos desarrollados en el marco del MPF la funcion de
ponderacion mas usada es la funcion de ponderacion de Gauss, por su flexibilidad
debido a la presencia en ella del factor de apuntamiento, el cual permite ajustar su forma
de una manera sencilla (Sacco, 2002). A continuacién se puede observar como influye
¢éste parametro en la convergencia del MPF. La expresion de la funcidon de ponderacion

gaussiana, como se vio en el capitulo 1 viene dada por:
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1 d, =0
o,(x)=30d,,r;) 0<d,<r,
0 d, >,

Exp[—(d, /ﬂl)k]_ Exp[—(r, /IBI)k]
1- Exp[—(r, //BI)k]

En la figura (3.8) se muestra como se comporta el error al variar ¢ en el intervalo de

[0.1,0.9] ydejar fijosa k=2 y y=1.5.

Donde ¢(d,,r,) = , B, =cr y r, =ydmax,.

Figura 3.8: Evolucion del error de la solucion en funcion del parametro c.

En esta curva se representa el error para nubes formadas por 5 puntos y con una
distribucion equiespaciada de 321 puntos. Donde se puede observar claramente que para

valores de ¢ en los intervalos de [0.2,0.4] y [0.6,0.8] se obtiene el menor error.

Otro parametro que debe tenerse en cuenta es k. La figura (3.9) muestra la evolucion del

error al variar k desde 1 hasta 10, fijando ¢ = 0.5, y =1.5, donde se puede apreciar que

el error minimo se obtiene para valores de k entre 4 y 6.
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o_ooo0:z

0_0000ESs |

Error

o_Qoo0z

0000015 |

o_oooo0l

k

Figura 3.9: Convergencia de la solucion al variar el parametro k.

3.6.3. Influencia de la base de aproximacion

El orden de la funcién aproximante viene dado por la base de aproximacién que se
utilice en el proceso de minimizacion. En este trabajo se utilizaron bases polinémicas
completas de forma tal que, para una funcién de forma de orden / la base unidimensional
tiene la forma: pT(x)=(1 X ... xl>

En el problema planteado en (3.5) es necesario calcular la segunda derivada de la
funcién incognita, esto limita la eleccion de la base, ya que estas deben ser de orden
mayor o igual que dos, con lo que se excluyen las aproximaciones lineales y constantes.
En la figura (3.9) se grafica la convergencia obtenida, para bases polinémicas de grado
2, 3 y 4, utilizando nubes de 5 puntos, y en la funcién de ponderacion se fijaron los

pardmetros y =15, k=2y B, =05r,.

Se obtuvieron resultados con polinomios completos de segundo, tercer y cuarto grado

como se puede observar en la figura (3.9). En esta grafica sin dudas resalta el hecho de
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haber obtenido practicamente la misma convergencia de O(h”) para las bases de
segundo y tercer grado. Mientras que para la base de cuarto grado se obtiene una

convergencia de O(h*).

0,025

0.025 —— Zdo grade

Error

........ smeee-e Ber grado
n.0L1s

-——m—-—- 4o grade

0,005

Figura 3.10: Convergencia de la solucion utilizando distintas bases polinomicas.

3.7. Conclusiones

En este capitulo se hizo la propuesta de un algoritmo sencillo y lo més general posible,
para la aplicacion del MPF. Se explico a través de la ecuacion conveccion el
procedimiento abordado en el Capitulo 2. Se ilustré como se realiza la estabilizacion del
sistema de ecuaciones. Se mostré mediante un ejemplo el funcionamiento del MPF, o
sea, como se procede paso por paso. Y por ultimo se analizan algunos parametros que

influyen en la convergencia del MPF.

76



Conclusiones y lineas futuras de investigacion

Conclusiones y lineas futuras de investigacion

En el presente trabajo de investigacion se estudid la formulacion del Método de Puntos
Finitos, el cual pertenece a la familia de los denominados métodos sin malla surgidos
como respuestas a algunas deficiencias mostradas por los métodos tradicionales como el
Método de Elementos Finitos, el Método de Volumenes Finitos, etc. Las numerosas
propuestas realizadas en este campo son una clara demostracion de las expectativas que

el nuevo concepto ha despertado en el mundo de los métodos numéricos.

El Método de Puntos Finitos es un método muy sencillo y se ha aplicado con éxito en el
marco de la mecénica de solidos y de fluidos. En estos momentos es objeto de
numerosas investigaciones expandiéndose cada dia mas su radio de accion. Este método
consta de dos etapas fundamentales: una es la obtencién de la funcién aproximante a
través del método de Minimos Cuadrados Ponderados Fijos y la otra es la discretizacion

de las ecuaciones de gobierno del problema mediante el Método de Colocacion Puntual.

Con respecto a la aproximacion en este trabajo se abordaron los aspectos esenciales para
la obtencion de las funciones de forma como lo son: la discretizacion del dominio en
puntos, la generacioén de nubes de puntos, la definicién de los subdominios de influencia,

las funciones de ponderacion y la base de aproximacion.

El Método de Colocacion Puntual en si mismo no presenta ninguna dificultad, siendo sin
lugar a dudas la técnica de discretizacion mas sencilla. Sin embargo los problemas que
se presentan para una correcta imposicion de las condiciones de contorno hicieron que la
mayoria de los autores se inclinen por las formulaciones débiles (Método de Galerkin).
Estas deficiencias se han ido resolviendo paulatinamente con los trabajos de (Sacco,
2002) y (Perazzo, 2002), con la estabilizacion del ecuaciones mediante el Calculo

Finitesimal.
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El objetivo fundamental que se habia planteado en esta tesis, consistia en Ila
formalizacién matematica del MPF. Para darle cumplimiento a este objetivo se
elaboraron definiciones con mayor rigor matematico, que como aparecian en la
bibliografia consultada. Ademas se mostrd una metodologia para la aplicacion del MPF
a un problema dado, la cual llega a un punto culminante con la propuesta de un
algoritmo para llevar a la practica esta metodologia. Y por ultimo se hacen algunos

analisis sobre la convergencia.

Para la corrida de los ejemplos se implement6d en el Mathematica 5.1, el MPF en una
dimension, con una distribucion de puntos equiespaciada y funcion de ponderacion
gaussiana. Es importante resaltar que el codigo del MPF se encontraba inicialmente
desarrollado en Matlab por Luis C. Pérez Pozo en los anexos de uno de sus trabajos para
un problema en especifico, pero debido a las posibilidades que brinda el Mathematica
con el calculo simbolico y con vistas a generalizarlo es que se implementa este método

utilizando el paquete Mathematica.

Se recomienda seguir profundizando en la formulacion del método con vistas a
continuar haciéndole mejoras hasta lograr del MPF una herramienta numérica lo
suficientemente potente y confiable, para ser usada en proyectos de ingenieria. Es
también recomendable la utilizacion de este trabajo como material de apoyo a la
docencia tanto para el pregrado como para el postgrado (Doctorado Curricular)

impartido por la Dra. Lucia Arguelles Cortés.
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Apéndice A

Algunos conceptos, definiciones y resultados de Analisis
Matematico y Topologia.

Definicion 1 (Espacio métrico):

Un espacio métrico es un par (X, d) formado por un conjunto X y una aplicacion
d: X xX — R,, llamada distancia o métrica sobre X, que cumple los siguientes
axiomas:

(D1) Six#y=d(x,y)>0,Vx,ye X

(D2) d(x,y)=0=x=y,Vx,ye X

(D3) d(x,y)=d(y,x),Vx,ye X

(D4) d(x,2)<d(x,y)+d(y,z),Vx,y,ze X

Definicion 2 (Subespacio métrico):

Sean (X, d) un espacio métricoy 4 < X ; entonces la métrica d , : Ax A — R, definida
por d ,(x,y)=d(x,y), Vx,y € A se llama métrica inducida por d sobre Ay (4,d ,) se
llama subespacio métrico de (X, d).

Nota: Cualquier subconjunto de R" es un espacio métrico.

Definicién 3 (Cubrimiento):
Se dice que una coleccion F < P(X)constituye un cubrimiento de una parte 4 < X, si

A < UF . En particular F es un cubrimiento de X siy solosi UF = X .

Definicion 4 (Cubrimiento puntualmente finito)

Sea (U, ),., un cubrimiento de un espacio métrico (X, d). Se dice que (U,),., €s

puntualmente finito, si cada punto x € X esta contenido solamente en un numero finito

de los conjuntos U, :
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Vxe X,{ael:xeU,}es finito.
El cubrimiento (U, ),., es localmente finito, si para cada x € X existe una vecindad

v € V(x) que interseca solamente a un niimero finito de los U, :

Vxe X IveV(x):{ael:v(\U, # ¢}es finito.

Definicion 5 (Refinamiento)

Sea (U,),, un cubrimiento de un espacio metrico (X, d). Un cubrimiento (W) ,_,de X
se dice que es mas fino o que es un refinamiento de (U ), si
Ved,ael:W,cU,.

W,),., sellama encogimiento de (U,),., si

W,cU, Vael.

Teorema 1

Todo cubrimiento abierto puntualmente finito de un espacio métrico posee un
encogimiento.

Propiedad equivalente a la normalidad en espacios métricos:

Sea (U, ),., un cubrimiento abierto localmente finito de un espacio métrico (X, d) y sea
W) ., un encogimiento de dicho cubrimiento. Segun el teorema de Urysohn existe
una funcion continua f,, : X — [0, 1]que es igual a 1 sobre W, y que se anula fuera de

U, . Estas funciones nos sirven para descomponer toda funcion real continua sobre X en

una familia de funciones que solo localmente, son diferentes de 0.

Definicion 6 (Soporte de una funcion)

Sean (X, d) un espacio métricoy f : X — Runa aplicacion. Entonces el conjunto

cerrado sop(f)={xe X : f(x)# 0} se llama soporte de f .
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Lemal

Si (f,,),.; ©s una familia de funciones reales continuas sobre (X, d) tal que la familia de
sus soportes (sop f,),.; €s localmente finita, entonces la funcién suma

f= Zfa : X = R es continua.

ael

Definicion 7 (Particién de la unidad)

Sean (X, d) un espacio métrico. Una familia (¢, )., de funciones continuas

ael

@, : X — R se llama particion de la unidad sobre (X, d) si cumple:

1)  La familia de (sop ¢,),.; es localmente finita;

ii.) Z(pa(x):l Vxe X.

ael
iii.)
Definicion 8 (Particion de la unidad subordinada a un cubrimiento)

Sea (U,) un cubrimiento de (X, d); entonces una particion de la unidad (¢, ),., se

ael

llama subordinada al cubrimiento (U, )., siparatodo « € [ se tiene sop ¢, c U, .

Corolario 1
En un espacio métrico (X, d), todo cubrimiento abierto, localmente finito, posee una

particion de unidad subordinada.

Definicién 9 (linealmente independiente):

Se dice que el conjunto de funciones {p,(x), p,(x), ..., p,,(x)}es linealmente
independiente en [a,b]si, siempre que ¢, p,(x)+c,p,(x)+...+ ¢, p, (x) =0, para
cualquier x €[a,b], se tiene que ¢, =c, =...=c,, = 0. De lo contrario se dice que el

conjunto de funciones es linealmente dependiente.
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Definicion 10 (Funciones de clase C*)

Una funcion f:Q — R se dice que es k veces derivable con continuidad o de clase
C* = C*(Q) si sus derivadas de orden j, donde 0 < j < k, existen y son continuas en el

dominio Q. Una funcién de clase C° denota simplemente una funcion continua. Una

funcion de clase C” es aquella que posee derivadas continuas de cualquier orden.

Definicion 11 (Norma de A)

Sea 4 una matriz cuadrada de orden n, A = [aij J, se define la norma de A como:

n
||A||w = max{Z‘aU }, i=1,..,n
; i
J=l

Definicidén 12 (NUmero de condicion)

El nimero de condicion del sistema lineal Ax = b se denota Cond(A) y se define como:
Cond(4) = 4|, |47

El nimero de condicion de la matriz permite medir el mal condicionamiento del sistema.

Es facil ver que:
Cond(A)=|4|, |a”| =44 =|1], =1

Esto es, el nimero de condicion siempre es mayor o igual que 1. Luego se llega a la

conclusion:

e Si Cond(A) =1 se asegura que el sistema lineal est4 bien condicionado.

e Si Cond(A)>>1 indica un mal condicionamiento.

Definicion 13 (Matriz de banda)

Sea 4 una matriz cuadrada de orden n, A = [aij J, recibe el nombre de matriz de banda si
dp.q€Z:p>1Aq<n,quetienen la propiedad de que a;, =0 siempre que i+ p < j 6

j+4q <i.Elancho de banda de este tipo de matrices se define como w=p+¢g—1.
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Apéndice B

Condiciones de contorno

En cuanto a las condiciones de contorno, no pueden ser especificadas arbitrariamente.
Debe haber restriccion tanto en el nimero de ellas como en el orden de los operadores

que aparecen en las mismas.

Por el momento, de manera general se planteara que si A(u) = f es una ecuacion

diferencial donde A4 es un operador de orden 2m. I' la frontera de Q (suficientemente
suave), entonces se requiere: especificar m condiciones en cada punto de frontera. Para
facilitar el tratamiento mediante operadores, las condiciones se escriben en la forma:

B,u=g;, j=0,..m-1 (2.24)
Cada B, es un operador diferencial (denominado operador de contorno), y su orden ¢,

satisface 0 < g, <2m—1.

Definicion: Si el orden de B; es j, Vj=0,..,m~1, el conjunto de condiciones de

contorno se llama sistema de Dirichlet (de orden m).

EJEMPLO: Si se considera el problema de contorno, donde Q@ = (0, 1); la ecuacion

diferencial es:

d*u d’u du
+2 +3—+u=
dx* dx? dx /

y las condiciones de contorno (o de frontera) estan dadas por:
u@) =0,u(l)=0,u0)=1u(l)=2
Aqui se puede observar que: m = 2; 2m = 4 (orden); m — I = 1, luego j = 0, 1 (pueden
definirse By, B;). En By y B; pueden existir derivadas hasta el orden 2m - 1 =3.
Byy B; se definen asi:
By = (u(0), u(l)) = (0,0); B;='(0),u’(l)=(12)
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Como el orden de By es 0 y el de B; es 1, el sistema de condiciones de contorno se

denomina de Dirichlet.

Suponiendo que el orden de la ecuacion diferencial se ha denominado 2m. Entonces el
conjunto de condiciones de contorno se particiona en dos subconjuntos y reciben las
denominaciones siguientes:

1) Las condiciones de contorno esenciales son aquellas de orden < m.

i1) Las condiciones de contorno naturales son aquellas de orden > m.

EJEMPLO: Sea el PC:
-(pu)’ +qu=f
u(0) =u’(m) =0
En este caso 2m=2=>m =1
u(0) = 0 tiene orden 0 <1 = es una condicion esencial

u’(r) = 0 tiene orden 1 =m=> es una condicidn natural
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Anexos

Caodigo del MPF en 1D desarrollado en el Mathematica 5.1.

MPF1D [n ,np ,m ,A ,B |:=
Block[ {num, delta, coord, puntos, SortRows, nubes, dmax, puntoXI, nubel,
X, d, dist, base, wgauss, Fformas, Nij, XI, puntoxj, xj, P, WI, Al, BI, mat,
MatZeros, K, pglobal, KG, b, n\[CapitalGamma], pcont, nubecont, Nijcont,

Kcont, uh, Nijxi, suma, uhh, baseij, ux},

(****************************************************************)

(**************** Discretizaci(’)n del intervalo ***************)
(****************************************************************)
xi=B[[1, 1, 1]];
xt=B[[2, I, 1]];
num = Range[n];
delta = (xf - x1)/(n - 1);
coord = Range[xi, xf, delta];

puntos = Transpose [ {num, coord}];

(*****************************************************************)
(******************* Generaci(’)n de laS nubes ***************)

(*****************************************************************)

nubes = {}; dmax = {};
For[i=1,1 < n,
XI = puntos [[1, 2]];
puntoXI = puntos[[i,1]];
nubel = {puntoXI};
d={};

For[j=1,j <n,
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If[i # j,
X = puntos|[j, 2]];
dist = Abs[XI - XJ;
AppendTo[d, {puntos|[j, 1]], dist}]
I
d = SortRows|[d, 2];
nubel = Flatten[ AppendTo[nubel, Table[d[[i, 1]], {1, np - 1}]]];
dmax = AppendTo[dmax, d[[np - 1, 2]]];
nubes = AppendTo[nubes, nubel]

]

(******************************************************************)

(kH*F*Ex*E Funciones auxiliares para el calculo de las funciones de forma ***##%%)

(******************************************************************)

base s [x_, xI ,r ]:=Table[((x - xI)/r)"({- 1), {i, s}];

wgauss[dmax_, x0 , xj_] := Block[{r, \[Beta], d1, z, f},
r=15dmax; f =0.5r;
di[x: { },y:{ }]:=Norm[x-y];
z[x_]=dI[{x}, {x0}];

flx_]=Piecewise[{{ ¢ ,z[x] <r}}, 0];

Maplf, xj]
Ik

(******************************************************************)

(************ CélCUlO de las funCioneS de forma ******************)

(******************************************************************)
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Fformas = {};
Nij = {};
For[i=1,1 < n,
puntoXI = nubes|[[i, 1]];
XI = puntos[[puntoXI, 2]];
X=1{}
For[j=1,j < np,
puntoxj = nubes|[1, j]];
Xj = puntos[[puntoxj, 2]];
X = AppendTo[X, xj]
I
P = Table[base , [x, XI, dmax[[i]]] /. x = X[[k]], {k, np}];
WI = DiagonalMatrix[wgauss[dmax|[[i]], XI, X]];
Al = Transpose[P]. WI . P;
BI = Transpose[P]. WI;
formai = base 1, [X, XI, dmax[[i]]]. Inverse[Al] . BI;
u[x ] = formai;
Fformas = AppendTo[Fformas, A[[1, 1]] /. x — coord][[i]]];
Clear[u];
Nij = AppendTo[Nij, formai]

;I

(*******************************************************************)

(Fsseiik - Obtencion del sistema de ecuaciones ===> KG*uh=b ##*#sduiiicwsiok)
(*******************************************************************)
K = MatZeros[n];
For[i=1,1 < n,
For[j=1,j < np,
pglobal = nubes|[1, j]];
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K[[1, pglobal]] = K[[1, pglobal]] + Fformas|[i, j]]
gt
+];
(AR AR AR R R AR R o o )
KG=K;
b = Table[A[[1, 2]] /. x —coord][[i]], {i, n}];
nl"= Length[B];
For[i=1,1 < nl",
pcont = Flatten[Position[coord, BJ[[i, 1, 1]]]][[1]];
nubecont = nubes|[pcont]];
u[x_] = Nij[[pcont]];
Nijcont = BJ[1, 1]];
Clear[u];
b[[pcont]] = B[[i, 2]];
Kcont = Nijcont;
For[j=1,j < np,
pglobal = nubecont[[j]];
KG[[pcont, pglobal]] = Kcont[[]]
st

j 1]

(*******************************************************************)

(kHskackkak Resolucion del sistema de ecuaciones (KG*uh=b)  ##xssidicks)

(*******************************************************************)

uh = LinearSolve[KG, b];

(****************************************************************)

(**************** CnnencthldelaSOthén(U{Xﬂ) ***************)

(****************************************************************)
Nijxi = Table[Nij[[i]] /. x —coord[[1]], {1, n}];
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ux = {};

For[i=1,1 < n,
suma = 0;
For[j=1,j < np,

pglobal = nubes[[1, j]];
uhh = uh[[pglobal]];
baseij = Nijxi[[1, j]];
suma = suma + uhh*baseij
L
ux = AppendTo[ux, suma]
;I
Transpose[ {coord, ux}]

Ik

Anexos
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