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Resumen:

Para el estudio de algunos fendmenos fisicos dentro de la Bahia de Cienfuegos, el
Centro de Estudios Ambientales de Cienfuegos implementd dos modelos
hidrodindmicos. Estos modelos resuelven el sistema de ecuaciones diferenciales que
rigen el comportamiento de los flujos discretizandolas y empleando un esquema en
diferencias finitas para su resolucién. Los mismos no cumplieron con sus objetivos
debido a algunos problemas de convergencia que presentaron. En este trabajo de
diploma se hace primeramente un estudio de los modelos mas usados para la modelacion
hidrodindmica y los errores de truncamiento que éstos cometen a la hora de discretizar
las ecuaciones. Posteriormente se analizé el comportamiento de las variables de las que
dependian estos errores en el area de estudio. Por tltimo se proponen las soluciones para

estos problemas y se analizan las condiciones para la estabilidad.
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Introduccion:

A través de los afios las zonas costeras han provisto al hombre de preciados recursos
naturales. Hoy en dia muchos de estos ecosistemas son zonas industrializadas y con un
alto nivel poblacional. Debido a esto existe un alto potencial de contaminacion y aunque
es tarea de todos cuidarlas, persiste el dafio sobre estas areas imponiéndose la pérdida
del habitat natural. Para que las actuales y futuras generaciones puedan disfrutar de sus
preciados bienes, el hombre ha hecho uso del desarrollo cientifico y tecnoldgico que
tiene a su disposicion para desarrollar proyectos para su conservacion y uso racional de

SUS recursos.

Para tener un conocimiento del efecto que puede provocar un agente contaminante u otro
elemento que no es propio del ecosistema sobre este, se necesita un estudio detallado

con el objetivo de reducir el impacto del mismo.

Los procesos ecoldgicos que ocurren en las zonas costeras mantienen un estrecho
vinculo con las caracteristicas hidrodinamicas de estos espacios naturales. Todos los
nutrientes, gases disueltos, y materiales en suspension se trasladan en el medio fluido,
por lo que el conocimiento de las caracteristicas dindmicas de éste, ofrece una
oportunidad Unica para estudiar los lazos entre los procesos fisicos y biologicos. La
concentracion de nutrientes depende de la velocidad con que son renovadas las aguas, la
geometria del sistema que encierra a las mismas, y en general a la circulacion que
domina este sistema. Por otro lado la actividad bioldgica en los sedimentos depende en
gran medida de la velocidad con que las aguas corren en la interface de ambos fluidos

(agua — sedimentos).

El uso de modelos matematicos cuya solucion se obtenga a través de métodos
numéricos, en los ecosistemas costeros cubanos permite dar respuesta a un grupo de

interrogantes como son la influencia del aporte fluvial, la marea, el viento y la radiacion

-1-



solar en la circulacién de las aguas, el tiempo de renovacion de las aguas en el
ecosistema, el tiempo de residencia de un contaminante en la bahia y el area alcanzada

por una descarga accidental en cualquier punto que sea vertida.

En Cuba también los investigadores han considerado la importancia de usar modelos
matematicos en la prediccion y evaluacion de fendmenos naturales tales como
huracanes, penetraciones del mar y en la simulacién de procesos fisico-quimicos que

ocurren durante la deriva una mancha de hidrocarburos pronosticando su trayectoria.

La bahia de Cienfuegos tiene un antecedente Unico en el pais en la modelacion
hidrodindmica de bahias y lagunas costeras cubanas. Tomczack y Garcia, desarrollaron
un modelo en 3 dimensiones para el estudio de la dinamica de las aguas y la estabilidad
de las mismas a fin de evaluar el impacto de estos procesos en la pesca de camarén que
era un importante recurso econémico de la provincia (Tomzack, 1975). Sin embargo este
enorme salto en el conocimiento encontro limitantes debido al alto costo computacional,
el desarrollo del pais y en general de los medios informaticos al nivel mundial, lo cual
determind que no pudiera desarrollarse un modelo hidrodinamico que fuera aplicable y
atil en tiempo real, permitiendo predecir escenarios de vertidos accidentales, la
evaluacion de proyectos que suponen cambios en la circulacion estuarina, en la calidad

de las aguas o los sedimentos.

Numerosas investigaciones revelan el deterioro ecolégico de la bahia de Cienfuegos
entre los que se destacan: la reduccién de las capturas de camardn blanco y rosado; la
pérdida de especies o desplazamiento de otras (Rey Novoa, 2004); el incremento de las
tasas de sedimentacion, de los procesos erosivos en las cuencas hidrograficas (Alonso,
2006) y de los niveles de metales pesados en los sedimentos. En general estas
investigaciones sefialan a diferentes dimensiones de un proceso que tiene comun
denominador el agua, que transporta todos los nutrientes y cargas contaminantes que a
este sistema arriban, en la cual se transforman y biomagnifican. En estas condiciones la

implementacién de un modelo hidrodindmico en la bahia de Cienfuegos, en cuyo
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entorno se revela un acelerado desarrollo econdémico, se hace necesario. Aungue los
modelos numéricos no constituyen una herramienta Unica en el analisis de los procesos
ambientales, si contribuyen a una mejor interpretacion de los mismos y bajo condiciones
preestablecidas son poderosas herramientas de prediccion de escenarios complejos y
ayudan a fortalecer el diagnostico y monitoreo de los ecosistemas marinos y costeros

como la bahia en estudio.

La experiencia adquirida por el Ministerio de Ciencia, Tecnologia y Medio Ambiente
durante el manejo del accidente ocurrido el 12 de diciembre del 2001, en la Fabrica de
Fertilizantes Nitrogenados de Cienfuegos, sefialaron también la importancia que tienen
los resultados obtenidos a partir de las modelaciones de los ecosistemas costeros. Pese a
los esfuerzos de nuestro gobierno en la conservacion de este recurso natural, la
ocurrencia de mas de un derrame de hidrocarburos o la descarga continua de un residual
impone la necesidad de profundizar en el conocimiento del impacto y alcance de tales
sucesos. Hoy no se cuenta, a este nivel, con modelos numéricos que permitan proceder
positivamente ante tales amenazas. El analisis cuidadoso y el enfoque de los resultados
en el marco de principios precautorios, permite ganar tiempo ante un desastre, lo que se
traduce en una reduccion de los impactos econdmicos y sociales que provocan estos

eventos.

A partir del afio 2005, y gracias a un acuerdo de colaboracién entre el Centro de
Estudios Ambientales de Cienfuegos (CEAC) y el IRD Noumea Center de Nueva
Caledonia, se comenzé la implementacion de un modelo hidrodindmico denominado
MARS3D, desarrollado por la Division de Medio Ambiente y Planificacion Costera del
IFREMER, Francia. Los resultados positivos obtenidos por estos especialistas, en los
estudios realizados con este modelo, sefialaron nuestra propia necesidad de contar con
un sistema integral que utilizando los métodos numéricos pudieran dar una
interpretacion lo mas realista posible de los procesos que ocurren en la bahia de

Cienfuegos.



Este modelo hidrodindmico al implementarse presentd inestabilidades para la

modelacién de la onda, teniendo entonces que abortar la implementacion.

Ademas del MARS3D se intentd implementar el Princenton Ocean Model (POM),
disefiado en la Universidad de Princenton por Alan Blumberg y George Mellor, y al

igual que el modelo inicial present6 inestabilidades.

El modelo MARS3D pudo ser implementado haciendo una prolongacion del canal de
entrada de la bahia y considerando el territorio restante tierra. Esta consideracién aunque
puede dar buenos resultados, parte de despreciar zonas con grandes gradientes de
profundidad que afectan el comportamiento del flujo. De estas problemaéticas se deriva

nuestro problema cientifico.

Problema Cientifico

e ;Son factibles los modelos POM y MARS3D para su implementacion en la bahia

de Cienfuegos?

e ;COmo se comporta el error al discretizar las ecuaciones?

e ;Qué condiciones deben cumplir los métodos numéricos empleados por estos

modelos para su estabilidad?



Objetivo General:

e Determinar las coordenadas mas adecuadas para la modelacion de las aguas de la

bahia de Cienfuegos.

Objetivos especificos:

e Hacer un tratamiento de los errores de truncamiento dados por la aplicacion del

cambio de coordenadas cartesianas a coordenadas sigma.

e Establecer la transformacion de coordenadas mas apropiada y aplicarla a las

ecuaciones usando un esquema en Diferencias Finitas.

e Analizar la condicion de estabilidad numérica y fisica, CFL para el paso de la

onda de marea por el canal de la bahia de Cienfuegos, Cuba.

e Determinar una relacion entre el paso temporal y espacial para que se cumplan la
condicion de convergencia del método numeérico y la reproduccion del proceso

fisico que se intenta simular.

Hipatesis de la investigacion:

e Si se conocen las condiciones de estabilidad numérica para la simulacion de la
onda de marea en la Bahia de Cienfuegos entonces es posible elaborar e
implementar un nuevo modelo hidrodindmico para modelar la circulacion de las

aguas en este ecosistema.



Principales contribuciones:

e La principal contribucion de este trabajo es el CEAC contard con un trabajo
teodrico basado en la estabilidad y control del error en la discretizacion del medio
continuo como ayuda para la elaboracion de un modelo hidrodindmico capaz de

representar los procesos y fenémenos fisicos que ocurren en la bahia.

e Se detectaron los problemas que impedian la convergencia de modelos
hidrodinamicos implementados en la Bahia de Cienfuegos y se proponen nuevas
alternativas teniendo en cuenta los mismos y adaptadas a las condiciones
especificas del problema que se pretende resolver en pos de obtener soluciones

adecuadas al mismo

La justificacion de la investigacion esta dada por la necesidad de modelar y comprender
los procesos fisicos que ocurren dentro de la bahia. Los modelos hidrodinamicos son
capaces de responder las exigencias de estos estudios, pero la inestabilidad del POM y el
MARS3D al implementarlos en la bahia de Cienfuegos en condiciones reales no

permiten la realizacidn de estos estudios.

Descripcidn de cada capitulo.

En el primer capitulo se propone un estado del arte de los modelos hidrodinamicos que
mas se emplean hoy en dia asi como también algunas de sus principales caracteristicas.
Ademas se presentan las rejillas mas usadas para la discretizacion vertical y la

horizontal, asi como algunas de sus principales ventajas y desventajas.

En el segundo capitulo se obtienen tedricamente las ecuaciones de gobierno y se expone
el método que utilizan los modelos implementados en la bahia para la resolucion
numérica de las ecuaciones de gobierno. Se hace un tratamiento de los errores de

truncamiento que surgen a partir de la discretizacion empleada por los modelos POM y
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MARS3D para la coordenada vertical y se analiza la influencia de éstos, tomando en
cuenta las caracteristicas topograficas del area de estudio. Se propone por Gltimo la
discretizacion que después de los andlisis de error se considera la més correcta a la hora
de discretizar la coordenada vertical y se analizan los parametros de los que depende el

error en la discretizacion.

En el capitulo 3 se obtienen las ecuaciones para los dos médulos resultantes de utilizar la
técnica splitting para la resolucion de las ecuaciones y por Gltimo se hace un analisis

teorico de la estabilidad de las ecuaciones discretizadas.






Capitulo 1: Modelos Hidrodinamicos

El objetivo de este capitulo, en primer lugar es presentar un estado del arte de los
modelos que resuelven numéricamente las ecuaciones que rigen el comportamiento de
los flujos y las rejillas que éstos usan para la discretizacion de estas ecuaciones. También
se exponen algunas de las ventajas y desventajas de las coordenadas verticales

empleadas por diferentes modelos.

1.1. Modelos hidrodinamicos mas empleados

Las ecuaciones que rigen el comportamiento de los flujos son las llamadas ecuaciones de
Navier Stokes. Debido a que en la actualidad ain no se ha podido solucionar
analiticamente este sistema de ecuaciones diferenciales, ha sido necesario el uso de

métodos numéricos.

Para el caso de los estuarios, usualmente se implementan modelos numéricos
promediados en la vertical. Estos se consideran una buena eleccion cuando se desea
analizar el comportamiento hidrodinamico de una masa de agua en términos de
superficie libre y volumen de agua. Dado el hecho de la existencia de grandes
variaciones de profundidad en el area de estudio de esta tesis, es indispensable conocer
la estructura vertical del flujo, informacion que estos modelos, por sus caracteristicas,

son incapaces de obtener.

En las ultimas tres décadas, con el adelanto en el area de la informatica, ser ha
producido un incremento notable en el desarrollo y aplicacion de modelos

tridimensionales.



Hoy en dia, los dos métodos mas utilizados por los modelos hidrodindmicos son el
Método de Elementos Finitos (MEF) y el Método de Diferencias Finitas (MDF).

1.1.1. Modelos que emplean el MEF

Los ejemplos de modelos basados en elementos finitos mas conocidos, aplicados a

ecosistemas estuarinos y zonas costeras son:

e QUODDY

El Modelo de Circulacién de Dartmouth (QUODDY) (Lynch, 1996). QUODDY es
un modelo 3D completamente no lineal que incluye marea, accion del viento, fisica
baroclinica, e incorpora un avanzado modelo de la turbulencia. Es tipicamente
aplicado a escalas de tiempo estacionales y eventos sindpticos con el propdésito de
desarrollar circulaciones climatolégicas realistas, evaluando las contribuciones de
fuerzas individuales a la circulacion global, y prediciendo escenarios limitados a

corto plazo.

e ADCIRC

El Modelo de Circulacion Avanzado (AdvancedCirculationModel — ADCIRC) (Luettich
et al., 1992; Luettich y Westerink, 2003), es un modelo completamente 3D no-linear con
resultados satisfactorios simulando mareas 2D, urgencia por tormentas, circulacion
debido a la accién del viento y permite eventos de secado/mojado en aquellas areas
donde por efecto de las mareas el dominio de trabajo pasa eventualmente de tierra a mar
y viceversa; actualmente avanza para incluir el prondstico de la componente baroclinica.
ADCIRC forma parte de los modelos utilizados por la Oficina Naval Oceanogréafica de
los Estados Unidos (NAVOCEANO, por sus siglas en inglés) corriendo
operacionalmente como un simulador no lineal de marea y circulacion con accion del
viento.
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e MOG3D

MOG3D, desarrollado por el Laboratorio de Estudios en Geofisica y Oceanografia
Espacial (LEGOS, siglas en francés), para simular la generacién y propagacion de ondas
internas. Basado en el modelo tridimensional de volimenes finitos FVCOM
(FALCONER, 1994). Las rejillas son irregulares horizontalmente y utiliza elementos
triangulares, lo que permite una resolucién espacial enteramente variable en el plano
horizontal llegando a ser mas densa en las zonas de mayor interés topogréafico. En la
dimensién vertical el modelo utiliza una rejilla estructurada siguiendo una sigma
coordenada (sobre las cuales se abordardn méas adelante en este trabajo). Este modelo
coincide con otros en utilizar las ecuaciones primitivas para la superficie libre (POM,
ROMS, SYMPHONIE). El esquema de turbulencia usado es el de Mellor-Yamada
(Mellor, 1982).

1.1.2. Modelos que emplean el MDF

En el grupo de modelos hidrodinamicos méas reconocidos, que usan esquemas en

diferencias finitas se encuentran:

e HAMSOM

El modelo HAMSOM (Hamburg Shelf Ocean Model) fue desarrollado en la
Universidad de Hamburgo por Backhaus (1983, 1985) y ha sido aplicado en muchos
mares costeros del mundo (ver, por ejemplo, Backhaus y Hainbucher, 1987; Rodriguez
et al., 1991; Stronach et al., 1993; Simionato et al., 2001, 2004a, 2004b, 2005)
demostrando ser una herramienta muy robusta para el estudio de la dinamica de las
aguas de plataforma. El modelo HAMSOM se basa en un conjunto de siete ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales. Las incdgnitas son las tres componentes de la
velocidad, la presion, la densidad del agua, la salinidad y la temperatura. En el plano

horizontal se utilizan las ecuaciones completas de Navier-Stokes y en el vertical, la
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ecuacion hidrostatica. Estas relaciones se usan junto con la ecuacién de continuidad, las
ecuaciones de conservacion de salinidad/temperatura y la ecuacion de estado del agua de
mar propuesta por la UNESCO en 1981. El modelo puede considerar las fuerzas de

viento, presion atmosférica, mareas y gradientes baroclinicos.

e POM

POM es un modelo numérico de circulacion desarrollado en la Universidad de
Princenton por Alan Blumberg y George Mellor alrededor de 1977. El codigo esta
escrito en FORTRAN 77 ya ha sido posteriormente mejorado por una serie de personas
y aplicado a un amplio rango de problemas oceanograficos. Una descripcion muy citada
del modelo fue dada por Blumberg y Mellor (1987). EI modelo es a menudo
referenciado como Princenton Ocean Model (POM).

POM pertenece a esa clase de modelos donde la realidad es una meta importante y
comprende fendmenos de la meso-escala, la cual se comprende de 1 a 100 km de
longitud y la de marea de 30 dias comunmente observada en estuarios y la zona costera
(Beardsley, 1981). Ademas de la elevacion de la superficie libre del mar que se trata
como una variable del pronostico, el modelo calcula la temperatura, la salinidad, la

velocidad 3D y la promedio y la energia cinética turbulenta.

Requisitos de fuerza: Los principales mecanismos fisicos que fuerzan la circulacion
(intercambio de momento, calor y agua con la atmdsfera, agua dulce de los rios, mareas)
necesitan ser tomados en consideracion para un estudio de simulacion significativo. El
modelo es estimulado por mediciones diarias del viento, calculadas a partir de
observaciones meteoroldgicas de la velocidad y direccion del viento. La sefial de marea
es simulada como la suma de cuatro componentes armoénicos simples (ondas seno y
coseno), cada uno de los cuales posee su propio periodo, fase y amplitud caracteristica y
corresponde con las cuatro. Condiciones de frontera: EI dominio de modelacion es
definido por la batimetria. Interpolaciones temporales y espaciales usando datos de

campo colectados de una red de estaciones.
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Aspectos numéricos: POM es un modelo de circulacién general que resuelve las
ecuaciones de movimiento, masa y conservacion de calor (las llamadas ecuaciones
primitivas) a través de diferencias finitas en una rejilla C de Arakawa (definidas en este
capitulo). Utiliza una técnica de separacion temporal splitting, la cual se abordara con

mayor profundidad en el capitulo 2.

e SYMPHONIE

Symphonie es basicamente un modelo tridimensional de las ecuaciones primitivas del
océano y las zonas costeras. Las tres componentes de la corriente, la elevacion de la
superficie libre, la temperatura y la salinidad son calculadas en una rejilla C de Arakawa.
El modelo de turbulencia se logra a través de una ecuacion prondstico para la energia
cinética turbulenta y una ecuacion de diagndstico para el mezclado y la dispersion a
grandes escalas. Un esquema de saltos por intervalos es usado para el espaciado
temporal. Los costos de célculo son limitados gracias a una técnica de separacion
temporal que permite calcular el gradiente vertical de la corriente y sus componentes
promediados en la vertical de manera separada con pasos de tiempo apropiados. En las
fronteras abiertas se aplican condiciones de radiacion combinada para restaurar los
términos de circulacion a gran escala. (Marsaleix P., 2006, Marsaleix P., 2008).

e MARS3D

El modelo hidrodindmico MARS3D fue desarrollado por la Division de Medio
Ambiente y Planificacion Costera del IFREMER, Francia, alrededor de 10 afios atras
(Lazure y Jégou, 1998). Inicialmente usado en el estudio del litoral Atlantico francés, el
modelo ha sido aplicado a otras regiones, entre las que se destaca el Mar Mediterraneo y
otras lagunas costeras. Este modelo tridimensional fue disefiado para representar, tan
fielmente como sea posible, el transporte y mezcla de masas de agua en escalas de

tiempo que varian desde una hora hasta un dia (al menos).
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El modelo utiliza un esquema numérico con diferencias finitas para resolver las
ecuaciones primitivas Navier-Stokes bajo las aproximaciones hidrostaticas y de
Boussinesq. EI modelo usa un enfoque de separacién del modo barotrépico-baroclinico.
Las ecuaciones son solucionadas usando una técnica de separacion de los modos interno
y externo. EI modo externo resuelve la ecuacion integrada en la vertical, que reproduce
las ondas gravitatorias. EI modo interno reldne la informacién del modo externo
(superficie libre, corrientes integradas) y resuelve ecuaciones en la vertical (estructura

tridimensional de la corriente).

El modelo esta desarrollado en FORTRAN 77, y puede implementarse sobre diversas
plataformas (SUN, Linux PC, Compaqcluster, NEC SX5), asi como con memoria
compartida en sistemas paralelos utilizando la biblioteca de funciones OpenMP,
(Douillet, 1998, Douillet P., 2001).

MARS3D es un sistema de modelacién numérica general para la simulacion de la
variacion del nivel del agua y la circulacion oceanica desde la zona costera hasta unos
cientos de kilébmetros mar afuera. EI mismo simula el comportamiento de flujos
tridimensionales no estacionarios, permitiendo la modelacién tridimensional de la
hidrodindmica y los procesos de dispersion y transporte de contaminantes en el medio
marino. Para ello debe ajustarse a las caracteristicas del sistema en estudio a fin de
indicarle correctamente las condiciones iniciales y de fronteras que supone el sistema de

ecuaciones diferenciales que se plantea.

1.2. Tipos de Rejilla o Malla.

Las ecuaciones hidrodinamicas resueltas por los modelos oceanicos son discretizadas
horizontal y verticalmente en un nimero finito de elementos con formas diferentes. La
resolucion espacial de la rejilla horizontal tiene que ser suficientemente fina para poder

resolver todos los procesos importantes. Sin embargo, usar una rejilla muy refinada
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sobre grandes areas no es posible debido a la limitacion de los recursos
computacionales, ademas del incremento en los errores de redondeo. Los modelos
numeéricos varian mucho en el tipo de rejilla que utilizan para realizar la discretizacion
horizontal del dominio de célculo. Los modelos basados en elementos finitos suelen
utilizar rejillas no estructuradas, donde los elementos de calculo o celdas resultan ser
triangulos, como se muestra en la Figura 1.1. Estos suelen ser muy flexibles lo cual les
permite adaptarse facilmente a las irregularidades de la linea de costa, siendo muy facil
agregar mayor densidad de puntos en aquellas zonas de especial interés como se

muestra en la figura 1.1.

. ’ A IP |.‘ ’.\ ‘I\ .| l.l .q‘ /ﬂ "l‘ ‘. '.\ /. fl ﬁ_\ .‘\ 1
\ ! \ F \J J | / \ \ § \ f | f — \ y
. \ F )/ \ / || l/" .“.I \ \. \‘ o FN % /y o~

Figura 1.1. Rejilla triangular.
Las rejillas mas usadas por los modelos que usan un esquema en diferencias finitas son

aquellas basadas en elementos ortogonales. Las mismas pueden ser curvilineas o

rectangulares, como muestra la Figura 1.2.
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Figura 1.2. Rejillas basadas en elementos ortogonales: (a) rejilla curvilinea, (b) rejilla

rectangular.

El Princenton Ocean Model (POM) puede utilizar ambos tipos de rejilla representadas
en la figura anterior. En el caso del MARS3D so6lo podemos utilizar rejillas ortogonales

rectangulares.

Luego de discretizar las ecuaciones hidrodinamicas debemos definir donde se calcularan
cada una de las variables incdgnitas en las ecuaciones ya sea en los nodos o en las aristas
de estos elementos. Existe en la literatura una gran variedad de maneras de realizar esta
distribucion. Algunas de las més utilizadas por estos modelos hidrodinamicos son las
conocidas rejillas de Arakawa (Mesinger, 1976), tal y como aparecen en la Figura 1.3.
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Figura 1.3. Mallas tipo Arakawa.

Cada una de las rejillas posee la posicion relativa de las variables {, u, vy el tamafio
de los pasos horizontales. Los subindices estan referidos a las posiciones x y
y respectivamente, con la celda superior izquierda en cada diagrama representando el
elemento (i, j)-ésimo de la rejilla. La variable { representa una cantidad escalar, como la

elevacion del mar, temperatura, salinidad, etc. Las variables uy v son las componentes
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horizontales del vector velocidad.

Es importante sefialar que estos tipos de rejillas no son las Unicas que existen. Con el
desarrollo de nuevos modelos se han realizado algunas modificaciones en las rejillas e
incluso combinaciones de las mismas cuando se acoplan varios modelos.

Se decide el tipo de rejilla con el que se va a trabajar basandose en la precision que se
necesite en los procesos que en la misma se van a representar. En nuestro caso, al
tratarse de modelos de pequefia y mediana escala (1 a 100 km) necesitamos una rejilla

gue nos permita calcular la mayoria de los procesos que ocurren en la zona costera.

1.3. z-coordenada, p-coordenada y o-coordenada.

Actualmente, existen principalmente tres tipos de malla vertical utilizados por los

modelos en diferencias finitas, en la figura 1.4 se representan éstas.

Coordenada - z poorldenadla Coordenada-d
isopicnoclina
(a) (b) (c)

Figura 1.4 Tipos de malla vertical.

El primer tipo es la denominada coordenada z, en el cual el dominio vertical se divide
en niveles de Az constante. Esta coordenada ha sido utilizada, entre otros por Leendertse
y Liu (1975) y Lin y Falconer (1997). Este tipo de malla tiene dos problemas

importantes: (1) a menos que se use un gran nimero de puntos en la vertical, las zonas
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poco profundas quedan pobremente representadas, y (2) la superficie libre es un

contorno movil cuya representacién presenta dificultades en un esquema tan rigido.

El segundo tipo de malla es la coordenada isopicnoclina, donde las coordenadas pasan
de ser (x,y,z) a (x,y, p), donde p es ladensidad potencial. La ventaja de este sistema
es la alta resolucion que se obtiene cerca de fuertes gradientes de densidad, aunque
inversamente, las zonas con mezcla no se representan bien. Otra desventaja de los
modelos que utilizan esta técnica es la complejidad de su codigo, debido a la necesidad
de representar la interseccion de las superficies de densidad con la superficie y el fondo
(GREATBATCH, 1999).

La tercera aproximacion es la denominada coordenada o, en la cual las coordenadas
rectilineas (X, y, z) se transforman en coordenadas sigma (t*, x* , y* , o) de acuerdo con
la transformacion: t*=t; x* = x; y*= y y o=(z-n)/(n+h),donde hesla
profundidad y n es la altura de la superficie libre. Esta transformacion tiene una larga
historia en modelacion meteoroldgica (PHILLIPS, 1957) y en el presente es una técnica
de uso muy extendido en modelos 3D de circulacion costera, como por ejemplo,
Blumberg et al. (1993) y Sheng (1990). Las principales ventajas de esta representacion
son:

1. Las superficies -o se adaptan a la superficie libre y a la batimetria.

2. lgual nimero de capas en zonas someras que en zonas profundas.

3. Facil aplicacion.

Por otra parte posee las siguientes desventajas

1. Errores de truncamiento producidos al calcular la presion baroclinica que

inducen movimientos no reales debidos a densidad (HANEY, 1991,
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BECKMANN, 1993).

2. Los términos que involucran gradientes horizontales puedan llegar a ser muy
grandes en presencia de fuertes pendientes de profundidad debido a estos errores
de truncamiento (FORTUNATO, 1994).

Para evitar estos problemas, Haney en 1991 propuso una condicién denominada

“consistencia hidrostatica” asociada a la coordenada o:

| o 0h Ax < A

——|Ax < Az

H 0x

La condicion anterior resulta muy restrictiva y casi imposible de cumplir en zonas como
los estuarios, donde existen bajos mareales o zonas que llegan a secarse (H = 0). Ademas
en zonas donde ohvox>>> la condicion de Haney también es casi imposible de cumplir

(CASTANEDO, 2000). Esta relacion se tratard con mayor detenimiento en el capitulo 2

Sheng et al. (1990) resuelven el problema utilizando la coordenada o, pero calculando
los gradientes horizontales en planos de z constante. Esta solucion presenta varios

inconvenientes:

1. Se pierde la ventaja que supone la adaptacion a la superficie libre de la

coordenada o.

2. Se introducen en el célculo interpolaciones para calcular los gradientes
horizontales, lo cual, ademas de reducir la exactitud de la solucion aumenta el

tiempo de célculo.

Fortunato y Baptista (1994) proponen unas coordenadas denominadas LSC (localized
sigma coordinates) en las cuales, los gradientes horizontales se resuelven en

coordenadas cartesianas, al igual que Sheng et al. (1990), pero a diferencia de éstos cada
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vertical se discretiza de forma independiente, lo cual permite mas flexibilidad al sistema.
Sin embargo, ademés de los problemas mencionados en el caso anterior, los autores
sefialan que el algoritmo que utilizan es s6lo condicionalmente consistente y presenta

inestabilidades.

En la bahia de Cienfuegos fueron implementados los modelos POM y MARS3D, ambos
usan las coordenadas sigma para la discretizacion vertical. Estos modelos presentaron
grandes inestabilidades y no fueron capaces de simular la circulacion de las aguas de la
bahia, por lo que el Centro de Estudios Ambientales de Cienfuegos (CEAC) se dio a la
tarea de analizar las condiciones de estabilidad y convergencia del esquema numérico

empleado por ambos modelos.

1___r_/"_”‘“ _—}fmg :

,,V‘“’"JM
e

Figura 1.5. Mapa de localizacion de la bahia de Cienfuegos.
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1.4. Conclusiones del capitulo

En este capitulo se expuso un estado del arte de los modelos hidrodindmicos mas
empleados el la modelacion del movimiento de las aguas asi como el tipo de rejillas
horizontales y verticales empleadas para la discretizacion del medio. Por ultimo se hizo
un breve andlisis de algunas de las ventajas y desventajas de las rejillas mas empleadas

por los modelos en la vertical.
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Capitulo 2: Modelo Matematico

Obtencion de las ecuaciones de continuidad y conservacion de la

cantidad de movimiento

El objetivo de este capitulo es hacer un analisis de los errores que se cometen en las
representaciones de coordenada vertical mas usadas por los modelos hidrodindmicos y

proponer las mas factibles para emplear en la Bahia de Cienfuegos.

2.1.1. Ecuacion de continuidad

Para derivar la ecuacion de continuidad para un flujo no estacionario tridimensional, se
considera un volumen de control infinitesimal de aristas Ax, Ay, Az, con las
componentes de la velocidad u, v, w, (en las direcciones X, y, z respectivamente)
situadas en el centro del volumen y se considera que se conocen todas las derivadas en
ese punto. Aplicando el desarrollo en series de Taylor, definido para cualquier

caracteristica del fluido ¢(velocidad, presion, etc.):
Direccion x

Axy 19¢p(x)Ax  10%¢(x) Ax* 193¢ (x) Ax3
p(rtg) =00t T iy o gt 21

Asumiendo que los términos mayores del tercer orden son despreciables, los flujos de
masa por unidad de area en la direccion x, para el volumen de control, son los que se

muestran en la Figura 2.1
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Figura 2.1. Flujo de masa en la direccion x

Procediendo de la misma manera se pueden expresar las componentes del flujo en las

otras dos direcciones.

Para la direccion x, el flujo de masa que entra a través de la cara ABCD, en un intervalo

de tiempo At, viene dado por:

dpu Ax
Mint = (pu - §7) AYAZAt (22)

donde p es la densidad del fluido.
El flujo que sale por la cara EFGH en el mismo intervalo de tiempo es:

dpu Ax
Moy = (pu + W?) AyAzAt (2.3)

Por lo tanto, el flujo neto de masa en la direccion x es:

dpu

Myer = Mt — Moyt = ——xAXAyAZAt (2.4)

Operando de forma similar en las dos direcciones restantes, el flujo neto de masa en el
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volumen de control queda:

<6pu+apv+6pW)A AyAzAt 2.5
ax  ay | oz ) YEE (25)

Para calcular el correspondiente cambio de masa dentro del volumen de control, si la
masa del fluido en el tiempo tes pAxAyAz, la masa en los instantes t +At /2y t- At /2,
utilizando las series de Taylor, es la siguiente:

9] At
MH% = pAxAyAz + 3 (pAxAyAz) > (2.6)
0 At
M ac = pAxAyAz — — (pAxAyAz) — 2.7)
t—> dt 2

Por lo tanto, el incremento neto de masa en un tiempo At puede expresarse como:
d
My, = T (pAxAyAz)At (2.8)

Igualando el flujo neto de masa dado en (2.4) con el incremento neto de masa dentro del

volumen de control, resulta la ecuacion de continuidad tridimensional:

dp dpu  dpv dpw
at  ox dy Oz =0 (29)

Esta ecuacion se aplica a todo tipo de flujos, incluidos los flujos turbulentos
compresibles no estacionarios. Para flujos estacionarios, compresibles e incompresibles,

la ecuacion (2.9) se reduce a:

dpu dJdpv OJdpw
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Para flujos incompresibles (estacionarios y no estacionarios) la ecuacion se convierte

en.

Ju O0v OJw _

—+—+—=0 2.11
6x+6y+6z ( )

2.1.2. Ecuacion de conservacion de la cantidad de movimiento

Para obtener las ecuaciones de cantidad de movimiento para un flujo no estacionario
tridimensional, la segunda ley de Newton establece que la suma de las fuerzas externas
actuando por unidad de masa, debe ser igual a la variacion de cantidad de movimiento,

esto es:

_d(mV)_ dV+Vdm 212
T Tar . MMa dt (2.12)

YF

donde F es la fuerza resultante, m es la masa y V es la velocidad. Si se establece la

conservacion de la masa, dm /dt =0, queda:

YF=m (2.13)

dt

Esta ecuacion se puede desarrollar considerando las componentes de las fuerzas

representadas en la Figura I. 2. Para un volumen de control de caras Ax, Ay, Az.
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Figura 2.2. Fuerzas actuando sobre un elemento de fluido.

Utilizando la notacion en la que el primer subindice indica el plano perpendicular a ese
subindice y el segundo define la direccion de la tension, entonces las fuerzas en la
direccion x, incluyen las tensiones tangenciales t,, y 7, , la tension normal o,y la
fuerza masica X. Si se asume que el volumen del elemento permanece constante,

entonces aplicando la ecuacion (2.13) al volumen de control, resulta:
Axydz 2 = pxaxayaz + 2% axaya +6TYXAAA + 955 peaga 2.14
prZdt_p xAyAz % xAyAz ayxyz anyz (2.14)

La tension normal al fluido, o, estd compuesta de dos componentes: la presion
hidrostatica, P, que es una tensién negativa, y de la componente ¢, que es
proporcional a la variacion en el tiempo del flujo. Esta tension normal se puede definir
como (SCHLICHTING, 1979):
O =0 + 0 4

Oy =0+ a’yy
0,=0+0,

(2.15)

-1
donde ¢ = g(Gxx + o0,y +0,) =—P
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Sustituyendo (1.15) en (2.14) y dividiendo por AxAyAz, queda la ecuacion de
conservacion de cantidad de movimiento para flujo laminar o turbulento, en la direccién

X:

du P 00 4 0Tyy 4 0T,

= pX — — 2.1
Pac =P o Ty Tz (216)

0x

Para flujos no estacionarios tridimensionales, u = ¢(x,y,z,t)y la aceleracion total se

puede descomponer en sus componentes local y advectiva:

du_6u+ 6u+ 6u+ Ju 218
at ac " Yox " Vay "Wz (218)

2.2. Clasificacion del flujo

El flujo de un fluido puede clasificarse en dos grandes categorias, laminar o turbulento.
El flujo turbulento se caracteriza por la mezcla que se produce debido a la accion de
remolinos (eddies) de varias escalas existentes en el flujo. En cambio, el flujo laminar no
presenta esa mezcla intensa, y el flujo tiene una apariencia mucho mas suave, con las
particulas fluyendo en capas o laminas. Las principales diferencias entre los dos tipos de
flujo se pueden resumir en dos: los remolinos producen un perfil de velocidad mas
uniforme en el caso de flujo turbulento y la turbulencia introduce una fluctuacién

continua de la velocidad.

El nimero de Reynolds, se utiliza para caracterizar un flujo:

Lu
Re = —
v

donde ues una velocidad caracteristica, L es una longitud de mezclay v es la
viscosidad cinematica. Para flujos con superficie libre, el valor critico de Re es 500. Los

flujos con Re mayores de 500 se consideran turbulentos.
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2.2.1. Flujo laminar

Para el caso de flujo laminar las componentes de las tensiones normales pueden definirse
como (FALCONER, 1994):

, _Zau 28u+6v+6w
7 =0l ox 3lox dy 62]

, _2617 2‘6u+6v+6w'
Ty =2 =315 T oy T ozl

_zaw 2‘8u+6v+8w'
ou =025 =35 T oy T ozl

(2.19)
donde [ es el coeficiente de viscosidad.

De la misma manera las tensiones tangenciales de la ecuacion (2.16) se pueden expresar
como:

_ dv 4 Ju

ow Odu
Txx = (a + E)

(2.20)
con expresiones similares para las direccionesyy z.

Sustituyendo (2.18), (2.19), (2.20) en (2.17) resulta la ecuacion de Navier — Stokes, en
la direccién x, para un flujo compresible:
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pa+pua+pv@+pw£
_ X 6P+62u+62u+62u + 62u+62v+62w 291
TP T T\ %2 Ty T 922) T3\ 0x2 T 9xay | oxoz (221)
y para flujo incompresible:
6u+ 6u+ au+ ou < 0P+ 02u+62u+62u 29
P TP TPV TP G TP T T P ax2 T 9y T 922 (2.22)

2.2.2. Flujo turbulento

En estudios practicos en zonas costeras y estuarios, el flujo es altamente turbulento y la
ecuacion (2.22) tiene que ser modificada. Para obtener la ecuacion de cantidad de
movimiento, en la direccion x, para flujos turbulentos incompresibles, se multiplica la

ecuacion de continuidad (2.9) por u y se le suma a (2.22), resultando:

d dpu’? 0a d dapP 92 92 92
pu+ pu puv+ puw < u u u) (2.23)

ot dx dy 0z dx?2 + dy? + 0z2

Si los efectos de la rotacidn de la Tierra se desprecian y se asume que z es la coordenada

vertical, entonces las fuerzas masicas quedan:

X=0
Y=20
Z=-g

(2.24)
donde g es la aceleracion de la gravedad.

Sin embargo, cuando este efecto no puede eliminarse, aparece una aceleracion debida al
movimiento relativo conocida como aceleracion de Coriolis y se incluye en las
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ecuaciones como:
X = +2vwsind
Y = —2uwsind
Z=-g

(2.25)
donde w es la rotacion de la Tierra =~ 7.3 * 10~°rad/s, y ¢ es la latitud de la zona de

interés.

Sustituyendo (2.25) en (2.23) y haciendo f = 2wsing, se obtiene:

dpu dpu? dpuv dpuw 0%u  9%*u  9%u
S e i ) (2.26)

P
ot T ox oy T oz _pf”_$+”<ax2+ay2+azz

En la practica es imposible resolver esta ecuacion en detalle, debido al enorme rango de
escalas que intervienen en su célculo, siendo las escalas espaciales y temporales mas
pequefias menores del milimetro y del orden de milisegundos respectivamente. Incluso
para los mas potentes ordenadores de hoy en dia seria una tarea impensable.
Afortunadamente, en nuestros estudios, generalmente lo que interesa no son las escalas
microscopicas sino las caracteristicas medias del flujo como son las distribuciones
medias de velocidad y temperatura. Por lo tanto, lo que se utiliza para describir un flujo
es una aproximacion estadistica sugerida por Osborne Reynolds, que consiste en separar
las ecuaciones en dos grupos: uno que representa el movimiento medio y otro que

describe las desviaciones respecto de esa media:

u=u+u,
donde:
— 1 t+At . . .
u=—J u dt es la componente de la velocidad promediada en el tiempo
’ - - 1 +A
u,= velocidad fluctuante, tal que u = —ftt ‘udt

At
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At = periodo de promediacion adecuado para separar correctamente el movimiento
medio de las fluctuaciones.
Expresando las velocidades, la presion y la densidad como suma de una media y una

fluctuacién, sustituyendo en la ecuacion (2.26) y promediando en el tiempo, resulta:

a(p + Pt')(l_l + ut,) a(p + Pt,)(l_l + ut,)(ﬁ + ut,) a(p + Pt,)(l_i + ut’)(T} + Vt’)
at + 0x * dy +

a(p+p)u+u W +w,)
0z

= — - d = ;
:f(P+Pt)(V+Ut)_a(P+Pt)+

(62(11 +u) N % (u +u,) 4 9% (u + ut'))
dx? dy? 022

(2.28)
Si por ejemplo, se desarrolla el término

(p+p)u+u)=pu+pu +pu+pu’ =pu+p u

ya que

— 1 [t+ae , [-) t+At ’

put=Et putd]t=Eft udt=0

Operando de la misma forma con el resto de los términos y teniendo en cuenta que, en el
agua, generalmente, las fluctuaciones de densidad son muy pequefias comparadas con la
densidad media, mientras que las fluctuaciones de la velocidad pueden ser del mismo
orden que la media, los términos que contienen correlaciones entre fluctuaciones de
densidad y de velocidad son pequefios comparados con aquellos que contienen
correlaciones entre componentes de la velocidad. Por lo tanto, se obtiene la siguiente

expresion:
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dpu dpuu dpuv  dpuw
pu N puu N puv N puw
Jt dx dy 0z

_ . 0P  3*u 0*u 9%*u_ dpuu, dpu.v, 0pu,v,
_pf”_$+“(ax2+ay2+az2_ ox + dy + 0z

(2.29)

Restandole ahora a la ecuacién (2.29) una ecuacién de continuidad multiplicada por u ,

se obtiene la ecuacién de Navier — Stokes para flujo turbulento incompresible:

ou, ou _ou ._o0u_ 1P 10 du _——
ot T Yax T Vay T ez TV T 5ax Thax Moy TP t)
10 o0u 10 u

a - ’ ’
pay(“a Putvt)+__(l1£_PutWt)

(2.30)

Comparando la ecuacién anterior con la ecuacion original de Navier — Stokes, ecuacion,
se aprecia que los valores instantdneos de velocidad, presion y densidad han sido
sustituidos por sus valores promediados en el tiempo, y que han aparecido tres nuevos

términos:

1 —— 10 ——— 10 _—/
/_)Ox(putut)' [)ay(putvt)' ﬁaz(putwt)

Los términos—pu, u,, —pu, v, , —pu, w, son conocidos como tensiones de Reynolds y
representan el transporte de cantidad de movimiento debido al movimiento turbulento.
Pueden interpretarse como un mecanismo disipador, y en flujo turbulento son mucho
mayores que las tensiones viscosas, excepto en las proximidades de una superficie

solida.
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Despreciando, por tanto, las tensiones viscosas y eliminando la barra de las cantidades

promediadas para simplificar, se obtienen las siguientes ecuaciones en los tres ejes:

ou ou ou ou

E+ua+1)£+w&
g _lop 19 10 o5, 10 —
= p ox pax( pUs U ) pay( pUs Ve ) paz( purwy )
(2.31)
8v+ 6v+ 6v+ v
ot T Yox " Vay "V az
10P 190 — 10 — 10 —
= —fU—E@‘i‘;a(—Pvt U ) +[—)@(—Pvt v ) +;£(—Pvt we ')
(2.32)
6W+ 6W+ 6W+ ow
ot " “ax T Vay TV oz
_ 16P+16 ,,+16 ,,+16 —
= 00z pax( PW; Uy ) pc’)y( PW; ;) paz( PW We )
(2.33)
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2.3.  Hipotesis asumidas
2.3.1. Hipotesis hidrostatica

Los dominios de aplicacion del modelo desarrollado, son areas cerradas o semicerradas
como bahias y estuarios. La caracteristica méas relevante de estas masas de agua es el
diferente orden de magnitud de sus dimensiones horizontales y verticales: su extension
horizontal suele ser de varios kildbmetros mientras que su profundidad es del orden de
decenas de metros. Esto se traduce en que los procesos de generacidon de cantidad de
movimiento y de transporte se realicen a una escala diferente en las direcciones vertical

y horizontal.

Por lo tanto, la circulacién en estos dominios es predominantemente horizontal lo que
supone que las aceleraciones verticales son despreciables frente a la aceleracion de la
gravedad. Esto conduce a la hipdtesis de distribucién hidrostatica de presiones, cuya
validez ha sido probada incluso en el caso de flujos propagandose sobre fondos con
apreciables irregularidades en vertical (KOUTITAS, 1981).

Al introducir esta hipdtesis en la ecuacion en el eje z, (2.33), se elimina las
aceleraciones verticales y las tensiones tangenciales, lo que da como resultado una

ecuacion de variacion de la presién hidrostatica:

aP— 1.34
62_ pg (' )

2.3.2. Aproximacion de Boussinesq

Para flujos que cumplan unas determinadas condiciones, Boussinesq en 1903 sugiri6 que
se pueden despreciar las variaciones de densidad en el fluido excepto en el término de

gravedad donde aparece el producto pg.
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Un primer caso en el que no se podria aplicar esta simplificacion, seria un flujo
estacionario con nimero de Mach grande. EI nimero de Mach se define como u /c,
donde u es una velocidad tipica en el fluido y c es la velocidad del sonido en el medio.
En ndmeros de Mach grandes los efectos de compresibilidad no son despreciables
debido a que grandes cambios de presidon causan grandes cambios en la densidad. Sin
embargo, este efecto deja de ser importante para nimeros de Mach menores de 0.3. Para
agua ¢=1470 m/s y la velocidad u es mucho menor, por lo que en liquidos esta

hipétesis es aceptable.

Para introducir esta hipotesis en las ecuaciones de movimiento se asume que el estado
bésico del fluido es hidrostatico (no movimiento) definido por presion p, y densidad p,

. Por tanto, el movimiento se produce sélo por las variaciones de presion p' y densidad

’

p:
P=py+p
p=po+p
(2.35)
donde p'<<py Y P<<py .
Sustituyendo (2.35) en la ecuacion de movimiento (2.31)
. .Du _Apo+p) . .
(po +p )(Dt fv) = 7% + friccion
y aplicando Boussinesq queda:
Du_ v = — 22 1 friccis 2.36
Do Dt pofv = Fp riccion (2.36)

Una vez introducidas las dos hipdtesis, hidrostatica y de Boussinesq, se necesita
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expresar el término desconocido de variaciones de presion p'en funcion de cantidades
conocidas. Para ello se utiliza la ecuacion vertical de movimiento, (2.34), expresada de

la siguiente manera:

oP ,
5, = 9P +p) (2.37)

Integrando la ecuacidon anterior desde cualquier profundidad z hasta la superficie libre

z=N(x, y, 1)

n n
f cdiP=—f 9(po +p) dz

Desarrollando la expresion y teniendo en cuenta que la presion en la superficie libre P(n)
es igual a la presion atmosférica p, , y que la presion en cualquier profundidad aP(z) es

igual apy +p’

n
p =pa—po+gp0(n—2)+gf p dz (2.38)

Z

De esta forma se ha obtenido la expresion de la variaciones de presion en funcion de la
presion atmosferica p, , la presion hidrostatica p, , el nivel de la superficie libre 1y la

a estratificacion de la densidad.

Introduciendo (2.38) en la ecuacion de movimiento (2.36), resulta la expresion siguiente

para el eje x:
Ju Ju Ju Ju 1 dp, an g dpo
- - - —fy—— T A ST S
6t+u6x+v0y+waz po O0x gax po(n 2 0x
o 0x ), p 20 ax( pu; U ) 0 ay( pU Ve ) 0 az( pur Wy )

(2.39)
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Para el eje y resulta:

av dv dv av _ 10p, an apo
E+ua—+v@+wa—+ u——%ay E—p—(f]— )
9.9 " iy 42 (—pou )+~ ( 00— (=i W)
—— = — o e Wy
o9y ), p p S ax PV Uy 0o 0 pv; v, 0o 02 pvy Wy
(2.40)
Estas dos ecuaciones, junto con la ecuacion de continuidad:
Ju N Jdv N ow 241
ox dy 0z (241)

constituyen las ecuaciones de gobierno que resuelve el modelo tridimensional

desarrollado en esta tesis.

2.4. Ecuaciones de gobierno y método de resolucion

2.4.1. Ecuaciones de conservacion de la cantidad de movimiento

Las ecuaciones de conservacion de la cantidad de movimiento son las (2.39) y (2.40)

obtenidas en el apartado anterior:

Ju Ju Ju Ju 10 d d
3t "W Ty T Ve, T _Eaﬁf_ %‘%W ) ox
g o (", 1 10
_aafzp +%6_( pu; u t)+__( pu; v t) ( pur Wy )
3—:+ug—v+vg—v+wg—v+ u——p—lozl;l—gg—;]}—pi(n— )06/;)
g o (",
_%@ ZP p_a_(_P ¢ t)+__( pv t)+p 62( Pvt ¢)
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2.4.2. Ecuacion de continuidad

La ecuacion de continuidad es la (2.50) obtenida en el apartado anterior

Ju Ov Jw _

a+$+a—z—0

2.4.3. Ecuacion de variacién de presion hidrostatica
aP
5, — P&
(2.42)
donde
P: presion en el punto;
(u, v, w): componentes de la velocidad media de un flujo turbulento en las direcciones
de los tres ejes x,y, z;
(u, ,v, ,w, ): componentes de la fluctuacion turbulenta de la velocidad;
f: parametro de Coriolis, f = 2wsendo;
w: velocidad angular de la tierra;
¢: latitud en el punto;
p: densidad total del agua;
po: densidad media del agua;
p': variacion vertical de la densidad respecto a la densidad media;
n: altura de la superficie libre;
g: aceleracion de la gravedad;
h: profundidad de un punto respecto al nivel medio del mar;
NMM: Nivel Medio del Mar.
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Figura2.3. Sistema de coordenadas.

2.4.4. Ecuaciones de difusién para temperatura (T) y salinidad (S)

or 9T OT  oT_9 oT 9 T 9 oT s
ot "t ox Ty "Wz Tox ox Tay ay "oz a9z T (243)

05, 05 oS  9S_9 0 0 95 0 05
ot " Yox " Vay " Vaz ox ax oy ay a9z oz

+F, (2.44)

siendo:

T temperatura media de un flujo turbulento;

S: concentracion media de la sal para un flujo turbulento;

D: coeficiente de difusion para la temperatura y la salinidad;

Fr, F: fuentes o sumideros de temperatura y salinidad respectivamente.
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2.4.5. Ecuacién de estado

La densidad del agua del mar se puede definir en funcion de la salinidad del agua (S), la

temperatura potencial (T) y la presion (P):

p=p(ST,P)

Esta relacion se denomina ecuacion de estado. La temperatura potencial, S, es la
temperatura que tendria una masa de agua, situada en una determinada profundidad, si
fuera adiabaticamente transportada por adveccion hasta la superficie. Para los 6rdenes
de magnitud de las profundidades en las que se va a trabajar con el modelo 3D
desarrollado en esta tesis, se puede establecer que S = T, donde T es la temperatura in
situ, y que la influencia de la presion en la densidad es despreciable.

En esta tesis se va a utilizar como ecuacion de estado la formula empirica propuesta por
la UNESCO (1981), que tiene la siguiente forma:

p(T,S) = 999.842594 + 6.793952 * 1072T — 9.095229 * 1073T? + 1.001685 =
107473 — 1.120083 * 107°T* + 6.536332 * 107°T> + (0.824493 — 4.0899 *
1073T + 7.6438 * 107°T? — 8.2467 * 107/T3 + 5.3875 * 107°T*)S + (—5.72466 *
1073 4+ 1.0227 * 107*T — 1.6546 * 107°T?)S1> + 4.8314 * 107*5?

(2.45)

2.5. Meétodo de resolucién

Para resolver numéricamente las ecuaciones (2.39) — (2.45), los modelos implementados
en la Bahia de Cienfuegos utilizan la técnica denominada splitting. Este método divide
el programa en dos mddulos acoplados. En uno de los moédulos se resuelven las

ecuaciones promediadas en vertical (mddulo 2D), y en el segundo modulo, (3D), se
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determina la distribucion vertical de las velocidades horizontales, utilizando los
gradientes de la superficie libre calculados en el primer mddulo. Esta forma de proceder
permite ahorro en tiempo de computacién, ya que al eliminar de las ecuaciones 3D el
calculo de la elevacion de la superficie libre, el incremento de tiempo en ese médulo

puede ser varias veces mayor que el del 2D.

Los principales motivos por los cuales los cientificos eligen esta técnica son los

siguientes:

e El método se basa en las caracteristicas de los flujos que se van a resolver, en los
cuales la escala de tiempo de las variaciones verticales de una variable es

bastante mayor que la escala temporal de la variacion de la parte media.

e El ahorro en tiempo de computacion que proporciona el esquema.

e Posibilidad de resolver sélo la parte 2D de un problema si se desea.

A continuacion se presentan las ecuaciones que resuelve cada médulo del programa Para
dividir la solucion en una parte promediada en vertical y otra que es la variacion

respecto a esa media, las variables se descomponen de la siguiente forma:

u=U+u
v=V+v
p=potp

donde
u, v: son las velocidades totales en las direcciones x, y respectivamente;
u’,v': desviacion de las velocidades respecto a su valor promediado;

U,V : velocidades horizontales promediadas en vertical.
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1 "
U==| ud
Hf_huz

1 "
V= E]_hl? dz
siendo
H: la cantidad de agua en una columna de agua, H = h + 1,

h: profundidad en un punto;

n: altura de la superficie libre.

o7 1 u 0 0 | ‘
U = u
1 | 1 1 -
| |
2 —_— 2 2 - L/
E | = + |
R rﬁ/ 3 3 !
—
-4 | - -
< <—L|
= —t T | = T T 1 S B B 1
0.2 o 0.2 0.4 13 o 02 0.4 06 04 -0z ] 0.2 0.4
u(m's) u (m's) u (mis)

Figura 2.4. Descomposicién de las variables.

2.6. Z-coordenadas

En la z-coordenada se divide el dominio vertical en niveles de Az constante (ver figura
1.4 (a)).El principal inconveniente que tiene esta representacion de coordenada vertical
es que para representar bien zonas poco profundas es necesario un gran nimero de
puntos en zonas profundas, ademés de la rigidez de de las mismas. En este trabajo, el
area de estudio esta compuesta por zonas con una gran variedad de profundidades, que
van desde estuarios hasta fosas con mas de 2000 metros de profundidad. Por esta razon,
estas coordenadas no son factibles para la representacion vertical del area que se estudia

en esta tesis.
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2.7. Sigma-coordenadas

2.7.1. Representacion de la coordenada vertical sigma.

En este apartado haremos un analisis de las coordenadas sigma usadas por los modelos

hidrodindmicos implementados en la bahia de Cienfuegos asi como un tratamiento de

los errores de truncamiento.

Las coordenadas ordinarias (x, y, z, t)se transforman a las nuevas coordenadas (x*,y*,o,

¢+) donde:

siendo:

t'=t (2.46)

n:es la elevacion de la superficie con respecto del Nivel Medio del Mar

h: profundidad de un punto respecto del Nivel Medio del Mar

Por lo tanto o= 0 correspondea z=#%,y o=-1 a z=-h

Notese que las derivadas con respecto a las nuevas variables cambian al utilizar las

coordenadas sigma segun las siguientes expresiones.

6¢__ Jdp 1 OH 0dn\d¢

dx ox* H (U ox* + ax*) do (247a)
d 0 1 0H 0On\o0
—¢= ¢——( + n)_qb (2.47Db)
dy dy* H\ dy* 0Jdy*/do
6¢__6¢ 1 6n>6¢
at _ ot (H 1+955) 30 (2.47¢)
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9 _19¢

=70 (2.47d)

siendo ¢ cualquier variable del problema (u, v, p, ...)

2.7.2. Control del error

2.7.2.1.  Error con respecto a la transformacion de las coordenadas horizontales
a la coordenada sigma

Comenzando por la derivada en x, ecuacion (2.47), en un esquema centrado en Ax* y
Ao, el error de truncamiento resulta ser, asumiendo H (1 [h (para un mayor detalle ver
Fortunato y Baptista, 1994):

oh 3 oh\?
Error = g_x_qb (GAX —) — (hAo)?

193¢  oh 93¢ > 3¢
Ep +Ax2< +( ) )

30x3 Gﬁ 0x 0z2

3 09x3 “aaxz 0z

+H.0.T
(2.50

El segundo y tercer término de la expresion del error estan condicionados por Ax?, pero

el primero no lo esta. Se puede notar que el primer término de la expresion de error esta
- dh ah\? ) - .

condicionado por 5. Y por (GAXE) — (hAo)“. De esta ultima condicion, Haney en

1991 obtuvo la condicion de “consistencia hidrostatica” que la coordenada sigma debe
cumplir.

o 0H

Esta condicion es muy restrictiva en zonas donde existen grandes gradientes de
. oH . L . -
profundidad 5 >>> 0 estuarios en los que H <<<, ademas es imposible utilizar este

sistema de coordenadas debido al error numérico (ademas del fisico) que se comete.
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2.7.2.2.  Error con respecto al tiempo en la coordenada sigma

Para resolver numéricamente cualquier ecuacién en derivadas parciales se debe
reemplazar un dominio continuo en el espacio y el tiempo por un dominio discreto. Para
obtener las variables dependientes y sus derivadas en el dominio discreto se puede
utilizar el teorema de Taylor. Suponiendo que una funcién f y sus derivadas son finitas
y continuas, si f es dada en el punto t;, entonces puede ser definida en el punto t; + At

de la siguiente manera:

of At? 9% f A3 33 f
foyrae = fo, +Dtorly + = o5l + 53 ln + 0(Ath) (2.52a)

En el punto t; — At se define como:

of AR f AP
fo-ae = fo, =Bt +— 5l = 5Fla + 0(At*) (2.52b)

Restando las ecuaciones anteriores y despejando la primera derivada la nueva ecuacion

(ueda:

of _ (f, = fe) _A_t253f
ot 2At 6 0t3

+ 0(AtY) (2.53)

En las coordenadas sigma la derivada con respecto a la nueva variable t se obtiene

mediante la siguiente transformacion:

dp _dp (1 on\ ¢
5 = (At o), (2:54)

donde ¢ esuna variable en el tiempo

Al aplicar la expresion (2.53) a la ecuacion (2.54) se obtiene:
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a_d) — (d)tz - ¢t0) _ (1 + O-) (r]tz - nto)(¢02 - ¢)O'())
ot 2At H 2At 2Aoc
AP %¢  (1+0) M, =Ny A0? ¢ (1 +0) Ps, — Pgy, 91
6 Jt3 H 2At ) 6 do3 H ( 2Aoc )at3
1+ 0) At Ao 9% 03
- ( 7) = 077 ¢ +H.0.T

H 6 6 0t3003
(2.55)

Notese que la segunda y la tercera fila de la expresion anterior expresan el error de la
transformacion. Por otra parte se puede apreciar que todos los terminos estan

condicionados por At? excepto:

1+ o) (A_n) Ac? 93¢

H At) 6 0o (2:56)

por lo tanto, para controlar el error en zonas poco profundas como los estuarios se de

cumplir:

1 AnY Ac? 33

(+a)(_n) 0% 0°¢ cc<

H \At

Para profundidades pequefias como las presentes en estuarios este error de tiempo en

oo . . 1
dificil de controlar debido a que la ecuacion (2.56) depende de P factor que se

incrementa cuando aumenta la profundidad.
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Figura 2.5 .Mapa de profundidad de la Bahia de Cienfuegos.

Como se puede apreciar en la figura (2.5) dentro de la Bahia de Cienfuegos hay
pequerias variaciones de profundidad, no obstante, también se aprecia la existencia de
grandes areas de estuarios (de coloracion amarillo claro) luego de la division de Cayo
Carenas, donde H <<<. Esto trae consigo que la condicion impuesta para acotar el error
con respecto al tiempo en la sigma coordenada sea muy restrictiva e imposible de

cumplir en estas areas.

Por otra parte, en la salida del canal se aprecian grandes variaciones de profundidad
donde esta cae de 30 metros a 500 metros en cuestion de pocos kilometros. Por otra
parte, después del banco de Punta Sabanilla a unos 500 metros de la costa, la
profundidad cae a 100m y luego a mas de 1000 y hasta 2000 metros de profundidad
(coloraciones marron y violeta en la figura (2.5)).

Estas variaciones de profundidad son realmente considerables y provocan que la
condicién de Haney sea también muy restrictivay que para poder cumplirla se necesite
de un refinamiento extremo del mayado horizontal, lo que traeria consigo un aumento el

la propagacion de los errores de redondeo.
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Después de este analisis podemos llegar a la conclusion de que las coordenadas sigma
son ineficientes para su utilizacion en la discretizacion vertical de la Bahia de
Cienfuegos, ya que por sus caracteristicas especificas en la profundidad, los errores de

truncamiento con respecto a las coordenadas x y t no pueden ser acotados.

2.8. Coordenadas p

En el afio 2000 para la modelacion de las zonas someras del norte de Espafia, la
universidad de Cantabria desarrollo un nuevo modelo con unas coordenadas capaces de
disipar los errores que cometia la coordenada sigma con respecto a las coordenadas

horizontales y el tiempo. Estas son las llamadas coordenadas .
. . . a .,
Estas nuevas coordenadas consisten en aplicar a la derivada > la trasformacion ¢ y al

resto coordenadas cartesianas. En la figura (2.6) se representan las coordenadas .

Figura 2.6. Coordenadas f3

Estas coordenadas conservan muchas de las ventajas de las coordenadas sigma como
son:

e Igual nimero de capas en zonas profundas que en zonas someras (estuarios).
e Se adaptan a la batimetria.
e Fécil aplicacion.

e El ahorro en tiempo de computacion que proporciona el esquema.
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2.8.1. Analisis del error de la coordenada 8

Asumiendo que la variacion en z del sistema de coordenadas en un 4z es pequefia, se
puede obtener el valor de las variables después de un movimiento de 4z del eje vertical,

aplicando el desarrollo en series de Taylor:

out Az? 9%ut
t+At ot
Uy +Az = Uz -|-AZ—|Z1 +TW|ZI

P + 0(Az3) (2.57)

Despreciando los términos de orden superior a Az la expresion queda:

out
ultiy, = ul + Aza—z |, + 0(Az?) (2.58)
Dado que la posicion de los puntos viene dada por la transformacion o = % , el valor

de Az se puede calcular de la siguiente forma:

0H d
Az = zt1 — zt = (cH!™! + nt*1) — (6H! + 1) = OEM + a—ZAt + 0(At?) (2.59)

por lo tanto Az = (1 + o) Z—ZAt y sustituyendo en la ecuacion (2.58) queda:

out
— At + 0(At?, Ac?) (2.60)

dan
ulttr, =ul +(1+ 0) 5. Mt—

. . a a
Se puede apreciar que estas coordenadas el error no depende de H, sino de At, a—z y i :

Por lo tanto se podria utilizar el esquema en cualquier H empleando un At pequefio
(CASTANEDO, 2000).

En el proximo capitulo se trataran las ecuaciones de Navier Stokes transformadas por

este nuevo sistema de coordenadas. Para la resolucién de las ecuaciones en este trabajo
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se empleara la técnica splitting mencionada al principio de este capitulo. Méas adelante

en el tercer capitulo se explicard con mas detalle, como se acoplan los modulos a la hora

de la implementacion del modelo hidrodindmico.

En la tabla 2.1 ser hace un andlisis de cada una de las coordenadas que se estudiaron en

esta tesis para la representacion vertical.

Caracteristicas de
los modelos

z-coordenadas

o-coordenadas

[-coordenadas

Método de
resolucion

3D completo

Splitting  2D+3D

Splitting 2D+3D

Observaciones

Poca resolucion en zonas
someras.

Esquema rigido

Para que las zonas poco
profundas queden bien

Igual nimero de puntos
en vertical en zonas
someras que en zonas
profundas

Gradientes horizontales
en coordenada sigma, no

Igual nimero de
puntos en vertical en
zonas someras que en

zonas profundas

El error no depende de
H, depende de

representadas se valido para on du
necesitan un gran 0H At'a'g
ndmero de puntos en Ox >>>
zonas profundas Az=cte.
Validacion No valido No vélido Vélido

Tabla 2.1. Analisis de las coordenadas verticales

Luego de hecho el anélisis del comportamiento del error de cada una de las

representaciones verticales y analizando la tabla (2.1) podemos llegar a la conclusion de

que tanto las z-coordenadas como las o-coordenadas son incorrectas para la

representacion vertical de la Bahia de Cienfuegos, en cambio, las coordenadas B, se

adaptan a la batimetria y los errores de truncamiento en esta representacion vertical no

dependen de la profundidad.
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2.9. Conclusiones

Se hizo un analisis de los errores que cometen las representaciones de coordenada
vertical mas empleados por los modelos hidrodinamicos. Se propuso la coordenada que
mas se adecua para el estudio de la Bahia de Cienfuegos y se obtuvo la discretizacion
gue mas se adecua a los cambios de profundidad en la zona de estudio. Se obtuvieron las
ecuaciones de ambos modulos segln la transformacion B y se analizaron las condiciones

de estabilidad CFL para las ecuaciones de ambos modulos.
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Capitulo 3: Método de Resolucion y
Estabilidad

Este capitulo pretende obtener las ecuaciones que empleara cada médulo a la hora de la

implementacidn, ademas de hacer un analisis de la estabilidad del sistema.

Método de resolucion

Para la resolucion de las ecuaciones se determind emplear la técnica splitting. Las
principales ventajas de emplear este método fueron presentadas en el capitulo anterior.
El método divide al programa en dos médulos acoplados, uno interno y otro externo. En
el mddulo externo se resuelven las ecuaciones promediadas en la vertical y en el interno
se determina la distribucion vertical de las velocidades horizontales utilizando los
gradientes de superficie libre calculados en el primer mddulo.

A continuacion se ofrecen las ecuaciones que emplea cada mddulo

3.2. Ecuaciones del médulo 2D

Para promediar en la vertical las ecuaciones de continuidad y conservacion de la

cantidad de movimiento se uso la regla de Leibnitz cuya expresion es la siguiente.

o " K 0 da(x)
afa(x) f(x,2)dz = fa(x) af(x,z) dz + 9% f(B,z) - o f(a,z) 3.1)

3.2.1. Ecuacion de continuidad promediada en la vertical

Para promediar la ecuacién de continuidad de la masa se aplica la regla de Leinitz a los
-55-



dos primeros términos. Al tercer término no se le aplica porque es una derivada exacta.

[P [ s [P .
_haxz _hayz > z = (3.2)
J‘U a an b d 4 a (" d an
p _hu z —u(x,y,1) o u(x,y, )ax 5 _hv z —v(x,y,1) 3y

oh
—v(x,y,—h) @ +w(x,y,n) —w(x,y,—h) =0

(3.3)

A continuacion se utilizan las condiciones cinematicas en la superficie libre z = n, y en
el fondo z = —h, para lo cual se aplica la definicion de derivada material a la funcién
profundidad z.

Particularmente en la superficie libre, z = 7:

Dz an on on
Wy =ﬁ|z=fl =E+una+vn@ (34)
Repitiendo el proceso en el fondo , z = —h:
Dz oh oh oh

Wop = pple=n = —gp ~Uon g~ V-r gy (3.4b)

Al sustituir estas condiciones de contorno en la ecuacion (3.3)
a (7 a (7 on 0oh

F _hucd/z+aj_hvdﬂz+§+a=0 (3.5)
Expresando los términos de la ecuacion anterior en funcion de las velocidades
promediadas en la vertical (U, V) y la profundidad maxima H resulta:

JdUH o0VH O0H

= (3.6)

—t—t—=
0x Jdy Ot
Es importante sefialar que no se ha realizado ninguna hipotesis para la obtencion de esta
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ecuacion, por lo tanto, se trata de una expresion exacta.

3.2.2. Ecuacioén de conservacion de la cantidad de movimiento
promediada en la vertical

En este apartado se promediara la ecuacion de conservacion de la cantidad de
movimiento en la direccion x. La ecuacion en la direccion y se obtiene similarmente.
Primeramente se le suma a la ecuacién de movimiento una ecuacion de continuidad

multiplicada por u. Como resultado se obtiene:

n
6u+6u2+6uv+6uwd2_ "f & 1[’76padz J”On«ﬂz
ot  Jdx 0dy az) - _hv poJ_, 0x g _p 0x
—h

n
g.[" dpo g 0 j", 1.j" 0 -
- —72)—dz — — — dz dz + — —(—pu, u, ) dz

. na( *)w+1jna( ‘W) dz
— | —=(puv — | =—=(puw
o), 0y pu vy o), 0z puy Wy
(3.7)
Integrando cada término:
T ou d f” on oh

—dz =—

d N —
_, 0t ot ) T e T e e
" ou? 9 [ on oh
ow . _9 2 .2 Y91 5 on
0x iz ox _hu 4z =W ox M) 9x
—h
T ouv an dh

a ("
—(dZZZ—f uwdz — U, Vi =— — Uy Uiy =—
. ), OO COLCOFY

T duw
5, 47 = UepWa) ~ U-m)W(-h)
h
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Si se suman estos terminos y se utiliza las expresiones de wy,y y w(_p)obtenidas en

(3.4a) y (3.4b), resulta:
4]

n o (", a ("
Ef_hu«ﬂz+af_hu «ﬂz+@J_huvd]Z (3.8)

El primer término se puede expresar en funcién de la velocidad U promediada en la

vertical, pero los otros dos términos son desconocidos a piori.

ALY [ L [ 3.9
ot Ox _hu z dy _huv Z (3.9)

Promediando los restantes términos:

n
f fvdz = fVH
—h
1 (" dp, H dp,
— dz = —
poJ_p 0x po 0x
T on an
1 = oH—
gjhaxdz & 0x
n 0 H2 9
9 M- 2) Podﬂ g Po
PoJ_p 0x 2po O0x

3.2.3. Tensiones de Reynolds promediadas en la vertical
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3.2.4. Hipdtesis de Boussinesq

La propuesta més antigua y de uso mas extendido hoy en dia en modelacion numérica en
hidraulica, es el concepto de viscosidad de remolino de Boussinesq (1877), el cual, en
analogia con las tensiones viscosas en flujos laminares, asume que las tensiones de
Reynolds o turbulentas son proporcionales a los gradientes de la velocidad media
(CASTANEDO, 2000):

o =% % (3.10)
p t; tj - ax,] axi .

donde:
I': viscosidad de remolino absoluta;

u': fluctuacion turbulenta de la velocidad y u la velocidad media de un flujo turbulento.

Al aplicar la ecuacidn () a las tensiones de Reynolds se obtiene:

10 1 1 —_
x pax(pt t)+p__(pt t)+p__( pu, w')
Ju OJv Ju Jw
(—) h(_ FIPA L Gt
(3.11)
T, = —2 (—puu t)+ii( pvtvt)+ii( pv'w,)
po 0x po 0 po 0
6 du Jv v dv Jdw
h(ay P @ﬂl(za)"‘EGz(g"‘E
(3.12)

Suponiendo que el movimiento es hidrostatico, es decir:
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Dw 0 ow 0 ow 0 ow -0 ow 0
_— i _— [— —_— [—
Dt ot ox oy 0z

las expresiones (3.11) y (3.12) quedan de la siguiente manera:

Tx=ii< —pu;'u t>+ii( )+ (=i W)
po 0 Po 0 po 0z
ou du Jv Jd Jdu
IR <ay ) a2z
(3.13)
10 1 -
y = o0 ax( pv t t)+5_( pv t t) __( Pvt )
6 Ju OJv 0 Jdv ad odv
h(ay I )+—€h( 2 t3,53,
(3.14)

En este apartado promediaremos solamente las tensiones de Reynolds con respecto al eje

X ya que con respecto al eje y se obtiene de forma muy similar.
Aplicando la regla de Leibtniz a cada término de la ecuacion (3.13):

- "0 iy — ou_ dn ou_ 0oh
1—f_ha(eh f(eh) ua) Cr o

au oh
IL=| —(ep— cd]z=—f €p o

> —h 0z (EZ aZ) B (EZ aZ)77 (EZ az)_h - (TTI T—h)/pO

ah

I_j"@ avdz_aj" avdz v 677 v

—h
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desarrollando cada integral y aplicando las condiciones cinematicas presentadas en las

ecuaciones (3.4a) y (3.4b) se tiene:

9. 0 fn L0 o
1_6x[6h6x U 1- (Ehunax) (h —ha )
du_ dn dh JUH dey, 677 du, 677
(e hax)" ox (e hax) hox ax( hox T M x ox  h ox ox
9%n dey, Oh ou_p, oh 9°h ouy dn du_p, oh

gz " Y haxox M Tax ax MHhoxz T Ry ox . M Tax ox

o0UH dey 01 duy, 0n 9°n dey, Oh ou_y oh

oy ) Tty ey Ty oy ez T ey ey T oy oy
62h duy dn ou_y, oh
hhgy2 T By 8y~ Moy ay

| _J” 0 Ou dy = ou ou

—h

_ 9 avH de, 0n 9,9 92n de, Oh  dv_, Oh
B y(eh 0x )=y dy ox h 3y dy 9x ~hVn gy oy V=h dy 0x € dy 0x
0’h  dv,an  9v_,0h

—ChV=h Bxay €h 0x ay ~ A 0x @

Teniendo en cuenta que la hipétesis hidrostatica (Z—': ~ 0) implica que:

_, Oh du,oh  3h v, oh oy
(Ox)_h Tz T Ty ax " Ut dydx  ox dy (3.15)
y
9%n 9%n du, on 9%n dvy an
_ 3.16
gtox “haxz T ax ox  Mayox T ax dy (316)
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se llega a la expresion final:

JdUH dVH aUH
[ it = 326 G + 5 len G+ 51+ (= T
dey, an dh 6eh an dh an dh
ox PUn gy T2 gl = 5 i gyt U o Uy g T g
du, 0n du_p, dh du, dn  Ou_ hah d an dh
h[ax ax+ 0x ax] h[ay ay+ dy dy ehgg[ungg—ku_hgg]
d on oh on du, 0v, oh du_, O0v_, d%n

~engy g, Tl g gt gl meng gt e g o
(3.17)

Los tres primeros términos de (3.17) son utilizados por Blumberg y Mellor (1987), para
expresar la difusion horizontal en 2D. NOtese que esto es correcto siempre que se puedan

despreciar los gradientes de la superficie libre y el fondo, cosa que no ocurre en la Bahia
de Cienfuegos donde DZ_Z >>>. Por lo tanto la expresion utilizada por Blumberg y

Mellor (1987) no es valida para el estudio de esta tesis.

3.2.5. Ecuaciones de difusion para la temperatura y la salinidad
promediadas en la vertical

oc ,0C, ,0C_19 9C 19 - 0oC 218
at  ox dy Hox *ox Hay Yoy ¢ (318)

C: es la temperatura (en grados Celsius) o la salinidad, promediada en vertical,
D, D, : coeficientes de difusion horizontal;

F¢: representa fuentes o sumideros.
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3.3. Ecuaciones del modulo 3D

Las ecuaciones de modulo 3D se obtienen transformando las ecuaciones (2.39) — (2.44)
de coordenadas cartesianas a coordenadas 3.

Ecuacion de continuidad

6u+6v+law_0 3.19
ox dy Hoo (319

Ecuaciones de conservacién de la cantidad de movimiento.

e U— 4 V——— —fy = —— —g—a L g2 _Z
ot T Yax ey THae VT T ox Yo ( 2

+626u+6 6u+6v+16 6u
ax[ € ax] ay[eh(ay ax)] H? 60[6260]

ou ou du wodu 1 dp, 617 6,00 OJ
a VA

(3.20)
v v v wav _ 10p, om g dpy g 0 f” ,
at ”a Ua Hao ~ po Oy dy p ( )ay Po 0y P
4 0 du Jv 0 ) v 1 0 dv
ax Gy T3l T gy el t g e g5
(3.21)
Ecuaciones de difusion para la temperatura (T) y para la salinidad (S)
6T+ 6T+ 6T+w6T 6D6T+6D6T+1 aDaT 3.2
ot " "ox "9y "Has ox "ax ay "9y HZdo *do (322)
as as as waS o0 as 0 as 1 0 as
—tU—+V—+——— (3.23)

it Vot Vay T axrax Toy ey T H200 2 30

3.4. Condiciones de contorno
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Las condiciones de contorno de las ecuaciones son las impuestas en la superficie

libre z = n(x,y) yenel fondo z = —h(x,y)

3.4.1. Tension tangencial en la superficie

La tensién tangencial en la superficie, es condicién de contorno de las ecuaciones 3D y
modelo de cierre de las ecuaciones promediadas:

1 du dv
Epofz(g'g) = (Txo () Tyo(n))

Estas tensiones son las provocadas por el efecto del viento y para su formulacion es
usual la utilizacion de la siguiente ley cuadratica (FALCONER, 1994):

Txc(n) = CapaVVxW
Tyon) = CaPa Wy W

donde

C,: coeficiente de arrastre del viento C, = 0.0026;

P densidad del aire;

W,.: componente de la velocidad del viento en la direccion x, W, =W cose;
W, : componente de la velocidad del viento en la direcciony, W,=Wseng;
@: angulo formado por el viento y el eje x;

W: velocidad del viento a 10 metros de altura de la superficie del mar.

3.4.2. Tension tangencial en el fondo
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La tension tangencial en el fondo es, como la tension en la superficie, condicién de

contorno del modo 3D y modelo de cierre de las ecuaciones promediadas:

1 du dv
Epoez(%lg) = (Txo(=h) Tya(=h))

Tya(=h) = PoCp|V[uc_p)

Tyo(—h) = PoCp |V [v(—n)

donde

[V |:es el mdulo de la velocidad horizontal en el fondo:

V= J Wm)? + W)

Cp: es el coeficiente de arrastre dado por Blumberg y Mellor en 1987;

1 h + Z(—h)

Cp = (5In )~

Zy

donde:

K: es la constante de Von Karman;

h: es la profundidad del punto respecto del Nivel Medio del Mar (NMM);

Z(—_h), V(=h)» V(=h)- SON la coordenada z del punto de la malla mas cercano al fondo y

sus correspondientes velocidades, respectivamente;

Z, es un parametro que depende de la rugosidad del fondo.

3.4.3. Flujo de sal y temperatura
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3.4.3.1. Flujodesal y temperatura en el fondo

El flujo de sal y temperatura en el fondo se considera nulo

LN
pO Z(az'az)_(’)

3.4.3.2.  Flujo de sal y temperatura en la superficie

El flujo de sal en la superficie libre se supone despreciable, en cambio se supone

un flujo de temperatura entre la atmosfera y el mar, Q:

, 0T s o
poD, (5, 2) = (2,0)

donde 2 se calcula mediante la siguiente formulacion (Mellor, 1996):

0= PaCt|W|(T10 - Ts)

En esta expresion pa es la densidad del aire (a 20°C y a presion atmosférica, pa= 1.21
kg/m?); C; es un coeficiente empirico adimensional, que para condiciones de viento
medias puede valer aproximadamente Cr=0.001; T;, es la temperatura del aire a 10
metros por encima de la superficie del mar y Ts es la temperatura de la superficie del

mar.

Para calcular Dz, se asume que en condiciones homogéneas (sin estratificacion), los
remolinos turbulentos transportan momento practicamente de la misma forma que

transportan calor o0 masa, por lo que se puede asumir (BLOSS, 1988):

DZzEZ

3.5.  Acoplamiento de los dos modulos

La estrategia de la técnica splitting es la siguiente: en cada incremento de tiempo de
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calculo, A4z, se hacen dos pasos. Primero, en el primer moddulo, se calculan las
velocidades promediadas, U, V, la densidad, p,, (calculada a partir de la temperatura y
de la salinidad promediadas) y la superficie libre, 1, con las ecuaciones (2.39), (2.40),
(2.43), (2.44). Despues, en el mddulo 3D, se resuelven las ecuaciones (3.19) — (3.33) y
se calcula la distribucién vertical de las velocidades y de la densidad, y la tension
tangencial en el fondo.

El médulo 2D le pasa al 3D los valores de las velocidades promediadas y de los valores

on oy apy 0 . .
de ﬁ%% y aLyO . Con estos datos, el médulo 3D calcula el valor de las variables

u®, M, @ 5 5O

Al resolver las ecuaciones en dos modulos distintos, puede existir una ligera tendencia a
la desviacion entre la integral vertical de las variables obtenidas con el modo 3D, U™ |

y las promediadas calculadas por el 2D, U:

1 "
_fumwzumzy
HJ_y
1 "
—fvmwzvmzv
HJ_

1" 1 1
ﬁjp“w=m”%m
—h

Esta desviacion se puede producir debido a los diferentes errores de truncamiento
existentes en ambos modulos. Para evitar este error, se reemplaza, en cada paso de
tiempo, At la integral vertical de las variables calculadas por el 3D (velocidad y
densidad) por los valores promediados calculados por el médulo 2D (Blumberg, 1987,

JIN, 1993). Por ejemplo, la velocidad total horizontal en el eje x, se calcula:
u=U+u
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donde
u: valor total de la velocidad horizontal en la direccion del eje x;

U: velocidad horizontal en la direccién del eje x promediada en vertical, calculada por el
modulo 2D;

u’: desviacion de la velocidad respecto de su valor promediado. El valor de esta variable

se calcula de la siguiente forma:
I 1 r]
u :u(l)—_f u(l)dz
HJ_y

siendo u(® la velocidad total calculada por el médulo 3D.

De esta forma, el valor total de una variable es la suma de la media obtenida con el
modulo promediado y de la fluctuacion calculada con las ecuaciones totales. Asi, en
cada paso de tiempo del programa, se hace un reajuste entre los dos mddulos para
garantizar su correcto acoplamiento. Una vez realizado este reajuste el médulo 3D
calcula la velocidad vertical, w, a partir de los valores de las velocidades horizontales u 'y
v, utilizando la ecuacién de continuidad, (3.19). En la figura 3.1 se puede ver un

esquema que representa cémo estan relacionados los dos médulos.
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b= =an

Muodo 3D } t

AT = nat

Figura 3.1. Método splitting.

3.6. Salto de rana

El leap frog o salto de rana (Asselin, 1972) es un filtro deébil usado por la mayoria de los
modelos para evitar los problemas de divergencia obtenidos ante pasos de tiempo pares e

impares propios de un esquema centrado en diferenciacion temporal.

a
F'=F" + E(F"” — 2F" + F*1) (3.24)

donde:

F*: es el valor de la funcion suavizada en el nodo “n”.

Segun las recomendaciones de la Guia de Usuario de POM (Mellor, 2003), el valor de a
se adopta igual a 0.05.
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3.7. Condicion de Courant-Friedrich-Lewy

La estabilidad esta dada en el sentido de que cualquier variacion producida en la
solucién de la ecuacion diferencial, debida a variaciones de las condiciones iniciales,
también debe producirse en la solucion de la ecuacion en diferencias. Es, en

consecuencia, una condicion necesaria de convergencia.

La condicién de estabilidad de Courant-Friedrich-Lewy o condicion CFL establece que
el dominio de dependencia del sistema de ecuaciones diferenciales o fisico incluya al
dominio de la ecuacion en diferencias o numerico, con el objetivo de las variaciones
producidas en las condiciones iniciales del sistema de ecuaciones diferenciales estén
también en la solucion de la ecuacion en diferencias. Nétese que es una condicion
necesaria para la convergencia del sistema, si esto no fuera asi, resultaria imposible para
la solucién numérica converger a la solucion exacta, pues al refinar la malla siempre
habria informacién fisica relevante que quedaria fuera del dominio de dependencia
numérico. La interpretacién geométrica con una red espacio-temporal de pasos Ax y At
seria:

P ,4!

_'3_% I xm

B, xﬁ\.\xxx 5,
ﬁ.‘x'x\:\?*_ x‘wx@ e,
oy oy x N‘\
.ﬁx o 4 *\\
AN N

H H&Q‘u\ x'\\ a*xm
h\xmx N\\.\\.'\\.\\.a ‘Ax x\x,&,\ﬁﬁﬁ_}uﬁh‘}k\\x\uﬁ-\ ‘“\-;‘
h&xxxwﬁxaxm B e o e )
Ao uuuxnxhx a{\nhxxtho e

® 0 © RS
F. Ty iy, 5‘\ ‘.-‘f:x ‘x\.\_\_‘x, — ——— e 9
c At <€ Ax c At > Ax

Figura 3.2. Representacion geométrica de la condicion CFL en dos dimensiones.

El area rayada representa el dominio de dependencia fisico, mientras que el &rea
delimitada por los puntos en negro representa el dominio de dependencia numérico.

Cada punto en negro representa un nodo, Yy los tres puntos inmediatos bajo él,
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representan la dependencia que tiene del propio nodo y de los nodos anterior y siguiente.
Esta dependencia esta dada por el salto de rana empleado para filtrar la solucién

(Ecuacion 3.24). En este caso, la condicion CFL se traduce a que ¢ At < Ax

Para el caso bidimensional, el dominio de dependencia fisico es el cono caracteristico:

(x —x0)* + (y — ¥0)* = c2(t — tp)*

El esquema de salto de rana hace depender la solucion del esquema numérico

u"O“(me,myO) de los nodos wu"(m,, +1,m, +1) que estan situados en los
veértices de un rombo en el plano t, = nyAt centrado en (meAx = Xo, My, Ay = yo) y

semidiagonales Ax y Ay y del nodo u™~!(m,, m,, ).

La superficie caracteristica interseca al plano t = t, en una circunferencia de centro
(meAx = X0, My, Ay = o) Y de radio cAt El criterio CFL impone que la piramide de
dependencia incluya al cono caracteristico, lo cual se cumple si el rombo intersecado en

cualquier instante de tiempo, circunscribe a la circunferencia intersecada, es decir, si:

cAt <

-71-



(m, AX,m wo Ay, 0 At)

X
Figura 3. . Dominios de dependencia de las soluciones tedrica y numérica

En la parte 2D del modelo se resuelven las ecuaciones de ondas largas, derivadas de las
ecuaciones de Navier — Stokes, promediadas en vertical. En este modulo, se calcula la
propagacion de ondas de gravedad en superficie, y la condicién de Courant — Friedrisch

— Lewy (CFL) queda de la siguiente manera:

At
c—————=<1

JAXZ + Ay?

Donde c es la celeridad de las ondas de gravedad externas, ¢ = ,/gH y At es el paso de

tiempo empleado en el modo externo.

En las ecuaciones de transporte de Ty S, la difusién se aproxima mediante un esquema
explicito, por lo que la estabilidad esta estrictamente relacionada con el nimero de
Peclet:

2D, 2D,
Gz a2
Ax Ay

+ 2D, AT <1
Azz) -
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donde T es el paso de tiempo para el mdédulo interno

La ecuacidn anterior es la condicidn necesaria en el moédulo 3D, mientras que en la parte
promediada se transforma en:

2D,
Ax?

donde t es el paso de tiempo para el médulo externo

2Dy,
=+ A—yz)At <1

Conclusiones:

Se demostré ineficiencia de las coordenadas sigma en la modelacién de zonas

con fuertes gradientes de profundidad.

e Se planteo la transformacion de coordenadas “B” que mas se adecua a los

cambios de profundidad dentro y fuera de la bahia de Cienfuegos.

e Se obtuvieron las ecuaciones del médulo interno y el médulo externo segun la

transformacion f3.

e Se propusieron las condiciones de estabilidad CFL para las ecuaciones de ambos

modulos.

Recomendaciones:

e Hacer un analisis preciso del paso 6ptimo a tomar para el disefio del mallado.

e Implementar los cambios propuestos en este trabajo con el fin de verificar las

mejoras previstas teéricamente de las soluciones del problema en cuestion.
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