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Resumen

En el presente trabajo se aborda un problema parabdlico con condiciones de contorno de
gran complejidad que es reducido, mediante el operador de Fourier, a un Problema de
Contorno de Riemann con solucion conocida. A partir de la solucion del Problema de
Riemann se obtiene la soluciébn en cuadraturas del problema parabdlico inicialmente

planteado para casos particulares de suma importancia en las aplicaciones.



Abstract

In this paper a parabolic problem with complex boundary conditions has been transformed
into a Riemann boundary problem of known solution by means of the Fourier operator.
This allows the obtention of quadrature solutions in a variety of widely generalized

particular cases of the original problem.
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Introduccion 1

Introduccion

Las ecuaciones de la Fisica — Matematica constituyen una herramienta fundamental en la
investigacion de muchos especialistas en diferentes ramas de la ciencia. A través de la
resolucion de las mismas se puede obtener informacion de como evoluciona un sistema
fisico determinado y de esta manera facilitamos su estudio. Dentro de las ecuaciones de
la Fisica — Matemética las Ecuaciones Diferenciales Parciales asumen un papel muy
importante, ellas se agrupan en tres grandes grupos: Elipticas, Hiperbdlicas y
Parabdlicas. De manera general las Ecuaciones Elipticas modelan multiples procesos
estacionarios y no estacionarios, las Hiperbolicas modelan los procesos de oscilaciones y
las Ecuaciones de tipo Parabdlicas rigen procesos de transferencia de calor y difusion,

entre otros.

En el Banco de problemas del estudio de las Ecuaciones de la Fisica — Matematica se
plantea que las dificultades que existen en la solucion de los problemas que conducen a

las ecuaciones citadas anteriormente se debe a:

1. Lainexistencia de una teoria sistemética en el tratamiento de los problemas de la
Fisica — Matematica lo cual ha constituido un obstaculo en la resolucion de dichos
problemas.

2. La literatura especializada en el tema resuelve las ecuaciones antes mencionadas
por diferentes métodos analiticos y numéricos como el método de Runghe Kutta,
el método de las Transformadas de Laplace y Fourier entre otros, los que resultan
Mmuy engorrosos en ciertas ocasiones sobre todo inaccesibles para ingenieros y

profesionales que trabajan en estas areas.
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3. Estos problemas se resuelven para situaciones fisicas muy especificas
reduciendo asi los marcos de aplicacién de los métodos citados anteriormente,
nos referimos por ejemplo a las llamadas condiciones de fronteras e iniciales de
primera, segunda y tercera especie.

4. En una gran cantidad de casos practicos se observan fallas a la hora de aplicar
los teoremas de existencia y unicidad, pues se ha podido notar que en ocasiones
resulta que debemos afadir condiciones adicionales a las ya mencionadas
condiciones complementarias, para de esta manera obtener una solucién Unica
gue refleje la realidad fisica del problema.

5. La inexistencia de Software adecuados y atractivos, no solamente para un
especialista en el tema, sino también para un usuario general, ha representado un
freno real cuando se requiere modelar de la manera mas fiel posible un
determinado fenémeno.

6. Cuando las condiciones de contorno se complican, y se expresan en regiones
infinitas, con valores diferentes en semiejes y semiplanos, la teoria clasica falla, y

debemos buscar otros recursos teoricos para encontrar la solucion analitica.

El cual corresponde a las siguientes Preguntas Cientificas:

1. ¢Como resolver problemas de tipo parabdlico, cuando las condiciones de
contorno estan dadas por semiejes, para lo cual falla la teoria clasica?

2. ¢Como determinar clases de funciones suficientemente buenas para resolver el
problema anterior?

3. ¢Cbémo aplicar la teoria sobre la solucién del Problema de Riemann con el auxilio

de la Transformada de Fourier a los problemas de tipo parabdlico?
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4. ¢Cbmo ofrecer los resultados de una manera funcional, de forma que sean utiles

a los profesionales que utilizan este tipo de modelo?

Por tanto por todo lo dicho anteriormente, el Problema Cientifico, se puede enunciar del
siguiente modo: No existe ningliin método clasico en la bibliografia existente que permita
obtener la solucién analitica del problema citado anteriormente: ¢COomo resolver un
problema parabdlico con condiciones de contorno complejas dados por semiejes, para el

cual no conocemos ninguin método clasico de solucion?

En el Marco Teérico de esta investigacion podemos argumentar que los fundamentos
cientificos de nuestra investigacion vienen dados por los resultados obtenidos en la
segunda mitad del siglo XX sobre los problemas de contorno de la teoria de funciones
analiticas, y por los resultados obtenidos por el grupo de Ecuaciones Diferenciales de la
Facultad de Matematica, Fisica y Computacion, tanto en el estudio de la estabilidad y la
solucion del Problema de Riemann, como en la definicion de las clases de funciones
suficientemente buenas para la aplicacion de la Transformada de Fourier. Ademas, el
referido grupo ha resuelto los problemas del tipo anterior en los casos elipticos e
hiperbdlicos, reduciendo el problema de contorno original a un problema de contorno de
la teoria de funciones analiticas (Problema de Riemann), con el auxilio de la
Transformada de Fourier. En la presente investigacion se realiza el estudio del caso

Parabdlico utilizando una teoria similar.

El Campo de Accidn: Solucion de problemas de tipo parabdlico con condiciones de
contorno complejas y el Objeto de nuestra investigacion es: Los problemas de contorno

de la Fisica — Matematica.
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El Objetivo de nuestra investigacion consiste en: Resolucién de un Problema Parabdlico
con condiciones de contorno complejas, por reduccion a un Problema de Riemann,

utilizando la Transformada de Fourier.

El Tipo de Investigacién en la cual estamos trabajando es teérico se ofrece la solucion
de un problema parabdlico con condiciones de contorno complejas, en cuadraturas, lista

totalmente para su aplicacion a problemas de la Fisica — Matematica y a la tecnologia.

Los Métodos de Investigacion cientifica utilizados fueron el analisis y la sintesis para
obtener las diferentes variables que intervienen en el problema estudiado, establecer las
analogias y diferencias con otros problemas de contorno y determinar las técnicas
posibles a emplear.

El método inductivo — deductivo apoyado en la abstraccién nos permitié determinar las
vias correctas para la solucién del problema y su generalizacion en un método
organizado de trabajo.

La abstraccion se utilizo para la comprensiéon del problema cientifico planteado, lo cual
permitié profundizar en sus diferentes aristas y establecer relaciones con otros resultados
obtenidos.

El método historico fue esencial para el estudio del desarrollo histérico de los problemas
de contorno de la teoria de las funciones analiticas y su estado actual, mientras que el
método légico, apoyado en el estudio historico, nos permitid investigar las leyes

generales y esenciales del funcionamiento y desarrollo del fenédmeno estudiado.

La Novedad Cientifica de nuestro trabajo posee gran importancia pues mejora en gran

medida el tratamiento de las ecuaciones de la Fisica — Matematica con condiciones de
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contorno con alto grado de complejidad, porque cuando estas se expresan en regiones
infinitas, con valores diferentes en semiejes y semiplanos, la teoria clasica falla, y
debemos buscar otros recursos tedricos para encontrar la solucién analitica.

A través de este trabajo introducimos un nuevo método, no reportado en la literatura
clasica para enfrentar los diferentes problemas de la Fisica — Matematica y se establecen
condiciones para determinar si el problema propuesto esta correctamente planteado.

Al presentarse los resultados en cuadraturas, especificamente en integrales complejas,
se ofrece una herramienta fundamental a los especialistas de diferentes campos que se
enfrenten a modelos de tipo parabdlico con un alto nivel de complejidad, pues no se
requiere que conozcan en detalle la teoria utilizada.

También con el presente trabajo se posibilita la creacién de un software que facilite la
solucion directa de problemas del tipo antes sefialado, a partir de la forma en que se
presentan los resultados obtenidos.

La aplicacion de los resultados a obtener estan limitados a Ecuaciones Diferenciales
Parciales con Coeficientes Constantes, y a regiones en que algunas de las variables esté
definida en un dominio infinito (bandas, semiplanos, cilindros), o que se pueden reducir a
algunas de estas regiones por una transformacion conforme.

La Tesis esta distribuida de la siguiente manera:

En el Capitulo 1 se establecen definiciones y resultados auxiliares asi como clases de
funciones que son de suma relevancia para el estudio realizado. Ademas hacemos el
planteamiento del problema en cuestion, consistente en encontrar la solucién a una
ecuaciéon en derivadas parciales de tipo parabdlico con condiciones de fronteras muy
generales. La misma se buscara en una cierta clase de funciones de amplia aplicaciéon
practica. Usamos la técnica propuesta en [1] y [2] para reducir nuestro problema a un

Problema de Contorno de Riemann cuya soluciéon es conocida, para ello usamos el
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operador de Fourier y finalmente encontramos una ecuacién funcional que constituye un
Problema de Riemann.

En el Capitulo 2 estudiamos las condiciones de solubilidad del Problema de Riemann
mediante condiciones necesarias y suficientes para que el coeficiente y el término
independiente de dicho problema estén en las clases de funciones adecuadas. Es
interesante el estudio realizado sobre el valor del indice y los diferentes valores de
acuerdo a los coeficientes del problema.

En el Capitulo 3 se determina la solucién del problema en cuadraturas y se establecen
condiciones para que el problema esté correctamente planteado. Todo esto se recoge en

una serie de teoremas que resumen los resultados obtenidos.
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Capitulo 1: Problema de Contorno General de tipo Parabdlico. Reduccion a un

Problema de Riemann.

En el presente Capitulo hacemos el planteamiento del objeto centrado de nuestra
investigacion: el estudio de un problema de contorno de tipo parabdlico con condiciones
de contorno complejas, definidas de manera diferente en cada semieje de la recta real.
Para ello se plantean definiciones y resultados auxiliares utilizados por el grupo de
Ecuaciones Diferenciales de la Facultad en la solucién de problemas de tipo Eliptico e
Hiperbdlico.

En el Capitulo se utiliza la técnica de Chersky para reducir el problema de la Fisica —
Matematica estudiado a un Problema de Riemann, cuya solucién general ha sido

estudiada anteriormente en [1] y [2].

1 .1 Definiciones y resultados auxiliares.

En el presente epigrafe trabajamos con una serie de definiciones y resultados
auxiliares dados en [2] las cuales constituyen también una referencia obligada en el
desarrollo del trabajo.

Se hace hincapié en las definiciones de Integral de Fourier y Clases de Hoélder las
cuales, junto a otras clases definidas con anterioridad, contribuyen el basamento
tedrico de nuestro trabajo. También se aborda el importante concepto de indice.

Dada la funcién f : R — C, si existe la integral

1 +00 N 1 +00 y
FO0=—— [ f(t)e™dt fO=—7= JF(e™dt | para  aigan

X real, se denomina Integral de Fourier de f,F (Integral de Fourier Inversa de F, f).
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Riemann.

Si se determina una clase de de funciones f(F), entonces la funcién V (V ') definida
por: F(x)=V{f ()}, f(t)=V {F(Xx)}se denomina operador directo (inverso) de
Fourier. Se define el indice (ver [4]) de una funcién compleja continua y que no se

anula sobre el eje real, m(t) = m,(t) +im, (t), t € R, de la forma siguiente:

ind m(®) = {argm(]"Z = [Inm(®]7 = [d[nm(v)

Las integrales anteriores deben entenderse en el sentido de Stielties si m(t) no es

diferenciable y es de variacién acotada. Del teorema del resto logaritmico (Principio

del argumento) se tiene que si m(t) es el valor de contorno de una funcién analitica
en el semiplano superior (inferior), con excepcion quizds de un namero finito de polos
en este semiplano, entonces se cumple la siguiente igualdad:

Ind m(t) =N —-P (Ind m(t) =P —-N)
Donde Ind m(t) denota el indice de m(t)y por N, P se denota el niUmero de ceros y

polos en el semiplano superior e inferior respectivamente considerando cada cero y

polo tantas veces como su orden de multiplicidad.
En este trabajo se denota por K a los conjuntos numéricos R 6 C.

Sea f una funcion f R — K, se dice que f pertenece a la clase de Hélder, si

existen constantes Ay 4, A>0,y A€ (0,1] para las cuales se verifica:
2
1 [F0G) = F(x)| < AX, —x|” VX, X, e R

N >0:si ‘Xl‘ > N,‘Xz‘ > N se cumple que:

A

2 [F(x)— F (%) < A VXX, € R,

2 1
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las constantes A y A se denominan respectivamente coeficiente e indice de Holder. La
clase de las funciones que satisfacen la condicion de Holder para un mismo indice A se

denotan por H, (R).
Se cumple que D,(R)c H,(R)cH, (R)c=H, (R)=C(RN), para 0< 4, <4, <1,
donde por D,(R)se entiende la clase de las funciones f :R — R con derivadas

acotadas sobre ‘R que cumplen,

lim f(x)= xllrl f(x)

X—>+00
Se verifica facilmente que A4 e (O,l] la clase H,(%R)con la suma y el producto por un

escalar usuales de funciones es un algebra asociativa.

+00
2
Decimos que f:R — Kes un elemento de L,(R)si _ﬂf(x)‘ dX <400 El espacio
L"2(R) es el espacio de funciones F*de L,(R)que son prolongables analiticamente al

semiplano superior y >0 y cumplen con:

T‘F f(x+ iY)‘de < cté lamisma Vy>0

—00

También L 2(R)es el espacio de funciones F de L,(R)que son prolongables

analiticamente al semiplano inferior y <0 y cumplen con:

T‘F S(x+ iY)‘z dx < ctela misma vy >0

Se conoce el siguiente teorema (segun [4]).
Para que la funcién f, (x)sea elemento de L,, (R)es necesario y suficiente que su

transformada
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F*(t) =V{f, (x)}seaelemento de L"2(R)

Para que la funcion f (X)sea elemento de L, (R)es necesario y suficiente que su
transformada

F~(t) =V{f_(x)}sea elemento de L 2(R)

La clase de las funciones L*(R) se define por L*2(R) =L, (R)"H,(R).

La clase de las funciones L, (R)que pertenece a una de las funciones de Holder se
denotan por el simbolo {{0}} 0 sea,

{ol}= U H,®)L,®)

2<(0]
Los espacios {O}l son aquellos de las funciones que tienen su transformada en L*2(R),
o sea V{f(x)}es elemento de L*>(R),si f {0}2 :
La clase de las funciones f € {0},tales que f =0si x<O0(x>0)se denotan por

L*2- (R) (L*2-(R)). La clase de las funciones f eL,(R) tales que f =0si
X < 0(x > 0) se denotan por L, (R)(L,, (R)).

La clase de las funciones F € L’; (M) que son prolongables analiticamente al semiplano

inferior (superior) y que satisfacen que

+00

[[F-(x+iy)| dx< M,siy<0(ﬂF+(x+iy)\2dx< M, siy > 0) donde M es

independiente de Yy, se denota por L, (R)(L:" (N)).
La clase de las funciones f que no se anulan sobre Ry tales que f(+w) =1y (f —1)es

elemento de L;"(R) (L (N)) se denotan por L;" (R +1)(L; (R +1)).
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Del teorema y definiciones anteriores se tiene el teorema siguiente: Una condicion

necesaria y suficiente para que la funcién f pertenezca a L, (R)(L;_(R))es que su
Transformada de Fourier F pertenezca a Li" (R)(L: (R)).
Definicién de Operador P*:
P* L5 (R) > L3 (R)
f > P*(f)=(VoT oV *)f

donde T* :{0}, — L. (R)

h(x) — T*(h(x)) = %(signt +1)h(x) = h, (x)
Dado un Problema de Salto
F7(x) = F~(x) = H(x) € L;(R)(L,(R))
P*(H(x)) = (VoT “oV )H (x) = (VoT “)V " (H (x))
VH(H(x) = h(x) {0},
P*(H(x)) =VoT *(h(x) =V (h, (x)) € L. (%)

P*(H(x)=F"(x) e ;" (%)
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1 .2 Planteamiento del problema general.

En este epigrafe procederemos a realizar el planteamiento del problema de contorno
general de tipo Parabdlico con condiciones de contorno complejas:

Dada la Ecuacion Diferencial Parcial de tipo Parabdlico

Uy (% Y)+ku, (X, y) =9g(x,y), k=0 (1.2.1) Ya

en la region b
D={(x,y) e R*:0< y < +x} (1.2.2) // //

y las condiciones de contorno

ﬂOOu(X’0+) + ﬁloux (X’0+) + ﬂ01uy (X10+) = gll (X), X< 0 (123)
YooU(X,07) + 730U, (X,07) + 71, (X,07) = g, (X), X > 0 (1.2.4)
donde gy yy; i =0,1; J =0,1son numeros reales

gel,(RM), gy €L, (-0,0)yg,, € L,(0,+x)

Se desea encontrar condiciones sobre los elementos conocidos de (1.2.1), (1.2.3) y
(1.2.4) para que la ecuacion (1.2.1) tenga soluciéon uUnica en la regién (1.2.2), que

satisfagan las condiciones (1.2.3)- (1.2.4) y que pertenezcan a la clase.

S={ueF(D):Uy eL,(R),u, eL,(R),ueL,(R)0<y+uw} (1.2.5)

donde F (D) es la clase de funciones que estan definidas sobre el semiplano D.

El problema est& bien planteado porgue el nimero de condiciones de contorno (2) es

igual al orden de la ecuacion diferencial con respecto a y (1), por el nUmero de regiones

(1), méas uno (ver [3]).
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1 .3 Reduccién a un Problema de Riemann.

A continuacion se aplica la técnica descrita en [3] para reducir el problema planteado en

1.2 a un problema de Riemann para el semiplano,

a) Aplicacion de la Transformada de Fourier a la ecuacion (1.2.1). Realizando

esta operacion se obtiene la ecuacion diferencial ordinaria:

kW— XU (x,y) =G(x,Y) (1.3.1)
y
b) Obtencion de la solucion de la ecuacion diferencial (1.3.1)

La raiz de la ecuacidn caracteristica

kz—x*=0 (1.3.2)

correspondiente a (1.3.1) es

X2

2(x) = (1.3.3)

Luego la solucion general de (1.3.1) es:

U(x,y) =C(x)e*™ +V (x,Y) (1.3.4)

donde V (X, ¥) es una solucién particular de (1.3.4) que viene dada por

X2

—y 2

k X
[Gxyre < dy (135)

V(xy) =
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y C(X) es una funcién arbitraria que debemos determinar.

¢) Adaptacion de las condiciones de contorno (1.2.3) y (1.2.4) para la aplicacion

de la Transformada de Fourier.

Con ese objetivo se introducen las funciones f, y f_

£ (x)= funcion desconocida de L,, (R), x>0
Y0 X <0

{O x>0
f (x)=

funcion desconocida de L, (R),x <0

Estas funciones permiten escribir (1.2.3) y (1.2.4) en la forma

BooU(X,07) + Bou, (X,07) + By, 3_;()(’0+) =0y () + (), |X| <+  (1.3.6)

s N du .
7ooU(X,07) + 730U, (X,07) + 7oy d7y (%,07) = 9. (¥) + f_(X), X‘ <+ (1.3.7)

donde

_J9u, x<0
gll(x)_{o ,XZO

d,, X>0

g12+(x)={o ,XSO

d) Aplicacion de la Transformada de Fourier a las nuevas condiciones de

contorno.

Realizando esta operacién en (1.3.6) y (1.3.7) se obtiene:
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BV (x,07) —ixB,U (x,07) + By C(Ij_L;(X’(y) =G, (X)+F " (x) (1.3.8)

+ : + du + + -
Yo (%,07) =Xy U (X,07) + yoy W(Xao )=G,()+F (x) (1.3.9)

De acuerdo a la definicion de f, y f_las funciones F (x) y F'(x) se pueden
considerar (ver [4]) como los valores limites de las funciones F(z) y F*(z), analiticas

en el semiplano inferior y superior respectivamente, que satisfacen las condiciones:

+00 +00

HF‘(x+iy)‘2dx< M,siy<0 ”F*(x+iy)‘2dx< M,siy>0

Respectivamente, donde M es el mismo para todas las y

e) Obtencion de una ecuacién funcional en la cual las Unicas funciones

desconocidas son F'y F:

A partir de (1.3.4) se obtiene facilmente

d—U(x, y) = z(x)C(x)e*™” +d—v(x, y) (1.3.10)
dy dy

Sustituyendo (1.3.5) y (1.3.10) en (1.3.8) y (1.3.9), y efectuando las operaciones
necesarias se obtiene el sistema:
P.(X)C(x)—F"(x) =H,(x) (1.3.11)

P,(X)C(x)—F (x) =H,(x) (1.3.12)

donde

2 2

. X . X
P.(X) = By — Xy +?ﬂ01 y Po(X) =y =Xy +— 70
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H, (0 = Gy (X) — (Bop — B0V (%0°) —ﬁm‘i—‘y’(x,ow

+ : + dv +
H, (X) =Gy (X) = (760 — IXy30)V (X,0 )_yOlTy(X’O )

donde a partir de (1.3.5) se tiene:
1. 2y
V(x,07)==1lim '[G(x, y)e « dy
k y—o*

Si V(x,07), xV(x,0)y d

% pertenecen a L, (R), es evidente que H,(X)y

H, (x) pertenecen a L, (R)
De (1.3.11) obtenemos:

Fr09, Hi()
P00 RO

C(x) = (1.3.13)

sustituyendo (1.3.13) en (1.3.12) obtenemos el Problema de Riemann

F*(xX)=D(X)F (x)+H(x) (1.3.14)

P ) - B0

donde D(x) = P, () y P, (%)

H,(x) - H,(x)
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Capitulo 2: Condiciones de solubilidad del Problema de Riemann obtenido a partir

de un problema parabdlico complejo. Andlisis del indice.

En este Capitulo se determinan condiciones necesarias y suficientes sobre los
coeficientes de (1.2.1), (1.2.3) y (1.2.4), para que el coeficiente y el término independiente

de (1.3.14) satisfagan las condiciones correspondientes al problema de Riemann.

De acuerdo a [2], para obtener la solucién de (1.3.14) en la clase L;"(R)(L,(R)), se
requiere que D(X) pertenezca a la clase L} (R +1)y el término independiente pertenezca

a LJ(MN)(L,(R)); siendo Li(R+1)la clase de las funciones f que satisfacen las

condiciones siguientes:

i f no tiene ni ceros, ni polos sobre los R .

i lim f(x)=1.

|X| >+

i. — (f-1)el;(N)

2.1 Determinacion de las condiciones paraque D(x) satisfagala condicion i:

P, (x)
P,(x)

Tenemos que: D(x) =

Luego, podemos escribir

ﬁlez B ikﬂlox + k:Boo
701)(2 — 1Ky X + Ky,

D(x) = (2.1.1)

Si separamos parte real y parte imaginaria en el numerador de (2.1.1) e igualamos a

cero, obtenemos el sistema:
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B X2 + KBy, =0 (2.1.2)
kB,ox=0 (2.1.3)

Como k #0, el sistema (2.1.2), (2.1.3) tiene evidentemente raices reales solamente en

las siguientes variantes:

1. By =0, hayraizen x=0,

2. Pu#0,p,=0, ii'goo < 0; hay dos raices reales del tipo X =+_|— ii'goo _
01

01

Se cumple entonces el siguiente Teorema:

Teorema 1: El numerador (denominador) de D(X)no tiene ni ceros (ni polos) para

X € R, siy solo si se cumple una de las condiciones siguientes:

1. Bowbu %0 (Yorw #0)

2. B =0,KkBypBu >0 (r, =0, kypye >0)

2.2 Determinacion de las condiciones para D(X) que satisfaga la condicion ii.

2_.
Como lim D(x) = lim BuX” — KB X+ KBy

221
| |40 x| 7/01)(2 —iky0X + Ky oo ( )

se tiene trivialmente el siguiente Teorema:

Teorema 2: El limite del segundo miembro de (2.2.1) existe y es distinto de cero siy solo

si; se cumple una de las condiciones siguientes:

fu
Vo1

a) 7o 20, en este caso el limite indicado en (2.2.1) es | =
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yan

b) Lo =70 =0.P,7, %0, eneste caso el limite indicado en (2.2.1) es | = .
710

C) Boi=7o=Piw=0w=0,Bxr0 #0, en este caso el limite indicado en (2.2.1) es

_Jo.
Yoo

La demostracion de este Teorema es trivial.

1
Si | #1, entonces multiplicando (1.3.14) por T obtenemos:

Fr(9 - D, HE
I
considerando entonces las funciones:
£ 00— () = F- (%), D, (x) = 2 (2.2.2)

I |
Se obtiene la ecuacién funcional:

H (x)

F(x) =Dy ()F (x) + |

(1.3.14)

para lo cual se cumple o I‘lm D,(x) =1

Luego de (2.2.2) y (1.3.14") se obtendria la solucién del problema original.

2.3 Determinacién de condiciones paraD(X) que se satisfaga la condicidn iii.

Teorema 3: Si se cumple simultAineamente una de las condiciones del Teorema 1 y una
de las condiciones del Teorema 2, entonces (D(x) —1) € L; (R) .
Demostracion:

Probemos primeramente que (D(x)-1) e H,(R).Como D,(R) = H,(R), basta probar

que (D(x)-1)e D,(R). Si se cumple simultaneamente una de las condiciones del
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Teorema 1 y una de las condiciones del Teorema 2, se puede asegurar que

lim D (x)=1,y I #0. Si | #1se considera (1.3.14’) en lugar de (1.3.14), luego no se

|X| >+

pierde generalidad cuando consideramos que lim D (x) =1.

‘X‘—)Jroo
Si se cumple simultineamente una de las condiciones del Teorema 1 y una de las

condiciones del Teorema 2, es facil probar que [D(x)—1] es una funcién acotada sobre

R y ademas:
(D) 17 = P (0 =R (P, (9
[P, (X)]
luego [D(x) -1] € D, (R).
Por ultimo, como ‘I‘im D(x) =1. los coeficientes de mayor grado de P,(x)yP,(x)son
iguales y consecuentemente |D(x)—ﬂ=0(ﬁ}en una vecindad del infinito, y como
X

D(x) es derivable se tiene que:

T|D(x)—1fdx<+oo

—00

Por tanto queda probado que (D(x)—1) € L%(R).
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2.4 Determinacion de las condiciones para que el término independiente de (1.3.14)

sea elemento de L,(R) .

Teorema 4: Si se cumple simultdneamente una de las condiciones del Teorema 1 y una

de las condiciones del Teorema 2, y ademas, V (X, Y),xV(x,07)y

dV (x,0%)
d— pertenecen

a L,(R), entonces el término independiente de (1.3.14) pertenece a L, (R).

Demostracion:

Tenemos que el término independiente de (1.3.14) tiene la forma:

P.(X)
P, (x)

H(x) = H,(x) - H,(x)

De acuerdo a las condiciones impuestas es evidente que H,(x)y H,(X)son elementos

P . ] : .
de L,(R);y Pl(x) es una funcion acotada sobre R. De aqui se tiene obviamente que
X
2

H(x) e L,(R).

Si el problema original es homogéneo (g(x,y)=0) el Teorema 4 quedaria en la

siguiente forma:

Corolario (del Teorema 4): Si se cumple simultineamente una de las condiciones del

Teorema 1 y una de las condiciones del Teorema 2, entonces el término independiente

de (1.3.14) pertenece a L,(R).
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2.5 Calculo del indice del coeficiente.

Nuestro analisis esta dado a los casos en que se cumplen simultaneamente una de las

condiciones del Teorema 1 y una de las condiciones del Teorema 2.

Como las raices de P,(x) y P,(x) vienen dadas respectivamente por las expresiones:

k,Bmi T \/_ k 215102 - 4kﬂo1ﬂoo
20

y

Kyl + \/_ k27/1o2 — 4Ky 01700
2¥ 0

tenemos las siguientes posibilidades:

p

Lo #0,KBy Lo >0 (70 #0,Kye 70 >0) entonces P, (x) (P,(x)) tiene raices
imaginarias en semiplanos diferentes.
b. B #0, KBy Lo <0 (710 #0,Kyy7e <0) entonces P, (x) (P,(x)) tiene 2 raices

complejas en el mismo semiplano si 4By, Bu| > k* By’ (Akrove| > k11" ). €

imaginarias en el mismo semiplano si 4By, Bu| < k* B’ (4Kyore| <K’7°)-
C. Lo=0, LB #0(ry =0,707e0 #0) entonces P,(x)(P,(x)) tiene una sola

raiz imaginaria — &i (- Yoo ).

10 710
d. B =0, KBy Lfw >0(r =0, kyy7e >0) entonces P,(x) (P,(x)) tiene 2 raices

imaginarias conjugadas.
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e Bu=Bu=0, Bu#0(rp=70a=0, yyp #0) entonces P, (x)(P,(x)) no tiene
raices.

Luego tenemos las siguientes variantes para el indice de D(X).

Casos de indice cero:

2.5.1-a) By #0, KBy B >0, 710 20 Y Ky >0

2.5.1-b) By #0, KBy LB <0, 710 #0, K¥Vo1Voo <OV BioLorV10V 01 <O
2.5.1C) By =70 =0, BB <0 Y 710700 <0

2.5.1-d) By =701 =0, BB >0 Y 710700 >0

25.1-€) S, =0, kBB >0, 7,0 %0y Kyg7e >0

2516 B, #0, KBy Be >0, 70 =0y Ky e >0

2.5.1-9) B =710 =0, KBySBow >0y Kygyg >0

25.1-h) By =L =V =710=0Y BulVw#0

Casos de indice uno:

25.2-8) Lo =70=0, BBy <0 Y V1070 >0

25.2-b) S, =0, KBy B >0, Kyp 7o <0 Y Kyg i, <0
2.5.2-¢) KBy Boo <0,KBy LB >0, 710 =0y Kyg 176 >0
2.5.2-d) B, #0, KBy Lo >0, Kyoi7eo <0y Kyye7er <0

2.5.2-€) 710 #0,KBy Bro <0, KBy Boy >0y Kygyg >0

Caso de indice dos:

2.5.3-8) KBy By <0, KBy By >0, kKygye <0 Y Kyg7i <0
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Casos de indice menos uno:

254-a) Ly, =701=0, BB >0 Y V10700 <0

2.5.4-b) KBy P <0, KByfi <0, 70 =0y Kyp7e >0
2.5.4-c) Lo =0,kBy Lo >0, Kyp7e <0, ¥ Kyo 710 >0
2.5.4-d) B, #0, KBy, Lo >0, Kyp7e <0y Kyyore, >0

2.5.4-€) 7,0 %0, KBy By <0, KBy By <0y Kygr¥eo > O

Casos de indice menos dos:

2.5.5-8) kB By <0, KBy B <0, Ky rew <0, ¥ Ky >0
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Capitulo 3: Solucion del Problema de Riemann para los distintos tipos de indices

analizados en el capitulo anterior.

En el presente capitulo buscaremos la solucién del Problema de Riemann (1.3.14) de

acuerdo a los casos de indice estudiados en el capitulo anterior, D(x) cumple

simultaneamente una de las condiciones del Teorema 1 y una de las condiciones del

Teorema 2.

3.1 Casos de indice cero.

e (Casos 2.5.1-a), 2.5.1-e), 25.1f) y 2.5.1-9)

En estos casos la expresion (1.3.14) toma la forma:

Py (X = ai)(x —bi) ()+ﬁ01(x—ai)(x—bi)
Yo (X=Ci)(X= dl) Vo (X = ci)(x —di)

donde a>0,b<0,c>0y d<0

F'(x)= H,(x)-H,(x) (3.1.1)

en el caso 2.5.1-e) se tiene que a=-b, enelcaso 2.5.1-f) c=-dy en el caso 2.5.1-g)
a=-b y ¢ =-d simultaneamente.

La expresién (3.1.1) se puede escribir en la forma:

(x=di) _,, \_ Bulx—ai) __ B (X —ai) ~ (x=di)
ooty 0 e O e T e
haciendo
_ (x—di) dl)
F(x) = (x_bi) F™ () (3.1.2)
F (X)_ﬂm(x aI)F ) y

Yo (X—ci)
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Pu(x-ai) - (x=di)
H0) = —ci) Yor (X — i) 209 (x —bi)

H, (x)

nos queda el Problema de Salto:
F () - F (x)=H,(x) (3.1.3)
Luego podemos enunciar el siguiente teorema:

dv (x,0)

Teorema 5: Si k<0 y V(x,y),xV(x,07),y §
y

pertenecen a L, (R), entonces el

problema (1.2.1) — (1.2.4) para los casos 2.5.1-a), 2.5.1-e), 2.5.1-f) y 2.5.1-g) tiene
solucién Gnica en la clase (1.2.5) dada por u(x,y) =V U (x,y)].

Donde U (X, y) esta dada por las férmulas (1.3.4) y (1.3.14), y

x-bi 1 7 :
F'(x)= —— | h,(t)e™dt 3.1.4
(x) x_dim£ (1) (3.1.4)
siendo
hs :Vil[Hs]

Demostracion:
La solucién del Problema de Salto (3.1.3) segun la Definicion dada de Operador

proyeccion en el Capitulo 1 es:

Pi(Hs(X)) = (VOT oV 71)H3(X) :VOTi(hs) :V(hSi)

V (h,, (1)) = % j h, (t)e™dt = F," (x) (3.1.5)
V(h, (1) = me (tHe™dt = F,"(x)
Var

donde h, =V '[H,].
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luego de la sustitucién de (3.1.5) en (3.1.1) se obtiene la expresién (3.1.4). Por otra parte
de (1.3.4) y (1.3.13) tenemos

F'(x)+H (x)

Uxy)= (x —ai)(x — bl)

+V(X y) (3.1.6)

En (3.1.6) F"(x) € Ly(%), H,(x) € L,(R). Luego U(x,y) , x°U(x,y).y _duc(ix, g
y
pertenecen a L, (R) paratodo y, 0< Yy <+, por lo tanto u(Xx, y) pertenece a la clase

(1.2.5).

Como u(x,y) =V "[U(x,y)], nos queda:

_\71 _ 1 +OOF (t)+H (t) —|xt - —ixty
u(x,y)=V [U(X’y)]_Jz__J;O(t—al)(t—bl) dt+FjV(t y)e "Vdt

donde finalmente la solucién a nuestro problema para los casos 2.5.1-a), 2.5.1-e), 2.5.1-f)

y 2.5.1-g) es:

FES(0)+H, () S 7
u(x,y) = [j(t o bl)e dt+__[OV(t,y)e dt]

Para el caso Homogéneo, es decir para V (X, y) = 0tenemos el siguiente teorema similar

al Teorema 5:

Teorema 57: Si k <0, entonces el problema (1.2.1) — (1.2.4) para los casos 2.5.1-a),

2.5.1-e), 25.1f) vy 25.1-g) tiene solucion dnica en la clase (1.2.5) dada por

u(x,y) =V yl.
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e 25.1-b)
En este caso hay dos posibilidades

<+ 2.5.1-b;) Todas las raices de P,(x)y P,(x)estan en el semiplano superior
(esto ocurre cuando k <0, si se cumple ademas, f,,5, <0 Y 7,070 <0)
%+ 2.5.1-b,) Todas las raices de P,(x)y P, (x)estan en el semiplano inferior
(esto ocurre cuando k <0, si se cumple ademas, f£,,5, >0 Y 71070 > 0)
Subcaso 2.5.1-b;): La expresion (1.3.14) toma la forma (3.1.1) pero ahora a, b, cy d son
nameros complejos con parte imaginaria mayor que cero Si 4|k,6’01ﬂ00| > kZ,BfO y
4Ky 017 00| > k274, 0 NUMeros imaginarios sobre el eje imaginario positivo si

AkBoyBoo| < k2Bl Y AKy o7 0| < k?1y - (También se puede obtener un caso mixto).

Haciendo:

F (x)=F"(x) (3.1.7)
— oy Bu(x—ai)(x—bi) __

e aeedy

H, (x) = Lo (X —ai)(x —bi) H, (x) - (x —ai)(x—di) H, (%)

Vo (X —ci)(x —di) (x—ci)(x —bi)

nos queda el Problema de Salto:

F () -F (%) =H,(x)

Luego por un analisis similar al realizado en la demostracion del Teorema 5, resulta

evidente un teorema con enunciado similar al anterior pero con H, enlugarde H, vy

F (x)= “dt donde h, =V '[H,]

% [h, e
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Luego de (1.3.4) y (1.3.13) obtenemos

F*(x)+ Hl(x)eX:y
(x — ai)(x — bi)

U(x,y) = +V (X, Y)

Subcaso 2.5.1-b,): La expresion (1.3.14) toma la forma (3.1.1) pero ahora a, b, cy d son
numeros complejos con parte imaginaria menor que cero si 4|k[301,6’00| >k*BLy
4Ky 017 00| > k74, © NUMeros imaginarios sobre el eje imaginario negativo si

4K By Boo| < KBy ¥ AKy170o| < k2715 (También se puede obtener un caso mixto), y nos

queda:

(e =00) Ly B gy 4 Py XDl

: : : ~H,(X)
(x —ai)(x —bi) Yo Yo (x —ai)(x —bi)

Denotando:

poo o (x=ci)(x—di) .

b (x—ai)(x —bi) )

F =2 F )

Vo1

 fa ~ (x—ci)(x—di)
Hg (X) = v H, (x) (x—ai)(x_bi) H, (x)

nos queda el Problema de Salto:
N _
F(x)—F (x)=H;(x)
Por un andlisis similar al realizado en la demostracion del Teorema 5, resulta evidente un

teorema con enunciado similar al anterior pero con H, enlugarde H, y

(x—ai)(x —bi) 1

)= e di) Var

j h,(t)e™dt donde h, =V *[H,]
0
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Luego de (1.3.4) y (1.3.13) obtenemos

F (x)+ Hl(x)e?y

Vo) = i (x-bi)

+V (X, Y)

e Casos 2.5.1-c), 2.5.1-d)
En estos casos el Problema de Riemann (1.3.14) adopta la forma:

Fe(o) = PuX28D ooy P (X a')H () = H, (%) (3.1.8)
Yo (X—cCi) Yo (X —Ci)
y Dy L P, - $2D (3.1.9)
(x —ai) Vo1 Vo1 (x —ai)
respectivamente.

de (3.1.8) y (3.1.9) llegamos a los Problemas de Salto:

F (X) = F (x) = Hg(x) (3.1.10)
F () -F (x)=H;(x) (3.1.11)
donde

Fo(x)=F"(x)

Fo(x)=2u 27 B (X— a') F~(x)

Yo (X—ci)

ﬂm(x B ai)

") = Yo (X —Ci)

H,(x)—H,(x) enelcaso (3.1.10) y

(x—ci)
Fr(x) = F*
0= ™

F00=L2F

Yo

H (x) =&H2(X)— (X_Ci_) H.(x) enelcaso (3.1.11).
Yo (x—ai)
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Luego de forma evidente se cumple un teorema con enunciado y demostracion similar al

Teorema 5 con Hy enlugarde H; vy

1 +00 _
F*(x)=—— | hy(t)e™dt enelcaso 2.5.1-c)y H, enlugarde H, y
N2 '([
+ (X_ai) 1 v ixt
F (x)= —— | h,(t)e™dt en el caso 2.5.1-d).
(%) (x—ci)\/ﬂ-([7() )

Luego de (1.3.4) y (1.3.13) obtenemos

F*(x)+H,(X) efy
(x—ai)

U(x,y)= +V (X,Y)

El caso 2.5.1-h) no lo consideramos por carecer de importancia practica.
3.2 Casos de indice menos uno.

e Caso 2.5.4-a)
En este caso la expresion (1.3.14) toma la forma

Frx=Pu=@) oy Aualmal gy )
7/01(X_C|) 7/01(X_C|)

pero ahora a<0y c¢>0.Haciendo:
F(x)=F"(x)

Fo() = LulXZa) oy
Yo (X —Ci)

Hy( = 2078 oy W
701(X_C|)

nos queda el Problema de Salto:
F () —F 7 (X) = Hg(x) (3.2.1)

Podemos enunciar entonces el siguiente teorema:
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dV (x,0%)

Teorema 6: Si k<0 y V(x,y),xV(x,07),y pertenecen a L, (), entonces el

problema (1.2.1) — (1.2.4) para el caso 2.5.4-a) tiene solucién Unica en la clase (1.2.5)
dada por u(x,y) =V U (x,Y)].

Donde U (X, y) esta dada por las férmulas (1.3.4) y (1.3.14), y

1 +00 _
F*(X) =—= | hy(t)e™dt (3.2.2)
N2 ‘l. °

siendo h, =V "[H,]; si se cumple la condicién adicional

IH(T)

*7—al

(3.2.3)

La primera parte de la demostracion es evidente por las técnicas de trabajo mostradas
anteriormente, luego, s6lo nos ocuparemos de la necesidad de la expresion (3.2.3). En

efecto, como la solucion del Problema de Riemann se expresa por (3.2.2) y

_ _ Y X-— Ci ixt
F(x) = e aufj hs (t)e™dt ,

tenemos que F~(X)tiene un polo de orden uno en x = ai, por lo tanto, se requiere, para

0 .
gue el problema de salto (3.2.1) tenga solucién Unica, que I_ h, (t)e™dt tenga un cero de

igual orden en dicho punto. Como por la relacion entre las Integrales de tipo Cauchy y de

Fourier se tiene:

A @)y

1 o ,
2 (et
27 7 —ai p= JL ()
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si Imz <0, entonces, desarrollando la primera de las integrales anteriores en serie de
potencias de (z —ai) e igualando a cero el coeficiente del término de grado cero del
desarrollo, se obtiene (3.2.3) con lo cual se elimina el polo de F~(X).

En el caso homogéneo nos queda:

Teorema 6’: Si k <0 entonces el problema (1.2.1) — (1.2.4) para el caso 2.5.4-a) tiene
solucién tnica en la clase (1.2.5) dada por u(x,y) =V *[U(x, y)].
e Caso0s 2.5.4b)y 2.5.4-e)
En estos casos la expresion (1.3.14) toma la forma (3.1.1) donde a <0, b<0si
AkBo,Boo| < k*B; e Ima<0, Imb < 0si 4kpBy, By| > kB . Ademas ¢ >0, d <0y

c=-denelcaso 2.5.4b).

En estos casos la expresion (1.3.14) se puede escribir de la forma:

(=) gy - Puxmal) ooy Bu(xmai) o (x-di)
(x—bi) Vo (X —ci) Yo(x—ci) 27 (x—bi)

H,(x)
Haciendo

oo ="MW ey

(x — bi)
Fo(g = Pula ey
Vo1 (X - C')
fulx—ai) o (x—di)
Hy00 =20 P2 00— S L)

nos queda el Problema de Salto:
F (%)= F () = Hg(x) (3.2.4)
Luego por un andlisis similar al anterior, se tiene para estos casos, de manera evidente,

un teorema similar al Teorema 6, pero con Hy en lugarde Hy vy
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X — bi
F*(x h, (t)e™dt siendo hy =V [H si se cumple la condicion
T FI (0 [H.]; p
adicional
J' ~H (T)
© 7 —ai

Luego de (1.3.4) y (1.3.13) obtenemos

F (x)+H,(x) ~
(x—ai)(x —bi)

U((x,y)= ek’ +V(x, y)

e Casos 25.4c)y2.5.4-d)
En estos casos la expresion (1.3.14) adopta la forma (3.1.1) donde a <0,

b>0(a=-benelcaso25.4c), c>0y d>0si 4kyyry|<k’rhielmec>0,
Imd > Osi 4|k701700| >k*yh.

Haciendo:

F (x)=F"(x)

oy (X —ai)(x —bi)

" eeeeay -
H, (X) = Lo (X— a_i)(x - b_i) H, (x) (x—ai)(x— dl) H, (X)
Vo (X —ci)(x —di) (x—=ci)(x—hi)
nos queda el Problema de Salto:
F () = F (%) = Hyp (%) (3.2.5)

Luego es posible enunciar un teorema similar al Teorema 6 pero situando H,,(x) en

lugar de Hy(X)y

F'(x)= % jhm (t)e™dt siendo h,, =V *[H,,]; si se cumple la condicién adicional
T o
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+00H10(’Z')dz- — 0

- r—al
Luego de (1.3.4) y (1.3.13) obtenemos

F*(X)+ H (x) eX?y

xab© YY)

U(x,y) =

3.3 Caso de indice menos dos.

En este caso el problema (1.3.14) toma la forma (3.1.1) donde a <0, b<O0si

Ak Bo Poo| < K* Bl e Ima<0, Imb < Osi 4kpy, By| > k*BE . Ademas ¢ >0, d >0 si
4|k7017/00| <k?’yf;eImc>0, Imd > Osi 4|k;/01700| >k2yh.
Luego nos queda de nuevo un Problema de Salto (3.2.5) (con b<0 6 Imb <0), pero

ahora al obtener la solucion del problema se obtiene F- (X) con polos de orden uno en
Xx=ai y x=Dhbi.Luego se puede enunciar un teorema similar al Teorema 6 sustituyendo

Hg (x) por H,,(X)(con b<0 6 Imb <0)y agregando a la condicién (3.2.3) la condicién

adicional:

r“Hll(T_)dT:O
- 7 —Dbi

3.4 Casos de indice uno.

e (Caso 2.5.4-a)
En este caso la expresion (1.3.14) toma la forma

U O S NC L) W
Yo (X—Cci) Yo (X—ci)

pero ahora a>0y c<0.

(=01 oy = Pon ey L= oy 1)
(x—ai) Vo1 Yor (X —ai)

llegamos al Problema de Salto:
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(X — CI)F “(x) - ﬂmF (x) = H,, (X) (3.4.1)
(x —ai) Vo1

donde

Hﬂm—@ﬁff?H()H(w

que es de L, (R) si se cumplen las condiciones impuestas en el Teorema 5. Luego
aplicando el Operador Proyeccién a H,,(X) nos queda

Hy, () =" () -y () (3.4.2)
donde
w* (%) = P*(H,, ()
0 sea
w* (x) = (VoT "oV ")H,, (X)

de donde

l +o0 _
“(X) =——=— | h,, (t)e™dt
l/l() \/%.([12()

- 1 ; ixt
y(X)= E_J;hlz (He™dt

siendo h,, (t) = L, (e dt

1 +
H
\/272'_'[0
Luego sustituyendo (3.4.2) en (3.4.1) nos queda:

(XWFU)wm—%FU)wm
(x—ai) Yo

Aplicando el Teorema de Prolongacion Analitica y el Teorema Generalizado de Lioville

tenemos
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(X—Ci.) Fr () -y (%) :ﬁF‘(x)—y/‘(x) _ G -, C, es una constante arbitraria.
(x—ai) Vo1 X—al
Luego (X_Ci_) F'(X)—yw (x)= % -
(x—ai) X—al
. (x—ai) . C
F(x) = : (x) + : (3.4.3)
(x —ci) X—Ccl

_ Yoo - Yoo C
F (X):iy/ (X)+i—l_
01 /801 X—al

Al tener F*(x) dado por la expresion (3.4.3) entonces U (X, y) queda determinado por
las expresiones (1.3.4) y (1.3.13), siendo

(x—ai) 1

(x—ci) V27

y se puede enunciar el siguiente teorema:

F™(x)=

(3.4.4)

+00 . C
[ by, (Ve dt +—
0 X —Ci

dv (x,07)

Teorema 7: Sik <0y V(x,y),xV(x,07),y pertenecen a L, (R), entonces el

problema (1.2.1) — (1.2.4) para el caso 2.5.1-a) tiene solucién Unica que depende de una
constante arbitraria ¢, en la clase (1.2.5) y viene dada por las expresiones (1.3.13) y

(3.4.4).

Demostracion:

Como de (1.3.4) y (1.3.13)

2

U(x,y) =Cx)e*™ +V(x,y), z(X) :X?

entonces
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U(xy)=" (XF), wl(x) e X’ 4V (x,Y)
U(xy)= F+();)_+al_ill(x) e 4V (x,y) (3.4.5)

Como F~ (X) depende de una constante arbitraria, U (X, y) también depende de una

constante arbitraria por ser V un operador lineal. Ademas en (3.4.5) F* € L;(R),
H,(x) € L;(R), luego U (X,y),x°U(X,Y),y Wpertenecen a L,(R), para todo
y

y :0 <y <+w, esto implica que u(x, y) pertenece a la clase (1.2.5).

Para el caso homogéneo queda el siguiente resultado:

Corolario (delTeorema 7): Si k <0 , entonces el problema (1.2.1) — (1.2.4) para el caso
2.5.1-a) tiene solucion Unica que depende de una constante arbitraria ¢, en la clase
(1.2.5) y viene dada por u(x, y) =V *[U(x, y)], donde U (X, ¥) se define por las

expresiones (1.3.4), (1.3.13) y (3.4.3).

e Casos 2.5.2-c)y 2.5.2-e)
En estos casos la expresion (1.3.14) adopta la forma:

vy Bu(x—ai)(x=bi) __ Lo (x —ai)(x—bi) ~
= Yor (X = Ci)(x — di) P 7ot (X— i) (X — dli) H, (x) - H.(x)
donde a>0, b>0si 4By By|<k?B5;e Ima>0, Imb>0si 4By, By| > k2B,

ademas ¢ >0, d <0y c=-denelcaso 2.5.2- b).

(=) oy Pulx—ai) o By(x=ai) o (x-di)
ooty 0 e O e T e
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Pulx=ai) o (x-d)

El cual es un Problema de Salto donde H,;(X) = - -
Vo (X —Ci) (x —bi)

H,(x), nos

queda aplicando la misma idea del caso anterior:

—di c
(X—df) F*(x) -y " (x) =—2— donde c,es una constante arbitraria
(x—Di) X —Di

1 +0 )
*(X) = ——=— [ h,,(t)e™dt
V/ () \/Z'([ 13()

donde h,, (t) :%ZEHB (He™dt y
N
F0O= Y P

y entonces U (X, ¥) queda determinado por las expresiones (1.3.4) y (1.3.13), siendo

o (xebi) 1
F 0= Zdi) Var

C2
x—di

j hys (D)™ dt + (3.4.6)
0

e Casos 2.5.2-b)y 2.5.2-d)
En estos casos la expresion (1.3.14) adopta la forma:

Pux—ai)Ocobi) (- ai)(xbi)

F (x)= : : : .
Yo (X=Ci)(x —di) Yo (X=ci)(x—di)

H,(x) - H,(x)

donde a<0, b>0 (a=-benelcaso2.5.2-b), c<0, d<0si 4kyyre|<k’rs;

(0]

Imc <0, Imd <Osi 4|k;/017/00| >kl

(x=ci)(x—=di) _, _& _ Lo (x —ai)(x—bi) B
by 0 O T
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Pulx=ai) |\ (x=di)

El cual es un Problema de Salto donde H,,(x) = - -
Vor (X =Ci) (x —bi)

H,(x), nos

queda aplicando la misma idea del caso anterior:

(x= CI_)(X — d!) F'(X)—yw (x) = Cs - donde C,es una constante arbitraria.
(x—ai)(x —bi) X —Dbi

+ 1 v ixi
vt (X) =Ejhl4(t)e ‘dt
0

donde h, (t) :%IHM(t)emdt y
_ (><—a_i)(><—b?)W(X)+ 03(_X—CD _
(x—ci)(x—di) (x—ai)(x—di)

F*(x)
y entonces U (X, ¥) queda determinado por las expresiones (1.3.4) y (1.3.13), siendo

_ (x—ai)(x=bi) 1
C (x—ci)(x—di) V27

C,(x—ci)

P () (x — ai)(x — di)

[hu e dt+ (3.4.7)
0

3.4 Caso de indice dos.

En este caso la expresion (1.3.14) toma la forma

F+(X)= ﬂm(x_ai)z F(x +,801(x—a.i)22 HZ(X)—Hl(X)

7/01(X_Ci)2 Yo (X—Cci)

pero ahora a>0y c<0.

G e = Lo+ P, 09 - B2, g
(x—ai) Vo1 Vo1 (x—ai)

Tomando la misma idea de demostracion de los casos de indice uno pero ahora el orden

del polo es dos, obtenemos:

OO0 by 0 = 2L (0 =y ()
(x —ai) Yo
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Aplicando el Teorema de Prolongacion Analitica y el Teorema Generalizado de Lioville

tenemos
x—ci)? _, N } ) c C,X
(=) ey ) = P2 F -y ()= -3+ %X ey ¢, son
(x—ai) Vo1 x—al (x—ai)
constantes arbitrarias.
=\ 2
- X

Luego F%x):%y/*(xyr G . G — (3.4.8)

(x—ci) X—ci (x—ci)

Al tener F*(x) dado por la expresion (3.4.8) entonces U (X, Y) queda determinado por
las expresiones (1.3.4) y (1.3.13), siendo

=\ 2 +00
F+(X):MLjh15(t)eixtdt+ G, CX (3.4.9)
0

(x—ci)® J2r Xx—ci (x—ci)?
se puede enunciar el siguiente teorema con enunciado y demostracion similar al Teorema
7.

dv(x,07)

Teorema 8: Si k<0 y V(x,y),xV(x,07),y q
y

pertenecen a L, (R), entonces el

problema (1.2.1) — (1.2.4) para el caso de indice dos tiene solucion Unica que depende
de dos constante arbitraria C, y C,en la clase (1.2.5) y viene dada por las expresiones

(1.3.13) y (3.4.7).
Para el caso homogéneo queda el siguiente teorema:

Teorema 8": Si k <0 , entonces el problema (1.2.1) — (1.2.4) para el caso 2.5.1-a) tiene
solucién unica que depende de dos constante arbitraria ¢, y €, en la clase (1.2.5) y viene
dada por u(x, y) =V *[U(x, y)], donde U (X, ¥) se define por las expresiones (1.3.4),

(1.3.13) y (3.4.8).



Conclusiones. 42

Conclusiones

A partir de las condiciones impuestas en cada caso estudiado, hemos encontrado la
solucion en cuadraturas de un Problema Parabodlico con Condiciones de Contorno
Complejas, tanto para una ecuacion homogénea como para una no homogénea. Es
interesante la técnica utilizada consistente en reducir el problema original con el auxilio

de la Transformada de Fourier.
La solucién de dicho problema en las clases L;(R) ya habia sido estudiada por el Grupo

de Ecuaciones Diferenciales de la Facultad de Matemética — Fisica y Computacion, para
problemas de tipo Eliptico e Hiperbdlico. El caso Eliptico corresponde a una publicacion
en el ultimo nimero de la Revista Ciencias Mateméticas.

Los resultados obtenidos constituyen inobjetablemente un aporte teérico a la teoria de los
Problemas de Contorno de las Ecuaciones Diferenciales Parciales, pues no existen
técnicas analiticas en la actualidad, que aborden problemas de esta naturaleza donde las
condiciones de contorno difieren en diferentes partes del eje.

La solucion obtenida mediante integrales de tipo Fourier permite que los profesionales
que utilizan modelos parabdlicos puedan encontrar la solucién con relativa facilidad con
la ayuda de un paquete matematico adecuado, sin que sea necesario que posean un
dominio profundo de la teoria antes expuesta.

La presente tesis nos da la posibilidad de continuar nuestra investigacion en dos
direcciones. Una de ellas seria resolver los Problemas Parabdlicos, Elipticos e
Hiperbdlicos en las clases de funciones generalizadas definidas por el Grupo de
Ecuaciones Diferenciales antes citado. La otra direccion posible es la elaboracion de un
software especializado para la solucién de estos problemas de la Fisica — Matematica

con Condiciones de Contorno Complejas.
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Recomendaciones

A partir de las Clases de Funciones Generalizadas definidas por el Grupo de Ecuaciones
Diferenciales de la Facultad de Matematica — Fisica y Computacion, es recomendable
que se continde el estudio de los casos Parabdlicos, Elipticos e Hiperbdlicos en dichas
clases, lo que amplia enormemente las posibilidades de aplicacién de la teoria elaborada.

Esto debe contribuir la tesis doctoral de la autora de la presente investigacion.
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