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Resumen 

 

En el presente trabajo se aborda un problema parabólico con condiciones de contorno de 

gran complejidad que es reducido, mediante el operador de Fourier, a un Problema de 

Contorno de Riemann con solución conocida. A partir de la solución del Problema de 

Riemann se obtiene la solución en cuadraturas del problema parabólico inicialmente 

planteado para casos particulares de suma importancia en las aplicaciones.  
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Abstract 

In this paper a parabolic problem with complex boundary conditions has been transformed 

into a Riemann boundary problem of known solution by means of the Fourier operator. 

This allows the obtention of quadrature solutions in a variety of widely generalized 

particular cases of the original problem. 
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Introducción 

Las ecuaciones de la Física – Matemática constituyen una herramienta fundamental en la 

investigación de muchos especialistas en diferentes ramas de la ciencia. A través de la 

resolución de las mismas se puede obtener información de cómo evoluciona un sistema 

físico determinado y de esta manera facilitamos su estudio.  Dentro de las ecuaciones de 

la Física – Matemática las Ecuaciones Diferenciales Parciales asumen un papel muy 

importante, ellas se agrupan en tres grandes grupos: Elípticas, Hiperbólicas y 

Parabólicas. De manera general las Ecuaciones Elípticas modelan múltiples procesos 

estacionarios y no estacionarios, las Hiperbólicas modelan los procesos de oscilaciones y 

las Ecuaciones de tipo Parabólicas rigen procesos de transferencia de calor y difusión, 

entre otros. 

 

En el Banco de problemas del estudio de las Ecuaciones de la Física – Matemática se 

plantea que las dificultades que existen en la solución de los problemas que conducen a 

las ecuaciones citadas anteriormente se debe a: 

 

1. La inexistencia de una teoría sistemática en el tratamiento de los problemas de la 

Física – Matemática lo cual ha constituido un obstáculo en la resolución de dichos 

problemas. 

2. La literatura especializada en el tema resuelve las ecuaciones antes mencionadas 

por diferentes métodos analíticos y numéricos como el método de Runghe Kutta, 

el método de las Transformadas de Laplace y Fourier entre otros, los que resultan 

muy engorrosos en ciertas ocasiones sobre todo inaccesibles para ingenieros y 

profesionales que trabajan en estas áreas.  
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3. Estos problemas se resuelven para situaciones físicas muy específicas 

reduciendo así los marcos de aplicación de los métodos citados anteriormente, 

nos referimos por ejemplo a las llamadas condiciones de fronteras e iniciales de 

primera, segunda y tercera especie. 

4. En una gran cantidad de casos prácticos se observan fallas a la hora de aplicar 

los teoremas de existencia y unicidad, pues se ha podido notar que en ocasiones 

resulta que debemos añadir condiciones adicionales a las ya mencionadas 

condiciones complementarias, para de esta manera obtener una solución única 

que refleje la realidad física del problema. 

5. La inexistencia de Software adecuados y atractivos, no solamente para un 

especialista en el tema, sino también para un usuario general, ha representado un 

freno real cuando se requiere modelar de la manera más fiel posible un 

determinado fenómeno. 

6. Cuando las condiciones de contorno se complican, y se expresan en regiones 

infinitas, con valores diferentes en semiejes y semiplanos, la teoría clásica falla, y 

debemos buscar otros recursos teóricos para encontrar la solución analítica. 

 

El cual corresponde a las siguientes Preguntas Científicas: 

 

1. ¿Cómo resolver problemas de tipo parabólico, cuando las condiciones de 

contorno están dadas por semiejes, para lo cual falla la teoría clásica? 

2. ¿Cómo determinar clases de funciones suficientemente buenas para resolver el 

problema anterior? 

3. ¿Cómo aplicar la teoría sobre la solución del Problema de Riemann con el auxilio 

de la Transformada de Fourier a los problemas de tipo parabólico? 
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4. ¿Cómo ofrecer los resultados de una manera funcional, de forma que sean útiles 

a los profesionales que utilizan este tipo de modelo? 

 

Por tanto por todo lo dicho anteriormente, el Problema Científico, se puede enunciar del 

siguiente modo: No existe ningún método clásico en la bibliografía existente que permita 

obtener la solución analítica del problema citado anteriormente: ¿Cómo resolver un 

problema parabólico con condiciones de contorno complejas dados por semiejes, para el 

cual no conocemos ningún método clásico de solución? 

 

 En el Marco Teórico de esta investigación podemos argumentar que los fundamentos 

científicos de nuestra investigación vienen dados por los resultados obtenidos en la 

segunda mitad del siglo XX sobre los problemas de contorno de la teoría de funciones 

analíticas, y por los resultados obtenidos por el grupo de Ecuaciones Diferenciales de la 

Facultad de Matemática, Física y Computación, tanto en el estudio de la estabilidad y la 

solución del Problema de Riemann, como en la definición de las clases de funciones 

suficientemente buenas para la aplicación de la Transformada de Fourier. Además, el 

referido grupo ha resuelto los problemas del tipo anterior en los casos elípticos e 

hiperbólicos, reduciendo el problema de contorno original a un problema de contorno de 

la teoría de funciones analíticas (Problema de Riemann), con el auxilio de la 

Transformada de Fourier. En la presente investigación se realiza el estudio del caso 

Parabólico utilizando una teoría similar. 

 

El Campo de Acción: Solución de problemas de tipo parabólico con condiciones de 

contorno complejas y el Objeto de nuestra investigación es: Los problemas de contorno 

de la Física – Matemática. 
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El Objetivo de nuestra investigación consiste en: Resolución de un Problema Parabólico 

con condiciones de contorno complejas, por reducción a un Problema de Riemann, 

utilizando la Transformada de Fourier. 

 

El Tipo de Investigación en la cual estamos trabajando es teórico se ofrece la solución 

de un problema parabólico con condiciones de contorno complejas, en cuadraturas, lista 

totalmente para su aplicación a problemas de la Física – Matemática y a la tecnología. 

 

Los Métodos de Investigación científica utilizados fueron el análisis y la síntesis para 

obtener las diferentes variables que intervienen en el problema estudiado, establecer las 

analogías y diferencias con otros problemas de contorno y determinar las técnicas 

posibles a emplear. 

 El método inductivo – deductivo apoyado en la abstracción nos permitió determinar las 

vías correctas para la solución del problema y su generalización en un método 

organizado de trabajo. 

La abstracción se utilizo para la comprensión del problema científico planteado, lo cual 

permitió profundizar en sus diferentes aristas y establecer relaciones con otros resultados 

obtenidos. 

El método histórico fue esencial para el estudio del desarrollo histórico de los problemas 

de contorno de la teoría de las funciones analíticas y su estado actual, mientras que el 

método lógico, apoyado en el estudio histórico, nos permitió investigar las leyes 

generales y esenciales del funcionamiento y desarrollo del fenómeno estudiado. 

 

La Novedad Científica de nuestro trabajo posee gran importancia pues mejora en gran 

medida el tratamiento de las ecuaciones de la Física – Matemática con condiciones de 
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contorno con alto grado de complejidad, porque cuando estas se expresan en regiones 

infinitas, con valores diferentes en semiejes y semiplanos, la teoría clásica falla, y 

debemos buscar otros recursos teóricos para encontrar la solución analítica.  

A través de este trabajo introducimos un nuevo método, no reportado en la literatura 

clásica para enfrentar los diferentes problemas de la Física – Matemática y se establecen 

condiciones para determinar si el problema propuesto está correctamente planteado. 

Al presentarse los resultados en cuadraturas, específicamente en integrales complejas, 

se ofrece una herramienta fundamental a los especialistas de diferentes campos que se 

enfrenten a modelos de tipo parabólico con un alto nivel de complejidad, pues no se 

requiere que conozcan en detalle la teoría utilizada. 

También con el presente trabajo se posibilita la creación de un software que facilite la 

solución directa de problemas del tipo antes señalado, a partir de la forma en que se 

presentan los resultados obtenidos.  

La aplicación de los resultados a obtener están limitados a Ecuaciones Diferenciales 

Parciales con Coeficientes Constantes, y a regiones en que algunas de las variables esté 

definida en un dominio infinito (bandas, semiplanos, cilindros), o que se pueden reducir a 

algunas de estas regiones por una transformación conforme. 

La Tesis está distribuida de la siguiente manera: 

En el Capítulo 1 se establecen definiciones y resultados auxiliares así como clases de 

funciones que son de suma relevancia para el estudio realizado. Además hacemos el 

planteamiento del problema en cuestión, consistente en encontrar la solución a una 

ecuación en derivadas parciales de tipo parabólico con condiciones de fronteras muy 

generales. La misma se buscará en una cierta clase de funciones de amplia aplicación 

práctica. Usamos la técnica propuesta en [1] y [2] para reducir nuestro problema a un 

Problema de Contorno de Riemann cuya solución es conocida, para ello usamos el 
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operador de Fourier y finalmente encontramos una ecuación funcional que constituye un 

Problema de Riemann. 

En el Capítulo 2 estudiamos las condiciones de solubilidad del Problema de Riemann 

mediante condiciones necesarias y suficientes para que el coeficiente y el término 

independiente de dicho problema estén en las clases de funciones adecuadas. Es 

interesante el estudio realizado sobre el valor del índice y los diferentes valores de 

acuerdo a los coeficientes del problema. 

En el Capítulo 3 se determina la solución del problema en cuadraturas y se establecen 

condiciones para que el problema esté correctamente planteado. Todo esto se recoge en 

una serie de teoremas que resumen los resultados obtenidos. 
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Capítulo 1: Problema de Contorno General de tipo Parabólico. Reducción a un 

Problema de Riemann. 

En el presente Capítulo hacemos el planteamiento del objeto centrado de nuestra 

investigación: el estudio de un problema de contorno de tipo parabólico con condiciones 

de contorno complejas, definidas de manera diferente en cada semieje de la recta real. 

Para ello se plantean definiciones y resultados auxiliares utilizados por el grupo de 

Ecuaciones Diferenciales de la Facultad en la solución de problemas de tipo Elíptico e 

Hiperbólico. 

En el Capítulo se utiliza la técnica de Chersky para reducir el problema de la Física – 

Matemática estudiado a un Problema de Riemann, cuya solución general ha sido 

estudiada anteriormente en [1] y [2].  

 

1 .1 Definiciones y resultados auxiliares. 
 

En el presente epígrafe trabajamos con una serie de definiciones y resultados 

auxiliares dados en [2] las cuales constituyen también una referencia obligada en el 

desarrollo del trabajo. 

Se hace hincapié en las definiciones de Integral de Fourier y Clases de Hölder las 

cuales, junto a otras clases definidas con anterioridad, contribuyen el basamento 

teórico de nuestro trabajo. También se aborda el importante concepto de índice.  

Dada la función →ℜ:f C, si existe la integral 

 ∫
+∞

∞−

−= dtetfxF ixt)(
2
1)(
π ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∫

+∞

∞−

dtexFtf ixt)(
2
1)(
π , para algún 

x real, se denomina Integral de Fourier de Ff ,  (Integral de Fourier Inversa de fF , ). 
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Si se determina una clase de de funciones )(Ff , entonces la función )( 1−VV definida 

por: )}({)( tfVxF = , )}({)( 1 xFVtf −= se denomina operador directo (inverso) de 

Fourier. Se define el índice (ver [4]) de una función compleja continua y que no se 

anula sobre el eje real, )()()( 21 timtmtm += , ℜ∈t , de la forma siguiente: 

∫
+∞

∞−

∞+
∞−

∞+
∞− === )]([ln

2
1)]([ln

2
1)]([arg

2
1)( tmd

i
tm

i
tmtmInd

πππ
 

Las integrales anteriores deben entenderse en el sentido de Stieltjes si )(tm no es 

diferenciable y es de variación acotada. Del teorema del resto logarítmico (Principio 

del argumento) se tiene que si )(tm es el valor de contorno de una función analítica 

en el semiplano superior (inferior), con excepción quizás de un número finito de polos 

en este semiplano, entonces se cumple la siguiente igualdad: 

))( ( )( NPtmIndPNtmInd −=−=  

Donde )( tmInd denota el índice de )(tm y por N , P se denota el número de ceros y 

polos en el semiplano superior e inferior respectivamente considerando cada cero y 

polo tantas veces como su orden de multiplicidad. 

En este trabajo se denota por K  a los conjuntos numéricos ℜ  ó C. 

Sea. f una función Kf →ℜ: , se dice que f pertenece a la clase de Hölder, si 

existen constantes A y λ , 0>A , y ( ]1,0∈λ  para las cuales se verifica: 

1. ℜ∈∀−≤− 211212 , )()( xxxxAxfxf λ
                

         NNsiN >>>∃ 21 x,x :0  se cumple que:    

2. ℜ∈∀−≤− 21
12

12 , 11)()( xx
xx

Axfxf
λ

, 
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 las constantes A  y λ se denominan respectivamente coeficiente e índice de Hölder. La 

clase de las funciones que satisfacen la condición de Hölder para un mismo índice  λ  se 

denotan por )(ℜλH . 

Se cumple que )()()()()(
121 ℜ⊂ℜ⊂ℜ⊂ℜ⊂ℜ CHHHDA λλ , para 10 21 <<< λλ , 

donde por )(ℜAD se entiende la clase de las funciones ℜ→ℜ:f con derivadas 

acotadas sobre ℜ  que cumplen,  

)(lim)(lim xfxf
xx −∞→+∞→

=  

Se verifica fácilmente que ( ]1,0∈λ  la clase )(ℜλH con la suma y el producto por un 

escalar usuales de funciones es un álgebra asociativa. 

Decimos que Kf →ℜ: es un elemento de )(2 ℜL si +∞<∫
+∞

∞−

dxxf 2)( . El espacio 

)(2 ℜ+L es el espacio de funciones +F de )(2 ℜL que son prolongables analíticamente al 

semiplano superior 0>y  y cumplen con:  

ctedxiyxF <+∫
+∞

∞−

+ 2
)(  la misma 0 >∀y  

También )(2 ℜ−L es el espacio de funciones −F de )(2 ℜL que son prolongables 

analíticamente al semiplano inferior 0<y  y cumplen con: 

ctedxiyxF <+∫
+∞

∞−

− 2
)( la misma 0 >∀y  

Se conoce el siguiente teorema (según [4]). 

Para que la función )(xf + sea elemento de )(2 ℜ+L es necesario y suficiente que su 

transformada  



Capítulo 1: Problema de Contorno General de tipo Parabólico. Reducción a un Problema de 

Riemann. 

 

10

)}({)( xfVtF +
+ = sea elemento de )(2 ℜ+L  

Para que la función )(xf − sea elemento de )(2 ℜ−L es necesario y suficiente que su 

transformada  

)}({)( xfVtF −
− = sea elemento de )(2 ℜ−L  

La clase de las funciones )(2 ℜλL se define por )()()( 22 ℜ∩ℜ=ℜ λ
λ HLL . 

La clase de las funciones )(2 ℜL que pertenece a una de las funciones de Hölder se 

denotan por el símbolo { }{ }0 , o sea, 

{ }{ }
( ]

)()(0 21,0
ℜ∩ℜ∪=

∈
LH λλ

 

Los espacios { }λ0 son aquellos de las funciones que tienen su transformada en )(2 ℜλL , 

o sea )}({ xfV es elemento de )(2 ℜλL , si { }λ0∈f . 

La clase de las funciones { }λ0∈f tales que 0≡f si )0(0 >< xx se denotan por 

)(2 ℜ−
λL ( )(2 ℜ+

λL ). La clase de las funciones )(2 ℜ∈ Lf  tales que 0≡f si 

)0(0 >< xx se denotan por )(2 ℜ−L ( )(2 ℜ+L ). 

La clase de las funciones )(2 ℜ∈ λLF  que son prolongables analíticamente al semiplano 

inferior (superior) y que satisfacen que  

0)y si ,)(( 0y si ,)(
22

><+<<+ ∫∫
+∞

∞−

+
+∞

∞−

− MdxiyxFMdxiyxF donde M es 

independiente de y , se denota por ))()(( 22 ℜℜ +− λλ LL . 

La clase de las funciones f que no se anulan sobre ℜ y tales que 1)( =±∞f  y )1( −f es 

elemento de )(2 ℜ+λL ))(( 2 ℜ−λL se denotan por ))1()(1( 22 +ℜ+ℜ −+ λλ LL . 
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Del teorema y definiciones anteriores se tiene el teorema siguiente: Una condición 

necesaria y suficiente para que la función f  pertenezca a ))()(( 22 ℜℜ −+
λλ LL es que su 

Transformada de Fourier F pertenezca a ))()(( 22 ℜℜ −+ λλ LL . 

Definición de Operador ±P : 

)()(: 22 ℜ→ℜ ±± λλ LLP  

       foVVoTfPf )()( 1−±± =→  

donde )(}0{: 2 ℜ→ ±
± λ

λ LT  

            )()()1(
2
1))(()( xhxhsigntxhTxh ±

± =±=→  

Dado un Problema de Salto 

))()(()()()( 22 ℜℜ∈=− −+ LLxHxFxF λ  

))(()()()())(( 11 xHVVoTxHoVVoTxHP −±−±± ==  

λ}0{)()((1 ∈=− xhxHV  

)())(()(())(( 2 ℜ∈== ±±
±± λLxhVxhVoTxHP  

)()())(( 2 ℜ∈= ±±± λLxFxHP  

 

 

 

 

 

 

 

 



Capítulo 1: Problema de Contorno General de tipo Parabólico. Reducción a un Problema de 

Riemann. 

 

12

1 .2 Planteamiento del problema general. 
 

En este epígrafe procederemos a realizar el planteamiento del problema de contorno 

general de tipo Parabólico con condiciones de contorno complejas: 

Dada la Ecuación Diferencial Parcial de tipo Parabólico                             

0k ),,(),(),( ≠=+ yxgyxkuyxu yxx                          (1.2.1)                          y                      

en la región                                                                                                            

}0:),{( 2 +∞<<ℜ∈= yyxD                                   (1.2.2)                                                                

                                                                0                x          

    y las condiciones de contorno  

0 ),()0,()0,()0,( 11011000 <=++ +++ xxgxuxuxu yx βββ         (1.2.3) 

 0 ),()0,()0,()0,( 12011000 >=++ +++ xxgxuxuxu yx γγγ          (1.2.4) 

donde  ijβ  y ijγ ; 0,1 =i ; 0,1 =j son números reales 

             ),0(y  )0,( ),( 2122112 +∞∈−∞∈ℜ∈ LgLgLg  

Se desea encontrar condiciones sobre los elementos conocidos de (1.2.1), (1.2.3) y 

(1.2.4) para que la ecuación (1.2.1) tenga solución única en la región (1.2.2), que 

satisfagan las condiciones  (1.2.3)- (1.2.4) y que pertenezcan a la clase.  

       }0),(),(),(:)({ 222 ∞+<ℜ∈ℜ∈ℜ∈∈= yLuLuLuDFuS yxx           (1.2.5) 

donde  )(DF es la clase de funciones que están definidas sobre el semiplano D. 

 

El problema está bien planteado porque el número de condiciones de contorno (2) es 

igual al orden de la ecuación diferencial con respecto a y (1), por el número de regiones 

(1), más uno (ver [3]). 

 

D 
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1 .3 Reducción a un Problema de Riemann. 
 

A continuación se aplica la técnica descrita en [3] para reducir el problema planteado en 

1.2 a un problema de Riemann para el semiplano, 

 

a) Aplicación de la Transformada de Fourier a la ecuación (1.2.1). Realizando 

esta operación se obtiene la ecuación diferencial ordinaria: 

               ),(),(),( 2 yxGyxUx
dy

yxdUk =−                          (1.3.1) 

b) Obtención de la solución de la ecuación diferencial (1.3.1) 

                  La raíz de la ecuación característica 

02 =− xkz                                 (1.3.2) 

 

                  correspondiente a (1.3.1) es  

k
xxz

2

)( =                               (1.3.3) 

                  Luego la solución general de (1.3.1) es: 
 
                            ),()(),( )( yxVexCyxU yxz +=            (1.3.4) 

 
donde ),( yxV es una solución particular de (1.3.4) que viene dada por  

dyeyxG
k

eyxV
y

k
xy

k
x

2
2

),(),(
−

∫=                       (1.3.5) 
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y )(xC es una función arbitraria que debemos determinar. 

 

c) Adaptación de las condiciones de contorno (1.2.3) y (1.2.4) para la aplicación 

de la Transformada de Fourier. 

                        Con ese objetivo se introducen las funciones +f y −f  

⎩
⎨
⎧

<
>ℜ

= +
+ 0 x,                                              0

0 x),( de adesconocidfunción 
)( 2L

xf  

⎩
⎨
⎧

<ℜ
>

=− 0 x),(L de adesconocidfunción 
0 x,                                              0

)(
-2

xf  

Estas funciones permiten escribir (1.2.3) y (1.2.4) en la forma  

 

+∞<+=++ +−
+++ xxfxgx

dy
duxuxu x  ),()()0,()0,()0,( 11011000 βββ       (1.3.6) 

+∞<+=++ −+
+++ xxfxgx

dy
duxuxu x  ),()()0,()0,()0,( 12011000 γγγ         (1.3.7) 

 

donde  

⎩
⎨
⎧

≥
<

=−                                                     0 x,    0
                                                   0  x, 

)( 11
11

g
xg  

⎩
⎨
⎧

≤
>

=+                                                     0 x,    0
                                                   0  x, 

)( 12
12

g
xg  

d) Aplicación de la Transformada de Fourier a las nuevas condiciones de 

contorno. 

                         Realizando esta operación en (1.3.6) y (1.3.7) se obtiene: 
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)()()0,()0,()0,( 11011000 xFxGx
dy
dUxUixxU +−+++ +=+− βββ       (1.3.8) 

                    )()()0,()0,()0,( 12011000 xFxGx
dy
dUxUixxU −++++ +=+− γγγ    (1.3.9) 

De acuerdo a la definición de +f  y −f  las funciones )(xF −  y )(xF +  se pueden 

considerar (ver [4]) como los valores límites de las funciones )(zF −  y )(zF + , analíticas 

en el semiplano inferior y superior respectivamente, que satisfacen las condiciones: 

 

 0y si ,)(
2

<<+∫
+∞

∞−

− MdxiyxF      y      0y si ,)(
2

><+∫
+∞

∞−

+ MdxiyxF  

Respectivamente, donde M es el mismo para todas las y  

 

e) Obtención de una ecuación funcional en la cual las únicas funciones 

desconocidas son +F y −F : 

              A partir de (1.3.4) se obtiene fácilmente  

),()()(),( )( yx
dy
dVexCxzyx

dy
dU yxz +=                             (1.3.10) 

Sustituyendo (1.3.5) y (1.3.10) en (1.3.8) y (1.3.9), y efectuando las operaciones 

necesarias se obtiene el sistema: 

)()()()( 11 xHxFxCxP =− +                           (1.3.11) 

)()()()( 22 xHxFxCxP =− −                          (1.3.12) 

                           

donde 

01

2

10001 )( βββ
k
xixxP +−=    y  01

2

10002 )( γγγ
k
xixxP +−=  
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)0,()0,()()()( 011000111
++− −−−= x

dy
dVxVixxGxH βββ  

)0,()0,()()()( 011000122
+++ −−−= x

dy
dVxVixxGxH γγγ  

donde a partir de (1.3.5) se tiene: 

dyeyxG
k

xV
y

k
x

y

2

),(lim1)0,(
0

−

→

+ ∫+=  

Si )0,( +xV , )0,( +xxV y 
dy
xdV )0,( +

pertenecen a )(2 ℜL , es evidente que )(1 xH y 

)(2 xH pertenecen a )(2 ℜL  

De (1.3.11) obtenemos: 

                                   
)(
)(

)(
)()(

1

1

1 xP
xH

xP
xFxC +=

+

                   (1.3.13) 

 

sustituyendo (1.3.13) en (1.3.12) obtenemos el Problema de Riemann 

 

)()()()( xHxFxDxF += −+                 (1.3.14) 

donde 
)(
)(

)(
2

1

xP
xP

xD =  y )()(
)(
)(

)( 12
2

1 xHxH
xP
xP

xH −=
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Capítulo 2: Condiciones de solubilidad del Problema de Riemann obtenido a partir 

de un problema parabólico complejo. Análisis del índice. 

En este Capítulo se determinan condiciones necesarias y suficientes sobre los 

coeficientes de (1.2.1), (1.2.3) y (1.2.4), para que el coeficiente y el término independiente 

de (1.3.14) satisfagan las condiciones correspondientes al problema de Riemann. 

De acuerdo a [2], para obtener la solución de (1.3.14) en la clase )(2 ℜ±λL ( )(2 ℜ±L ), se 

requiere que )(xD pertenezca a la clase )1(2 +ℜλL y el término independiente pertenezca 

a )(2 ℜλL ( )(2 ℜL ); siendo )1(2 +ℜλL la clase de las funciones f que satisfacen las 

condiciones siguientes: 

 

i. f  no tiene ni ceros, ni polos sobre los ℜ . 

ii. 1)(lim =
+∞→

xf
x

. 

iii. )()1( 2 ℜ∈− λLf  

 

2.1 Determinación de las condiciones para que  )(xD    satisfaga la condición i: 
 

Tenemos que:   
)(
)(

)(
2

1

xP
xP

xD =  

Luego, podemos escribir  

 

0010
2

01

0010
2

01)(
γγγ
βββ

kxikx
kxikx

xD
+−
+−

=              (2.1.1) 

Si separamos parte real y parte imaginaria en el numerador de (2.1.1) e igualamos a 

cero, obtenemos el sistema: 
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000
2

01 =+ ββ kx                                     (2.1.2) 

010 =xkβ                                                  (2.1.3) 

Como 0≠k , el sistema (2.1.2), (2.1.3) tiene evidentemente raíces reales solamente en 

las siguientes variantes: 

 

1. 000 =β , hay raíz en 0=x , 

2. 001 ≠β , 010 =β , 0
01

00 <
β
βk

; hay dos raíces reales del tipo 
01

00

β
βk

x −±= . 

Se cumple entonces el siguiente Teorema: 

Teorema 1: El numerador (denominador) de )(xD no tiene ni ceros (ni polos) para 

ℜ∈x , si y solo si se cumple una de las condiciones siguientes: 

1. 01000 ≠ββ  )0( 1000 ≠γγ  

2. 010 =β , 00100 >ββk  ,0( 10 =γ )00100 >γγk  

2.2 Determinación de las condiciones para )(xD que satisfaga la condición ii. 
 

Como 
0010

2
01

0010
2

01lim)(lim
γγγ
βββ

kxikx
kxikx

xD
xx +−

+−
=

+∞→+∞→
                   (2.2.1) 

se tiene trivialmente el siguiente Teorema: 

 

Teorema 2: El límite del segundo miembro de (2.2.1)  existe y es distinto de cero si y solo 

si; se cumple una de las condiciones siguientes: 

a) 00101 ≠γβ , en este caso el límite indicado en (2.2.1)  es 
01

01

γ
β

=l . 
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b) 00101 == γβ , 01010 ≠γβ , en este caso el límite indicado en (2.2.1)  es 
10

10

γ
β

=l . 

c) 010100101 ==== γβγβ , 00000 ≠γβ , en este caso el límite indicado en (2.2.1)  es 

00

00

γ
β

=l . 

La demostración  de este Teorema es trivial. 

Si 1≠l , entonces multiplicando (1.3.14) por 
l
1

 obtenemos: 

l
xHxF

l
xD

l
xF )()()()(

+= −
+

 

considerando entonces las funciones: 

l
xFxF )()(1

+
+ , )()(1 xFxF −− = , 

l
xDxD )()(1 =                (2.2.2) 

Se obtiene la ecuación funcional: 

l
xHxFxDxF )()()()( 111 += −+                                         (1.3.14’) 

 para lo cual se cumple 1)(lim 1 =
+∞→

xD
x

 

Luego de (2.2.2) y (1.3.14’) se obtendría la solución del problema original. 

2.3 Determinación de condiciones para )(xD  que se satisfaga la condición iii. 
 

Teorema 3: Si se cumple simultáneamente una de las condiciones del Teorema 1 y una 

de las condiciones del Teorema 2, entonces )()1)(( 2 ℜ∈− λLxD . 

Demostración: 

Probemos primeramente que )()1)(( ℜ∈− λHxD .Como )()( ℜ⊂ℜ λHDA , basta probar 

que )()1)(( ℜ∈− ADxD . Si se cumple simultáneamente una de las condiciones del 
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Teorema 1 y una de las condiciones del Teorema 2, se puede asegurar que 

lxD
x

=
+∞→

)(lim , y 0≠l . Si 1≠l se considera (1.3.14’) en lugar de (1.3.14), luego no se 

pierde generalidad cuando consideramos que 1)(lim =
+∞→

xD
x

. 

Si se cumple simultáneamente una de las condiciones del Teorema 1 y una de las 

condiciones del Teorema 2, es fácil probar que ']1)([ −xD es una función acotada sobre 

ℜ  y además: 

2
2

2
'

1
'

21

)]([
)()()()(]1)([

xP
xPxPxPxPxD −

=′−  

luego )(]1)([ ℜ∈− ADxD . 

 

Por ultimo, como lxD
x

=
+∞→

)(lim . los coeficientes de mayor grado de )(1 xP y )(2 xP son 

iguales y consecuentemente ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
Ο=−

x
xD 11)( en una vecindad del infinito, y como 

)(xD es derivable se tiene que: 

+∞<−∫
+∞

∞−

dxxD 21)(  

Por tanto queda probado que )()1)(( 2 ℜ∈− λLxD . 
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2.4 Determinación de las condiciones para que el término independiente de (1.3.14) 

sea elemento de   )(2 ℜL  . 

 

Teorema 4: Si se cumple simultáneamente una de las condiciones del Teorema 1 y una 

de las condiciones del Teorema 2, y además, ),( yxV , )0,( +xxV ,y 
dy
xdV )0,( +

 pertenecen 

a )(2 ℜL , entonces el término independiente de (1.3.14) pertenece a )(2 ℜL .  

Demostración:  

Tenemos que el término independiente de (1.3.14)  tiene la forma:  

)()(
)(
)(

)( 12
2

1 xHxH
xP
xP

xH −=  

De acuerdo a las condiciones impuestas es evidente que )(1 xH y )(2 xH son elementos 

de )(2 ℜL ; y 
)(
)(

2

1

xP
xP

es una función acotada sobre ℜ . De aquí se tiene obviamente que 

)()( 2 ℜ∈ LxH . 

 

Si el problema original es homogéneo ( 0),( ≡yxg ) el Teorema 4 quedaría en la 

siguiente forma: 

 

Corolario (del Teorema 4): Si se cumple simultáneamente una de las condiciones del 

Teorema 1 y una de las condiciones del Teorema 2, entonces el término independiente 

de (1.3.14) pertenece a )(2 ℜL .  
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2.5 Cálculo del índice del coeficiente. 
 

Nuestro análisis está dado a los casos en que se cumplen simultáneamente una de las 

condiciones del Teorema 1 y una de las condiciones del Teorema 2. 

 

Como las raíces de )(1 xP  y )(2 xP vienen dadas respectivamente por las expresiones: 

01

0001
2

10
2

10

2
4

β
ββββ kkik −−±

 

y 

01

0001
2

10
2

10

2
4

γ
γγγγ kkik −−±

 

tenemos las siguientes posibilidades: 

 

a. 010 ≠β , 00001 >ββk  ( 010 ≠γ , 00001 >γγk ) entonces )(1 xP ( )(2 xP ) tiene raíces 

imaginarias en semiplanos diferentes. 

b. 010 ≠β , 00001 <ββk  ( 010 ≠γ , 00001 <γγk ) entonces )(1 xP ( )(2 xP ) tiene 2 raíces 

complejas en el mismo semiplano si 2
10

2
00014 βββ kk >  ( 2

10
2

00014 γγγ kk > ), e 

imaginarias en el mismo semiplano si 2
10

2
00014 βββ kk <  ( 2

10
2

00014 γγγ kk < ). 

c. 001 =β , 00010 ≠ββ ( 001 =γ , 00010 ≠γγ ) entonces )(1 xP ( )(2 xP ) tiene una sola 

raíz imaginaria i
10

00

β
β

− ( i
10

00

γ
γ

− ). 

d. 010 =β , 00001 >ββk ( 010 =γ , 00001 >γγk ) entonces )(1 xP ( )(2 xP ) tiene 2 raíces 

imaginarias conjugadas. 
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e. 00110 == ββ , 000 ≠β ( 00110 == γγ , 000 ≠γ ) entonces )(1 xP ( )(2 xP ) no tiene 

raíces.  

Luego tenemos las siguientes variantes para el índice de )(xD . 

 Casos de índice cero:  

             2.5.1-a) 010 ≠β , 00001 >ββk , 010 ≠γ  y 00001 >γγk  

        2.5.1-b) 010 ≠β , 00001 <ββk , 010 ≠γ , 00001 <γγk y 001100110 <γγββ  

        2.5.1-c) 00101 == γβ , 00010 <ββ  y 00010 <γγ  

        2.5.1-d) 00101 == γβ , 00010 >ββ  y 00010 >γγ  

        2.5.1-e)  010 =β , 00001 >ββk , 010 ≠γ  y 00001 >γγk  

         2.5.1-f)  010 ≠β , 00001 >ββk , 010 =γ  y 00001 >γγk  

         2.5.1-g)  01010 == γβ , 00001 >ββk  y 00001 >γγk  

                    2.5.1-h)   010011001 ==== γγββ  y  00000 ≠γβ  

 

 Casos de índice uno:  

        2.5.2-a) 00101 == γβ , 00010 <ββ  y 00010 >γγ  

        2.5.2-b)  010 =β , 00001 >ββk ,  00001 <γγk  y 01001 <γγk  

        2.5.2-c) 00001 <ββk , 01001 >ββk , 010 =γ  y 00001 >γγk  

        2.5.2-d) 010 ≠β , 00001 >ββk , 00001 <γγk  y 00110 <γγk  

        2.5.2-e) 010 ≠γ , 00001 <ββk , 00110 >ββk y 00001 >γγk  

 

 Caso de índice dos:  

        2.5.3-a) 00001 <ββk , 01001 >ββk , 00001 <γγk  y 01001 <γγk  
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 Casos de índice menos uno:  

        2.5.4-a) 00101 == γβ , 00010 >ββ  y 00010 <γγ  

        2.5.4-b)  00001 <ββk ,  01001 <ββk , 010 =γ  y 00001 >γγk  

        2.5.4-c) 010 =β , 00001 >ββk , 00001 <γγk ,  y 01001 >γγk  

        2.5.4-d) 010 ≠β , 00001 >ββk , 00001 <γγk  y 00110 >γγk  

        2.5.4-e)  010 ≠γ , 00001 <ββk  , 00110 <ββk y 00001 >γγk  

 

 Casos de índice menos dos:  

       2.5.5-a) 00001 <ββk , 00110 <ββk , 00001 <γγk ,  y 00110 >γγk  
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Capítulo 3: Solución del Problema de Riemann para los distintos tipos de índices 

analizados en el capítulo anterior. 

 

En el presente capítulo buscaremos la solución del Problema de Riemann (1.3.14) de 

acuerdo a los casos de índice estudiados en el capítulo anterior,  )(xD cumple 

simultáneamente una de las condiciones del Teorema 1 y una de las condiciones del 

Teorema 2. 

 

3.1 Casos de índice cero. 

• Casos 2.5.1-a), 2.5.1-e), 2.5.1-f) y 2.5.1-g)   
 
En estos casos la expresión (1.3.14) toma la forma: 

)()(
))((
))((

)(
))((
))((

)( 12
01

01

01

01 xHxH
dixcix
bixaix

xF
dixcix
bixaix

xF −
−−
−−

+
−−
−−

= −+

γ
β

γ
β

           (3.1.1) 

donde 0>a , 0<b , 0>c  y 0<d  

en el caso 2.5.1-e) se tiene que ba −= , en el caso 2.5.1-f)  dc −= y en el caso 2.5.1-g)  

ba −=  y dc −= simultáneamente. 

La expresión (3.1.1) se puede escribir en la forma: 

)(
)(
)()(

)(
)(

)(
)(
)(

)(
)(
)(

12
01

01

01

01 xH
bix
dixxH

cix
aix

xF
cix
aix

xF
bix
dix

−
−

−
−
−

+
−
−

=
−
− −+

γ
β

γ
β

 

haciendo 

)(
)(
)()(1 xF

bix
dixxF ++

−
−

=                                                                                       (3.1.2) 

)(
)(
)(

)(
01

01
1 xF

cix
aix

xF −−

−
−

=
γ
β

 y 
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)(
)(
)()(

)(
)(

)( 12
01

01
3 xH

bix
dixxH

cix
aix

xH
−
−

−
−
−

=
γ
β

 

nos queda el Problema de Salto: 

)()()( 311 xHxFxF =− −+                                                                                    (3.1.3) 

Luego podemos enunciar el siguiente teorema: 

Teorema 5: Si 0<k  y ),( yxV , )0,( +xxV , y 
dy
xdV )0,( +

 pertenecen a )(2 ℜL , entonces el 

problema (1.2.1) – (1.2.4) para los casos 2.5.1-a), 2.5.1-e), 2.5.1-f)  y 2.5.1-g)  tiene 

solución única en la clase (1.2.5) dada por )],([),( 1 yxUVyxu −= . 

Donde ),( yxU está dada por las fórmulas (1.3.4) y (1.3.14), y  

∫
+∞

+

−
−

=
0

3 )(
2
1)( dteth

dix
bixxF ixt

π
                                                                      (3.1.4) 

siendo 

][ 3
1

3 HVh −=  

Demostración: 

La solución del Problema de Salto (3.1.3) según la Definición dada de Operador 

proyección en el Capítulo 1 es: 

)()()()())(( 333
1

3 ±
±−±± === hVhVoTxHoVVoTxHP  

)()(
2
1))(( 1

0
33 xFdteththV ixt +

+∞

+ == ∫π
                                                            (3.1.5) 

)()(
2
1))(( 1

0
33 xFdteththV ixt −

+∞

− == ∫π
 

donde ][ 3
1

3 HVh −= . 
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luego de la sustitución de (3.1.5)  en (3.1.1) se obtiene la expresión (3.1.4). Por otra parte 

de (1.3.4) y (1.3.13) tenemos 

),(
))((
)()(),(

2

1 yxVe
bixaix
xHxFyxU

y
k
x

+
−−

+
=

+

                                   (3.1.6) 

En (3.1.6) )()( 2 ℜ∈ ++ LxF , )()( 21 ℜ∈ −LxH . Luego ),( yxU , ),(2 yxUx , y 
dy

yxdU ),(
 

pertenecen a )(2 ℜL para todo y ,  +∞<< y0 , por lo tanto ),( yxu pertenece a la clase 

(1.2.5). 

Como )],([),( 1 yxUVyxu −= , nos queda: 

dteytVdtee
bitait
tHtFyxUVyxu ixtyixty

k
t

∫∫
+∞

∞−

−
+∞

∞−

−
+

− +
−−

+
== ),(

2
1

))((
)()(

2
1)],([),(

2

11

ππ
donde finalmente la solución a nuestro problema para los casos 2.5.1-a), 2.5.1-e), 2.5.1-f)  

y 2.5.1-g)  es: 

]),(
))((
)()([

2
1),(

2

1 dteytVdte
bitait
tHtFyxu ixtyixty

k
t

∫∫
+∞

∞−

−
+∞

∞−

−+

+
−−

+
=

π  

Para el caso Homogéneo, es decir para 0),( ≡yxV tenemos el siguiente teorema similar 

al Teorema 5: 

 

Teorema 5´: Si 0<k , entonces el problema (1.2.1) – (1.2.4) para los casos 2.5.1-a), 

2.5.1-e), 2.5.1-f)  y 2.5.1-g)  tiene solución única en la clase (1.2.5) dada por 

)],([),( 1 yxUVyxu −= . 
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• 2.5.1-b) 
En este caso hay dos posibilidades  

 2.5.1-b1) Todas las raíces de )(1 xP y )(2 xP están en el semiplano superior 

(esto ocurre cuando 0<k , si se cumple además, 00110 <ββ  y 00110 <γγ ) 

 2.5.1-b2) Todas las raíces de )(1 xP y )(2 xP están en el semiplano inferior 

(esto ocurre cuando 0<k , si se cumple además, 00110 >ββ  y 00110 >γγ ) 

Subcaso 2.5.1-b1): La expresión (1.3.14) toma la forma (3.1.1) pero ahora a, b, c y d  son 

números complejos con parte imaginaria mayor que cero si 2
10

2
00014 βββ kk >  y 

2
10

2
00014 γγγ kk > , o números imaginarios sobre el eje imaginario positivo si 

2
10

2
00014 βββ kk <  y 2

10
2

00014 γγγ kk < . (También se puede obtener un caso mixto). 

 

Haciendo: 

)()(1 xFxF ++ =                                                                                               (3.1.7) 

)(
))((
))((

)(
01

01
1 xF

dixcix
bixaix

xF −−

−−
−−

=
γ
β

 

)(
))((
))(()(

))((
))((

)( 12
01

01
4 xH

bixcix
dixaixxH

dixcix
bixaix

xH
−−
−−

−
−−
−−

=
γ
β

 

nos queda el Problema de Salto: 

)()()( 411 xHxFxF =− −+        

Luego por un análisis similar al realizado en la demostración del Teorema 5, resulta 

evidente un teorema con enunciado similar al anterior pero con 4H  en lugar de 3H   y    

∫
+∞

+ =
0

4 )(
2
1)( dtethxF ixt

π
 donde   ][ 4

1
4 HVh −=    
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Luego de (1.3.4) y (1.3.13) obtenemos 

),(
))((
)()(),(

2

1 yxVe
bixaix
xHxFyxU

y
k
x

+
−−

+
=

+

 

Subcaso 2.5.1-b2): La expresión (1.3.14) toma la forma (3.1.1) pero ahora a, b, c y d  son 

números complejos con parte imaginaria menor que cero si 2
10

2
00014 βββ kk >  y 

2
10

2
00014 γγγ kk > , o números imaginarios sobre el eje imaginario negativo si 

2
10

2
00014 βββ kk <  y 2

10
2

00014 γγγ kk < . (También se puede obtener un caso mixto), y nos 

queda: 

 

)(
))((
))(()()()(

))((
))((

12
01

01

01

01 xH
bixaix
dixcixxHxFxF

bixaix
dixcix

−−
−−

−+=
−−
−− −+

γ
β

γ
β

      

Denotando: 

)(
))((
))((

1 xF
bixaix
dixcixF ++

−−
−−

=  

)()(
01

01
1 xFxF −− =

γ
β

 

)(
))((
))(()()( 12

01

01
5 xH

bixaix
dixcixxHxH

−−
−−

−=
γ
β

 

nos queda el Problema de Salto: 

)()()( 511 xHxFxF =− −+     

Por un análisis similar al realizado en la demostración del Teorema 5, resulta evidente un 

teorema con enunciado similar al anterior pero con 5H  en lugar de 3H   y    

∫
+∞

+

−−
−−

=
0

5 )(
2
1

))((
))(()( dteth

dixcix
bixaixxF ixt

π
 donde   ][ 4

1
4 HVh −=    
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Luego de (1.3.4) y (1.3.13) obtenemos 

),(
))((
)()(),(

2

1 yxVe
bixaix
xHxFyxU

y
k
x

+
−−

+
=

+

 

• Casos 2.5.1-c), 2.5.1-d)  
        En estos casos el Problema de Riemann (1.3.14) adopta la forma: 

            )()(
)(
)(

)(
)(
)(

)( 12
01

01

01

01 xHxH
cix
aix

xF
cix
aix

xF −
−
−

+
−
−

= −+

γ
β

γ
β

                   (3.1.8) 

y          )(
)(
)()()()(

)(
)(

12
01

01

01

01 xH
aix
cixxHxFxF

aix
cix

−
−

−+=
−
− −+

γ
β

γ
β

                  (3.1.9) 

respectivamente. 

de (3.1.8) y (3.1.9) llegamos a los  Problemas de Salto: 

)()()( 611 xHxFxF =− −+                                                                             (3.1.10) 

)()()( 711 xHxFxF =− −+                                                                            (3.1.11) 

 donde  

 )()(1 xFxF ++ =    

)(
)(
)(

)(
01

01
1 xF

cix
aix

xF −−

−
−

=
γ
β

   

)()(
)(
)(

)( 12
01

01
6 xHxH

cix
aix

xH −
−
−

=
γ
β

 en el caso  (3.1.10)  y 

 )(
)(
)()(1 xF

aix
cixxF ++

−
−

=       

)()(
01

01
1 xFxF −− =

γ
β

 

)(
)(
)()()( 12

01

01
7 xH

aix
cixxHxH

−
−

−=
γ
β

 en el caso  (3.1.11). 
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Luego de forma evidente se cumple un teorema con enunciado y demostración similar al 

Teorema 5 con 6H  en lugar de 3H   y    

∫
+∞

+ =
0

6 )(
2
1)( dtethxF ixt

π
 en el caso 2.5.1-c) y 7H  en lugar de 3H  y 

∫
+∞

+

−
−

=
0

7 )(
2
1

)(
)()( dteth

cix
aixxF ixt

π
 en el caso 2.5.1-d). 

   

Luego de (1.3.4) y (1.3.13) obtenemos 

),(
)(

)()(),(
2

1 yxVe
aix

xHxFyxU
y

k
x

+
−
+

=
+

                   

El caso 2.5.1-h) no lo consideramos por carecer de importancia práctica.                       

3.2 Casos de índice menos uno. 

• Caso 2.5.4-a) 
           En este caso la expresión (1.3.14) toma la forma  

)()(
)(
)(

)(
)(
)(

)( 12
01

01

01

01 xHxH
cix
aix

xF
cix
aix

xF −
−
−

+
−
−

= −+

γ
β

γ
β

 

pero ahora 0<a  y  0>c . Haciendo: 

)()(1 xFxF ++ =    

)(
)(
)(

)(
01

01
1 xF

cix
aix

xF −−

−
−

=
γ
β

   

)()(
)(
)(

)( 12
01

01
8 xHxH

cix
aix

xH −
−
−

=
γ
β

  

nos queda el Problema de Salto: 

)()()( 811 xHxFxF =− −+                                                                  (3.2.1) 

Podemos enunciar entonces el siguiente teorema: 
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Teorema 6: Si 0<k  y ),( yxV , )0,( +xxV , y 
dy
xdV )0,( +

 pertenecen a )(2 ℜL , entonces el 

problema (1.2.1) – (1.2.4) para el caso 2.5.4-a)  tiene solución única en la clase (1.2.5) 

dada por )],([),( 1 yxUVyxu −= . 

Donde ),( yxU está dada por las fórmulas (1.3.4) y (1.3.14), y  

∫
+∞

+ =
0

8 )(
2
1)( dtethxF ixt

π
                                                                          (3.2.2) 

siendo ][ 8
1

8 HVh −= ; si se cumple la condición adicional  

                              0
)(8 =

−∫
∞+

∞−
τ

τ
τ

d
ai

H
                                            (3.2.3) 

La primera parte de la demostración es evidente por las técnicas de trabajo mostradas 

anteriormente, luego, sólo nos ocuparemos de la necesidad de la expresión (3.2.3). En 

efecto, como la solución del Problema de Riemann se expresa por (3.2.2) y 

dteth
aix
cixxF ixt∫ ∞−

−

−
−

−=
0

8
10

10 )(
2
1)(
πβ

γ
, 

tenemos que )(xF − tiene un polo de orden uno en aix = , por lo tanto, se requiere, para 

que el problema de salto (3.2.1) tenga solución única, que dteth ixt∫ ∞−

0

8 )( tenga un cero de 

igual orden en dicho punto. Como por la relación entre las Integrales de tipo Cauchy y de 

Fourier se tiene: 

 

dtehd
ai

H
i

izt∫∫ ∞−

∞+

∞−
−=

−

0

8
8 )(

2
1)(

2
1 τ

π
τ

τ
τ

π
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si 0Im <z , entonces, desarrollando la primera de las integrales anteriores en serie de 

potencias de )( aiz − e igualando a cero el coeficiente del término de grado cero del 

desarrollo, se obtiene (3.2.3) con lo cual se elimina el polo de )(xF − . 

En el caso homogéneo nos queda: 

Teorema 6’: Si 0<k   entonces el problema (1.2.1) – (1.2.4) para el caso 2.5.4-a)  tiene 

solución única en la clase (1.2.5) dada por )],([),( 1 yxUVyxu −= . 

• Casos 2.5.4 b) y 2.5.4-e)   
               En estos casos la expresión (1.3.14) toma la forma (3.1.1) donde 0<a , 0<b si  

2
10

2
00014 βββ kk < ; e 0Im <a , 0Im <b si 2

10
2

00014 βββ kk > . Además 0>c , 0<d  y 

dc −= en el caso 2.5.4 b). 

En estos casos la expresión (1.3.14) se puede escribir de la forma: 

)(
)(
)()(

)(
)(

)(
)(
)(

)(
)(
)(

12
01

01

01

01 xH
bix
dixxH

cix
aix

xF
cix
aix

xF
bix
dix

−
−

−
−
−

+
−
−

=
−
− −+

γ
β

γ
β

 

   Haciendo 

)(
)(
)()(1 xF

bix
dixxF ++

−
−

=                                                                                        

)(
)(
)(

)(
01

01
1 xF

cix
aix

xF −−

−
−

=
γ
β

 y 

)(
)(
)()(

)(
)(

)( 12
01

01
9 xH

bix
dixxH

cix
aix

xH
−
−

−
−
−

=
γ
β

 

nos queda el Problema de Salto: 

)()()( 911 xHxFxF =− −+                                                                                    (3.2.4)        

Luego por un análisis similar al anterior, se tiene para estos casos, de manera evidente,  

un teorema similar al Teorema 6,  pero con 9H  en lugar de 8H   y    



Capítulo 3: Solución del Problema de Riemann para los distintos tipos de índices analizados en 
el capítulo anterior. 
 

 

34

∫
+∞

+

−
−

=
0

9 )(
2
1)( dteth

dix
bixxF ixt

π
 siendo ][ 9

1
9 HVh −= ; si se cumple la condición 

adicional  

                              0
)(9 =

−∫
∞+

∞−
τ

τ
τ

d
ai

H
                       

Luego de (1.3.4) y (1.3.13) obtenemos 

),(
))((
)()(),(

2

1 yxVe
bixaix
xHxFyxU

y
k
x

+
−−

+
=

+

            

• Casos 2.5.4 c) y 2.5.4-d)   
                 En estos casos la expresión (1.3.14) adopta la forma (3.1.1) donde 0<a , 

0>b ( ba −= en el caso 2.5.4 c)), 0>c y 0>d  si  2
10

2
00014 γγγ kk < ; e 0Im >c , 

0Im >d si 2
10

2
00014 γγγ kk > .  

Haciendo: 

)()(1 xFxF ++ =                                                                            

)(
))((
))((

)(
01

01
1 xF

dixcix
bixaix

xF −−

−−
−−

=
γ
β

 

)(
))((
))(()(

))((
))((

)( 12
01

01
10 xH

bixcix
dixaixxH

dixcix
bixaix

xH
−−
−−

−
−−
−−

=
γ
β

 

nos queda el Problema de Salto: 

)()()( 1011 xHxFxF =− −+                                                                                 (3.2.5)        

Luego es posible enunciar un teorema similar al Teorema 6 pero situando )(10 xH  en 

lugar de )(8 xH y  

∫
+∞

+ =
0

10 )(
2
1)( dtethxF ixt

π
 siendo ][ 10

1
10 HVh −= ; si se cumple la condición adicional  
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                              0
)(10 =

−∫
∞+

∞−
τ

τ
τ

d
ai

H
                       

Luego de (1.3.4) y (1.3.13) obtenemos 

),(
))((
)()(

),(
2

1 yxVe
bixaix
xHxF

yxU
y

k
x

+
−−

+
=

+

            

3.3 Caso de índice menos dos. 
 
          En este caso el problema (1.3.14) toma la forma (3.1.1) donde 0<a , 0<b si  

2
10

2
00014 βββ kk < ; e 0Im <a , 0Im <b si 2

10
2

00014 βββ kk > . Además 0>c , 0>d  si  

2
10

2
00014 γγγ kk < ; e 0Im >c , 0Im >d si 2

10
2

00014 γγγ kk > .  

Luego nos queda de nuevo un Problema de Salto (3.2.5) (con 0<b  ó 0Im <b ), pero 

ahora al obtener la solución del problema se obtiene  )(xF −   con polos de orden uno en 

aix =   y bix = . Luego se puede enunciar un teorema similar al Teorema 6 sustituyendo  

)(8 xH por )(11 xH (con 0<b  ó 0Im <b ) y agregando a la condición (3.2.3) la condición 

adicional: 

0)(11 =
−∫

∞+

∞−
τ

τ
τ d
bi

H
 

3.4 Casos de índice uno. 

• Caso 2.5.4-a) 
           En este caso la expresión (1.3.14) toma la forma  

)()(
)(
)(

)(
)(
)(

)( 12
01

01

01

01 xHxH
cix
aix

xF
cix
aix

xF −
−
−

+
−
−

= −+

γ
β

γ
β

 

pero ahora 0>a  y  0<c .  

)()(
)(
)(

)()(
)(
)(

12
01

01

01

01 xHxH
aix
cix

xFxF
aix
cix

−
−
−

+=
−
− −+

γ
β

γ
β

 

llegamos al  Problema de Salto: 
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)()()(
)(
)(

12
01

01 xHxFxF
aix
cix

=−
−
− −+

γ
β

                                                    (3.4.1) 

donde  

)()(
)(
)(

)( 12
01

01
12 xHxH

aix
cix

xH −
−
−

=
γ
β

 

que es de )(2 ℜL si se cumplen las condiciones impuestas en el Teorema 5. Luego 

aplicando el Operador Proyección a )(12 xH  nos queda  

                                 )()()(12 xxxH −+ −= ψψ                                         (3.4.2) 

donde  

))(()( 12 xHPx ±± =ψ  

o sea  

)()()( 12
1 xHoVVoTx −±± =ψ  

de donde 

∫
+∞

+ =
0

12 )(
2
1)( dtethx ixt

π
ψ          

∫
∞−

− =
0

12 )(
2
1)( dtethx ixt

π
ψ                       

siendo  ∫
+∞

∞−

= dtetHth ixt)(
2
1)( 1212 π

                     

Luego sustituyendo (3.4.2) en (3.4.1)  nos queda: 

)()()()(
)(
)(

01

01 xxFxxF
aix
cix −−++ −=−

−
− ψ

γ
β

ψ  

Aplicando el Teorema de Prolongación Analítica y el Teorema Generalizado de Lioville 

tenemos 
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aix
cxxFxxF

aix
cix

−
=−=−

−
− −−++ 1

01

01 )()()()(
)(
)( ψ

γ
β

ψ , 1c  es una constante arbitraria. 

Luego 
aix

cxxF
aix
cix

−
=−

−
− ++ 1)()(

)(
)( ψ  

cix
c

x
cix
aixxF

−
+

−
−

= ++ 1)(
)(
)()( ψ                                                                 (3.4.3) 

aix
cxxF
−

+= −− 1

01

01

01

01 )()(
β
γ

ψ
β
γ

 

Al tener )(xF +  dado por la expresión (3.4.3) entonces ),( yxU queda determinado por 

las expresiones (1.3.4) y (1.3.13), siendo 

cix
cdteth

cix
aixxF ixt

−
+

−
−

= ∫
+∞

+ 1

0
12 )(

2
1

)(
)()(

π
                                                  (3.4.4) 

y se puede enunciar el siguiente teorema: 

Teorema 7: Si 0<k  y ),( yxV , )0,( +xxV , y 
dy
xdV )0,( +

 pertenecen a )(2 ℜL , entonces el 

problema (1.2.1) – (1.2.4) para el caso 2.5.1-a)  tiene solución única que depende de una 

constante arbitraria 1c  en la clase (1.2.5) y viene dada por las expresiones (1.3.13) y 

(3.4.4). 

 

Demostración: 

Como de (1.3.4) y (1.3.13)  

),()(),( )( yxVexCyxU yxz += , 
k
xxz

2

)( =  

entonces 
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),(
)(

)()(),(
2

1

1 yxVe
xP

xHxFyxU
y

k
x

+
+

=
+

 

),()()(),(
2

1 yxVe
aix

xHxFyxU
y

k
x

+
−
+

=
+

                                        (3.4.5) 

 Como  )(xF + depende de una constante arbitraria, ),( yxU también depende de una 

constante arbitraria por ser V un operador lineal. Además en  (3.4.5) )(2 ℜ∈ ++ LF , 

)()( 21 ℜ∈ −LxH , luego ),( yxU , ),(2 yxUx , y 
dy

yxdU ),(
pertenecen a )(2 ℜL , para todo 

y +∞<< y0: , esto implica que ),( yxu pertenece a la clase (1.2.5). 

Para el caso homogéneo queda el siguiente resultado: 

 

Corolario (delTeorema 7): Si 0<k  , entonces el problema (1.2.1) – (1.2.4) para el caso 

2.5.1-a)  tiene solución única que depende de una constante arbitraria 1c  en la clase 

(1.2.5) y viene dada por )],([),( 1 yxUVyxu −= , donde ),( yxU se define por las 

expresiones (1.3.4), (1.3.13) y (3.4.3). 

• Casos 2.5.2-c) y 2.5.2-e) 
               En estos casos la expresión (1.3.14) adopta la forma: 

)()(
))((
))((

)(
))((
))((

)( 12
01

01

01

01 xHxH
dixcix
bixaix

xF
dixcix
bixaix

xF −
−−
−−

+
−−
−−

= −+

γ
β

γ
β

 

 donde 0>a , 0>b si  2
10

2
00014 βββ kk < ; e 0Im >a , 0Im >b si 2

10
2

00014 βββ kk > , 

además 0>c , 0<d  y dc −= en el caso 2.5.2- b). 

)(
)(
)()(

)(
)(

)(
)(
)(

)(
)(
)(

12
01

01

01

01 xH
bix
dixxH

cix
aix

xF
cix
aix

xF
bix
dix

−
−

−
−
−

+
−
−

=
−
− −+

γ
β

γ
β
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El cual es un Problema de Salto donde )(
)(
)()(

)(
)(

)( 12
01

01
13 xH

bix
dixxH

cix
aix

xH
−
−

−
−
−

=
γ
β

, nos 

queda aplicando la misma idea del caso anterior: 

 

bix
c

xxF
bix
dix

−
=−

−
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• Casos 2.5.2-b) y 2.5.2-d) 
               En estos casos la expresión (1.3.14) adopta la forma: 
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3.4 Caso de índice dos. 
  
 En este caso la expresión (1.3.14) toma la forma  
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pero ahora 0>a  y  0<c .  
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Tomando la misma idea de demostración de los casos de índice uno pero ahora el orden 

del polo es dos, obtenemos: 
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Aplicando el Teorema de Prolongación Analítica y el Teorema Generalizado de Lioville 

tenemos 
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Al tener )(xF +  dado por la expresión (3.4.8) entonces ),( yxU queda determinado por 

las expresiones (1.3.4) y (1.3.13), siendo 
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se puede enunciar el siguiente teorema con enunciado y demostración similar al Teorema 

7: 

Teorema 8: Si 0<k  y ),( yxV , )0,( +xxV , y 
dy
xdV )0,( +

 pertenecen a )(2 ℜL , entonces el 

problema (1.2.1) – (1.2.4) para el caso de índice dos  tiene solución única que depende 

de dos constante arbitraria 1c  y 2c en la clase (1.2.5) y viene dada por las expresiones 

(1.3.13) y (3.4.7). 

Para el caso homogéneo queda el siguiente teorema: 

Teorema 8´: Si 0<k  , entonces el problema (1.2.1) – (1.2.4) para el caso 2.5.1-a)  tiene 

solución única que depende de dos constante arbitraria 1c  y 2c  en la clase (1.2.5) y viene 

dada por )],([),( 1 yxUVyxu −= , donde ),( yxU se define por las expresiones (1.3.4), 

(1.3.13) y (3.4.8).  
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Conclusiones 

A partir de las condiciones impuestas en cada caso estudiado, hemos encontrado la 

solución en cuadraturas de un Problema Parabólico con Condiciones de Contorno 

Complejas, tanto para una ecuación homogénea como para una no homogénea. Es 

interesante la técnica utilizada consistente en reducir el problema original con el auxilio 

de la Transformada de Fourier. 

La solución de dicho problema en las clases )(2 ℜλL  ya había sido estudiada por el Grupo 

de Ecuaciones Diferenciales de la Facultad de Matemática – Física y Computación, para 

problemas de tipo Elíptico e Hiperbólico. El caso Elíptico corresponde a una publicación 

en el último número de la Revista Ciencias Matemáticas. 

Los resultados obtenidos constituyen inobjetablemente un aporte teórico a la teoría de los 

Problemas de Contorno de las Ecuaciones Diferenciales Parciales, pues no existen 

técnicas analíticas en la actualidad, que aborden problemas de esta naturaleza donde las 

condiciones de contorno difieren en diferentes partes del eje.  

La solución obtenida mediante integrales de tipo Fourier permite que los profesionales 

que utilizan modelos parabólicos puedan encontrar la solución con relativa facilidad con 

la ayuda de un paquete matemático adecuado, sin que sea necesario que posean un 

dominio profundo de la teoría antes expuesta. 

La presente tesis nos da la posibilidad de continuar nuestra investigación en dos 

direcciones. Una de ellas sería resolver los Problemas Parabólicos, Elípticos e 

Hiperbólicos en las clases de funciones generalizadas definidas por el Grupo de 

Ecuaciones Diferenciales antes citado. La otra dirección posible es la elaboración de un 

software especializado para la solución de estos problemas de la Física – Matemática 

con Condiciones de Contorno Complejas. 
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Recomendaciones 

A partir de las Clases de Funciones Generalizadas definidas por el Grupo de Ecuaciones 

Diferenciales de la Facultad de Matemática – Física y Computación, es recomendable 

que se continúe el estudio de los casos Parabólicos, Elípticos e Hiperbólicos en dichas 

clases, lo que amplía enormemente las posibilidades de aplicación de la teoría elaborada. 

Esto debe contribuir la tesis doctoral de la autora de la presente investigación. 
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