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SÍNTESIS 

En esta tesis se presenta un estudio de los homomorfismos de inmersión entre campos 

finitos y de las matrices MDS. Se exponen los fundamentos teóricos del algoritmo, para la 

determinación de los homomorfismos de inmersión, propuesto en este trabajo. Se realiza su 

análisis de complejidad y un estudio de los métodos de construcción de matrices MDS 

reportados en la literatura y, en particular, del algoritmo de generación aleatoria de matrices 

MDS propuesto por uno de los tutores de esta tesis. Se diseña un nuevo algoritmo para la 

generación aleatoria de dichas matrices usando otra caracterización de ellas,  que mejora en 

cuanta a complejidad el anterior lo que  hace más factible utilizar las matrices MDS como 

elemento llave en los algoritmos criptográficos de Cifrado en Bloques. Se formulan 

variantes de este algoritmo, con sus análisis de complejidad. Se concluye la tesis con la 

fundamentación y ejemplificación de un procedimiento que permite obtener a partir de 

matrices MDS con entradas en un campo, nuevas matrices MDS con entradas en otro 

campo, de mayor cardinalidad, en el cual se sumerge el primero. 
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NOTACIÓN Y ACRÓNIMOS 

Dado el uso generalizado del inglés como el lenguaje universal de la ciencia y de la 

bibliografía en este idioma, algunos términos característicos de este ámbito no han sido 

traducidos, por cuanto su equivalente en español pueda llevar a confusión o simplemente 

no existir.  

Para ciertos términos, que sí han sido traducidos, se ha optado por escribir, entre paréntesis 

y también en cursiva, la palabra original con la que se denominan en inglés, la primera vez 

que son referidos en el texto. 

 ℤ𝑝- grupo de restos módulo p. 

𝐺𝐹(𝑝)- campo finito o de Galois, de p elementos, para 𝑝 primo.  

𝐺𝐹(𝑞)-campo finito o de Galois, de q elementos, para q potencia de un primo 𝑝. 

GF(𝑞)[x]- anillo de polinomios con coeficientes en el campo GF(𝑞). 

𝐹 𝐾⁄ –El campo F es una extensión del campo K. 

𝑖𝑟𝑟(𝛼, 𝐹)- polinomio mínimo del elemento 𝛼 sobre el campo 𝐹. 

SRL- Sucesión recurrente lineal.  

𝑔𝑟(𝛼𝑖) −grado del elemento 𝛼𝑖  en el campo finito 𝐺𝐹(𝑞), que es el grado de su polinomio 

mínimo.  

𝐺𝐿𝑛(𝐺𝐹(𝑝
𝑛)) − Grupo lineal general de las matrices inversibles de orden 𝑛 con 

coeficientes sobre el campo 𝐺𝐹(𝑝𝑛). 

FREDIA- algoritmo de generación aleatoria de matrices MDS propuesto por Pablo Freyre, 

Nelson Díaz y otros. 
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Las matrices las denotaremos de la forma usual. La matriz de 4 × 4 cuando sus entradas 

sean elementos de campos finitos de dimensión ≥ 8 utilizaremos la notación siguiente:  

𝐴 = ((𝑎10, 𝑎11, 𝑎12, 𝑎13),⋯ , (𝑎40, 𝑎41, 𝑎42, 𝑎43) ) − matriz de orden 4 × 4. 

(𝑎𝑖0, 𝑎𝑖1, 𝑎𝑖2, 𝑎𝑖3)- fila i-ésima de la matriz A.  

𝐼𝑛− matriz identidad de orden n.  

𝐶 =  [𝑛;  𝑘;  𝑑]- código lineal de longitud 𝑛, dimensión 𝑘 y distancia 𝑑. 

𝑔𝑟(𝑓(𝑥)) −grado del polinomio 𝑓(𝑥). 
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INTRODUCCIÓN 

La Matemática surgió de la actividad productiva de los hombres y como ciencia surge del 

resultado de la aplicación de las teorías Matemáticas existentes a problemas prácticos y de 

la elaboración de nuevos métodos para su resolución. Posee un objeto de estudio que tiene 

la característica de no ser un reflejo directo de la realidad objetiva debido a que tiene un 

carácter abstracto. De ahí que para investigar desde el punto de vista matemático cualquier 

objeto o fenómeno, es necesario abstraerse de todas sus cualidades particulares, excepto de 

aquellas que lo caracterizan directamente: su cantidad o su forma (Ribnikov 1987).  

En la actualidad, la Matemática se desarrolla bajo la influencia directa de las exigencias de 

nuevas ramas de la ciencia y de la técnica. La teoría Matemática puede adelantarse en su 

desarrollo y no tener de momento una aplicación directa que luego puede aparecer o 

viceversa, es decir, desarrollarse por las exigencias de otras ciencias particulares. Como 

sucedió con el Álgebra Abstracta, en el primer caso o con la criptografía en el segundo.  

Los orígenes de la criptografía se remontan a la antigüedad y es la ciencia que estudia los 

modos de transformación de la información con el objetivo de protegerla de las acciones de 

intrusos. Es una disciplina científica, técnico-ingenieril que se dedica a la elaboración, 

desarrollo, análisis y argumentación de la fortaleza de los medios de enmascaramiento y de 

protección de la información. Una de sus herramientas básicas es la matemática. 

La criptografía moderna nace al mismo tiempo que las computadoras. Tras la conclusión de 

la Segunda Guerra Mundial, ella tuvo un desarrollo teórico importante, siendo Claude 

Shannon y sus investigaciones sobre la Teoría de la Información esenciales para su 

desarrollo.  
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La criptografía ha tenido un gran avance en el ámbito académico directamente ligado al 

desarrollo de las matemáticas y que ha conllevado a la resolución de múltiples problemas 

prácticos. Este hecho ha contribuido a que sus resultados sean utilizados por círculos más 

amplios de la población, siendo esencial en asuntos tan importantes como el comercio 

electrónico, la telefonía móvil, las nuevas plataformas de distribución de contenidos 

multimedia, etc.  

Actualmente, tanto a nivel internacional como nacional, una de las necesidades sociales que 

más demanda la aplicación de la criptografía es la informatización de la sociedad. Nuestro 

país es subdesarrollado y bloqueado, pero su elevado potencial científico y humano le 

permite desarrollar las herramientas teóricas necesarias para diseñar algoritmos 

criptográficos propios y evaluar los criptosistemas que se aplican en el mundo globalizado 

actual.  

Una de las herramientas matemáticas, utilizadas en el diseño de los algoritmos 

criptográficos modernos son las matrices MDS (Maximal Distance Separable), definidas 

sobre campos finitos y las operaciones con ellas. Las matrices MDS son aquellas para las 

cuales todas sus submatrices cuadradas son no singulares.  

En el diseño de algoritmos de cifrado en bloques, la confusión y la difusión son dos 

propiedades requeridas (Shannon 1949). En la formalización de la noción de difusión 

perfecta en el diseño de algoritmos criptográficos existen varios enfoques. Uno de ellos usa 

matrices MDS, otro utiliza el concepto de multipermutación (Santis et al. 1995; Vaudenay 

1994; Vaudenay 1995).  

La confusión y la difusión contribuyen a enmascarar el texto claro y proteger el secreto de 

la información. La difusión indica que un cambio en al menos un bit del texto claro, debería 

modificar la mayor cantidad posible de bits en el texto cifrado. La confusión permite 
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ocultar la relación entre el texto cifrado y la clave secreta. (Andrade & Cedillo 2004; 

Salinas Rosales 2012).  

Las matrices MDS garantizan que el coeficiente de difusión (branch number) de la 

transformación lineal sea máximo (Daemen 2002), obteniéndose así grandes valores de 

difusión en el cifrado (Barreto & Rijmen 2000a; Junod & Macchetti 2009; Xu et al. 2014). 

La búsqueda de nuevos y eficientes algoritmos para la generación aleatoria de matrices 

MDS es un área de investigación abierta y muy actual para la Criptografía (Randal 2011).  

La mayoría de los algoritmos criptográficos codifican los mensajes mediantes secuencias 

finitas de ceros y unos, que pueden ser consideradas como elementos de un campo finito. 

La Teoría de los Campos Finitos, es una rama del Álgebra Moderna que ha tenido un 

desarrollo vertiginoso en los últimos 60 años debido a sus múltiples aplicaciones en los 

códigos algebraicos, los esquemas criptográficos, los generadores de números aleatorios, el 

procesamiento digital de señales, las comunicaciones, la ingeniería eléctrica, la ciencia de 

la computación, etc.  

En la criptografía, los campos finitos se utilizan en el criptosistema Diffie Hellman, la firma 

digital el Gamal, en el RSA (Rivest, Shamir and Adleman ), (Lawrence 2006), los sistemas 

de curvas elípticas e hiperelípticas o de Chor-Rivest (Van Tilborg & Jajodia 2014), los 

códigos de Goppa (McEliece 1977; Lidl & Niederreiter 1994), el secreto compartido de 

Shamir, en los cifradores de flujo Welch-Gong y RC4 (Goutam & Subhamoy 2012), en los 

cifradores de bloque AES (Advanced Encryption Standard), Rijndael (Daemen 2002; Kim 

et al. 2007; Nakahara  & Abrahao 2009; Elumalai & Reddy 2011; Saleem et al. 2012) y 

RC6 (Rivest et al. 1998; Contini et al. 1998; Van Tilborg & Jajodia 2014), entre otros.  

La seguridad de los algoritmos criptográficos depende del diseño del algoritmo y de la 

longitud de la llave. Si el algoritmo está bien diseñado, un texto cifrado sólo se podrá 
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descifrar si se conoce la clave. Como los ordenadores modernos son mucho más rápidos 

que los humanos, es importante elegir claves suficientemente largas, de manera que con la 

potencia de cálculo actual sea imposible probarlas todas en un tiempo razonable 

(Preuskchat 2014). 

El avance computacional hace entonces que sea necesario que los algoritmos se 

implementen sobre campos finitos de mayor cardinalidad, y debido a la dificultad de 

realizar operaciones aritméticas sobre ellos, muchos investigadores se han dedicado a 

encontrar algoritmos eficientes para realizar estas operaciones. Ejemplos de ellos son 

Thomas C. Bartee y David I. Schneider que en (Bartee & Schneider 1963), presentan una 

técnica para la generación de representaciones de elementos de campos finitos que se 

utiliza para la implementación en paralelo de la aritmética de campos finitos de 

2𝑛 elementos; Nils-Hassan Quittnet que en (Quttineh 2003) trata la búsqueda de una base 

que minimice el número de operaciones a nivel de bits involucradas en la multiplicación 

sobre campos finitos; Kenneth Wong que en (Wong 2008) trabaja la aritmética en 

extensiones de campos para criptosistemas de llave pública, Peter Montgomery que en 

(Montgomery1985; Montgomery1992; Van Tilborg & Jajodia 2014) ha trabajado los 

algoritmos de multiplicación y reducción modular en campos finitos. Otros trabajos que 

pueden citarse como ejemplos son (WU 1998; Wu 2000a; Wu 2000b; Wu et al.2002).  

En el empeño de encontrar algoritmos eficientes para realizar la aritmética la determinación 

de los homomorfismos entre campos finitos es de gran importancia en la demostración de 

teoremas y propiedades, y desde el punto de vista computacional al permitir realizar los 

cómputos de manera más eficiente. La existencia de los homomorfismos muestra que los 

campos asociados no son esencialmente diferentes, sino que únicamente se diferencian en 
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los nombres de sus elementos o en los símbolos de las operaciones. Esto implica que 

cualquier resultado conocido para un campo es válido para el otro (Díaz et al. 2005).  

Por otro lado, como se ha señalado, muchos sistemas de cifrado en bloques modernos 

utilizan matrices MDS para alcanzar una alta difusión. 

El concurso realizado para seleccionar el nuevo estándar criptográfico avanzado AES 

concluyó en octubre del 2000, con la elección  del algoritmo Rinjdael (Daemen 2002; Kim 

et al. 2007; Nakahara & Abrahao 2009; Elumalai & Reddy 2011;Saleem et al. 2012).Varios 

de los algoritmos finalistas, incluyendo el nuevo AES, utilizaron matrices MDS. Los 

autores del algoritmo criptográfico Twofish (Schneier et al. 1998; Schneier et al. 1999), que 

fue uno de los finalistas, diseñaron S-cajas que varían en función de la llave y evaluaron la 

conveniencia de hacer variar en función de la llave la matriz MDS utilizada en la función 

de cifrado del algoritmo. Finalmente esta idea fue desechada por la complejidad que se le 

introducía al algoritmo de expansión de la llave (key schedule). 

Esta idea de hacer variables las S-cajas en los algoritmos criptográficos en función de la 

llave ha sido retomada por los diseñadores de algoritmos criptográficos. Esto se puede 

constatar en los siguientes trabajos (Fahmy et al. 2005; Krishnamurthy & Ramaswamy 

2008; Abd-ElGhafar et al. 2009; Seon 2011; Murtaza & Khan 2011; Ahmed & 

Elkamchouchi 2013; Arrag et al. 2013; Mahmoud et al. 2013; Freyre et al. 2015).  

Las variantes dinámicas del AES en particular o de los algoritmos de Cifrado en Bloques 

consisten en hacer variar las funciones de estos algoritmos en función de la llave secreta. 

En la literatura especializada actual se observa una tendencia al diseño de variantes 

dinámicas del AES en las que se aprecia un marcado interés por mejorar su fortaleza a 

través del dinamismo de sus operaciones. Dentro de estas variantes dinámicas diseñadas del 

AES se pueden destacar las propuestas en (Fahmy et al. 2005; Krishnamurthy & 
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Ramaswamy 2008; Mohammad et al. 2009; Abd-ElGhafar et al. 2009; Mohammad et al. 

2009; Kazlauskas & Kazlauskas 2009; Malik & Jong-Seon, 2011; Arrag et al. 2014; Jacob 

et al. 2015; Freyre et al. 2015). La construcción dinámica de las matrices MDS es uno de 

los criterios utilizados en el diseño de estas variantes del AES.  

En (Ahmed & Elkamchouchi 2013) los autores proponen el uso de un conjunto de S-cajas y 

de matrices MDS dependientes de la clave. En (Murtaza & Khan 2011) se propone una 

transformación que comprende la obtención de matrices MDS dinámicas, basadas en la 

matriz MDS predefinida del AES y m-bits de llave adicional. En (Reboll 2016) la autora 

realiza un análisis comparativo de variantes del AES dinámico. En todos los trabajos 

analizados por ella se realiza la comparación entre cada una de las variantes y el AES, pero 

sin existir un análisis consistente de la mejora que aporta cada modificación propuesta.  

En (Freyre et al. 2009a; Freyre et al. 2009b; Freyre et al. 2010; Freyre et al. 2014), los 

autores proponen varios algoritmos para el trabajo con matrices. Estos trabajos unidos a 

(Freyre et al. 2015) tienen el propósito de desarrollar un algoritmo que permita variar la 

matriz MDS en el proceso de cifrado en función de la llave y de lograr que la matriz inversa 

pueda ser calculada de manera eficiente. El algoritmo propuesto por Freyre, Díaz y otros 

(FREDIA) en (Freyre et al. 2014;  Freyre et al. 2015), tiene la ventaja con respecto a otros 

reportados en la literatura que permite la generación aleatoria de una matriz MDS del 

conjunto de todas las matrices MDS posibles, pero su complejidad es alta porque parte de 

calcular los determinantes de todos las submatrices de la matriz. Es por esta razón que 

resulta conveniente trabajar en la idea de mejorar la eficiencia de este algoritmo. 

De lo expresado anteriormente resulta el problema científico: la necesidad de encontrar 

algoritmos para la generación aleatoria de matrices MDS con una baja complejidad 

computacional que varíen de forma dinámica, en el proceso de cifre-descifre, en función de 
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la llave secreta del algoritmo criptográfico de cifrado en bloque. Se delimita como objeto 

de investigación las matrices con coeficientes sobre campos finitos y como su campo de 

acción las matrices MDS y los homomorfismos entre campos finitos.  

De la definición del problema se plantea como hipótesis de investigación que partiendo 

del algoritmo FREDIA (Freyre et al. 2014; Freyre et al. 2015), se pueden diseñar otros 

algoritmos, con menor complejidad computacional que permitan variar dinámicamente la 

matriz MDS en función de la llave secreta en el algoritmo de expansión de la llave y 

ampliar las posibilidades de variar la matriz MDS, de forma dinámica, en el proceso de 

cifrado y usando los homomorfismos de inmersión entre campos finitos es posible obtener 

otras matrices MDS con entradas en la imagen homomorfa del campo de partida. 

El objetivo general de esta investigación consiste en diseñar algoritmos con baja 

complejidad computacional para la determinación de los homomorfismos de inmersión de 

campos finitos y para la generación aleatoria de matrices MDS de manera que puedan ser 

usadas como llaves en los algoritmos de cifrado en bloques.  

Para alcanzar este objetivo general fue necesario plantearse una serie de objetivos 

específicos que se pueden resumir de la manera siguiente: 

1. Caracterizar los homomorfismos de campos finitos, las matrices MDS y los 

métodos para su obtención. 

2. Demostrar los teoremas de condiciones necesarias y suficientes para la existencia de 

los homomorfismos de inmersión entre campos finitos. 

3. Diseñar algoritmos para la determinación de los homomorfismos de inmersión entre 

campos finitos.  
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4. Diseñar un algoritmo para la generación aleatoria de matrices MDS con baja 

complejidad computacional, que permita la utilización de las matrices MDS de 

forma dinámica en los algoritmos de cifrado y en el proceso de cifre descifre.  

5. Proponer un procedimiento para la obtención de matrices MDS a partir de otras 

matrices MDS, utilizando los homomorfismos de inmersión de campos finitos.  

La novedad científica está dada en que: 

1. El algoritmo para la determinación de los homomorfismos de inmersión del campo 

finito 𝐺𝐹(𝑝𝑛) en el campo finito 𝐺𝐹(𝑝𝑚 ), se ha diseñado combinando propiedades 

de las raíces de un polinomio, la distribución de los exponentes de las raíces en 

cosetos p-ciclotómicos módulo 𝑝𝑛 − 1, el hecho de que el elemento primitivo del 

campo de partida se transforma en un elemento de su mismo orden en el campo de 

llegada. Se logra así reducir de manera significativa la complejidad del algoritmo.  

2. La obtención de un nuevo algoritmo para la generación aleatoria de matrices MDS 

A, 𝐴 ∈ 𝐺𝐿4(𝐺𝐹(2
8)), poco consumidor de memoria, y baja complejidad que 

permite variar dinámicamente la matriz MDS y su inversa en función de la llave 

secreta en el algoritmo de expansión de la llave y ampliar las posibilidades de variar 

la matriz MDS, de forma dinámica, en el proceso de cifrado. Este algoritmo permite 

generar matrices MDS del conjunto de todas las MDS posibles, utilizando otra 

caracterización de las matrices MDS de tamaño 4 × 4 sobre campos de 

característica dos. 

3. El uso de los homomorfismos de inmersión en la obtención de matrices MDS. 
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Constituyen aportes de esta investigación  

Teórico:  procedimientos para la determinación de los homomorfismos de inmersión  entre 

los campos finitos 𝐺𝐹(𝑝𝑛)y 𝐺𝐹(𝑝𝑚), donde 𝑝 es un número primo cualquiera y para la 

obtención de nuevas matrices MDS con entradas en el campo 𝐺𝐹(𝑝𝑚), en el que se 

sumerge 𝐺𝐹(𝑝𝑛),  a partir de matrices MDS con entradas en 𝐺𝐹(𝑝𝑛), y viceversa.  

Práctico: algoritmos para la determinación de los homomorfismos de inmersión y para la 

generación aleatoria de matrices MDS. 

Los métodos de investigación empleados son: 

Métodos teóricos: hipotético deductivo que permitió elaborar la hipótesis de investigación a 

partir de los resultados de la revisión bibliográfica y facilitó la formulación de teoremas y el 

desarrollo de sus demostraciones; el método inductivo deductivo que se pone de manifiesto 

en el estudio de las fuentes de información y de la extracción de sus regularidades y sus 

tendencias relacionadas con el tema de investigación y la lógica de pensamiento, cuyas 

interrelaciones y generalizaciones permiten la argumentación y la coherencia de las 

propuestas que se realizan; el método analítico-sintético que se evidenció en el análisis de 

casos particulares de los homomorfismos entre campos finitos y de la detección de 

regularidades que llevaron a la formulación de teoremas y sus demostraciones; el histórico-

lógico que permitió el análisis de la trayectoria evolutiva de la investigación a partir de su 

objeto, su antecedente, desarrollo y la determinación de las tendencias actuales de la 

aplicación de los campos finitos y de las matrices MDS en los sistemas criptográficos. 

Métodos matemáticos: demostración para demostrar los teoremas enunciados. 

La tesis está estructurada en introducción, tres capítulos, conclusiones, recomendaciones 

bibliografía y anexos. En el primer capítulo se abordan los elementos de la Teoría de los 

Campos Finitos necesarios para la comprensión y lectura de la tesis y el estado del arte de 
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los homomorfismos de inmersión y de las matrices MDS. El segundo y tercer capítulos de 

la tesis resumen los resultados del trabajo de investigación de la autora. En el segundo 

capítulo se dan los fundamentos matemáticos de los algoritmos para la determinación de los 

homomorfismos entre campos finitos obtenidos en el transcurso de la investigación, la 

versión final del algoritmo con su análisis de complejidad. En el tercer capítulo se diseña 

por la autora un nuevo algoritmo para la generación aleatoria de matrices MDS y se 

proponen variantes del nuevo algoritmo de generación de matrices MDS. El capítulo 

termina con el uso de los homomorfismos de inmersión en la obtención de matrices MDS. 

La tesis consta de 6 anexos que la complementan.  En el anexo 1 se dan los elementos del 

campo 𝐺𝐹(26) a partir de un polinomio primitivo específico. El anexo II está dedicado a 

los otros algoritmos para la determinación de los homomorfismos de inmersión. El anexo 

III contiene el algoritmo EVOR en pseudocódigo. En el anexo IV se presenta un ejemplo 

de determinación de los isomorfismos entre distintas variantes del campo 𝐺𝐹(52). En el 

anexo V contiene la tabla del logaritmo de Zech´s para el campo 𝐺𝐹(28). El anexo VI 

brinda información complementaria relacionada con el nuevo algoritmo de generación de 

matrices MDS que se presenta en el epígrafe 3.1. 
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CAPÍTULO 1. MARCO TEÓRICO Y ANTECEDENTES 

Este capítulo está dedicado al marco teórico de la investigación y al estado del arte de los 

homomorfismos de inmersión y las matrices MDS. En él se caracterizan los campos finitos 

y los homomorfismos entre ellos, las matrices MDS y sus métodos de obtención. El 

capítulo está dividido en tres epígrafes: el primero dedicado a aspectos de los campos 

finitos necesarios para la comprensión y lectura de la tesis, el segundo al estado del arte de 

los homomorfismos de inmersión y el tercero a los métodos fundamentales de obtención de 

las matrices MDS. 

1.1 Los campos finitos 

La teoría de los campos finitos tiene sus orígenes en los siglos XVII y XVIII, con el estudio 

de una clase especial de campos finitos, los llamados campos primos, gracias a los aportes 

de matemáticos tan reconocidos como Pierre de Fermat (1601-1665), Leonhard Euler 

(1707-1783), Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) y Adrien-Marie Legendre (1752-1833). 

La teoría general sobre los campos finitos comienza con los trabajos de Carl F. Gauss 

(1777-1855) y Evariste Galois (1811-1832) a principios del siglo XIX. Los trabajos de 

Gauss se conocieron después de su muerte y los trabajos de Galois marcan el principio de 

los campos finitos o campos de Galois. El siguiente paso en la construcción de los campos 

finitos fue dado por Richard Dedekind en 1857, quien caracterizó los campos finitos de 

orden 𝑝𝑛 como anillos de clases de restos 𝐺𝐹(𝑝)[𝑥]/(𝑓(𝑥)), donde 𝑓 es un polinomio 
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irreducible de grado 𝑛 sobre 𝐺𝐹(𝑝). Finalmente, Eliakim Moore en 1893 probó que el 

campo finito debe tener 𝑝𝑛 elementos, donde 𝑝 es un número primo. Desde finales del siglo 

XIX toda la estructura de los campos finitos es conocida. El libro de Dickson de 1901 ya 

tiene todos los elementos importantes de su estructura. 

1.1.1  Definiciones básicas 

Las definiciones, teoremas y propiedades que se enuncian en este subepígrafe se pueden 

encontrar en (Lidl & Niederreiter 1998). Puede consultarse también (Fraleigh 2006; Mullen 

& Panario 2013). 

Definición 1.1: Un campo es un conjunto 𝐹 no vacío con dos operaciones internas 

+ y . donde (𝐹,+) y (𝐹\{0}, . )  son grupos conmutativos y se cumple la ley distributiva del 

producto con respecto a la suma. O sea para todo 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐹 

𝑎 ∙  (𝑏 +  𝑐) =  𝑎 ∙ 𝑏 +  𝑎 ∙  𝑐;  (𝑏 +  𝑐) ∙  𝑎 =  𝑏 ∙  𝑎 +  𝑐 ∙  𝑎 

Es decir, un campo es un anillo conmutativo y unitario en el que todo elemento distinto de 

cero posee inverso.  

La característica de un campo 𝐹 es el menor entero positivo 𝑛 tal que 𝑛𝑟 = 0 para todo 𝑟 en 

𝐹, se dice que 𝐹  tiene característica 𝑛.  

Un campo finito no es más que un campo con un número finito de elementos y se prueba 

que su característica es necesariamente un número primo p.  

Teorema 1.1: En un campo 𝐹 de característica p y k natural, se cumple que 

(𝑎 + 𝑏)𝑝
𝑘
= 𝑎𝑝

𝑘
+ 𝑏𝑝

𝑘
 , (𝑎 − 𝑏)𝑝

𝑘
= 𝑎𝑝

𝑘
− 𝑏𝑝

𝑘
, para todo 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐹. 

Definición 1.2: Sea 𝐹[𝑥] el anillo de polinomios con coeficientes en el campo 𝐹. Un 

polinomio 𝑓 ∈ 𝐹[𝑥] se dice irreducible sobre F si f tiene grado positivo y no puede 

descomponerse como el producto de dos polinomios de 𝐹[𝑥], ambos de grado positivo. 
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Como 𝐹[𝑥] es un dominio de integridad, con la propiedad adicional de que se cumple la 

división con resto, todo polinomio 𝑓 ∈ 𝐹[𝑥] se puede descomponer de manera única, salvo 

el orden de los factores, como producto de polinomios irreducibles, por lo cual se dice que 

𝐹[𝑥] es un anillo factorial. 

Definición 1.3: Sí 𝐹es un campo y 𝐾 ⊆ 𝐹,𝐾 un subcampo de 𝐹. Entonces diremos que 𝐹 

es una extensión de 𝐾, y lo denotaremos por  𝐹 𝐾⁄ . Si 𝐾 ≠ 𝐹 decimos que 𝐾 es un 

subcampo propio de 𝐹. Un campo que no contiene subcampos propios se denomina campo 

primo  

Un campo GF(q) de característica p se dice que tiene a 𝐺𝐹(𝑝) como subcampo primo, ya 

que éste se sumerge homomórficamente en aquel.  

Teorema 1.2: Sea 𝑓 ∈ 𝐺𝐹(𝑞)[𝑥 ] . Para que el anillo de restos 𝐺𝐹(𝑞)[𝑥]/〈f〉 sea un campo 

es necesario y suficiente que el polinomio 𝑓 sea irreducible sobre  GF(𝑞).  

Si 𝑓 es un polinomio mónico irreducible de grado 𝑚, el anillo de restos 𝐺𝐹(𝑞)[𝑥]/〈𝑓〉  es el 

campo 𝐺𝐹(𝑞𝑚), que se llama extensión algebraica de grado m de 𝐺𝐹(𝑞), (y se obtiene al 

adjuntarle a 𝐺𝐹(𝑞) una raíz del polinomio irreducible 𝑓).  

Este campo está conformado por los polinomios de 𝐺𝐹(𝑞)[x] de grado menor que 𝑚 , por 

tanto tiene 𝑞𝑚 elementos. Sea α una raíz de 𝑓, se puede representar 𝐺𝐹(𝑞𝑚) como el 

conjunto de las expresiones polinómicas en α de grado ≤ 𝑚 − 1 con coeficientes en 

𝐺𝐹(𝑞). En este caso la raíz α se llama elemento definitorio de 𝐺𝐹(𝑞𝑚). Es decir, 

𝐺𝐹(𝑞𝑚) = {𝑐𝑚−1𝛼
𝑚−1 +⋯+ 𝑐1𝛼 + 𝑐0| ∀𝑖, 𝑐𝑖 ∈ 𝐺𝐹(𝑞) }  

brinda una forma de representar los elementos del campo 𝐺𝐹(𝑞𝑚) mediante una raíz de un 

polinomio 𝑓 irreducible sobre 𝐺𝐹(𝑞), a este 𝑓 se le llama polinomio característico 

(polinomio definidor) de la extensión 𝐺𝐹(𝑞𝑚), de 𝐺𝐹(𝑞). 
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Otra forma de ver la extensión 𝐺𝐹(𝑞𝑚) es como espacio vectorial de dimensión 𝑚 sobre 

𝐺𝐹(𝑞). La representación que se dio permite tomar al conjunto {1, 𝛼, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑚−1} (donde 

𝛼 es un elemento definitorio de 𝐺𝐹(𝑞𝑚)) como una base de 𝐺𝐹(𝑞𝑚).  A esta base se le 

llama base polinomial. Los elementos de 𝐺𝐹(𝑞𝑚) quedarán representados entonces en la 

forma (𝑐0, 𝑐1, … , 𝑐𝑚−1), donde para todo 𝑖, 𝑐𝑖 ∈ 𝐺𝐹(𝑞). 

A continuación se enuncian algunos teoremas importantes sin demostraciones que pueden 

verse en (Lidl & Niederreiter 1994; Mullen & Panario 2013). 

Teorema1.3: Sea 𝔽 un campo finito que contiene como subcampo a 𝐺𝐹(𝑞).  Entonces 𝔽 

tiene qm elementos, para algún m ∈ ℕ. 

Del teorema anterior se deduce una característica esencial de los campos finitos. 

Teorema 1.4: Sea 𝔽 un campo finito de característica 𝑝, entonces 𝔽 tiene pn elementos, 

para algún n ∈ ℕ. 

Teorema 1.5: Dado el campo finito 𝐺𝐹(𝑞) con 𝑞 = 𝑝𝑚 elementos, todo subcampo de 

𝐺𝐹(𝑞) tendrá entonces pn elementos, donde n es un divisor de m. 

Definición 1.4: Sean los campos 𝐹 y 𝐾, donde F es una extensión de K. Si un polinomio 

𝑓 ∈ 𝐾[𝑥] tiene todas sus raíces en F y 𝐹 es la menor extensión de K con esta característica, 

se dice que F es el campo de descomposición de f sobre K, o que 𝑓 se descompone en F. 

Teorema 1.6: Sea K un campo y 𝑓 un polinomio de grado positivo en 𝐾[𝑥], entonces existe 

un campo de descomposición de 𝑓 sobre 𝐾.  

Dos campos de descomposición de 𝑓 sobre 𝐾 son isomorfos, bajo un isomorfismo que deja 

fijos los elementos de K y deja invariante al conjunto de las raíces de 𝑓. 
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Teorema 1.7: Si 𝑓 ∈ 𝐺𝐹(𝑞)[𝑥]  es un polinomio irreducible sobre 𝐺𝐹(𝑞) de grado 𝑚, 

entonces 𝑓 tiene una raíz 𝛼 en 𝐺𝐹(𝑞𝑚). Es más, todas las raíces de 𝑓se hallan en 𝐺𝐹(𝑞𝑚) y 

están dadas por los 𝑚  elementos 𝛼, 𝛼𝑞 , … , 𝛼𝑞
𝑚−1

de 𝐺𝐹(𝑞𝑚). 

Teorema 1.8: Si 𝑓 ∈ 𝐺𝐹(𝑞)[𝑥]  es irreducible sobre 𝐺𝐹(𝑞) de grado 𝑚, entonces 𝐺𝐹(𝑞𝑚) 

es su campo de descomposición. Si 𝑓 no es irreducible sobre 𝐺𝐹(𝑞), su campo de 

descomposición es el menor campo en que se descomponen todos los factores irreducibles 

de  f. 

Definición 1.5: Los elementos 𝛼, 𝛼𝑞 , … , 𝛼𝑞
𝑚−1

 de una extensión 𝐺𝐹(𝑞𝑚) de 𝐺𝐹(𝑞) se 

llaman conjugados con 𝛼 con respecto a 𝐺𝐹(𝑞). 

Teorema 1.9: Los elementos conjugados de un α ∈ 𝐺𝐹(𝑞) con respecto a cualquier 

subcampo de 𝐺𝐹(𝑞) tienen un mismo orden en el grupo multiplicativo 𝐺𝐹(𝑞)∗. 

Teorema 1.10: Todo elemento 𝑎 ∈ 𝐺𝐹(𝑞) cumple que 𝑎𝑞 = 𝑎. 

Teorema 1.11: El grupo multiplicativo de un campo 𝐺𝐹(𝑞) (denotado por 𝐺𝐹(𝑞)∗) es 

cíclico.  

Definición 1.6: Un generador del grupo cíclico 𝐺𝐹(𝑞)∗ se llama elemento primitivo 

de 𝐺𝐹(𝑞). 

Teorema 1.12: Toda extensión 𝐺𝐹(𝑞𝑚) de un campo 𝐺𝐹(𝑞) se puede considerar como una 

extensión de 𝐺𝐹(𝑞) al adjuntarle un solo elemento. A este tipo de extensión se le llama 

extensión simple. 

Definición 1.7: Si 𝛼 ∈ 𝐺𝐹(𝑞𝑚) es algebraico sobre 𝐺𝐹(𝑞), entonces el polinomio mónico 

unívocamente determinado 𝑓 ∈  𝐺𝐹(𝑞)[𝑥],  de menor grado que tiene a 𝛼 como raíz se 

denomina polinomio mínimo de 𝛼 sobre 𝐺𝐹(𝑞). Diremos que el grado de 𝛼 sobre 𝐺𝐹(𝑞) es 

el grado de 𝑓. 
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Teorema 1.13: El polinomio mínimo de un elemento α ∈ 𝐺𝐹(𝑞𝑚) está dado por  

∏ (𝑥 − 𝛼𝑞
𝑖
)

𝑑−1

𝑖=0
 

 y su grado 𝑑 es un divisor de 𝑚 .  

Definición 1.8: Sea 𝐺𝐹(𝑞𝑚) una extensión de 𝐺𝐹(𝑞) cuyo elemento definitorio α es raíz de 

un polinomio 𝑓 irreducible sobre 𝐺𝐹(𝑞) y de grado 𝑚. Si todo elemento de 𝐺𝐹(𝑞𝑚)∗ se 

puede expresar como una potencia de α (equivalentemente, α es un elemento primitivo de 

𝐺𝐹(𝑞𝑚)) se dice entonces que 𝑓 es un polinomio primitivo. 

Al ser 𝐺𝐹(𝑞𝑚)∗ un grupo cíclico, siempre existe en él un elemento primitivo, y, por 

consiguiente, existe un polinomio primitivo. 

Esto permite plantear 𝐺𝐹(𝑞𝑚)∗ = {𝛼𝑘| 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑞𝑚 − 1 }, siempre que α sea raíz de un 

polinomio primitivo sobre 𝐺𝐹(𝑞). 

Definición 1.9: El automorfismo de Frobenius 𝑓 de un campo finito F de característica 𝑝 

es la función que eleva cada elemento 𝑥 de 𝐹 a su 𝑝- ésima potencia, o sea 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑝.  

Sea E una extensión del campo F y se considera al conjunto de todos los automorfismos de 

campo 𝐸/𝐹, esto es los isomorfismos 𝜑 del campo E en sí mismo tales que 𝜑(𝑥) = 𝑥,

∀𝑥 ∈ 𝐹. Este conjunto con la operación de composición de funciones forma un grupo G 

denotado por 𝐴𝑢𝑡(𝐸 𝐹⁄ ), que es el grupo de las funciones F-lineales, de E en sí mismo, 

visto E como un F-espacio vectorial. Si 𝐸 𝐹⁄  es una extensión de Galois, entonces G es 

llamado grupo de Galois de la extensión y se denota por 𝐺𝑎𝑙(𝐸 𝐹⁄ ) (Wilson 2000; Stewart 

2015). Cada automorfismo del campo 𝐹 es una potencia de 𝑓. Por lo tanto 𝑓 es un 

generador para el grupo de Galois de F con respecto a su campo primo y una potencia 

apropiada de 𝑓 es un generador del grupo de Galois de F sobre su subcampo primo. 
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1.2 Antecedentes en el tema de los homomorfismos de inmersión 

Definición 1.10: Un homomorfismo de campos no es más que un homomorfismo de 

anillos.  

Este es siempre inyectivo, porque su núcleo, siendo un ideal propio, tiene que ser cero. 

A continuación se aborda el tratamiento que le dan a los homomorfismos de inmersión en 

la literatura consultada. Para la conformación de este epígrafe se revisaron varios materiales 

entre artículos, capítulos de libros, libros y páginas de INTERNET. 

H, W. Lenstra en su artículo "Finding Isomorphisms between Finite Fields" (Lenstra 1991) 

analiza la existencia de algoritmos de tiempo polinomial para la determinación de los 

isomorfismos de campos finitos. En su análisis utiliza el término de información explícita. 

Considera que un campo finito está dado explícitamente si, para algunas bases del campo 

sobre su subcampo primo, se conoce el producto de cualquier par de elementos base, 

expresados en las mismas bases. En otras palabras, sea 𝑝 un número primo y 𝑛 un entero 

positivo, entonces por datos explícitos, para campos finitos de cardinalidad 𝑝𝑛 se entiende 

un sistema de 𝑛3 elementos (𝑎𝑖𝑗𝑘)𝑖,𝑗,𝑘=1
𝑛  del campo primo 𝐺𝐹(𝑝) tal que 𝐺𝐹(𝑝)𝑛 sea un 

campo, con la adición y multiplicación usual de elementos de 𝐺𝐹(𝑝) y la multiplicación 

determinada por 𝑒𝑖𝑒𝑗 = ∑ 𝑎𝑖𝑗𝑘𝑒𝑘
𝑛
𝑘=1  , donde 𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑛 denotan la base estándar de 

(GF(p))𝑛 sobre GF(p). No se conoce si existe un algoritmo de tiempo polinomial que, 

dados 𝑝 y 𝑛, construya información explícita para un campo finito de cardinalidad 𝑝𝑛. Si la 

hipótesis generalizada de Riemann fuera válida, entonces este algoritmo existe (Lenstra 

1991). También V. Shoup (Shoup 1990), ha mostrado que el problema puede ser reducido a 

la factorización de polinomios en una variable sobre campos finitos. 
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Si dos campos finitos de la misma cardinalidad están dados explícitamente, el isomorfismo 

será representado por medio de su matriz en las bases dadas de los campos sobre el campo 

principal. Lenstra demuestra que existe un algoritmo de tiempo polinomial que, dada 

información explícita para dos campos finitos de la misma cardinalidad, encuentra un 

isomorfismo entre ellos (Lenstra 1991). 

En la tesis, no fue necesario construir esta información explícita, aunque si se utiliza la 

representación matricial de los homomorfismos en las bases consideradas.  

En (Wilson 2000) para dos campos  K y L, siendo L una extensión de K denotada por 𝐿/𝐾, 

el autor analiza las inmersiones de campos y las extensiones de las inmersiones. Cuando 𝐹 

es un campo y 𝜑:𝐾 → 𝐹 es una inmersión. Si 𝐾 ⊆ 𝐿, se dice que la inmersión 𝜋: 𝐿 → 𝐹 es 

una extensión de 𝜑 si 𝜋|𝐾 = 𝜑. Si el campo 𝐿 es una extensión de 𝐹, entonces una 

inmersión de 𝐾/𝐹 en 𝐿 es una inmersión de 𝐾 en 𝐿 que se restringe a la identidad en 𝐹. El 

conjunto de todas las inmersiones 𝐾/𝐹 en 𝐿 es denotado 𝐸𝑚𝑏(𝐾/𝐹, 𝐿). 

Se utiliza la notación 𝐸𝑚𝑏𝜑(𝐿, 𝐹) para el conjunto de todas las inmersiones 𝜋: 𝐿 → 𝐹 que 

extienden a 𝜑. En el caso que 𝜑 es la inclusión de K en F se escribe 𝐸𝑚𝑏𝐾(𝐿, 𝐹) para 

denotar el conjunto de inmersiones sobre 𝐾. 

𝐸𝑚𝑏𝜑(𝐿, 𝑤) = {𝑖𝑛𝑚𝑒𝑟𝑠𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝜋: 𝐿 → 𝑤 𝑡𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝜑|𝐾 = 𝜑} 

𝐸𝑚𝑏𝐾(𝐿, 𝐹) = {𝑖𝑛𝑚𝑒𝑟𝑠𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝜋: 𝐿 → 𝐹 𝑡𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝜑(𝑥) = 𝑥 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 ∈ 𝐾} 

Un caso especial es cuando 𝐹 = 𝐿 y 𝐿 es una extensión de 𝐾. Entonces 𝐸𝑚𝑏𝑘(𝐿, 𝐿) es un 

grupo. La composición de inmersiones sobre 𝐾 es una inmersión y el conjunto 𝐸𝑚𝑏𝑘(𝐿, 𝐿) 

tiene estructura de monoide. Si 𝐿 es una extensión de dimensión finita, cada inmersión 

sobre 𝐾 es inversible, así 𝐸𝑚𝑏𝑘(𝐿, 𝐿) es un grupo. Este grupo es el grupo de Galois de 𝐿 

sobre 𝐾, denotado por 𝐺𝑎𝑙(𝐿/𝐾). 
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En el caso más general, cuando 𝐿 no es necesariamente una extensión finita, 𝐸𝑚𝑏𝑘(𝐿, 𝐿) no 

siempre es un grupo, pero el subconjunto de inmersiones inversibles si lo es. En este 

artículo no se analizan procedimientos para la determinación de los homomorfismos de 

inmersión.  

K.M. Lux y M. Szöke, en su artículo "Computing Homomorphism Spaces between Modules 

over Finite Dimensional Algebras" del 2002, estudian el problema de la determinación de 

los homomorfismos de un A-módulo M a un A-módulo N sobre un álgebra A. Ellos 

describen un algoritmo para el caso de que A es un álgebra finito dimensional sobre un 

campo finito F y ambos módulos M y N son finitamente generados como A- módulos (Lux 

&Szöke 2002). 

Se puede decir que los campos finitos 𝐺𝐹(𝑝𝑛) y 𝐺𝐹(𝑝𝑚) son módulos sobre su sub-campo 

primo 𝐺𝐹(𝑝) = ℤ𝑝. Ellos conforman una subcategoría plena de la categoría de los campos 

o cuerpos conmutativos, y, al mismo tiempo, una subcategoría, no plena, de la categoría de 

los ℤ𝑝- módulos.  

La condición de no plena está dada por el hecho de que los ℤ𝑝-homomorfismos de 

módulos, es decir, las transformaciones ℤ𝑝-lineales, no son necesariamente 

homomorfismos multiplicativos esto es, homomorfismos de campos. La metodología 

aplicada en (Lux & Szöke 2002), serviría solo para encontrar los ℤ𝑝- homomorfismos de 

módulos, pero sin precisar cuáles son, además de aditivos, multiplicativos. En nuestro caso, 

la estructura de campo permite abordar el asunto de una manera más directa. Una 

herramienta importante ha sido la existencia del llamado automorfismo de Frobenius, el 

cual permite, una vez hallado un homomorfismo de inmersión, de un campo en otro, 

obtener los restantes por composición con las diferentes potencias del automorfismo de 
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Frobenius. Este automorfismo, del campo 𝐺𝐹(𝑝𝑛), genera al grupo de Galois de este 

campo sobre su subcampo primo, el cual es un grupo cíclico de orden 𝑛. De aquí ha 

resultado que existen exactamente 𝑛 maneras de realizar la inmersión de un campo en el 

otro.  

No fue usado, ni se hizo necesario, un enfoque basado en la Teoría de representaciones de 

módulos, lo cual sí se hace en (Lux &Szöke 2002). Este enfoque, que sería factible, tal vez 

en un futuro trabajo, no se hizo necesario para el cumplimiento de los objetivos propuestos 

con la realización de esta tesis. 

Marc Culler en su artículo "Notes on Algebra" (Culler 2005), trata aspectos relacionados 

con los isomorfismos y homomorfismos entre campos finitos y los homomorfismos de 

inmersión define de manera similar a Wilson en (Wilson 2000), las inmersiones de campo y 

las extensiones de estas inmersiones.  

Definición 1.11: Si F y K son dos campos finitos, tales que K es una extensión de F. Una 

aplicación φ: F→K es llamada una inmersión si φ un es un homomorfismo no nulo de F en 

K (Cualquier homomorfismo no nulo de campo es inyectivo ya que un campo no tiene 

ningún ideal propio). Si K es una extensión del campo F y 𝜑: F→L es una inmersión 

entonces, una aplicación �̂�: 𝐾 → 𝐿 es llamada extensión de 𝜑 si �̂�|𝐹 = 𝜑. 

Para el caso que F, K y L son campos tales que 𝐹 ⊆ 𝐾 ⊆ 𝐿 . 

Teorema1.14: Si el campo L es una extensión del campo F, entonces una inmersión de K/F 

en L es una inmersión de K en L que se restringe a la identidad en F. El conjunto de todas 

las inmersiones 𝐾/𝐹 en L se denota por 𝐸𝑚𝑏(𝐾/𝐹, 𝐿). 

Cuando 𝐶 es una extensión algebraicamente cerrada de 𝐹 y 𝐾 es una extensión finita de 

𝐹 , Marc Culler en (Culler 2005) demuestra cuántas inmersiones existen de 𝐾/𝐹𝑒𝑛 𝐶. 
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Teorema 1.15: Sea 𝐹 un campo finito y sea 𝐶 una extensión algebraicamente cerrada de 𝐹. 

Si 𝐾 y 𝐿 son extensiones finitas de 𝐹 tales que 𝐹 ⊆ 𝐾 ⊆ 𝐿, entonces cualquier inmersión de 

𝐾/𝐹 dentro de 𝐶 se extiende a una inmersión de 𝐿/𝐹 en 𝐶. 

Teorema 1.16: Sea 𝐹 un campo y 𝑓(𝑥) un polinomio irreducible en 𝐹[𝑥]. Si 𝜂: 𝐹 → 𝐾 es 

una inmersión de 𝐹 en el campo 𝐾, el número de extensiones distintas de 𝜂 a inmersiones 

de 𝐹[𝑥]/(𝑓) dentro de 𝐾 es igual al número de distintas raíces de 𝑓(𝑥) en 𝐾. 

En (Kumar 2009) el autor aborda las inmersiones de anillo y enfoca las inmersiones de 

campo similar a José Luis en (Barla 2012), pero no dan procedimientos para determinar 

dichas inmersiones.  

En (Barla 2012), el autor define los monomorfismos de cuerpos y los 𝐾 - homomorfismos. 

Si 𝐾 es un cuerpo, una extensión de cuerpos 𝐹/𝐾, es un monomorfismo de 𝐾 sobre un 

cuerpo 𝐹, con 𝐾 ⊂ 𝐹. Si 𝐹1   𝑦  𝐹2 son extensiones de cuerpos de 𝐾, un homomorfismo 

𝜎: 𝐹1 → 𝐹2 que deja fijo todo elemento de 𝐾, es llamado 𝐾 -homomorfismo. Se dice que 

dos extensiones 𝐹1  𝑦  𝐹2 son 𝐾 -isomórficas si existe algún 𝐾 -isomorfismo: 𝜎: 𝐹1 → 𝐹2. 

Los homomorfismos de inmersión pueden ser considerados como ℤ𝑝- homomorfismos. 

En (Mandal 2013) Satya Mandal trabaja los isomorfismos conjugados que pueden verse 

también en (Fraleigh 2006).  

Para el campo 𝐹 su clausura algebraica es denotada por �̅�. En particular 𝑖: 𝐹 → �̅� significa 

que 𝑖: 𝐹 → �̅� es algebraica y �̅�.es algebraicamente cerrado. 

Teorema 1.17: Sean: 𝐹 → 𝐹(𝛼), una extensión algebraica; 𝑝(𝑥) = 𝑖𝑟𝑟(𝛼, 𝐹), un polinomio 

irreducible; �̅� la clausura algebraica de 𝐹;  𝑗: 𝐹 → 𝐹 ̅la inclusión; 𝛽 ∈ �̅�, raíz del polinomio 

𝑝(𝑥). Entonces existe un único homomorfismo 𝜑: 𝐹(𝛼) → �̅� tal que 𝜑(𝛼) = 𝛽 , 𝜑(𝑥) = 𝑥,

∀ 𝑥 ∈ 𝐹. 
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Definición 1.12: Sea  E  una extensión algebraica del campo 𝐹. Dos elementos 𝛼 𝑦 𝛽 ∈

𝐸 se dicen conjugados sobre 𝐹 si 𝑖𝑟𝑟(𝛼, 𝐹) =  𝑖𝑟𝑟(𝛽, 𝐹). 

Teorema 1.18 (Teorema de los isomorfismos conjugados): Sea 𝐹 un campo y 𝛼, 𝛽 ∈ �̅�  

(�̅� es la clausura algebraica de 𝐹). Asumiendo que 𝑔𝑟(𝛼) = 𝑛. Se considera una aplicación 

𝜓𝛼,𝛽: 𝐹(𝛼) → 𝐹(𝛽) definida por  

𝜓𝛼,𝛽(𝑎0 + 𝑎1𝛼 + … + 𝑎𝑛−1𝛼
𝑛−1) =  𝑎0 + 𝑎1𝛽 + … + 𝑎𝑛−1𝛽

𝑛−1, donde 𝑎𝑖 ∈ 𝐹.  

Entonces 𝜓𝛼,𝛽: 𝐹(𝛼) → 𝐹(𝛽) es un isomorfismo si y sólo si 𝛼 𝑦 𝛽 son conjugados sobre 𝐹. 

En (Vajakas et al. 2014) se da un método para determinar los isomorfismos de campos 

finitos determinados por diferentes polinomios.  

Sean 𝐹 y 𝐺 dos campos finitos. Un homomorfismo de campos es una función 

ℎ: 𝐹 → 𝐺 que satisface:  

ℎ(𝑎 + 𝑏) = ℎ(𝑎) + ℎ(𝑏) , ℎ(𝑎𝑏) = ℎ(𝑎). ℎ(𝑏).                                                                (1) 

ℎ(0) = 0 𝑦 ℎ(1) = 1.                                                                                                         (2) 

Sean 𝐹 y 𝐺 dos campos finitos de característica 𝑝 y de diferente cardinalidad, determinados 

por los polinomios irreducibles f y g, con 𝛼 𝑦 𝛽 raíces de estos polinomios respectivamente.  

Para determinar un homomorfismo es suficiente determinar el valor de ℎ(𝛼) que satisface 

las igualdades (1) y (2). 

Teorema 1.19: Un homomorfismo ℎ: 𝐹 → 𝐺 tal que ℎ(𝛼) = 𝑠(𝛽) existe si y sólo si 𝑠(𝛽) 

es raíz del polinomio 𝑓. 

De acuerdo a lo analizado para determinar los homomorfismos entre campos finitos hay 

que hallar cuáles elementos del campo de llegada son raíces del polinomio que define el 

campo de partida, en otras palabras hallar las raíces del polinomio que define el campo de 
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partida en el campo de llegada. Esta idea se utiliza en el capítulo 2 de la tesis en el diseño 

del algoritmo para la determinación de los homomorfismos de inmersión.  

A continuación se hace referencia al tratamiento que se le da a los homomorfismos de 

campos en los softwares profesionales GAP, MAGMA y SAGE. 

1.2.1  Los homomorfismos entre campos finitos en los softwares profesionales GAP, 

MAGMA y SAGE. 

En la biblioteca del software profesional GAP (Rainbolt & Gallian 2003;GAPGroup 2015) 

existe una sección completa dedicada a explicar las funciones del GAP para la creación y 

análisis de campos finitos. Este software soporta a lo máximo campos de tamaño (216). 

Dentro de la sección de campos finitos se definen varias secciones, las cuales son: 

introducción de los elementos de campos finitos y cómo este software los devuelve (Finite 

Field Elements); las operaciones aplicables a campos finitos (Operations for finites fields 

elements); la función que evalúa si un objeto es un elemento de un campo finito (IsFFE); 

las funciones que dan una información básica acerca de los elementos de campos finitos 

(CharFFE, DegreeFFE, y OrderFFE); las funciones que dan otras representaciones de 

elementos de campos finitos (IntFFE y LogFFE); la función que crea un campo finito 

(GaloisField). 

Aunque este software posee aplicaciones para campos finitos y sus elementos, en su 

biblioteca no se encuentra nada relacionado con los homomorfismos de inmersión a 

excepción del Automorfismo de Frobenius. 

En el software MAGMA (Cannon 2006; Kohel 2006), al igual que en el GAP, se le dedica 

todo un capítulo a los campos finitos el cual está dividido en las siguientes subsecciones: 

representación de campos finitos; creación de estructuras; campos de extensión y 
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relaciones; homomorfismos; creación de elementos; elementos especiales; conversiones de 

secuencia; opciones especiales.  

Ejemplo 1.1: 

hom< F -> G | x >: FldFin, Rng -> Map 

Dado un campo 𝐹, crea un homomorfismo con 𝐹 como su dominio y 𝐺 como su codomino. 

Embed (E, F, x): FldFin, FldFin -> 

Para campos finitos 𝐸 y 𝐹 de cardinalidad 𝑝𝑑 y 𝑝𝑛, donde 𝑑 divide a 𝑛, da las funciones de 

inmersión entre 𝐸 y 𝐹. 

El SAGE (Software for Algebra and Geometry Experimentation), es un entorno de cálculos 

matemáticos (MCE – Mathematics computing enviroment) de código abierto para llevar a 

cabo cálculos algebraicos, simbólicos y numéricos. 

El SAGE en su biblioteca Givaro tiene una función que determina los homomorfismos de 

inmersión.  

sage: from sage. rings. finite_rings. hom_finite_field_givaro import 

finiteFieldHomomorphism_givaro 

sage: 𝑘.< 𝑡 > =  𝐺𝐹(32) 

sage: 𝐾.< 𝑇 > =   𝐺𝐹(34) 

sage: f = FiniteFieldHomomorphism_givaro (Hom(k, K)) 

sage: g = f. section(); g 

Section of Ring morphism: 

From: Finite Field in t of size 32 

To:   Finite Field in T of size 34 

Defn: 𝑡 | →  2𝑇3  +  2𝑇2  +  1 
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El MAGMA es un software propietario, y no se tiene modo de conocer los algoritmos 

utilizados para la determinación de estos homomorfismos de inmersión. En el caso del 

SAGE es de código abierto y se han hecho varios intentos de comunicación con los autores 

del mismo, vía correo electrónico, para conocer los algoritmos para la determinación de los 

homomorfismos de inmersión usados por ellos, pero no se ha recibido respuesta. Se puede 

destacar que ellos usan polinomios conway (Sawollek 1999; Joyner & Kim 2011), para 

definir los campos finitos. En la propuesta que se hace en la tesis se puede usar cualquier 

polinomio primitivo de grado n sobre 𝐺𝐹(𝑝) para definir el campo finito 𝐺𝐹(𝑝𝑛), este 

hecho le proporciona seguridad al algoritmo criptográfico en el cual sean usados. Si se usan 

los homomorfismos como un componente de un algoritmo criptográfico, el 

desconocimiento del polinomio utilizado para definir el campo podría proporcionar mayor 

seguridad o incertidumbre en la medida de que el cardinal del conjunto de polinomios 

primitivos a elegir sea significativamente grande. 

1.2.2 Algunas aplicaciones de los homomorfismos en la criptografía 

Se reportan en la literatura aplicaciones de los homomorfismos en varios esquemas de 

cifrado y en la Teoría de Códigos. Se hará referencia a algunas de ellas encontradas en los 

materiales consultados.  

Los autores del artículo "Robust Finite Field Arithmetic for Fault –Tolerant Public – Key 

Cryptography" (Gabautz & Sunar 2005) utilizan los homomorfismos de inmersión para 

sumergir los elementos del campo en un anillo grande (redundante). Los cómputos se 

realizan en el anillo y el homomorfismo asegura que las operaciones sean preservadas. 

También utilizan el homomorfismo dado a partir de las extensiones de campo 

𝑓: 𝐺𝐹(𝑞𝑚) → 𝐺𝐹((𝑞𝑚)𝑛), el cual a veces resulta demasiado restrictivo cuando 𝑛 > 2. 
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Se puede mencionar también al cifrado completamente homomórfico, originalmente 

llamado homomorfismo de privacidad, propuesto en 1978 (Rivest et al. 1978), poco 

después de la invención del RSA (Rivest et al. 1978).  

En el año 2009 Gentry presentó el primer sistema de cifrado completamente homomórfico 

y la investigación de este tipo de sistema entró en una nueva era (Gentry 2009a; Gentry 

2009b; Gentry & Halevi 2011). En (Gentry 2009a), se ve la seguridad de los esquemas de 

cifrado homomórfico contemporáneos sobre campos numéricos ciclotómicos, de grandes 

dimensiones. Todavía hay problemas en este tipo de cifrado que afectan su aplicación en la 

práctica (Smart & Vercauteren 2010; Armknecht et al. 2012; Zhang 2013). En el año 2015 

y 2016 se han publicado en la revista de la IACR (International Association for 

Cryptologic Research) varios trabajos relacionados con este tipo de cifrado (Cetin et 

al.2015; Armknecht et al.2015; Bogos et al. 2015; Yagisawa 2015; Tanping et al. 2015; 

Cheon et al. 2015; Yagisawa 2015; Yagisawa 2016a; Yagisawa 2016b; Yagisawa 2016c; 

Yagisawa 2016d; Arita & Nakasato 2016). En (Grigorescu et al. 2006), puede encontrarse 

otra aplicación de los homomorfismos en la criptografía. Con este artículo los autores 

comienzan un estudio sistemático de la decodificación local basada en los grupos de 

homomorfismos y proponen una lista eficaz de decodificadores para la clase de 

homomorfismos de cualquier grupo abeliano G y un grupo abeliano fijo H. 

En (Lauter et al. 2010), los autores presentan un esquema práctico de firma digital para ser 

usado en unión con las redes de codificación. Estos esquemas de firmas son el primer 

ejemplo de esquemas de firmas homomórficos. Esta idea proporciona autenticación y 

detecta nodos maliciosos que intencionalmente adulterados están contenidos en la red. 

Otros esquemas de firmas que utilizan homomorfismo se pueden encontrar en (Traverso et 

al.2015; Derler & Slamanig 2016; Lai et al.2016). 
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En el artículo "Homomorphic Encryption with Access Policies: Characterization and New 

Constructions"  los autores presentan una caracterización de cifrado predicado (CP) que 

utiliza homomorfismos de grupos (Clear & Hughes 2013). 

En este epígrafe hemos hecho referencia solo a algunas de las aplicaciones de los 

homomorfismos que hemos encontrado en la literatura. 

1.3. Antecedentes en el tema de las matrices MDS 

Ya se señaló en la introducción que la confusión y difusión son dos propiedades requeridas 

en el diseño de los algoritmos de cifrado en bloques (Menezes 1996; Aguirre 2003; Lucena 

2010). Estas dos propiedades son componentes vitales en la criptografía moderna. En la 

formalización de la noción de difusión perfecta uno de los enfoque usa matrices MDS. Las 

matrices MDS garantizan que el coeficiente de difusión (branch number) (Daemen 2002) 

de la transformación lineal sea máximo, obteniéndose  así grandes valores de difusión en el 

cifrado (Barreto & Rijmen 2000b; Barreto & Rijmen 2000c; Junod & Macchetti 2009; Xu 

et al. 2014).  Las matrices MDS (Maximal Distance Separable) tienen aplicación en el 

diseño de los algoritmos de cifrado en bloques, las funciones Hash y en la Teoría de 

Códigos, que es de donde proviene su nombre.  

Las matrices MDS se usan tanto en los algoritmos de cifrado en bloques AES (Daemen 

2002; Nakahara & Abrahao 2009; Elumalai & Reddy 2011; Freyre et al. 2015;), TwoFish 

(Schneier et al. 1998; Schneier et al. 1999; Freyre et al. 2015), Shark (Gollmann et al. 

1996), Square (Daemen et al. 1997), Khazad (Barreto & Rijmen 2000c), Clefia ( Shirai et 

al. 2007; Tsunoo et al. 2008; Katagi & Moriai 2011) y MDS- AES (Nakahara & Abrahao 

2009), como en los algoritmos de cifrado en flujo MUGI (Watanabe et al. 2002; Daemen & 



Capítulo 1:Marco teórico y antecedentes                                                                                             "Pág.28" 

Rijmen 2003), y las funciones de Hash Whirlpool (Barreto & Rijmen 2000a; Wu et al. 

2013). 

Otros resultados relacionados con las matrices MDS pueden verse en (Murtaza & Ikram 

2008; Krishnamurthy & Ramaswamy 2008; Nakaharo & Abrahao 2009; Choy et al. 2011; 

Murtaza & Ikram 2011; Sajadieh et al. 2012; Augot & Finiasz 2013; Gupta & Ray 2013a; 

Gupta & Ray 2013b; Gupta & Ray 2014; Kolay & Mukhopadhyay 2014; Augot & Finiasz 

2014; Dehnavi et al. 2015; Sim et al. 2015). 

1.3.1 Concepto y propiedades de las matrices MDS 

Comenzamos este epígrafe haciendo referencia a algunos aspectos relacionados con la 

teoría de códigos (Mac Williams & Sloane 1977; Williams 1986; Huffman 2003; Lawrence 

2006) 

Definición 1.13: Un código lineal C = [n; k; d] sobre 𝐺𝐹(2𝑝) es un subespacio k-

dimensional del espacio vectorial (𝐺𝐹(2𝑝))𝑛, donde cualesquiera dos vectores diferentes 

del subespacio tienen distancia de Hamming a lo sumo 𝑑. (Williams 1986; Barreto & 

Rijmen 2000a; Junod & Macchetti 2009). 

Los códigos lineales pueden ser descritos a través de las siguientes matrices: 

 La matriz G generadora del código lineal, la cual es una matriz de 𝑛 ×  𝑘, cuyas 

columnas forman una base del subespacio vectorial C. La forma escalonada de esta 

matriz es 𝐺 =  [𝐼𝑘 𝐴𝑘×(𝑛−𝑘)]. 

 La matriz H del código C es una matriz de (𝑛 −  𝑘) × 𝑘,  con la propiedad de que 

un vector 𝑥 ∈  𝐶 si y sólo si 𝐻𝑥𝑇 = 0. 
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La Teoría de Códigos Lineales trata los problemas de determinación de la distancia de un 

código lineal y la construcción de códigos lineales con una distancia dada. 

Teorema 1.20 (Cota de Singleton): Sea C un código [𝑛;  𝑘;  𝑑], entonces se cumple que: 

𝑑 ≤  𝑛 −  𝑘 +  1 . 

Un código que alcanza la cota de Singleton es conocido como código MDS ( Williams 

1986; Huffman 2003; Gupta & Ray 2013 b; Gupta & Ray 2014). 

Teorema 1.21: Un código [n; k; d] con matriz generadora 𝐺 = [𝐼𝑘 𝐴𝑘×(𝑛−𝑘)],  es MDS si y 

sólo si toda submatriz cuadrada de A es no singular. (Williams 1986; Huffman 2003; 

Lawrence 2006; Gupta & Ray 2014). 

Definición1.14: Sea 𝔽 un campo finito y 𝑝 𝑦 𝑞 dos números enteros. Sea 𝑥 → 𝑀 × 𝑥 una 

aplicación de 𝔽𝑝 𝑒𝑛 𝔽𝑞  definida por una matriz M de tamaño 𝑞 × 𝑝 . Decimos que una 

matriz es una matriz MDS si el conjunto de todos los pares (𝑥,𝑀 × 𝑥) es un código MDS, 

es decir un código lineal de dimensión 𝑝, longitud 𝑝 + 𝑞 y distancia mínima 𝑞 + 1. (Gupta 

& Ray 2014). 

Caracterizaciones y algunas propiedades de las matrices MDS 

Las caracterizaciones y propiedades de las matrices MDS que se exponen fueron tomadas 

de (Gupta & Ray 2013a; Gupta & Ray 2014). 

1. Una matriz A es una matriz MDS si y sólo si todas las submatrices cuadradas de A 

son no singulares. 

2. Cualquier matriz 2×2 de  𝐺𝐹(2𝑛) es MDS si y sólo si es de rango completo y todas 

las entradas de su matriz inversa son no nulas. 

3. Cualquier matriz 3×3 de 𝐺𝐹(2𝑛) con todas las entradas no nulas es MDS si y sólo si 

es de rango completo y todas las entradas de su matriz inversa son no nulas. 
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4. Cualquier matriz 4×4 de 𝐺𝐹(2𝑛) con todas las entradas no nulas es MDS si y sólo si 

es de rango completo, con su matriz inversa teniendo todas las entradas no nulas y 

todas las submatrices de tamaño 2×2 de rango completo. 

5. Todas las entradas de una matriz MDS son no nulas. 

6. Si A es una matriz MDS sobre 𝐺𝐹(2𝑛), entonces la matriz obtenida multiplicando 

una fila (columna) por cualquier 𝑐 ∈ 𝐺𝐹(2𝑛)* o por la permutación de filas 

(columnas) de A es MDS. Además si A es MDS, su traspuesta 𝐴𝑇 también lo es.  

7. Si A es una matriz MDS sobre 𝐺𝐹(2𝑛), entonces la matriz 𝑐𝐴 es MDS para 

cualquier 𝑐 ∈ 𝐺𝐹(2𝑛)*. 

8. La inversa de una matriz cuadrada MDS, también es MDS.  

Sea 𝐴 ∈ 𝑀𝑚𝑥𝑛  entonces, si 𝑚 ≠ 𝑛 y 𝑟𝑔(𝐴) = 𝑚𝑖𝑛{𝑚, 𝑛}, se dice que la matriz A es una 

matriz de rango completo. En caso contrario se dice que A no es de rango completo. 

Si 𝑚 = 𝑛 entonces si 𝑟𝑔(𝐴) = 𝑛, se dice que A es una matriz no singular o regular 

1.3.2 Métodos para la obtención de matrices MDS 

Se reportan en la literatura varios métodos para la obtención de matrices MDS como son: el 

de Reed-Solomon (Williams 1986; Huffman 2003); las matrices de Cauchy (Youssef et al 

1997); la construcción de matrices MDS con máxima cantidad de unos (Junod& Vaudenay 

2004); la construcción de matrices MDS a partir de una constante aleatoria (Murtaza & 

Ikram 2008; Malik & No 2011); la construcción de matrices MDS a partir de matrices de 

Vandermonde (Sajadieh et al. 2012; Gupta & Ray 2013a); la construcción de matrices 

MDS a partir de la matriz acompañante de un polinomio (Gupta & Ray 2014; Gupta & Ray 

2013b); la construcción de matrices MDS a partir de matrices similares al circulante (Gupta 

& Ray 2014); algoritmo FREDIA para la generación aleatoria de matrices MDS de todo 
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𝐺𝐿4(𝐺𝐹(2
8)) (Freyre et al. 2012; Freyre et al. 2014); método para obtener matrices MDS 

de difusión, cuyos bloques son todos polinomios (Zhao et al. 2015). 

Se presentan a continuación de forma resumida las ideas esenciales de cada uno de estas 

formas de obtención de matrices MDS. 

Una forma de obtener matrices en 𝐺𝐿𝑛(𝐺𝐹(𝑞)), q potencia de un primo p, donde todas sus 

submatrices cuadradas son no singulares, es a través del algoritmo de Reed-Solomon para la 

obtención de códigos lineales MDS (Williams 1986; Huffman 2003). 

Construcción de matrices MDS con máxima cantidad de unos  

La construcción de matrices MDS con máxima cantidad de unos tiene el propósito de 

obtener matrices MDS con máxima cantidad de unos y la menor diferencia posible entre 

sus elementos, con el objetivo de ser implementadas eficientemente en plataformas de bajo 

perfil. Este método fue propuesto por Pascual Junod y Serge Vaudenay en el año 2004 

(Vaudenay & Junod 2004; Ruizsanchez 2014) y trabaja con la definición de arreglos bi-

regulares.  

Sea K un conjunto con elemento neutro. 

Definición 1.15: Se dice que un arreglo de 2 × 2 es un arreglo bi-regular si al menos una 

fila y una columna tienen dos entradas diferentes. 

Se dice que un arreglo de 𝑞 × 𝑝 con entradas en K es un arreglo bi-regular si todos sus 

arreglos de 2 × 2 son bi-regulares.  

En una matriz la bi-regularidad es una condición necesaria pero no suficiente para que la 

matriz sea MDS. 

En este método las matrices son seleccionadas de un subconjunto pequeño del total de 

matrices MDS. No necesita de otros métodos para iniciar el algoritmo.  
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Construcción de matrices MDS dinámicas a partir de una constante aleatoria  

Este es un método simple basado en la propiedad 7 del epígrafe 1.3.1 (Murtaza & Ikram 

2008). Sólo se obtienen tantas matrices como el cardinal del grupo multiplicativo del 

campo donde están definidos sus elementos. Necesita de una matriz MDS para iniciar el 

algoritmo. Se puede utilizar de modo dinámico pero con un alto costo de memoria. Este 

método puede introducir no linealidad en la transformación MDS, sin embargo en el caso 

de 𝐺𝐹(28) el costo es muy elevado ( Malik & No 2011).                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                              

Construcción de matrices MDS a partir de matrices de Cauchy 

Definición 1.16: Dados 𝑥0, 𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑑−1 ∈ 𝐺𝐹(2
𝑛) y 𝑦0, 𝑦1, ⋯ , 𝑦𝑑−1 ∈ 𝐺𝐹(2

𝑛) tales que 

𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 ≠ 0, ∀ 0 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑑 − 1, la matriz 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗),  0 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑑 − 1  donde 𝑎𝑖𝑗 =
1

𝑥𝑖+𝑦𝑗
 es 

llamada matriz de Cauchy (Youssef et al. 1997). 

 𝑑𝑒𝑡𝐴 =
∏ (𝑥𝑗−𝑥𝑖)(𝑦𝑗−𝑦𝑖)0≤𝑖≤𝑗≤𝑑−1

∏ 𝑥𝑖+𝑦𝑗0≤𝑖,𝑗≤𝑑−1
 

Para distintos 𝑥0, ⋯ , 𝑥𝑑−1 ∈ 𝐺𝐹(2
𝑛) e 𝑦0, ⋯ , 𝑦𝑑−1 ∈ 𝐺𝐹(2

𝑛) tales que 𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 ≠ 0, 

  ∀  0 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑑 − 1,  𝑑𝑒𝑡𝐴 ≠ 0 y la matriz de Cauchy es no singular. 

Cualquier submatriz de una matriz de Cauchy es una matriz de Cauchy. 

Lema1.1: Para distintos 𝑥0, 𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑑−1 ∈ 𝐺𝐹(2
𝑛) e 𝑦0, 𝑦1, ⋯ , 𝑦𝑑−1 ∈ 𝐺𝐹(2

𝑛) tales que 

𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 ≠ 0, ∀ 0 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑑 − 1, la matriz 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗),  0 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑑 − 1 donde 𝑎𝑖𝑗 =
1

𝑥𝑖+𝑦𝑗
 es 

una matriz MDS. 

Las matrices MDS obtenidas a partir de matrices de Cauchy poseen un gran valor teórico, 

sin embargo, estos diseños simples propician que existan relaciones entre los elementos de 

la matriz que pudiesen hacer más efectivos algunos ataques (en la práctica esto no ha sido 

comprobado) (Ruizsanchez 2014). Estas matrices son seleccionadas de un subconjunto del 
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total de matrices MDS y el método para la obtención de las mismas no necesita de otros 

métodos para iniciar el algoritmo y puede ser diseñado para ser utilizado de manera 

dinámica.  

Construcción de matrices MDS a partir de matrices de Vandermonde  

Las matrices de Vandermonde proporcionan otro método de obtención de matrices MDS 

(Sajadieh et al. 2012; Gupta & Ray 2013a). 

Definición1.17: Una matriz de Vandermonde 𝐴 = 𝑣𝑎𝑛𝑑(𝑎0, 𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑚−1) es una matriz 

𝑚 × 𝑑 construida de (𝑎0, 𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑚−1) donde los 𝑎𝑖 son elementos de un campo finito. 

𝐴 = 𝑣𝑎𝑛𝑑(𝑎0, 𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑚−1) =

(

 

1 𝑎0 𝑎0
2 ⋯ 𝑎0

𝑑−1

1 𝑎1 𝑎1
2 ⋯ 𝑎1

𝑑−1

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 𝑎𝑚−1 𝑎𝑚−1

2 ⋯ 𝑎𝑚−1
𝑑−1)

  

Teorema1.22: Si 𝐴 = 𝑣𝑎𝑛𝑑(𝑎0, 𝑎1,⋯ , 𝑎𝑚−1) y 𝐵 = 𝑣𝑎𝑛𝑑(𝑏0, 𝑏1, ⋯ , 𝑏𝑚−1) son dos 

matrices de Vandermonde con diferentes elementos 𝑎𝑖 ≠ 𝑏𝑗 , entonces la matriz 𝐴. 𝐵−1 es 

una matriz MDS (Gupta & Ray 2013a). 

Definición 1.18: Una matriz involutiva 𝑀𝑚𝑥𝑚 es una matriz que satisface que  

 𝑀2 = 𝐼𝑚  o sea 𝑀 = 𝑀−1.   

Definición 1.19: Una matriz ortogonal 𝑀𝑚𝑥𝑚 es una matriz que satisface que 

𝑀 𝑀𝑇 = 𝐼𝑚 𝑜 𝑠𝑒𝑎 𝑀−1 = 𝑀𝑇 . 

Las matrices MDS involutivas pueden ser construidas a partir de matrices de Vandermonde. 

Teorema1.23: Si 𝐴 = 𝑣𝑎𝑛𝑑(𝑎0, 𝑎1,⋯ , 𝑎𝑚−1) y 𝐵 = 𝑣𝑎𝑛𝑑(𝑏0, 𝑏1, ⋯ , 𝑏𝑚−1) =

𝑣𝑎𝑛𝑑(𝑎0 + ∆, 𝑎1 + ∆,⋯ , 𝑎𝑚−1 + ∆) son dos matrices de Vandermonde donde ∆ es un 

elemento no nulo de 𝐺𝐹(2𝑞).  Las matrices 𝐴 𝐵−1 𝑦 𝐵 𝐴 
−1

 son involutivas y si los 𝑎𝑖  𝑦 𝑏𝑗 
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son 2𝑚 valores diferentes, entonces las matrices 𝐴 𝐵−1 𝑦 𝐵 𝐴−1 serán matrices MDS 

involutivas (Gupta & Ray 2013a). 

En este caso sólo se obtiene un subconjunto del total de matrices MDS, se necesitan dos 

matrices de Vandermonde para iniciar el algoritmo y necesita calcular la inversa que 

representa un costo adicional. 

Construcción de matrices MDS a partir de la matriz acompañante de un polinomio  

En (Guo et al. 2011; Gupta & Ray 2013b; Gupta & Ray 2014) se define el 

𝑆𝑒𝑟𝑖𝑎𝑙(𝑧0, 𝑧1, ⋯ , 𝑧𝑑−1) como la matriz acompañante de un polinomio  𝑧0 + 𝑧1𝑥 + 𝑧2𝑥
2 +

⋯+ 𝑧𝑑−1𝑥
𝑑−1 + 𝑥𝑑 , donde 𝑧𝑖 ∈ 𝐺𝐹(2

𝑛) 

𝐴 =  𝑆𝑒𝑟𝑖𝑎𝑙(𝑧0, 𝑧1, ⋯ , 𝑧𝑑−1) =

(

 
 

0 1 0 0 ⋯ 0
0 0 0 0 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ 0
0 0 0 0 ⋯ 1
𝑧0 𝑧1 𝑧2 𝑧3 ⋯ 𝑧𝑑−1)

 
 

 

En (Gupta & Ray 2014) se estudia para qué valores de 𝑧0, 𝑧1, ⋯ , 𝑧𝑑−1, la matriz 𝐴𝑑 es MDS 

y los casos cuando los coeficientes 𝑧𝑖 ∈ {1, 𝛽, 𝛽
2, 𝛽 + 1}, para algún 𝛽 ∈ 𝐺𝐹(2𝑛) que 

conducen a matrices MDS.  

Una desventaja del método es que no se conocen todos los posibles valores 

{𝑧0, 𝑧1, ⋯ , 𝑧𝑑−1}, para los cuales la matriz 𝐴𝑑 , 𝑑 ∈ ℕ, es MDS. 

Es posible encontrar valores 𝑧0, 𝑧1, ⋯ , 𝑧𝑑−1 ∈ 𝐺𝐹(2
𝑛) para los cuales 𝐴𝑘, 𝑘 ≥ 𝑑 es 

MDS. 

Construcción de matrices MDS a partir de matrices similares al circulante  

En (Gupta & Ray 2014), los autores dan las definiciones de matriz circulante y matriz 

circulante del tipo I y II y a partir de ellas obtienen matrices MDS.  
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Definición 1.20: Una matriz 𝑑𝑥𝑑 (

𝑎0 𝑎1 ⋯ 𝑎𝑑−1
𝑎𝑑−1 𝑎0 ⋯ 𝑎𝑑−2
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎1 𝑎2 ⋯ 𝑎0

) es llamada matriz circulante y 

es denotada por 𝐶𝑖𝑟𝑐(𝑎0, 𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑑−1). 

Definición 1.21: Una matriz similar al circulante de tipo I es una matriz (
𝑎 1

1𝑇 𝐴 
) de 

tamaño   𝑑𝑥𝑑   donde  𝐴 = 𝐶𝑖𝑟𝑐(𝑎0, 𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑑−2), 1 = 1,1,⋯ ,1⏟    
𝑑−1 𝑣𝑒𝑐𝑒𝑠

, los 𝑎𝑖 y 𝑎 son elementos 

no nulos del campo y se denota por  𝑇𝑦𝑝𝑒𝐼(𝑎, 𝐶𝑖𝑟𝑐(𝑎0, 𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑑−1)). 

Definición 1.22: Una matriz similar al circulante de tipo II es una matriz 

(
𝐴 𝐴−1

𝐴3 + 𝐴 𝐴 
) de tamaño 2𝑑𝑥2𝑑  donde  𝐴 = 𝐶𝑖𝑟𝑐(𝑎0, 𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑑−1) y se denota por 

𝑇𝑦𝑝𝑒𝐼𝐼(𝐶𝑖𝑟𝑐(𝑎0, 𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑑−1)). 

En (Gupta & Ray 2014), los autores estudian importantes propiedades de estas matrices, 

proponen matrices circulantes MDS eficientes de orden 4 × 4 y 8 × 8  y prueban que tales 

matrices 𝑑 × 𝑑 similares al circulante no pueden ser involutivas ni ortogonales. Demuestran 

la inexistencia de matrices MDS involutivas de 2𝑑 × 2𝑑 cuando 𝑑 es par. Para 𝑑 = 3   se  

construyen matrices MDS involutivas de orden 6 × 6 que son adecuadas para redes SPN 

redes de sustitución permutación (Substitution-Permutation Network). (Youssef et al. 1996; 

Youssef et al. 1997a; Youssef et al. 1997b). 

Construcción de matrices MDS a partir de matrices Finite Field Hadamard 

(FFHadamard) y de las matrices especiales de Vandermonde  

En (Gupta & Ray 2013a), se definen las matrices Finite Field Hadamard (FFHadamard) y 

las matrices especiales de Vandermonde.  
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Definición 1.23: Una matriz H de tamaño 2𝑚 × 2𝑚 es FFHadamard en 𝐺𝐹(2𝑛) si puede 

ser representada como sigue  𝐻 = (
𝑈 𝑉
𝑉 𝑈

), donde las submatrices U y V son también 

FFHadmard.  

Definición 1.24: Sea 𝐻 = (ℎ𝑖𝑗) una matriz de 2𝑚 × 2𝑚, cuya primera fila es 

(𝑥0, 𝑥1, ⋯ , 𝑥2𝑚−1) y ℎ𝑖𝑗 = 𝑥𝑖⊕𝑗; entonces H es una matriz FFHadamard y es denotada por 

𝐻 = ℎ𝑎𝑑(𝑥0, 𝑥1, ⋯ , 𝑥2𝑚−1). 

Sea 𝐺= {𝑥0, 𝑥1, ⋯ , 𝑥2𝑚−1} un subgrupo aditivo de 𝐺𝐹(2𝑛), donde 𝑥0 = 0, 𝑥𝑖 + 𝑥𝑗 = 𝑥𝑖⊕𝑗. 

Si 𝐻 = (ℎ𝑖𝑗) es una matriz de orden 2𝑚 × 2𝑚 sobre 𝐺𝐹(2𝑛), donde ℎ𝑖𝑗 = 
1

𝑟+𝑥𝑖⊕𝑗
 y  𝑟 ∈

𝐺𝐹(2𝑛) ∖ 𝐺, entonces H es FFHadamard.  

Definición 1.25: Sea G un subgrupo aditivo de 𝐺𝐹(2𝑛), de orden 2𝑚, el cual es un espacio 

lineal de 𝑚 elementos linealmente independientes {𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥2𝑚−1} , tales que  

𝑥𝑖 = ∑ 𝑏𝑘𝑥2𝑘
𝑚−1
𝑘=0 ,  donde (𝑏0, 𝑏1, ⋯ , 𝑏𝑚−1) es la representación binaria de 𝑖 . Una matriz 

𝑣𝑎𝑛(𝑦0, 𝑦1, ⋯ , 𝑦2𝑚−1) es llamada matriz especial de Vandermonde (MEV) si 𝑦𝑖 = 𝑟 + 𝑥𝑖 

donde 𝑟 ∈ 𝐺𝐹(2𝑛). 

En (Gupta & Ray 2013a), los autores enuncian lemas que fundamentan la construcción de 

matrices MDS involutivas a partir de MEV que son además de involutivas FFHadamard y 

proponen un algoritmo para la construcción de matrices MDS de 2𝑚 × 2𝑚 sobre 𝐺𝐹(2𝑛) 

donde 𝑚 < 𝑛. Este algoritmo de generación de matrices MDS involutivas de tamaño 𝑑 × 𝑑 

sobre 𝐺𝐹(2𝑛), donde 𝑑 = 2𝑚, tiene una complejidad de 𝑂(𝑑2), puede ser diseñado para ser 

usado de manera dinámica en el proceso de cifrado en función de la llave. 

Otros métodos 
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En (Sim et al.2015; Peyrin2015) se trabaja la búsqueda de matrices MDS involutivas de 

bajo peso. En (Bai &Wang 2016) se trabaja la búsqueda de matrices MDS de orden 4 de 

bajo peso y en (Liu & Sim 2016) se obtienen matrices de bajo peso a partir de una 

generalización de la estructura circulante. 

En (Zhao et al. 2015), los autores proponen un método para obtener una especie de matrices 

MDS de difusión, cuyos bloques son todos polinomios sobre el campo finito GF(2), 

estudian  un nuevo tipo de transformación que puede preservar la propiedad MDS. Por otra 

parte, obtienen una relación de equivalencia de este tipo de transformación y la propiedad 

de ser MDS que es una invariante con respecto a la cual se puede reducir 

considerablemente el volumen de cálculos cuando se buscan matrices MDS. Los 

polinomios mínimos de matrices desempeñan un papel importante en su estrategia. Estas 

ideas no fueron utilizadas en la propuesta que se hace en la tesis. 

En estos métodos descritos se obtiene sólo un subconjunto del conjunto de todas las 

matrices MDS posibles por eso no fue seleccionado ninguno de ellos para nuestro trabajo.  

Algoritmo FREDIA para la generación aleatoria de matrices MDS de todo 

𝑮𝑳𝟒 (𝑮𝑭(𝟐
𝟖)) 

Este fue propuesto por un colectivo de investigadores cubanos y su autor principal es uno 

de los tutores de esta tesis (Freyre et al. 2014). Este algoritmo tiene la ventaja con respecto 

a los antes descritos de que las matrices MDS obtenidas, son seleccionadas sobre el 

conjunto de todas las MDS posibles, lo que permite utilizarlo como llave. Este algoritmo no 

necesita de otros métodos para iniciarse, se puede utilizar de modo dinámico y eficiente en 

el proceso de cifrado. 
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El algoritmo tiene como punto de partida los algoritmos de generación aleatoria de matrices 

invertibles (Freyre et al. 2010; Freyre et al. 2012), donde para todo 𝑖 𝑦 𝑗 , 𝑎𝑖,𝑗 ∈  𝐺𝐹(𝑞) . El 

algoritmo FREDIA es importante en el diseño del nuevo algoritmo de generación de 

matrices MDS que se propone en el capítulo 3. Por esta razón se describe completamente a 

continuación.  

Entrada: Polinomios primitivos 𝑔1(𝑥), 𝑔2(𝑥), 𝑔3(𝑥) ∈  𝐺𝐹(𝑞)[𝑥] arbitrarios y 

seleccionados a priori y que cumplen que: 

𝑔𝑟(𝑔1(𝑥)) = 4, 𝑔𝑟(𝑔2(𝑥)) = 3, 𝑔𝑟(𝑔3(𝑥)) = 2). 

La matriz aleatoria 𝑀 =

(

 
 

b1,0 b1,1 b1,2 b1,3
c2,0 b2,0 b2,1 b2,2
c3,0 c3,1 b3,0 b3,1
c4,0 c4,1 c4,2 b4,0)

 
 
, con b1,0 como incógnita. 

Donde: 𝑐𝑖,𝑗𝑦 𝑏𝑘,𝑡𝐺𝐹(𝑞), 𝑞 potencia de un primo 𝑝. 

(𝑏𝑘,0, 𝑏𝑘,1, . . . , 𝑏𝑘,𝑛−𝑘) ≠  0, 𝑘 = 1,4̅̅ ̅̅ , 𝑡 = 0,3̅̅ ̅̅ , 𝑖 = 2,4 ̅̅ ̅̅ ̅ 𝑦 𝑗 = 0,2̅̅ ̅̅ , b1,𝑖 ≠  0, ∀ 𝑖 

Salida: Matriz MDS  𝐴 = (

𝐹𝑖𝑙𝑎1
𝐹𝑖𝑙𝑎2
𝐹𝑖𝑙𝑎3
𝐹𝑖𝑙𝑎4

) 

Pasos del algoritmo:  

1. Cálculo de la primera fila de la matriz 𝐴 = {𝑎𝑖,𝑗}4𝑥4. 

De la primera fila se toma el valor 𝑏1,0 como incógnita.  

Entrada (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2 , 𝑎3) ∶=  (1,0,0,0) 

�̂�0 + �̂�1𝑥 + 𝑎2 𝑥
2  + �̂�3𝑥

3 = 

(𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2 𝑥
2 + 𝑎3𝑥

3)(b1,0 + b1,1𝑥 + 𝑏1,2 𝑥
2 + b1,3𝑥

3) 𝑚𝑜𝑑𝑔1(𝑥) 

Salida: 𝐹𝑖𝑙𝑎1 = (�̂�0, �̂�1, �̂�2, �̂�3): = (b1,0, b1,1, b1,2, b1,3). 
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2. Cálculo de la fila j – ésima de A, 2  𝑗 ≤  4. 

Para cada 𝑗 ∈ [2,4],  hacer 

Entrada: (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2 , 𝑎3) ∶=  el vector canónico que tiene un uno en la posición j – ésima y 

cero en las restantes posiciones.  

   Para i desde i = j hasta 2, hacer 

�̂�0: = 𝑎0 + 𝑐𝑖,0𝑎𝑖−1, �̂�1: = 𝑎1 + 𝑐𝑖,1𝑎𝑖−1, ⋯ , �̂�𝑖−2: = 𝑎𝑖−2 + 𝑐𝑖,𝑖−2𝑎𝑖−1 

(𝑎𝑖−1 + 𝑎𝑖𝑥 +⋯+ 𝑎3𝑥
4−𝑖)(b𝑖,0 + b𝑖,1𝑥 +⋯+ b𝑖,4−𝑖𝑥

𝑛−𝑖) 𝑚𝑜𝑑𝑔𝑖(𝑥)

= �̂�𝑖−1 + �̂�𝑖𝑥 + ⋯+ �̂�3𝑥
4 −𝑖 

(𝑎0, 𝑎1, 𝑎2 , 𝑎3) ∶= (�̂�0, �̂�1, �̂�2, �̂�3) 

      (𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2 𝑥
2 + 𝑎3𝑥

3)(b1,0 + b1,1𝑥 + 𝑏1,2 𝑥
2 + b1,3𝑥

3) 𝑚𝑜𝑑𝑔1(𝑥) = 

= �̂�0 + �̂�1𝑥 + 𝑎2 𝑥
2  + �̂�3𝑥

3. 

Salida: 𝐹𝑖𝑙𝑎𝑗: =  (�̂�0, �̂�1, �̂�2, �̂�3) 

Los elementos de la fila j-ésima se igualan a cero y se obtienen ecuaciones lineales con b1,0 

como incógnita, se resuelven estas ecuaciones. Los valores que no satisfacen las ecuaciones 

son almacenados. 

Los determinantes de todas las sub-matrices hasta de orden 𝑖 × 𝑖, 1  𝑖 ≤  𝑗 que no fueron 

obtenidos en el cálculo de la fila anterior son calculados. Los determinantes se igualan a 

cero obteniéndose, ecuaciones lineales o no lineales con 𝑏1,0 como incógnita. Los valores 

que no satisfacen estas ecuaciones son almacenados. 

De los valores almacenados, se selecciona uno al azar para la incógnita y se obtiene la 

matriz MDS siguiendo los pasos del algoritmo, para un valor especifico de 𝑏1,0. 
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3. Imprimir: Matriz 𝐴 = (

𝐹𝑖𝑙𝑎1
𝐹𝑖𝑙𝑎2
𝐹𝑖𝑙𝑎3
𝐹𝑖𝑙𝑎4

) 

Observación:  

Se tiene que cumplir que el número máximo posible de soluciones de las ecuaciones que se 

forman debe ser menor que el cardinal del grupo multiplicativo del campo 𝐺𝐹(𝑞).  

Hasta ahora se han descrito varios métodos encontrados en la literatura consultada. Se 

revisaron también todos los materiales de los Latincryp, Eurocrypt y Africacrypt de los 

últimos años. 

1.4 Conclusiones del capítulo 

En este capítulo se caracterizaron los campos finitos, los homomorfismos de inmersión y 

los métodos de obtención de matrices MDS. Se estudiaron los elementos teóricos 

relacionados con los campos finitos, el tratamiento que se le da a los homomorfismos de 

inmersión en la literatura, en los softwares profesionales, así como algunas de sus 

aplicaciones. De igual forma se presentaron varios métodos de obtención de matrices MDS, 

reportados en la literatura especializada sobre todo aquellos que pudieran ser utilizados 

como elemento llave. Después de analizar las diferentes formas encontradas en la literatura 

especializada para la generación de matrices MDS se decide tomar el algoritmo FREDIA 

por ser el que garantiza que genera todas las matrices MDS posibles.  
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CAPÍTULO 2. ALGORITMOS PARA LA DETERMINACIÓN DE LOS 

HOMOMORFISMOS DE INMERSIÓN 

En este capítulo se abordan los fundamentos matemáticos de los algoritmos para la 

determinación de los homomorfismos de inmersión de campos finitos, se demuestran los 

teoremas de condiciones necesarias y suficientes para la existencia y la cantidad de 

homomorfismos de inmersión entre campos finitos. Se expone un algoritmo diseñado por la 

autora para la determinación de estos homomorfismos con su respectivo análisis de 

complejidad. El capítulo está dividido en cuatro epígrafes. Los epígrafes 2.1 y 2.2 forman 

parte de artículos publicados por la autora de la tesis en la Revista Ciencias Matemáticas 

(Cuellar & Sosa 2013; Cuellar et al. 2015b).  

2.1 Homomorfismos de inmersión 

Los campos 𝐺𝐹(𝑝𝑛) y 𝐺𝐹(𝑝𝑚) , donde 𝑝 es un número primo 𝑛 𝑦 𝑚 números naturales, 

son extensiones algebraicas del campo primo 𝐺𝐹(𝑝), de grados 𝑛 𝑦 𝑚 respectivamente y 

cada uno se obtiene al adjuntarle a 𝐺𝐹(𝑝) una raíz, primitiva, de un polinomio irreducible 

de grado 𝑛, o grado 𝑚, según el caso.  

Si 𝑛 es un divisor de 𝑚, la aplicación ℎ: 𝐺𝐹(𝑝𝑛) → 𝐺𝐹(𝑝𝑚), es llamada una inmersión de 

campos si ℎ es un homomorfismo no nulo del campo 𝐺𝐹(𝑝𝑛) 𝑒𝑛 𝐺𝐹(𝑝𝑚). 

Si 𝛼 y  son elementos primitivos en 𝐺𝐹(𝑝𝑛) y 𝐺𝐹(𝑝𝑚) respectivamente sus órdenes son 

𝑝𝑛 − 1 y 𝑝𝑚 − 1  en el grupo multiplicativo correspondiente, entonces un homomorfismo 
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de inmersión ℎ: 𝐺𝐹(𝑝𝑛) → 𝐺𝐹(𝑝𝑚), debe convertir 𝛼 en un elemento  𝑘 de su mismo 

orden, es decir, de orden 𝑝𝑛 − 1. Para ello es necesario que 𝑘 sea múltiplo del entero 
𝑝𝑚−1

𝑝𝑛−1
. 

(Este número es entero, ya que por ser 𝑛 divisor de 𝑚, 𝑝𝑛 − 1 divide a 𝑝𝑚 − 1). La 

cantidad de valores que puede tomar 𝑘 es igual a 𝜑 (𝑝𝑛 − 1), siendo  la llamada función 

tótem de Euler, que asigna a cada número natural la cantidad de números naturales menores 

que, y primos relativos con él.  

Como un homomorfismo de campos necesariamente convierte cada elemento neutro, el 

aditivo y el multiplicativo, en el neutro correspondiente, convierte también cada elemento 

del campo primo 𝐺𝐹(𝑝), siendo 𝑝 la característica de ambos campos, en sí mismo.  

Por consiguiente, el homomorfismo de inmersión ℎ es también una aplicación lineal, o sea 

un homomorfismo de espacios vectoriales, considerando ambos campos como espacios 

vectoriales sobre su subcampo primo 𝐺𝐹(𝑝). 

De acuerdo con ello el homomorfismo puede ser representado matricialmente, tomando 

como bases los sistemas {1, 𝛼, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛−1} 𝑦 {1, 𝛽, 𝛽2, ⋯ , 𝛽𝑚−1} de potencias, 

linealmente independientes, de los elementos primitivos 𝛼 𝑦 𝛽, de los campos 𝐺𝐹(𝑝𝑛) y 

𝐺𝐹(𝑝𝑚), respectivamente. Estas bases, que pueden considerarse como las bases canónicas 

de ambos 𝐺𝐹(𝑝)) - espacios vectoriales, dan lugar a matrices 𝑚 × 𝑛, esto es, de 𝑚 filas y 

𝑛 columnas, representantes de los diferentes homomorfismos de inmersión de 

𝐺𝐹(𝑝𝑛) en 𝐺𝐹(𝑝𝑚).  

Denotando al entero 
𝑝𝑚−1

𝑝𝑛−1
 como 𝑘1 y como 𝑘𝑡 a cada entero 𝑡 𝑘1 para cada 𝑡 < 𝑝𝑛 − 1 y 

primo relativo con el mismo, resulta que los elementos 𝛽𝑘𝑡 son los de orden 𝑝𝑛 − 1 en el 

campo 𝐺𝐹(𝑝𝑚). Esto significa que las funciones ℎ𝑡 de 𝐺𝐹(𝑝𝑛) en 𝐺𝐹(𝑝𝑚), definidas 
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como ℎ𝑡(0) = 0 𝑦 ℎ𝑡(𝛼
𝑖) =  𝛽𝑖𝑘𝑡 , para cada 𝑖 ∈  {0,1,2,⋯ , 𝑝𝑛 − 2 }, son homomorfismos 

multiplicativos entre los monoides (𝐺𝐹(𝑝𝑛))
∗
𝑦 (𝐺𝐹(𝑝𝑚))∗.  

Por el llamado teorema de existencia de las aplicaciones lineales para cada función ℎ𝑡 

existe una única aplicación lineal 𝑓𝑡: 𝐺𝐹(𝑝
𝑛) → 𝐺𝐹(𝑝𝑚) tal que 𝑓𝑡(𝛼

𝑖) = ℎ𝑡(𝛼
𝑖), para 

todo 𝑖 ∈  {0,1,2,⋯ , 𝑛 − 1 }, ya que {1, 𝛼, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛−1}  es una base del espacio de partida 

𝐺𝐹(𝑝𝑛), (Cuellar & Sosa 2013). Entonces, los homomorfismos de inmersión son las 

funciones ℎ𝑡 que coinciden con su aplicación lineal asociada en todo su dominio 𝐺𝐹(𝑝𝑛), 

es decir, son las que son multiplicativas y, al mismo tiempo aditivas y ℤ𝑝-lineales. 

Con estos elementos se determinaron los isomorfismos entre dos variantes de los campos 

𝐺𝐹(32) 𝑦 𝐺𝐹(52) y los homomorfismos de inmersión entre los campos 𝐺𝐹(22) 𝑦 𝐺𝐹(24), 

𝐺𝐹(22) 𝑦 𝐺𝐹(26), 𝐺𝐹(23) 𝑦 𝐺𝐹(26), 𝐺𝐹(32) 𝑦 𝐺𝐹(34), 𝐺𝐹(52) 𝑦 𝐺𝐹(54).    

El análisis de los resultados obtenidos permitió detectar regularidades, formular algunas 

hipótesis para cuyas demostraciones fue necesario representar los elementos de un campo 

finito como elementos de una sucesión recurrente lineal (SRL). 

2.1.1 Obtención de los elementos del campo como los componentes de una sucesión 

recurrente lineal 

Al polinomio irreducible  𝑝(𝑥) = 𝑥𝑛 − ∑ 𝑐𝑖𝑥
𝑖𝑛−1

𝑖=0   se le asocia la matriz cuadrada  

( Lidl & Niederreiter 1998; Cuellar & Sosa 2013), 

(

 
 

0 0 ⋯ 0 𝑐0
1 0 ⋯ 0 𝑐1
0 1 ⋯ 0 𝑐2
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 1 𝑐𝑛−1)

 
 

a la que se le 

llama matriz acompañante del polinomio 𝑝(𝑥).  
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El polinomio característico 𝐷𝑒𝑡(𝑥 𝐼𝑛 −𝑀𝑝(𝑥)) es precisamente 𝑝(𝑥) y representando como 

matrices filas a los elementos 0,1, 𝛼, 𝛼2, 𝛼3, ⋯ , 𝛼𝑛−1, 𝛼𝑛 = ∑ (− 𝑐𝑖)𝛼
𝑖, 𝛼𝑛+1, ⋯ , 𝛼𝑝

𝑛−2𝑛−1
𝑖=0 , 

del campo 𝐺𝐹(𝑝𝑛), siendo 𝛼 un elemento primitivo, dicha matriz convierte cada elemento 

no nulo en su siguiente como potencia de 𝛼, siendo las correspondientes matrices filas los 

componentes vectoriales de una SRL cuyo período es un divisor del número 𝑝𝑛 − 1. Si el 

polinomio es, además de irreducible, un polinomio primitivo, entonces, el período de la 

sucesión es exactamente 𝑝𝑛 − 1, que es el máximo posible. Esto es necesario para que el 

elemento 𝛼, raíz de 𝑝(𝑥), sea un generador del grupo multiplicativo (𝐺𝐹(𝑝𝑛))*. 

2.1.2 Condición necesaria y suficiente para la existencia de los homomorfismos de 

inmersión  

El teorema siguiente da una condición necesaria y suficiente para que las funciones ℎ𝑡 𝑦 𝑓𝑡 

sean la misma función y es un resultado de la tesis (Cuellar & Sosa 2013), usado en el 

diseño de los algoritmos para la determinación de los homomorfismos. 

Teorema 2.1:  

Sean 𝐺𝐹(𝑝𝑛) y 𝐺𝐹(𝑝𝑚) dos campos de Galois, siendo 𝑛 un divisor de 𝑚; los elementos 

primitivos  𝛼 ∈ 𝐺𝐹(𝑝𝑛) 𝑦 𝛽 ∈ 𝐺𝐹(𝑝𝑚); la función  ℎ𝑡: 𝐺𝐹(𝑝
𝑛) → 𝐺𝐹(𝑝𝑚)  definida 

por: ℎ𝑡(0) = 0 , ℎ𝑡(𝛼
𝑖) =  𝛽𝑖 𝑘𝑡 , donde 𝑘𝑡 = 𝑡𝑘1, siendo 𝑘1 =

𝑝𝑚−1

𝑝𝑛−1
 y 𝑡 primo relativo con 

𝑝𝑛 − 1 y  𝑓𝑡 la aplicación lineal, única 𝑓𝑡 ∶  𝐺𝐹(𝑝
𝑛) → 𝐺𝐹(𝑝𝑚)  𝑐𝑜𝑛  ℎ𝑡(𝛼

𝑖) = 𝑓𝑡(𝛼
𝑖) para 

todo 𝑖 ∈  {0,1,2,⋯ , 𝑛 − 1} (esto es, para el cero y para los elementos de la 

base (1, 𝛼,⋯ , 𝛼𝑛−1) de 𝐺𝐹(𝑝𝑛)). Entonces, para que ℎ𝑡 𝑦 𝑓𝑡 sean la misma función es 

suficiente, y necesario, que se verifique la igualdad  ℎ𝑡(𝛼
𝑛) =  𝑓𝑡(𝛼

𝑛).  

Demostración: 
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La condición es, obviamente, necesaria. Se prueba que es suficiente:  

El elemento 𝛽𝑘𝑡 es del mismo orden que  𝛼, que es igual a 𝑝𝑛 − 1. La función ℎ𝑡, así 

definida, es obviamente un homomorfismo de monoides, entre los monoides 

multiplicativos (𝐺𝐹(𝑝𝑛))
∗
𝑦 (𝐺𝐹(𝑝𝑚))∗y, restringida, es un homomorfismo de grupos 

entre los grupos multiplicativos cíclicos (𝐺𝐹(𝑝𝑛))
∗
𝑦 (𝐺𝐹(𝑝𝑚))∗. 

Siendo 𝛼 raíz del polinomio primitivo 𝑝(𝑥) = 𝑥𝑛 − ∑ 𝑐𝑖𝑥
𝑖𝑛−1

𝑖=0 , se tiene la igualdad 

𝛼𝑛 = ∑ 𝑐𝑖𝛼
𝑖𝑛−1

𝑖=0 . Los elementos del campo 𝐺𝐹(𝑝𝑛) son, además del cero, los términos de 

la sucesión recurrente lineal (𝛼𝑗)
𝑗=0

∞
 , donde los primeros 𝑛 términos son 1, 𝛼 , 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛−1 

y para 𝑟 ≥ 0, se cumple la relación de recurrencia lineal: 

𝛼𝑛+𝑟 = ∑ 𝑐𝑖𝛼
𝑗+𝑟𝑛−1

𝑖=0 , esto es, para 𝑗 ≥ 𝑛, 𝛼𝑗 = ∑ 𝑐𝑖𝛼
𝑖+𝑗−𝑛𝑛−1

𝑖=0  . 

Esta es la S.R.L. cuyo polinomio generador es el polinomio primitivo. 

𝑝(𝑥) = 𝑥𝑛 − ∑ 𝑐𝑖𝑥
𝑖𝑛−1

𝑖=0 , siendo su período igual a 𝑝𝑛 − 1, que es el orden del elemento 

primitivo 𝛼, generador del grupo multiplicativo (𝐺𝐹(𝑝𝑛))
∗
. 

Se necesita probar que, para todo 𝑟 natural se verifica la igualdad ℎ𝑡(𝛼
𝑛+𝑟) =  𝑓𝑡(𝛼

𝑛+𝑟). 

Lo que se prueba por inducción completa, aplicado a la variable natural 𝑟. 

 Para 𝑟 = 1.  

𝑓𝑡(𝛼
𝑛+1) = 𝑓𝑡(𝛼

𝑛 . 𝛼) = 𝑓𝑡 ((∑𝑐𝑖

𝑛−1

𝑖=0

. 𝛼𝑖) . 𝛼1) = 𝑓𝑡 (∑𝑐𝑖

𝑛−1

𝑖=0

. 𝛼𝑖+1), 

por ley distributiva, 

= ∑ 𝑐𝑖
𝑛−1
𝑖=0 𝑓𝑡(𝛼

𝑖+1), por ser 𝑓𝑡 una aplicación lineal,  

= ∑ 𝑐𝑖
𝑛−1
𝑖=0 ℎ𝑡( 𝛼

𝑖+1), por ser 𝑓𝑡  𝑦 ℎ𝑡 coincidentes para todos los exponentes menores o 

iguales que n,  
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= ∑ 𝑐𝑖
𝑛−1
𝑖=0 ℎ𝑡(𝛼

𝑖) . ℎ𝑡(𝛼), por ser ℎ𝑡 multiplicativa, 

= (∑ 𝑐𝑖
𝑛−1
𝑖=0 ℎ𝑡(𝛼)

𝑖) . ℎ𝑡(𝛼), de nuevo por ley distributiva, 

= (∑ 𝑐𝑖
𝑛−1
𝑖=0 𝑓𝑡(𝛼)

𝑖) . ℎ𝑡(𝛼), de nuevo por la coincidencia de ambas para exponentes 

menores que 𝑛 , 

= 𝑓𝑡(∑ 𝑐𝑖
𝑛−1
𝑖=0 (𝛼)𝑖). ℎ𝑡(𝛼) = 𝑓𝑡(𝛼

𝑛). ℎ𝑡(𝛼)=ℎ𝑡(𝛼
𝑛). ℎ𝑡(𝛼) = ℎ𝑡(𝛼

𝑛. 𝛼) = ℎ𝑡(𝛼
𝑛+1), de 

nuevo por la coincidencia y por ser ℎ𝑡 multiplicativa. 

Queda pues probado que 𝑓𝑡(𝛼
𝑛+1) = ℎ𝑡(𝛼

𝑛+1). 

Suponiendo ahora cierta la igualdad para todo exponente menor a 𝑛 + 𝑟, para 𝑟2, se 

obtiene: 

𝑓𝑡(𝛼
𝑛+𝑟) = 𝑓𝑡(𝛼

𝑛 . 𝛼𝑟) = 𝑓𝑡 ((∑ 𝑐𝑖
𝑛−1
𝑖=0 . 𝛼𝑖) . 𝛼𝑟) = 𝑓𝑡(∑ 𝑐𝑖

𝑛−1
𝑖=0 . 𝛼𝑖+𝑟), por ley distributiva, 

= ∑ 𝑐𝑖
𝑛−1
𝑖=0 𝑓𝑡(𝛼

𝑖+𝑟), por ser 𝑓𝑡 una aplicación lineal, 

= ∑ 𝑐𝑖
𝑛−1
𝑖=0 ℎ𝑡( 𝛼

𝑖+𝑟), por ser 𝑓𝑡y ℎ𝑡 coincidentes para todos los exponentes 𝑖 menores que 

𝑛 + 𝑟. 

= ∑ 𝑐𝑖
𝑛−1
𝑖=0 ℎ𝑡(𝛼)

𝑖 . ℎ𝑡(𝛼
𝑟), por ser ℎ𝑡 multiplicativa,  

= (∑ 𝑐𝑖
𝑛−1
𝑖=0 ℎ𝑡(𝛼)

𝑖). ℎ𝑡(𝛼
𝑟), de nuevo por ley distributiva, 

= (∑ 𝑐𝑖
𝑛−1
𝑖=0 𝑓𝑡(𝛼)

𝑖). ℎ𝑡(𝛼
𝑟), de nuevo por la coincidencia de ambas para exponentes 

menores que 𝑛 + 𝑟, 

= 𝑓𝑡(∑ 𝑐𝑖
𝑛−1
𝑖=0 (𝛼)𝑖). ℎ𝑡(𝛼

𝑟) = 𝑓𝑡(𝛼
𝑛). ℎ𝑡(𝛼

𝑟)=ℎ𝑡(𝛼
𝑛). ℎ𝑡(𝛼

𝑟) = ℎ𝑡(𝛼
𝑛. 𝛼𝑟) = ℎ𝑡(𝛼

𝑛+𝑟), 

de nuevo por la coincidencia y por ser ℎ𝑡 multiplicativa. 

Queda así probado que 𝑓𝑡(𝛼
𝑛+𝑟) = ℎ𝑡(𝛼

𝑛+𝑟), para todo 𝑟 natural.  

Por consiguiente, ambas funciones coinciden en todo su dominio.∎ 
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El teorema 2.1 significa que, siendo las SRL (𝑓𝑡(𝛼
𝑗))

𝑗=0

∞

𝑦 (ℎ𝑡(𝛼
𝑗))

𝑗=0

∞

 , del mismo grado 

𝑛, con la misma relación de recurrencia y con las primeras 𝑛 componentes iguales, ambas 

son necesariamente iguales, en todos sus términos.  

2.1.3 Ejemplo de determinación de los homomorfismos entre los campos 

𝑮𝑭(𝟐𝟑) 𝒚 𝑮𝑭(𝟐𝟔) 

El campo 𝐺𝐹(23), se obtiene como extensión del campo 𝐺𝐹(2) = {0,1} mediante la 

adjunción de una raíz de un polinomio irreducible de grado 3. 

El polinomio 𝑥3 + 𝑥 + 1 es irreducible sobre el campo 𝐺𝐹(2) y es además primitivo, ya 

que cualquiera de sus raíces es de orden 7 = 23 − 1. Sea 𝛼 una raíz de este polinomio y por 

tanto un generador del grupo multiplicativo 𝐺𝐹(23)∗, del campo 𝐺𝐹(23). El campo se 

describe como 

𝐺𝐹(23) = {0,1, 𝛼, 𝛼2, 1 + 𝛼, 𝛼 + 𝛼2, 1 + 𝛼 + 𝛼2, 1 + 𝛼2} 

El campo 𝐺𝐹(26) = 𝐺𝐹(2)(𝛽)  donde  β es una raíz del polinomio irreducible de grado 6 

𝑥6 + 𝑥 + 1 ∈  𝐺𝐹(2)[𝑥]. 

Los elementos del campo 𝐺𝐹(26) aparecen en el Anexo I. 

Un homomorfismo inyectivo  ℎ: 𝐺𝐹(23) → 𝐺𝐹(26), convierte al grupo cíclico 𝐺𝐹(23)∗ en 

un subgrupo del grupo cíclico 𝐺𝐹(26)∗. Luego, ℎ convierte al generador 𝛼 en un elemento 

que es también de orden 7, que es el orden del grupo multiplicativo 𝐺𝐹(23)∗, dentro del 

grupo 𝐺𝐹(26)∗, que es de orden 26 − 1 =  63. En el campo 𝐺𝐹(26) el elemento 𝛽9  es de 

orden 7 y en general, elementos de orden 7 son los de la forma 𝛽9 𝑡 donde cada t es un 

entero positivo que es primo relativo con 7. Es decir  1,2,3,4,5,6t . Por tanto 

𝛽9 , 𝛽18, 𝛽27, 𝛽36, 𝛽45, 𝛽54 son los elementos de orden 7. 
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Por consiguiente, hay 6 posibilidades para definir h: 

ℎ1: 𝛼 → 𝛽9 = 𝛽3 + 𝛽4 = (0,0,0,1,1,0) 

ℎ2: 𝛼 → 𝛽18 = 1 + 𝛽 + 𝛽2 + 𝛽3 = (1,1,1,1,0,0) 

ℎ3: 𝛼 → 𝛽27 = 𝛽 + 𝛽2 + 𝛽3 = (0,1,1,1,0,0) 

ℎ4: 𝛼 → 𝛽36 = 𝛽 + 𝛽2 + 𝛽4 = (0,1,1,0,1,0) 

ℎ5: 𝛼 → 𝛽45 = 1 + 𝛽3 + 𝛽4 = (1,0,0,1,1,0) 

ℎ6: 𝛼 → 𝛽54 = 1 + 𝛽 + 𝛽2 + 𝛽4 = (1,1,0,0,1,0) 

Aquí, se representa cada ℎ𝑡 como polinomio en 𝛽 de grado menor que 6 y como el vector 

binario de dimensión 6 asociado a la misma. 

Cada función ℎ𝑡  tiene una aplicación lineal asociada 𝑓𝑡 . Sean 

{1, 𝛼, 𝛼2} , {1, 𝛽, 𝛽2 , 𝛽3 , 𝛽4 , 𝛽5 } las bases de los campos 𝐺𝐹(23) y 𝐺𝐹(26) 

respectivamente. Las matrices asociadas a dichas aplicaciones lineales con respecto a estas 

bases son  

𝑀(𝑓1) =

[
 
 
 
 
 
1 0 1
0 0 1
0 0 1
0 1 1
0 1 0
0 0 0]

 
 
 
 
 

 , 𝑀(𝑓2) =

[
 
 
 
 
 
1 1 0
0 1 1
0 1 1
0 1 0
0 0 1
0 0 0]

 
 
 
 
 

,𝑀(𝑓3) =

[
 
 
 
 
 
1 0 1
0 1 1
0 1 1
0 1 0
0 0 1
0 0 0]

 
 
 
 
 

 

𝑀(𝑓4) =

[
 
 
 
 
 
1 0 0
0 1 0
0 1 0
0 0 1
0 1 1
0 0 0]

 
 
 
 
 

 , 𝑀(𝑓5) =

[
 
 
 
 
 
1 1 0
0 0 1
0 0 1
0 1 1
0 1 0
0 0 0]

 
 
 
 
 

,𝑀(𝑓6) =

[
 
 
 
 
 
1 1 1
0 1 0
0 1 0
0 0 1
0 1 1
0 0 0]

 
 
 
 
 

 

 Representando como matrices columnas a los elementos de ambos campos, se tiene: 
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𝐺𝐹(23) =

{
 
 

 
 0 = [

0
0
0
] ,1 = [

1
0
0
] , 𝛼 = [

0
1
0
] , 𝛼2 = [

0
0
1
] , 𝛼3 = 1 + 𝛼 = [

1
1
0
] ,

𝛼4 = 𝛼 + 𝛼2 = [
0
1
1
] , 𝛼5 = 1 + 𝛼 + 𝛼2 = [

1
1
1
] , 𝛼6 = 1 + 𝛼2 = [

1
0
1
]
}
 
 

 
 

 

mientras que los de 𝐺𝐹(26) se representan según la tabla del Anexo I tomando la traspuesta 

de la matriz fila correspondiente a cada potencia obtenida.  

Se analiza que ahora cada uno de los casos por separado y según el teorema 1, para 

que 𝑓𝑡  𝑦 ℎ𝑡 sean la misma función es suficiente, y necesario, que se verifique la igualdad 

𝑓𝑡(𝛼
3) =  ℎ𝑡(𝛼

3). 

Caso 1: ℎ1(𝛼) = 𝛽
9 

ℎ1(0) = 0 =

[
 
 
 
 
 
0
0
0
0
0
0]
 
 
 
 
 

, ℎ1(1) = 1 =

[
 
 
 
 
 
1
0
0
0
0
0]
 
 
 
 
 

, ℎ1(𝛼) = 𝛽
9 =

[
 
 
 
 
 
0
0
0
1
1
0]
 
 
 
 
 

, 

ℎ1(𝛼
2) = 𝛽18 =

[
 
 
 
 
 
1
1
1
1
0
0]
 
 
 
 
 

, ℎ1(𝛼
3) = 𝛽27 =

[
 
 
 
 
 
0
1
1
1
0
0]
 
 
 
 
 

 

La matriz, 𝑀 (𝑓1) actúa sobre los elementos 0 𝑦 𝛼𝑖 , 0 ≤ 𝑖 ≤ 3 de la manera siguiente  

[
0
0
0
] →

[
 
 
 
 
 
0
0
0
0
0
0]
 
 
 
 
 

, [
1
0
0
] →

[
 
 
 
 
 
1
0
0
0
0
0]
 
 
 
 
 

, [
0
1
0
] →

[
 
 
 
 
 
0
0
0
1
1
0]
 
 
 
 
 

, [
0
0
1
] →

[
 
 
 
 
 
1
1
1
1
0
0]
 
 
 
 
 

, [
1
1
0
] →

[
 
 
 
 
 
1
0
0
1
1
0]
 
 
 
 
 

, 

Se aprecia que el elemento imagen, obtenido por el producto matricial es el que 

corresponde, como potencia de 𝛽, según la sustitución ℎ1(𝛼) = 𝛽
9 excepto en el caso de  



Capítulo 2. Algoritmos para la determinación de los homomorfismos                                                  " Pág.50" 

ℎ1(𝛼
3) = 𝛽27 =

[
 
 
 
 
 
0
1
1
1
0
0]
 
 
 
 
 

≠

[
 
 
 
 
 
1
0
0
1
1
0]
 
 
 
 
 

= 𝑓1(𝛼
3) 

Es decir, ambas funciones, la aditiva 𝑓1 y la multiplicativa ℎ1, no son la misma. De aquí 

resulta que la sustitución ℎ1: 𝛼 → 𝛽9 no define un homomorfismo de campos. 

Caso 2: ℎ2(𝛼) = 𝛽
18 

ℎ2(𝛼
3) = 𝛽54 =

[
 
 
 
 
 
1
1
1
0
1
0]
 
 
 
 
 

 

Si se hace lo mismo con la matriz  𝑀(𝑓2), se aprecia que la misma transforma el elemento 

𝛼3 de 𝐺𝐹(8) en un elemento de 𝐺𝐹(26) diferente de 𝛽54. 

[
 
 
 
 
 
1 1 0
0 1 1
0 1 1
0 1 0
0 0 1
0 0 0]

 
 
 
 
 

[
1
1
0
] =

[
 
 
 
 
 
0
1
1
1
0
0]
 
 
 
 
 

≠

[
 
 
 
 
 
1
1
1
0
1
0]
 
 
 
 
 

∴ 𝑓2(𝛼
3) ≠ ℎ2(𝛼

3) 

Al igual que en el caso 1 las funciones, la aditiva 𝑓2 y la multiplicativa ℎ2 no son la misma. 

De aquí resulta que la sustitución ℎ2: 𝛼 → 𝛽18  tampoco define un homomorfismo de 

campos.  

Caso 3: ℎ3(α) = 𝛽
27 

ℎ3(α
3) = 𝛽81 = 𝛽18 = 1 + 𝛽 + 𝛽2 + 𝛽3 =

[
 
 
 
 
 
1
1
1
1
0
0]
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Si se hace lo mismo con la matriz 𝑀(𝑓3), se ve que transforma el elemento 𝛼3 de 𝐺𝐹(23) 

en un elemento de GF(26) igual a 𝛽18. 

[
 
 
 
 
 
1 0 1
0 1 1
0 1 1
0 1 0
0 0 1
0 0 0]

 
 
 
 
 

[
1
1
0
] =

[
 
 
 
 
 
1
1
1
1
0
0]
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
1
1
1
1
0
0]
 
 
 
 
 

∴ 𝑓3(𝛼
3) = ℎ3(𝛼

3) 

En este caso ambas funciones la aditiva 𝑓3 y la multiplicativa ℎ3 son la misma función De 

aquí resulta que la sustitución ℎ3: 𝛼 → 𝛽27 define un homomorfismo de campos que inserta 

𝐺𝐹(23) en 𝐺𝐹(26). 

Caso 4: ℎ4(α) = 𝛽
36 

ℎ4(α
3) = 𝛽108 = 𝛽45 = 1 + 𝛽3 + 𝛽4 =

[
 
 
 
 
 
1
0
0
1
1
0]
 
 
 
 
 

 

Si se hace lo mismo con la matriz 𝑀(𝑓4), se ve que la misma transforma el elemento 𝛼3 de 

𝐺𝐹(23) en un elemento de 𝐺𝐹(26) desigual de 𝛽45.
 

[
 
 
 
 
 
1 0 0
0 1 0
0 1 0
0 0 1
0 1 1
0 0 0]

 
 
 
 
 

[
1
1
0
] =

[
 
 
 
 
 
1
1
1
0
1
0]
 
 
 
 
 

≠

[
 
 
 
 
 
1
0
0
1
1
0]
 
 
 
 
 

∴ 𝑓4(𝛼
3) ≠ ℎ4(𝛼

3) 

En este caso ambas funciones f4 y la multiplicativa h4 no son la misma función. De aquí 

resulta que la sustitución ℎ4: 𝛼 → 𝛽36 no define un homomorfismo de campos. 

Caso 5: ℎ5(α
3) = 𝛽45 
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ℎ5(α
3) = 𝛽135 = 𝛽9 = 𝛽3 + 𝛽4 =

[
 
 
 
 
 
0
0
0
1
1
0]
 
 
 
 
 

 

Si se hace lo mismo con la matriz 𝑀(𝑓5), se ve que la misma transforma el elemento 𝛼3 de 

𝐺𝐹(23) en un elemento de 𝐺𝐹(26) igual a 𝛽9. 

[
 
 
 
 
 
1 1 0
0 0 1
0 0 1
0 1 1
0 1 1
0 0 0]

 
 
 
 
 

[
1
1
0
] =

[
 
 
 
 
 
0
0
0
1
1
0]
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
1
0
0
1
1
0]
 
 
 
 
 

∴ 𝑓5(𝛼
3) = ℎ5(𝛼

3) 

Por tanto la sustitución ℎ5: 𝛼 → 𝛽45 define un homomorfismo de campos que inserta 

𝐺𝐹(23)  en 𝐺𝐹(26). 

Caso 6: ℎ6(α
3) = 𝛽54

 

ℎ6(α
3) = 𝛽162 = 𝛽36 = 𝛽 + 𝛽3 + 𝛽4 =

[
 
 
 
 
 
0
1
0
1
1
0]
 
 
 
 
 

 

Si se hace lo mismo con la matriz 𝑀(𝑓6), se ve que la misma transforma el elemento  

𝛼3 de 𝐺𝐹(23) en un elemento de 𝐺𝐹(26) igual a 𝛽36. 

[
 
 
 
 
 
1 1 1
0 1 0
0 1 0
0 0 1
0 1 1
0 0 0]

 
 
 
 
 

[
1
1
0
] =

[
 
 
 
 
 
0
1
1
0
1
0]
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
0
1
1
0
1
0]
 
 
 
 
 

∴ 𝑓6(𝛼
3) = ℎ6(𝛼

3) 

En este caso ambas funciones 𝑓6 y ℎ6 son la misma función. De aquí resulta que la 

sustitución ℎ6: 𝛼 → 𝛽54 define un homomorfismo de campos que inserta 𝐺𝐹(23) en 

𝐺𝐹(26). 
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Se ha visto que el campo 𝐺𝐹(23), se sumerge de tres maneras diferentes en el campo 

𝐺𝐹(26). Las funciones que representan estos homomorfismos son: ℎ3( 𝛼) = 𝛽
27 , 

ℎ5( 𝛼) = 𝛽
47 , ℎ6( 𝛼) = 𝛽

54 , aunque en los tres casos el subcampo isomorfo a 𝐺𝐹(23) es 

el mismo, pues está formado por los mismos elementos: 0,1,𝛽9 , 𝛽18 , 𝛽27 , 𝛽36, 𝛽45 , 𝛽54 . 

2.2 Relación entre los homomorfismos de inmersión y el automorfismo de Frobenius 

En el epígrafe anterior se obtuvieron las diferentes maneras de definir un homomorfismo de 

inmersión, del campo de Galois 𝐺𝐹(𝑝𝑛) en el también campo de Galois 𝐺𝐹(𝑝𝑚) siendo 

𝑝 un número primo 𝑚 𝑦 𝑛 naturales. En este epígrafe se prueba que la cantidad de maneras 

de realizar la inmersión es igual al orden del grupo cíclico 𝐴𝑢𝑡(𝐺𝐹(𝑝𝑛)) , de 

automorfismos del campo 𝐺𝐹(𝑝𝑛), el cual es de orden n y es generado por el llamado 

automorfismo de Frobenius 𝐹𝑝 . Se ilustra el resultado anterior tomando como ejemplo las 

funciones de inmersión del campo 𝐺𝐹(23) en el campo 𝐺𝐹(26) (Cuellar et al. 2015b). 

2.2.1 Relación entre los grupos de automorfismos de ambos campos 

Se considera la función 𝑅𝑒𝑠𝑡: 𝐴𝑢𝑡(𝐺𝐹(𝑝𝑚))𝐴𝑢𝑡(𝐺𝐹(𝑝𝑛)) tal que: 𝐹𝑝
𝑡 𝐵𝑝

𝑡, la cual 

asigna a cada automorfismo de 𝐺𝐹(𝑝𝑚), expresado como una potencia del automorfismo 

de Frobenius 𝐹𝑝 de 𝐺𝐹(𝑝𝑚), la correspondiente potencia del automorfismo de Frobenius 

𝐵𝑝 de 𝐺𝐹(𝑝𝑛). Esto no es más que la restricción del automorfismo 𝐹𝑝
𝑡 de 𝐺𝐹(𝑝𝑚) al 

automorfismo 𝐵𝑝
𝑡 del subcampo 𝐺𝐹(𝑝𝑛), visto como subcampo de 𝐺𝐹(𝑝𝑚). Esta función 

es, evidentemente, un epimorfismo, cuyo kernel es el subgrupo formado por los 𝐹𝑝
𝑡cuyo 

exponente 𝑡 es múltiplo de 𝑛, siendo el orden del kernel igual al número 𝑘 tal que 𝑚 = 𝑛𝑘.  

Se está en condiciones de enunciar y probar el siguiente teorema (Cuellar et al. 2015b).  
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Teorema 2.2: La cantidad de maneras de sumergir el campo de Galois 𝐺𝐹(𝑝𝑛) en el 

también campo de Galois 𝐺𝐹(𝑝𝑚), es igual al número 𝑛, que es el orden del grupo de 

automorfismos del campo 𝐺𝐹(𝑝𝑛). 

Demostración:  

Sean 𝐺 =  𝐴𝑢𝑡𝐺𝐹(𝑝)(𝐺𝐹(𝑝
𝑛)) = {𝐴𝑢𝑡𝑜𝑚𝑜𝑟𝑓𝑖𝑠𝑚𝑜𝐵𝑝𝑗: 𝐺𝐹(𝑝

𝑛) → 𝐺𝐹(𝑝𝑛)}.  

Si 𝛼 ∈ 𝐺𝐹(𝑝𝑛) entonces 𝛼 → 𝛼𝑝. 

𝐵𝑝𝑗(𝛼) = 𝛼
𝑝𝑗  , 𝑗 = 0, 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

 Y 𝐺′ = 𝐴𝑢𝑡𝐺𝐹(𝑝)(𝐺𝐹(𝑝
𝑚)) = {𝐴𝑢𝑡𝑜𝑚𝑜𝑟𝑓𝑖𝑠𝑚𝑜 𝐹𝑝𝑗: 𝐺𝐹(𝑝

𝑚) → 𝐺𝐹(𝑝𝑚)}.  

Si 𝛽 ∈ 𝐺𝐹(𝑝𝑚) entonces 𝛽 → 𝛽𝑝.  𝐹𝑝𝑗(𝛽) = 𝛽
𝑝𝑗  , 𝑗 = 0,𝑚 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. 

El grupo 𝐺′es generado por el automorfismo de Frobenius 𝐹𝑝: 𝐺𝐹(𝑝
𝑚) → 𝐺𝐹(𝑝𝑚) por 

tanto 𝐹𝑝𝑗 = (𝐹𝑝)
𝑗
. 

Sean ℎ𝑟𝑦 ℎ𝑠 ambos homomorfismos de inmersión, tales que ℎ𝑟(𝛼) = 𝛽
𝑘𝑟  𝑦 ℎ𝑠(𝛼) = 𝛽

𝑘𝑠, 

siendo 𝑘𝑟 = 𝑟𝑘1 , 𝑘𝑆 = 𝑠𝑘1 y 𝑘1 = 
𝑝𝑚−1

𝑝𝑛−1
.  

Se toma uno de estos automorfismos, por ejemplo para un  𝑡  tal que 0 < 𝑡 < 𝑚 − 1 y se 

evalúa 𝐹𝑝𝑡 = (𝐹𝑝)
𝑡
 en 𝛽𝑘𝑟 

𝐹𝑝𝑡(𝛽
𝑘𝑟) = (𝐹𝑝(𝛽

𝑘𝑟))
𝑡

= ((𝛽𝑘𝑟)𝑝)𝑡 ⟹ 𝐹𝑝𝑡(𝛽
𝑘𝑟) = (𝛽𝑘𝑟)𝑝

𝑡
= 𝛽𝑘𝑟𝑝

𝑡
 

Sea 𝑘𝑟𝑝
𝑡 = 𝑟𝑘1. 𝑝

𝑡 = (𝑟𝑝𝑡)𝑘1 

Como 𝑟 < 𝑝𝑛 − 1 y primo relativo con 𝑝𝑛 − 1, el 𝑚𝑐𝑑(𝑟𝑝𝑡, 𝑝𝑛 − 1) = 1 , si se considera 

𝑟𝑝𝑡 = 𝑠 , entonces 𝑠𝑘1 = 𝑘𝑠 y  

𝑘𝑟𝑝
𝑡 = 𝑟𝑘1. 𝑝

𝑡 = (𝑟𝑝𝑡)𝑘1 = 𝑠𝑘1 = 𝑘𝑠 ⟹ 𝐹𝑝𝑡(𝛽
𝑘𝑟) = (𝛽𝑘𝑟)𝑝

𝑡
= 𝛽𝑘𝑟𝑝

𝑡
= 𝛽𝑘𝑠 

𝐹𝑝𝑡(𝛽
𝑘𝑟) = (𝐹𝑝(𝛽

𝑘𝑟))
𝑡

= 𝛽𝑘𝑠 
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Se ha probado que existe un automorfismo 𝐹𝑝𝑡 = (𝐹𝑝)
𝑡
, del campo 𝐺𝐹(𝑝𝑚) tal que 

𝐹𝑝𝑡(𝛽
𝑘𝑟) = 𝛽𝑘𝑠. Esto implica que 𝐹𝑝𝑡  ∘  ℎ𝑟 = ℎ𝑟  ∘ 𝐵𝑝𝑡 = ℎ𝑠, es decir, que, dados dos 

homomorfismos de inmersión, uno se obtiene del otro por composición con un 

automorfismo. Esto, a su vez, significa que el número de homomorfismos de inmersión es 

igual al número 𝑛, de automorfismos del campo 𝐺𝐹(𝑝𝑛).∎ 

En el epígrafe 2.1.3 se analizaron los posibles homomorfismos de inmersión del campo de 

Galois 𝐺𝐹(23) en el campo 𝐺𝐹(26) y se mostró que el campo de Galois 𝐺𝐹(23) se 

sumerge de tres maneras diferentes en el campo de Galois 𝐺𝐹(26). 

ℎ3(𝛼) =  𝛽
27 , ℎ5(𝛼) =  𝛽

27, ℎ6(𝛼) =  𝛽
27 

Como estas funciones son aquellas para las cuales se cumple que coinciden con su 

aplicación lineal asociada ℎ3 = 𝑓3 , ℎ5 = 𝑓3, ℎ6 = 𝑓6 , entonces se pueden considerar dadas, 

si se conocen las matrices que representan los homomorfismos de 

inmersión 𝑀(𝑓3),𝑀(𝑓5),𝑀(𝑓6). 

A continuación se ofrece la relación que existe entre los automorfismos de Frobenius y las 

diferentes maneras de sumergir un campo en el otro.(Cuellar et al. 2015b). 

2.2.2 Automorfismo de Frobenius del campo 𝑮𝑭(𝟐𝟔) 

Es fácil notar que el automorfismo F2 de 𝐺𝐹(26) es el que tiene por Matriz: 𝑀(𝐹2)

 
𝑀(𝐹2) =

[
 
 
 
 
 
1 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 0 1]

 
 
 
 
 

, 𝑀(𝐹2
2) =

[
 
 
 
 
 
1 0 0 1 1 0
0 0 0 0 1 0
0 0 1 1 0 1
0 0 1 0 1 1
0 1 0 0 1 1
0 0 0 0 0 1]
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𝑀(𝐹2
3) =

[
 
 
 
 
 
1 0 1 1 1 1
0 0 1 0 0 1
0 1 0 0 0 1
0 1 0 0 1 1
0 0 1 1 0 0
0 0 1 0 0 1]

 
 
 
 
 

,𝑀(𝐹2
4) =

[
 
 
 
 
 
1 1 1 1 0 0
0 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1]

 
 
 
 
 

 

  𝑀(𝐹2
5) =

[
 
 
 
 
 
1 1 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 1 1
0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1]

 
 
 
 
 

, 𝑀(𝐹2
6) =

[
 
 
 
 
 
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1]

 
 
 
 
 

= 𝐼6

 
Multiplicando cada una de estas matrices a la izquierda de 𝑀(𝑓3),

,
𝑀(𝑓5) 𝑦

,
𝑀(𝑓6)

,
, se ve 

que, aplicando cada uno de los automorfismos después de aplicada la función de inmersión, 

ℎ𝑖 se obtiene que 

𝐹2  ∘ ℎ3 = ℎ6 , (𝐹2)
2 ∘ ℎ3 = ℎ5  , (𝐹2)

3 ∘ ℎ3 = ℎ3  

(𝐹2)
4 ∘ ℎ3 = ℎ6  , (𝐹2)

5 ∘ ℎ3 = ℎ5 , (𝐹2)
6 ∘ ℎ3 = ℎ3  

𝐹2  ∘ ℎ5 = ℎ3 , (𝐹2)
2 ∘ ℎ5 = ℎ6  , (𝐹2)

3 ∘ ℎ5 = ℎ5  

(𝐹2)
4 ∘ ℎ5 = ℎ3  , (𝐹2)

5 ∘ ℎ5 = ℎ6 , (𝐹2)
6 ∘ ℎ5 = ℎ5  

𝐹2  ∘ ℎ6 = ℎ5 , (𝐹2)
2 ∘ ℎ6 = ℎ3  , (𝐹2)

3 ∘ ℎ6 = ℎ6  

(𝐹2)
4 ∘ ℎ6 = ℎ5  , (𝐹2)

5 ∘ ℎ6 = ℎ3 , (𝐹2)
6 ∘ ℎ6 = ℎ6  

Es decir, que la composición con el automorfismo de Frobenius F2 convierte cada 

homomorfismo de inmersión en otro, no existiendo otros homomorfismos de inmersión 

salvo ℎ3 , ℎ5 , ℎ6 . En el caso analizado la cantidad de inmersiones posibles coincide con el 

orden 𝑛, del grupo de automorfismos 𝐴𝑢𝑡(𝐺𝐹(23)) del campo de partida.  

2.2.3 Automorfismo de Frobenius de 𝑮𝑭(𝟐𝟑) 

El automorfismo B2 de 𝐺𝐹(23) es el que tiene por Matriz: 𝑀(𝐵2) 
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𝑀(𝐵2) = [
1 0 0
0 0 1
0 1 1

] 𝑦 𝑐𝑢𝑚𝑝𝑙𝑒 𝑞𝑢𝑒 𝑀(𝐵2
2) = [

1 0 0
0 1 1
0 1 0

] 𝑦 𝑀(𝐵2
3) = [

1 0 0
0 1 0
0 0 1

] = 𝐼3 

Multiplicando la matriz 𝑀(𝐵2) a la derecha de 𝑀(ℎ3),𝑀(ℎ5),𝑀(ℎ6) se ve que, aplicando 

la función de inmersión ℎ𝑖, después de aplicado el automorfismo 𝐵2, se obtiene que  

𝑀(ℎ3)𝑀(𝐵2) =

[
 
 
 
 
 
1 0 1
0 1 1
0 1 1
0 1 0
0 0 1
0 0 0]

 
 
 
 
 

[
1 0 0
0 0 1
0 1 1

] =

[
 
 
 
 
 
1 1 1
0 1 0
0 1 0
0 0 1
0 1 1
0 0 0]

 
 
 
 
 

= 𝑀(ℎ6) 

𝑀(ℎ5)𝑀(𝐵2) =

[
 
 
 
 
 
1 1 0
0 0 1
0 0 1
0 1 1
0 1 0
0 0 0]

 
 
 
 
 

[
1 0 0
0 0 1
0 1 1

] =

[
 
 
 
 
 
1 0 1
0 1 1
0 1 1
0 1 0
0 0 1
0 0 0]

 
 
 
 
 

= 𝑀(ℎ3) 

𝑀(ℎ6)𝑀(𝐵2) =

[
 
 
 
 
 
1 1 1
0 1 0
0 1 0
0 0 1
0 1 1
0 0 0]

 
 
 
 
 

[
1 0 0
0 0 1
0 1 1

] =

[
 
 
 
 
 
1 1 0
0 0 1
0 0 1
0 1 1
0 1 0
0 0 0]

 
 
 
 
 

= 𝑀(ℎ5) 

lo cual significa que ℎ3 ∘ 𝐵2 = ℎ6 , ℎ5 ∘ 𝐵2 = ℎ3 , ℎ6 ∘ 𝐵2 =  ℎ5 . Es decir, que en este caso 

también ocurre que la composición con el automorfismo de Frobenius convierte cada 

homomorfismo de inmersión en otro existente, no existiendo ningún otro homomorfismo 

de inmersión salvo ℎ3 , ℎ5 , ℎ6. 

Se ha corroborado que la cantidad de inmersiones posibles coincide con el orden, 3, del 

grupo de automorfismos 𝐴𝑢𝑡(𝐺𝐹(23)) del campo de partida. 

Todos los cálculos necesarios para obtener los resultados que se presentan fueron realizados 

con el Mathematica 9.0 y con el software BiGFSoP1. 
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2.3 Algoritmo para la determinación de los homomorfismos de inmersión entre 

campos de Galois 

A partir de los resultados obtenidos en los epígrafes 2.1 y 2.2 fueron diseñados tres 

algoritmos ORISTO, ORISTO II y EVOR para la determinación de los homomorfismos de 

inmersión. Los dos primeros algoritmos pueden verse en el Anexo II. Cada nuevo 

algoritmo constituyó una mejora del anterior (Cuellar et al. 2015a). En este epígrafe se 

presenta el mejor de estos algoritmos, el EVOR para determinar los homomorfismos de 

inmersión del campo finito 𝐺𝐹(𝑝𝑛) en el campo 𝐺𝐹(𝑝𝑚) donde 𝑝 es un número primo, 

𝑛 𝑦 𝑚 números naturales. 

2.3.1 Algoritmo EVOR  

De acuerdo a lo expuesto en el capítulo 1 epígrafe 1.2 otra manera de determinar los 

homomorfismos entre campos finitos es hallar cuáles elementos del campo de llegada, son 

raíces del polinomio que define el campo de partida, en otras palabras hallar las raíces del 

polinomio que define el campo de partida, en el campo de llegada. Aunque en la literatura 

consultada (Vajakas et al. 2014) se utiliza este procedimiento para determinar los 

isomorfismos de campos finitos definidos por diferentes polinomios, él puede ser 

generalizado a la determinación de los homomorfismos entre campos finitos de diferente 

cardinalidad.  

Sean 𝐹 y 𝐺 dos campos finitos de característica 𝑝 y de diferente cardinalidad. Sean el 

campo 𝐹 determinado por el polinomio irreducible 𝑓 𝑦 𝛼 una raíz de dicho polinomio por 

tanto 𝑓(𝛼) = 0 y el campo 𝐺 determinado por el polinomio irreducible 𝑔. Si 𝛽 es una raíz 

de dicho polinomio 𝑔(𝛽) = 0.  
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La cantidad de homomorfismos de inmersión es igual al número de raíces del polinomio 

irreducible que define el campo de partida. Por tanto el método de búsqueda de los 

homomorfismos de inmersión se reduce a la búsqueda de las raíces de 𝑓 en el campo de 

llegada 𝐺𝐹(𝑝𝑚). Aquí se necesita disponer de los algoritmos de búsqueda de raíces, la 

búsqueda exhaustiva puede ser útil para campos relativamente pequeños, pero para campos 

grandes no, ya que el cardinal del espacio de búsqueda crece exponencialmente con el 

incremento de la dimensión del campo sobre el cual se realiza la búsqueda. Incluso si se 

utilizan los algoritmos de búsqueda de raíces (Chen 1982; Lidl & Niederreiter 1998; 

Gathen & Panario 2001; Madarro et al. 2013), a medida que el grado del polinomio en 

cuestión sea mayor, el costo computacional se incrementa considerablemente. 

Antes de exponer el último algoritmo diseñado, se recuerda la definición de coseto 

ciclotómico dada por Golomb en (Golomb 1982; Villalba 2000; Rani 2013). Estos cosetos 

son utilizados en el diseño de nuestro algoritmo. 

Definición 2.1: Se denomina coseto q –ciclotómico de 𝑆 módulo 𝑛 al conjunto 𝐶𝑠 =

{𝑠, 𝑠𝑞 , 𝑠𝑞2, ⋯ , 𝑠𝑞𝑟−1}, donde 𝑟 es el menor entero positivo tal que  𝑠 𝑞𝑟 ≡ 𝑠 (𝑚𝑜𝑑 𝑛 ). 

De manera particular el coseto 2 –ciclotómico de 𝑆 módulo 𝑛 es el conjunto 𝐶𝑠 =

{𝑠, 𝑠. 2 , 𝑠. 22, ⋯ , 𝑠 .2𝑟−1}, donde 𝑟 es el menor entero positivo tal que 𝑠 2𝑟 ≡ 𝑠 (𝑚𝑜𝑑 𝑛 ). 

Se propone a continuación un algoritmo híbrido diseñado por la autora que evalúa el 

polinomio 𝑓 en busca de las raíces y usa también las ideas desarrolladas en los epígrafes 

anteriores de este capítulo. Esta propuesta que reduce el espacio de búsqueda de manera 

significativa, tiene en cuenta también que si para un polinomio 𝑓 de grado 𝑛 sobre un 

campo 𝐺𝐹(𝑝) una de sus raíces es 𝛼, el resto de las raíces son los elementos conjugados 

con 𝛼 con respecto al campo 𝐺𝐹(𝑝) o sea 𝛼 , 𝛼𝑝, 𝛼𝑝
2
, ⋯ , 𝛼𝑝

𝑛−1
(Lidl & Niederreiter 1998; 
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Mullen & Panario 2013). Los exponentes de dichas potencias pertenecen al mismo coseto 

p-ciclotómico módulo 𝑝𝑛 − 1. Por tanto es suficiente encontrar una de dichas raíces y 

además a la hora de realizar la búsqueda no es necesario explorar todo el campo es 

necesario sólo determinar cuál de las potencias del elemento primitivo del campo de 

llegada cuyo exponente está asociado a uno de los cosetos líderes (el menor de los 

elementos de la clase) es raíz del polinomio que define el campo de partida.  

También se tiene en cuenta que si el polinomio que define el campo de partida es primitivo 

de grado 𝑛, sus raíces son elementos de orden 𝑝𝑛 − 1 y estas raíces se transforman por el 

homomorfismo en elementos de su mismo orden en el campo de llegada.  

Algoritmo EVOR.  

Entrada: Elemento primitivo 𝛽 del segundo campo finito y el polinomio 𝑃 que define el 

campo finito de partida y Q que define el campo de llegada, la dimensión 𝑛,𝑚 de los dos 

campos respectivamente, la característica 𝑝 de los campos finitos, el conjunto 𝐶𝐿 de todos 

los cosetos líderes módulo 𝑝𝑛 − 1, que son primos relativos con el orden del grupo 

multiplicativo del campo de partida.  

Salida: Funciones que son homomorfismos de inmersión entre los campos finitos 

especificados. 

1. Hacer 𝑘 ≔
𝑝𝑚−1

𝑝𝑛−1
;  𝑟 ≔ |CL|   y s:= 𝑝𝑛 − 1; 

2. Para cada elemento 𝑖 ∈ CL , calcular ℎ𝑖 = 𝑖. 𝑘, hacer : 

2.1. Calcular  𝛽ℎ𝑖 y guardar 𝑡: = 𝛽ℎ𝑖 . 

2.2. Si 𝑡 es raíz del polinomio P, calcular los elementos conjugados con 𝑡 con  

respecto a 𝐺𝐹(𝑝) e ir al paso 3. 

3. Imprimir las funciones que representan los homomorfismos de inmersión. 
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El algoritmo en pseudocódigo aparece en el Anexo III. 

2.3.2 Complejidad del algoritmo  EVOR 

La complejidad del algoritmo depende de la complejidad del paso dos es decir, 

principalmente, de las operaciones exponenciación y evaluación de polinomios. De esta 

manera, se tiene la siguiente notación asintótica: 

𝑂(𝑐 max((𝐸𝑣);  (𝐸))) 

Donde (E) es la complejidad de exponenciación y (𝐸𝑣) es la complejidad de evaluar un 

elemento en un polinomio y 𝑐 es la cantidad de cosetos líderes chequeados hasta encontrar 

el primer homomorfismo, con 𝑐 < 𝑟 =
𝜑(𝑝𝑛−1)

𝑛
=
𝜑(s)

𝑛
  

El polinomio 𝑃(𝑥) ∈ 𝐺𝐹(𝑝)[𝑥]. La evaluación de este polinomio de grado 𝑛 sobre 

𝐺𝐹(𝑝𝑚 ), se realiza mediante el método de Horner que tiene un costo 𝑂(𝑛) operaciones. 

(Das 1999; Panario 2015), mientras que la operación de exponenciación en 𝐺𝐹(𝑝𝑚 ), tiene 

una complejidad de un 𝑂(𝑚2 log 𝑝 log𝑚 log log𝑚.),  usando métodos basados en la 

transformada rápida de Fourier (Gao et al. 2000; Panario 2015). 

Se tiene entonces, 

𝑂(𝑐max  ((𝑛 𝑚 log𝑚 log log𝑚 ) ;  (𝑚2 log 𝑝 log𝑚 log log𝑚))) 

𝑂(𝑐(𝑚2 log 𝑝 log𝑚 log log𝑚)) 

El cálculo de las p-ésimas potencias del homomorfismo es una simple multiplicación del 

exponente por 𝑝 de manera sucesiva y reducción del mismo módulo 𝑝𝑚-1, en caso de ser 

necesario. 

También puede tenerse en cuenta que si (𝑎0, 𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑚−1)  son las coordenadas de un 

elemento 𝑎 ∈ 𝐺𝐹(𝑞) = 𝐺𝐹(𝑝𝑚) en una base normal (𝛼, 𝛼𝑝, ⋯ , 𝛼𝑝
𝑚−1
), entonces el 
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elemento 𝑎𝑝 tiene por coordenadas (𝑎𝑚−1, 𝑎0, ⋯ , 𝑎𝑚−2). La elevación a la potencia 𝑝 

implica simplemente una permutación circular de los coeficientes y por tanto, su costo 

computacional es despreciable. Si 𝑝 =  2 es la elevación al cuadrado, la que tiene costo 

cero. (Huguet et al. 2012). 

Este algoritmo mejora la complejidad computacional de determinar los homomorfismos de 

inmersión entre campos finitos con respecto a ORISTO y ORISTO II.  

No fue posible comparar el algoritmo propuesto con otros reportados en la literatura. Los 

softwares profesionales MAGMA y SAGE tienen funciones que determinan los 

homomorfismos de inmersión entre campos finitos. Las funciones obtenidas usando el 

EVOR coinciden con las obtenidas aplicando estos softwares pero no se pudieron hacer 

análisis comparativos de complejidad.  

2.3.3  Ejemplo de aplicación del algoritmo EVOR 

Los campos 𝐺𝐹(24) = 𝐺𝐹(2)(𝛼), 𝐺𝐹(28) = 𝐺𝐹(2)(𝛽) y 𝐺𝐹(216) = 𝐺𝐹(2)(𝛾) se 

obtienen como extensiones del campo 𝐺𝐹(2) =  {0,1} siendo 𝛼, 𝛽 𝑦 𝛾 raíces de los 

polinomios irreducibles sobre 𝐺𝐹(2)de grado 4, 8 y 16 respectivamente. Se ha tomado en 

este caso los polinomios primitivos sobre 𝐺𝐹(2): 

𝑝1(𝑥) = 𝑥
4 + 𝑥 + 1, 

 𝑝2(𝑥) = 𝑥
8 + 𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥2 + 1 

  𝑝3(𝑥) = 𝑥
16 + 𝑥15 + 𝑥14 + 𝑥12 + 𝑥10 + 𝑥9 + 𝑥4 + 𝑥2 + 1 . 

Los cosetos líderes módulo 15 que son primos relativos con 15 son CL = {1,7}.  

Los cosetos líderes módulo 255 que son primos relativos con 255 son 

 CL = {1,7,11,13,19,23,29,31,43,47,53,59,61,91,119,127}. 
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28 − 1

24 − 1
= 17 ;  

216 − 1

28 − 1
= 257 

𝛽17 es raíz de 𝑝1(𝑥) en el campo 𝐺𝐹(28). El coseto 2-ciclotómico módulo 15 

correspondiente a esta solución es {1,2,4,8}, por tanto las raíces del polinomio 𝑝1(𝑥)  en el 

campo 𝐺𝐹(28) son 𝛽17, 𝛽34 , 𝛽68 y 𝛽136.  

Las funciones que representan los homomorfismos entre los campos 𝐺𝐹(24) y 𝐺𝐹(28) son 

ℎ1(𝛼) = 𝛽
17, ℎ2(𝛼) = 𝛽

34 , ℎ3(𝛼) = 𝛽
68, ℎ4(𝛼) = 𝛽

136. 

(𝛾257)7 es raíz del polinomio 𝑝2(𝑥) en el campo 𝐺𝐹(216). El coseto 2-ciclotómico módulo 

255 correspondiente a esta solución es {7, 14, 28, 56,112, 224, 193, 131}, por tanto las 

raíces de este polinomio en el campo 𝐺𝐹(216), son: 

(𝛾257)7, (𝛾257)14, (𝛾257)28, (𝛾257)56, (𝛾257)112, (𝛾257)224, (𝛾257)193, (𝛾257)131 

Las funciones que representan los homomorfismos entre los campos 𝐺𝐹(28) y 

𝐺𝐹(216) son:  

𝑔1(𝛽) = (𝛾
257)7 = 𝛾2 + 𝛾3 + 𝛾4 + 𝛾5 + 𝛾8 + 𝛾10 + 𝛾14 + 𝛾15 

𝑔2(𝛽) = (𝛾
257)14 = 1 +  𝛾 + 𝛾2 + 𝛾3 + 𝛾7 + 𝛾8 + 𝛾9 + 𝛾10 + 𝛾12 + 𝛾13 + 𝛾15 

𝑔3(𝛽) = (𝛾
257)28 =  𝛾 + 𝛾2 + 𝛾6 + 𝛾7 + 𝛾8 + 𝛾10 + 𝛾15 

𝑔4(𝛽) = (𝛾
257)56 =  𝛾 + 𝛾5 + 𝛾6 + 𝛾8 + 𝛾9 + 𝛾11 + 𝛾15 

𝑔5(𝛼) = (𝛾
257)112 = 1 +  𝛾 + 𝛾7 + 𝛾8 + 𝛾9 + 𝛾10 + 𝛾13 + 𝛾14 

𝑔6(𝛼) = (𝛾
257)224 =  𝛾 + 𝛾3 + 𝛾4 + 𝛾5 + 𝛾6 + 𝛾7 + 𝛾8 + 𝛾11 + 𝛾12 

𝑔7(𝛼) = (𝛾
257)193 = 𝛾3 + 𝛾4 + 𝛾5 + 𝛾6 + 𝛾8 + 𝛾9 + 𝛾10 + 𝛾13 

𝑔8(𝛽) = (𝛾
257)131 =  𝛾 + 𝛾2 + 𝛾4 + 𝛾8 + 𝛾10 + 𝛾13 

En el Anexo IV se presenta otro ejemplo de determinación de los isomorfismos entre 

distintas variantes del campo 𝐺𝐹(52). 
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2.4 Conclusiones del capítulo 

En este capítulo se demostraron los teoremas de condiciones necesarias y suficientes para la 

existencia de los homomorfismos de inmersión, se abordaron los fundamentos teóricos de 

los algoritmos para la determinación los homomorfismos de inmersión entre campos 

finitos, su relación con el automorfismo de Frobenius, se diseñó un algoritmo para la 

determinación de estos homomorfismos y se presentaron ejemplos ilustrativos de la 

aplicación del mismo. 
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CAPÍTULO 3. LAS MATRICES MDS Y LOS HOMOMORFISMOS DE 

INMERSIÓN 

El objetivo de este capítulo es encontrar una forma más eficiente para generar matrices 

MDS dentro de los algoritmos de cifrado en función de la llave, a partir del estudio de otras 

caracterizaciones de las matrices MDS vistas en el epígrafe 1.3.1 y del algoritmo FREDIA 

para la generación aleatoria de matrices MDS 𝐴 ∈ 𝐺𝐿𝑛(𝐺𝐹(𝑞)), (Freyre et al. 2014; Freyre 

et al. 2015), para el caso 𝑛 = 4  y proponer un procedimiento para a partir de matrices 

MDS con coeficientes sobre un campo obtener matrices MDS con coeficientes sobre un 

campo homomorfo al anterior. 

El algoritmo FREDIA fue descrito en el epígrafe 1.3.2 y tiene como entrada: 3 polinomios 

primitivos, sobre el campo 𝐺𝐹(𝑞 ),  seleccionados a priori y una matriz M seleccionada 

aleatoriamente donde sus elementos pertenecen al campo 𝐺𝐹(𝑞). 

𝑀 =

(

 
 

b1,0 b1,1 b1,2 b1,2
c2,0 b2,0 b2,1 b2,2
c3,0 c3,1 b3,0 b3,1
c4,0 c4,1 c4,2 b4,0)

 
 

 

Donde: 𝑐𝑖,𝑗𝑦𝑏𝑘,𝑡 ∈ 𝐺𝐹(𝑞), 𝑞 potencia de un primo 𝑝. 

(𝑏𝑘,0, 𝑏𝑘,1, . . . , 𝑏𝑘,𝑛−𝑘) ≠  0, 𝑘 = 1,4̅̅ ̅̅ , 𝑡 = 0,3̅̅ ̅̅ , 𝑖 = 2,4̅̅ ̅̅  𝑦𝑗 = 0,2̅̅ ̅̅ ,  𝑏1,𝑖 ≠  0, ∀ 𝑖. 
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Este algoritmo trabaja a partir de la caracterización 1 de las matrices MDS estudiada en el 

epígrafe 1.3.1. Una matriz A es una matriz MDS si y sólo si todas las submatrices 

cuadradas de A son no singulares. 

La caracterización 4 de este propio epígrafe afirma que cualquier matriz 4×4 de 𝐺𝐹(2𝑚) 

con todas las entradas no nulas es MDS si y sólo si es de rango completo, con su matriz 

inversa teniendo todas las entradas no nulas y todas las submatrices de tamaño 2×2 de 

rango completo. 

Esta caracterización permite diseñar un nuevo algoritmo para la generación aleatoria de 

matrices MDS de 4×4 sobre campos de característica dos o sea 𝐺𝐹(2𝑚). 

3.1 Nuevo algoritmo para la generación aleatoria de matrices MDS  

El nuevo algoritmo para la generación aleatoria de matrices MDS de tamaño 4 × 4 sobre el 

campo 𝐺𝐹(28), trabaja con la matriz y su inversa y chequea que todos los elementos de 

ambas, así como los determinantes de todas las submatrices de orden dos, sean no nulos. 

Entrada: Polinomio 𝑥8 + 𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥2 + 1, primitivo definidor del campo 

𝐺𝐹(28). Polinomios primitivos 𝑔1(𝑥), 𝑔2(𝑥), 𝑔3(𝑥) ∈  𝐺𝐹(2
8)[𝑥] seleccionados a priori y 

que cumplen que: 𝑔𝑟(𝑔1(𝑥)) = 4, 𝑔𝑟(𝑔2(𝑥)) = 3, 𝑔𝑟(𝑔3(𝑥)) = 2). 

La matriz aleatoria 𝑀 =

(

 
 

b1,0 b1,1 b1,2 b1,3
c2,0 b2,0 b2,1 b2,2
c3,0 c3,1 b3,0 b3,1
c4,0 c4,1 c4,2 b4,0)

 
 
, con b1,0 como incógnita. 

Donde:       𝑐𝑖,𝑗𝑦 𝑏𝑘,𝑡𝐺𝐹(2
8), (𝑏𝑘,0, 𝑏𝑘,1, … , 𝑏𝑘,𝑛−𝑘) ≠  0, 

𝑘 = 1,4̅̅ ̅̅ , 𝑡 = 0,3̅̅ ̅̅ , 𝑖 = 2,4 ̅̅ ̅̅ ̅𝑦 𝑗 = 0,2̅̅ ̅̅ , b1,𝑖 ≠  0, ∀ 𝑖. 
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Tabla de las operaciones suma y producto del campo 𝐺𝐹(28), expresando los elementos del 

campo como potencias del elemento primitivo. 

Salida: Matriz MDS  𝐴 𝑦 𝐴−1.  

1. 𝐹𝑖𝑙𝑎1: =  (𝑏1,0, 𝑏1,1, 𝑏1,2, 𝑏1,3) 

2. Cálculo de la fila j – ésima de A, 2 𝑗 ≤  4. 

Pasos desde 1 hasta 𝑗 − 1. 

Entrada: (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2 , 𝑎3) ∶=  el vector canónico que tiene un uno en la posición j – 

ésima y cero en las restantes posiciones.  

Para 𝑖 desde 𝑖 =  𝑗 hasta 2, hacer 

      Inicio 

�̂�0: = 𝑎0 + 𝑐𝑖,0𝑎𝑖−1, �̂�1: = 𝑎1 + 𝑐𝑖,1𝑎𝑖−1, ⋯ , �̂�𝑖−2: = 𝑎𝑖−2 + 𝑐𝑖,𝑖−2𝑎𝑖−1 

(𝑎𝑖−1 + 𝑎𝑖𝑥 +⋯+ 𝑎3𝑥
4−𝑖)(b𝑖,0 + b𝑖,1𝑥 +⋯+ b𝑖,4−𝑖𝑥

4−𝑖) 𝑚𝑜𝑑𝑔𝑖(𝑥)

= �̂�𝑖−1 + �̂�𝑖𝑥 + ⋯+ �̂�3𝑥
4 −𝑖 

       (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2 , 𝑎3) ∶= (�̂�0, �̂�1, �̂�2, �̂�3)  

         Fin 

 Paso j:  

       Entrada: (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2 , 𝑎3)   

        (𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2 𝑥
2 + 𝑎3𝑥

3)(b1,0 + b1,1𝑥 + 𝑏1,2 𝑥
2 + b1,3𝑥

3) 𝑚𝑜𝑑𝑔1(𝑥) 

= �̂�0 + �̂�1𝑥 + �̂�2𝑥
2  + �̂�3𝑥

3. 

    Salida: 𝐹𝑖𝑙𝑎𝑗: =  (�̂�0, �̂�1, �̂�2, �̂�3). 

        Fin 
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Los elementos de la fila j-ésima se igualan a cero y los determinantes de todas las 

submatrices hasta de orden dos que no fueron obtenidos en el cálculo de la fila 

anterior son determinados e igualados a cero, obteniéndose, ecuaciones lineales o no 

lineales con b1,0 como incógnita. Los valores que no satisfacen las ecuaciones son 

almacenados. 

De los valores almacenados, se selecciona uno al azar para la incógnita, se corren los 

pasos 1 y 2 y se obtiene la matriz 𝐴.  

3. Calcular la inversa de la matriz obtenida y verificar que sus entradas son no nulas. 

Si todas las entradas de la inversa son no nulas ir al paso 4 en caso contrario volver 

a generar la matriz M.  

4. Imprimir las matrices  𝐴 𝑦 𝐴−1 . 

3.1.1 Ejemplo de aplicación del nuevo algortimo. 

Obtener una matriz MDS sobre el campo 𝐺𝐹(28) utilizando el algoritmo propuesto. 

Para facilitar la comprensión en este primer ejemplo se trabajó con la representación de los 

elementos del campo 𝐺𝐹(28) como polinomios de grado menor o igual que 7. 

Se selecciona aleatoriamente la matriz M, considerando como incógnita al elemento 𝑏10. 

𝑀 = (( 𝑏10 , 𝛼
3 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼6, 𝛼2 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼7, 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼6), 

(𝛼 + 𝛼2 + 𝛼4 + 𝛼7, 𝛼6, 𝛼 + 𝛼3 + 𝛼5 + 𝛼7, 𝛼3 + 𝛼5), 

(1 + 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼7, 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼7, 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼5, 1 + 𝛼6), 

(𝛼2 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼6, 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼5, 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼7, 1 + 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼3 +

+𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼6 + 𝛼7))  

Los polinomios primitivos seleccionados a priori son: 
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 𝑔1 = 𝑥
4 + 𝛼9𝑥3  + 𝛼2𝑥2 + 𝛼9; 𝑔2 = 𝑥

3 + 𝛼16𝑥 + 𝛼53 ;  𝑔3 = 𝑥
2 + 𝛼67 𝑥 + 𝛼14   

Aplicando el algoritmo FREDIA para el cálculo de los elementos de las filas se obtiene 

𝐹𝑖𝑙𝑎1 =  (𝑏10, 𝛼
3 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼6, 𝛼2 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼7, 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼6)  

𝐹𝑖𝑙𝑎2 = (1 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼7 + 𝛼𝑏10 + 𝛼
2𝑏10 + 𝛼

4𝑏10 + 𝛼
7𝑏10, 1 + 𝛼 + 𝛼

3 + 𝛼4 + 𝛼7 +

𝛼6𝑏10, 1 + 𝛼
4 + 𝛼5 + 𝛼7 + 𝛼𝑏10 + 𝛼

3𝑏10 + 𝛼
5𝑏10 + 𝛼

7𝑏10, 1 + 𝛼
2 + 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼5 +

𝛼7 + 𝛼3𝑏10 + 𝛼
5𝑏10 ) 

𝐹𝑖𝑙𝑎3 = (1 + 𝛼 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼7 + 𝑏10 + 𝛼𝑏10 + 𝛼
2𝑏10 + 𝛼

5𝑏10 + 𝛼
6𝑏10, 1 + 𝛼 + 𝛼

2

+ 𝛼3 + 𝛼7 + 𝑏10 + 𝛼𝑏10 + 𝛼
3𝑏10 + 𝛼

4𝑏10, 1 + 𝛼
5 + 𝛼6 + 𝑏10 + 𝛼𝑏10

+ 𝛼3𝑏10 + 𝛼
4𝑏10 + 𝛼

6𝑏10, 1 + 𝛼 + 𝛼
2 + 𝛼4 + 𝛼6 + 𝛼7 + 𝑏10 + 𝛼

2𝑏10) 

𝐹𝑖𝑙𝑎 4 =  (𝛼 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼6 + 𝛼7 + 𝑏10 + 𝛼𝑏10 + 𝛼
2𝑏10 + 𝛼

5𝑏10 + 𝛼
7𝑏10, 1 + 𝛼

2

+ 𝛼4 + 𝛼5 + 𝑏10 + 𝛼𝑏10 + 𝛼
2𝑏10 + 𝛼

3𝑏10 + 𝛼
4𝑏10 + 𝛼

5𝑏10 + 𝛼
7𝑏10, 1

+ 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼6 + 𝛼7 + 𝛼3𝑏10 + 𝛼
4𝑏10 + 𝛼

7𝑏10, 1 + 𝛼
4 + 𝛼5 + 𝛼6 + 𝑏10

+ 𝛼4𝑏10 + 𝛼
5𝑏10 + 𝛼

7𝑏10) 

Hallando los valores que anulan los elementos de la matriz se obtiene un primer conjunto 

de valores inadmisibles (VI) para 𝑏10. 

𝑉𝐼1 =  {0, 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼7, 𝛼 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼7, 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼5 + 𝛼7, 1 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼4

+ 𝛼6, 1 + 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼5 + 𝛼6, 𝛼6 + 𝛼7, 𝛼 + 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼6, 1 + 𝛼

+ 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼5, 1 + 𝛼7, 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼7, 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼6 + 𝛼7, 1 + 𝛼2

+ 𝛼3 + 𝛼4}. 

Se calculan los determinantes de las submatrices de orden dos y se igualan a cero, 

obteniéndose 9 ecuaciones lineales y 27 ecuaciones cuadráticas. Las expresiones de estos 

determinantes pueden verse en el Anexo VI.4.  

Las soluciones de las ecuaciones lineales son valores inadmisibles para la variable 𝑏10.  
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𝑉𝐼2 = (𝛼5 + 𝛼6, 1 + 𝛼 + 𝛼5 + 𝛼6, 1 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼6 + 𝛼7, 𝛼 + 𝛼3 + 𝛼5 + 𝛼6, 1 + 𝛼

+ 𝛼2 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼7, 1 + 𝛼4 + 𝛼6 + 𝛼7, 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼4 + 𝛼5, 1 + 𝛼4

+ 𝛼7, 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼5 + 𝛼7} 

Las ecuaciones cuadráticas obtenidas tienen como soluciones los valores 

 𝑉𝐼3 = (𝛼4 + 𝛼6 + 𝛼7, 𝛼 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼6 + 𝛼7, 1 + 𝛼 + 𝛼3 + 𝛼6 + 𝛼7, 𝛼 + 𝛼4 + 𝛼7, 𝛼 +

𝛼5 + 𝛼7, 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼7, 1 + 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼6 + 𝛼7, 𝛼6, 𝛼3 + 𝛼5, 1 + 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼4 +

𝛼7, 1 + 𝛼2 + 𝛼6, 1 + 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼7, 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼5 + 𝛼6, 1 + 𝛼 + 𝛼2 +

𝛼3 + 𝛼5 + 𝛼6, 1 + 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼7, 1 + 𝛼2 + 𝛼3, 1 + 𝛼4 + 𝛼7, 1 + 𝛼2 + 𝛼4 +

𝛼7, 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼5 + 𝛼7} 

Los valores admisibles (VA) para 𝑏10 que garantizan que tanto los elementos de las filas 

como los determinantes de las submatrices de orden dos sean no nulos son 

𝑉𝐴 = 𝐺𝐹(28) ∖ (𝑉𝐼1⋃𝑉𝐼2 ⋃𝑉𝐼3).  

Se selecciona aleatoriamente un valor de 𝑉𝐴 para 𝑏10 ,  por ejemplo 𝑏10 = 1 + 𝛼 + 𝛼
2 . Si 

se guardan los elementos calculados de las filas solo se necesita evaluarlos para el valor 𝑏10 

seleccionado.  

La matriz 

 𝐴 = ((1 + 𝛼 + 𝛼2, 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼6, 𝛼2 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼7, 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼6), 

(𝛼3 + 𝛼6, 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼6, 𝛼6 + 𝛼7, 1 + 𝛼2 + 𝛼5 + 𝛼6), (1 + 𝛼 + 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼7, 𝛼 + 𝛼2 +

𝛼3 + 𝛼6 + 𝛼7, 1 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼6 + 𝛼7, 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼6 + 𝛼7), (𝛼2 + 𝛼3 +

𝛼7, 1 + 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼5, 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼4 + 𝛼5, 1 + 𝛼6))  

Se halla su inversa utilizando el Mathematica 9.0 y se verifica que todas sus entradas son 

no nulas  
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𝐴−1 = ((1 + 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼7, 1 + 𝛼2 + 𝛼4 + 𝛼5, 1 + 𝛼 + 𝛼6, 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼7), (1 +

𝛼 + 𝛼2 + 𝛼7, 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼7, 1 + 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼5 + 𝛼7, 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼5 +

𝛼7), (1 + 𝛼 + 𝛼3 + 𝛼5 + 𝛼7, 1 + 𝛼3 + 𝛼6 + 𝛼7, 1 + 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼5, 1 + 𝛼3 +

𝛼7), (1 + 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼6 + 𝛼7, 1 + 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼6, 𝛼2 + 𝛼4 + 𝛼6, 1 + 𝛼5 + 𝛼6))  

Por tanto la matriz 𝐴 y su inversa 𝐴−1 son MDS. 

Se seleccionaron al azar varios valores del conjunto 𝑉𝐴 y para todos ellos se obtuvieron 

matrices MDS. Los valores seleccionados son:  

1 + 𝛼 + 𝛼7, 𝛼2 + 𝛼4, 1 + 𝛼2 + 𝛼5 + 𝛼7, 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼6, 1 + 𝛼 + 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼6. 

3.2 Análisis de complejidad  

Se realiza un análisis comparativo de las complejidades del nuevo algoritmo y el algoritmo 

FREDIA. 

Sea 𝑛 =  4 el orden de la matriz cuadrada generada, 𝐺𝐹(𝑞) =  𝐺𝐹(𝑝𝑚) = 𝐺𝐹(28). 

La complejidad del algoritmo FREDIA depende de la complejidad de: 

 El cálculo de las filas de la matriz A, 2  𝑗 ≤  𝑛. 

 La determinación de los determinantes de las sub-matrices de 𝑖 × 𝑖, 1  𝑖 ≤  𝑗, que 

no fueron obtenidos después del cálculo de la fila anterior. 

 La solución de las ecuaciones lineales y no lineales que se obtienen al igualar a cero 

los determinantes de las sub-matrices de 𝑖 × 𝑖, 1  𝑖 ≤  𝑗, considerando como 

incógnita el elemento considerado de la i-ésima fila. 

Se considera que las operaciones en el campo 𝐺𝐹(𝑞) = 𝐺𝐹(28) se realizan mediante 

consultas a tablas para comparar los algoritmos en igualdad de condiciones. 
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Cálculo de las filas de la matriz 𝐴, 2 𝑗 ≤  𝑛 

La operación que predomina es la multiplicación de polinomios con coeficientes sobre 

extensiones de campos. Estos polinomios pueden ser considerados en el caso peor como 

elementos de la extensión 𝐺𝐹(𝑞𝑛), siendo n el orden de las matrices a generar y el grado 

del polinomio primitivo 𝑔1. Este producto tiene una complejidad de 𝑂( 𝑛 𝑙𝑜𝑔 𝑛𝑙𝑜𝑔𝑙𝑜𝑔 𝑛) 

operaciones en 𝐺𝐹(𝑞), (Knuth 1968; Graham et al.1990; Knuth 1998). El costo de cada 

operación en 𝐺𝐹(𝑞) es de un 𝑂 (1) ya que se realiza mediante consulta a tablas. Se realizan 

2𝑛 operaciones de este tipo. 

El cálculo de las filas tiene una complejidad menor que 𝑂 ((2𝑛 ) 𝑛 𝑙𝑜𝑔 𝑛𝑙𝑜𝑔𝑙𝑜𝑔 𝑛) →

𝑂( 𝑛2𝑙𝑜𝑔 𝑛 𝑙𝑜𝑔𝑙𝑜𝑔 𝑛). 

Determinación de los determinantes de las submatrices de 𝑖 × 𝑖, 1   𝑖 ≤  𝑗  

La cantidad de submatrices de 𝑖 × 𝑖, 1  i ≤  j  que no fueron obtenidas en la fila anterior es 

T donde T=∑ (𝑗−1
𝑖−1
)(𝑛
𝑖
)

𝑗
𝑖=2 . La complejidad para calcular el determinante de una matriz 𝑖 × 𝑖, 

2  𝑖 ≤  𝑗 es 𝑂(𝑖!) o 𝑂(𝑖3) multiplicaciones en 𝐺𝐹(𝑞). La complejidad es 𝑂(𝑖!) si se utiliza 

el método de menores (Poole 2010) y 𝑂(𝑖3) si se utiliza el método de triangulación. Como 

en nuestro caso 2  𝑖 ≤ 𝑗 < 4, 𝑂(𝑖!) < 𝑂(𝑖3). La complejidad del cálculo de los T 

determinantes es 𝑂(𝑇 𝑖!). 

Solución de las ecuaciones lineales y no lineales 

Si se utiliza búsqueda exhaustiva y se tiene en cuenta la complejidad de la evaluación de 

polinomios de orden 𝑛 − 1 (en el caso peor) en el campo 𝐺𝐹(𝑞) vista en el epígrafe 2.3.2. 

La complejidad es entonces de 𝑂(𝑇𝑞(𝑛 − 1))).  

La cota superior de la complejidad del algoritmo FREDIA es menor que  𝑂(𝑇 𝑞 (𝑛 − 1)).  
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Complejidad del algoritmo propuesto 

Sea 𝑛 =  4 el orden de la matriz cuadrada generada y 𝑘 =  36 la cantidad de submatrices 

de orden dos de la misma, 𝐺𝐹(𝑞) =  𝐺𝐹(𝑝𝑚) = 𝐺𝐹(28). 

A continuación se analiza la complejidad de cada paso del algoritmo  

Cálculo de los elementos de las filas y chequear que son no nulos.  

Esta operación es la misma que realiza el algoritmo FREDIA por tanto su complejidad es 

de  𝑂( 𝑛2𝑙𝑜𝑔 𝑛𝑙𝑜𝑔𝑙𝑜𝑔 𝑛).  

Cálculo de los K determinantes de las submatrices de orden dos  

Los determinantes de las submatrices están pre calculados en función de los elementos de la 

matriz. Para el cálculo de cada determinante hay que realizar dos productos y una suma 

sobre 𝐺𝐹(2𝑚) = 𝐺𝐹(28), operaciones que se realizan mediante consultas a tablas. La 

complejidad de este paso es de 𝑂(𝐾(𝑛 − 1)), siendo 𝐾 = (𝑛
2
)
2
= [

𝑛(𝑛−1)

2
]
2

. 

Cálculo de la inversa de la matriz obtenida.  

El cálculo de la inversa de una matriz 𝐴 ∈ 𝐺𝐿𝑛(𝐺𝐹(𝑞)), no singular tiene una complejidad 

de 𝑂( 𝑛3𝑙𝑜𝑔 𝑛𝑙𝑜𝑔𝑙𝑜𝑔 𝑛) si se usa el método propuesto en (Freyre et al. 2009b) y que puede 

verse en el Anexo VI.4. 

La complejidad del algoritmo es menor que 𝑂( 𝑛3𝑙𝑜𝑔 𝑛𝑙𝑜𝑔𝑙𝑜𝑔 𝑛) ya que 

 𝑂(𝐾(𝑛 − 1)) < 𝑂( 𝑛3𝑙𝑜𝑔 𝑛𝑙𝑜𝑔𝑙𝑜𝑔 𝑛). 

Observación 

La tabla de la suma de los elementos del campo, expresados como potencia de elemento 

primitivo, que se da como entrada del algoritmo se construye utilizando la tabla del 
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logaritmo de Zech´s (Chen 2005) para el campo 𝐺𝐹(28) (Cuellar et al. 2016) que aparece 

en el Anexo V. 

El análisis de complejidad lleva a concluir que el nuevo algoritmo es más eficiente que el 

algoritmo FREDIA en cuanto a costo y cantidad de operaciones pues  

𝑂(𝑇𝑞(𝑛 − 1)) > 𝑂( 𝑛3𝑙𝑜𝑔 𝑛𝑙𝑜𝑔𝑙𝑜𝑔 𝑛). 

3.3 Variantes del nuevo algoritmo propuesto 

Las variantes que se estudian están relacionadas con la forma de la matriz M seleccionada 

aleatoriamente 

                       Variante 1                                                             Variante 2 

(

 
 

b1,0 b1,1 b1,2 b1,2
0 b2,0 0 0

0 0 b3,0 0

0 0 0 b4,0)

 
 

 
(

b1,0 b1,1 b1,2 b1,2
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

) 

3.3.1 Variante 1 del algoritmo propuesto  

Se considera el elemento 𝑏𝑖,0, . 𝑖 = 2,4̅̅ ̅̅  como incógnita en la construcción de la i- ésima fila 

de la matriz MDS A. 

El i-ésimo vector canónico será la entrada del algoritmo en el cálculo de la fila i.  

Se analiza el comportamiento de las expresiones para el cálculo de las filas de la matriz  

Cálculo de la primera fila de A  

𝐹𝑖𝑙𝑎1: =  (b1,0, b1,1, b1,2, b1,3)  

Cálculo de la i- ésima fila de A (2 ≤ 𝑖 ≤ 4) se reduce a un solo paso. 

 Entrada: 

(𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3):= vector que tiene en la i − ésima posición el producto ∏𝑏𝑘,0

𝑖

𝑘=2
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(𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + 𝑎3𝑥

3)(𝑏1,0 + 𝑏1,1𝑥 + 𝑏1,2𝑥
2 + 𝑏1,3𝑥

3) 𝑚𝑜𝑑𝑔1(𝑥) 

= (∏𝑏𝑘,0

𝑖

𝑘=2

)𝑥𝑖−1(𝑏1,0 + 𝑏1,1𝑥 + 𝑏1,2𝑥
2 + 𝑏1,3𝑥

3)𝑚𝑜𝑑𝑔1(𝑥)

= 𝑎0̂ + 𝑎1̂𝑥 + 𝑎2̂𝑥
2 + 𝑎3̂𝑥

3 

Salida: 𝐹𝑖𝑙𝑎i: = [𝑎0 ,̂ 𝑎1̂, 𝑎2̂, 𝑎3̂] 

En la medida en que se calculan los elementos de las filas se va chequeando que sean no 

nulos. 

La aplicación del algoritmo en este caso, tiene la particularidad de que después de obtenida 

la fila 𝑖, calculados e igualados a cero los determinantes de las submatrices hasta de orden 

dos y resolver las ecuaciones que resultan, teniendo al elemento 𝑏𝑖,0 como incógnita, se 

obtiene un solo valor para 𝑏𝑖,0, 𝑏𝑖,0 = 0, por tanto si se trabaja con la condición de que 

𝑏𝑖,0 ≠ 0, los determinantes de las submatrices serán iguales a cero o no en dependencia de 

la relación que exista entre los elementos de la primera fila de la matriz M y los 

coeficientes del polinomio 𝑔1. 

Denotando los elementos de la fila i por 𝑓𝑖 j , 𝑐𝑜𝑛 𝑖 = 1,4̅̅ ̅̅  , 𝑗 = 0,3̅̅ ̅̅  , el polinomio primitivo  

𝑔1(x) = 𝑔10 + 𝑔11𝑥 + 𝑔12 𝑥
2 + 𝑔1 3𝑥

3 + 𝑥4  ∈ 𝐺𝐹(𝑞)[𝑥] , expresando los elementos de 

las filas en función de 𝑓𝑖𝑗   y los coeficientes de 𝑔1 y realizando operaciones algebraicas se 

obtienen expresiones recursivas para el cálculo de los elementos de las filas. La obtención 

de estas expresiones aparece en el Anexo VI.3. 

Las expresiones siguientes permiten calcular los elementos de la fila 𝑖 a partir de los 

elementos de la fila 𝑖 − 1.  

𝐹𝑖𝑙𝑎1 = (𝑓10, 𝑓11, 𝑓12, 𝑓13) 



Capítulo 3. Las matrices MDS y los homomorfismos de inmersión                                                        "Pág.76"                                         

𝐹𝑖𝑙𝑎2 = (𝑏2,0(𝑔10𝑓13), 𝑏2,0(𝑓10 + 𝑔11𝑓13), 𝑏2,0(𝑓11 + 𝑔12𝑓13), 𝑏2,0(𝑓12 + 𝑔13𝑓13)) 

𝐹𝑖𝑙𝑎3 = (𝑏3,0𝑔10𝑓23, 𝑏3,0(𝑓20 + 𝑔11𝑓23), 𝑏3,0(𝑓21 + 𝑔12𝑓23), 𝑏3,0(𝑓22 + 𝑔13𝑓23)) 

𝐹𝑖𝑙𝑎4 = (𝑏4,0𝑔10𝑓33, 𝑏4,0(𝑓30 + 𝑔11𝑓33), 𝑏4,0(𝑓31 + 𝑔12𝑓33), 𝑏4,0(𝑓32 + 𝑔13𝑓33)) 

De manera general se tiene que la i-ésima fila de la matriz, con 𝑖 ≥ 2, puede ser expresada 

como  

𝐹𝑖𝑙𝑎𝑖 = (𝑏𝑖,0𝑔10𝑓(𝑖−1)3, 𝑏𝑖,0(𝑓(𝑖−1)0 + 𝑔11𝑓(𝑖−1)3), 𝑏𝑖,0(𝑓(𝑖−1)1 + 𝑔12𝑓(𝑖−1)3), 𝑏𝑖,0(𝑓(𝑖−1)2

+ 𝑔13𝑓(𝑖−1)3)) 

La obtención de estas expresiones permite reducir la complejidad del algoritmo de manera 

significativa, pues el costo computacional del algoritmo no tiene ahora en cuenta las 

operaciones de multiplicación de polinomios sobre campos extendidos, el cálculo de los 

determinantes de las submatrices y la solución de ecuaciones.  

En este caso se obtiene un subconjunto de las matrices MDS.  

3.3.2 Variante 2 del algoritmo propuesto  

En el epígrafe 1.3.1 se hacia referencia a la propiedad 6 de las matrices MDS. Teniendo en 

cuenta esta propiedad se tiene que si en la matriz MDS A obtenida en la variante 1 del 

algoritmo se extrae en la fila i-ésima el elemento 𝑏𝑖,0  como factor común la matriz sigue 

siendo MDS. Se justifica entonces el estudio de esta nueva variante en la cual todos 

los 𝑏𝑖,0 = 1 , ∀ 𝑖 = 2,4̅̅ ̅̅ , que reduce considerablemente el tiempo de ejecución del algoritmo.  

En este caso el cálculo de la i- ésima fila de A (2 ≤ 𝑖 ≤ 4) se reduce a un solo paso y 

adopta la forma  

Entrada: (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3):= 𝑖 − é𝑠𝑖𝑚𝑜 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑐𝑎𝑛ó𝑛𝑖𝑐𝑜 
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(𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + 𝑎3𝑥

3)(𝑏1,0 + 𝑏1,1𝑥 + 𝑏1,2𝑥
2 + 𝑏1,3𝑥

3) 𝑚𝑜𝑑𝑔1(𝑥) 

= 𝑥𝑖−1(𝑏1,0 + 𝑏1,1𝑥 + 𝑏1,2𝑥
2 + 𝑏1,3𝑥

3) 𝑚𝑜𝑑𝑔1(𝑥) = 𝑎0̂ + 𝑎1̂ 𝑥 + 𝑎2̂𝑥
2 + 𝑎3̂𝑥

3 

Salida: 𝐹𝑖𝑙𝑎 𝑖 ≔ (𝑎0 ,̂ 𝑎1̂, 𝑎2̂, 𝑎3̂) 

Las expresiones para el cálculo de los elementos de la fila 𝑖 a partir de los elementos de la 

fila 𝑖 − 1. 

𝐹𝑖𝑙𝑎1 = (𝑓10, 𝑓11, 𝑓12, 𝑓13) 

𝐹𝑖𝑙𝑎2 = (𝑔10𝑓13, 𝑓10 + 𝑔11𝑓13, 𝑓11 + 𝑔12𝑓13, 𝑓12 + 𝑔13𝑓13) 

𝐹𝑖𝑙𝑎3 = (𝑔10𝑓23, 𝑓20 + 𝑔11𝑓23, 𝑓21 + 𝑔12𝑓23, 𝑓22 + 𝑔13𝑓23) 

𝐹𝑖𝑙𝑎4 = (𝑔10𝑓33, 𝑓30 + 𝑔11𝑓33, 𝑓31 + 𝑔12𝑓33, 𝑓32 + 𝑔13𝑓33) 

De manera general se tiene que la 𝑖 -ésima fila de la matriz con  2 ≤ 𝑖 ≤ 4 . 

 𝐹𝑖𝑙𝑎𝑖 = (𝑔10𝑓(𝑖−1)3, 𝑓(𝑖−1)0 + 𝑔11𝑓(𝑖−1)3, 𝑓(𝑖−1)1 + 𝑔12𝑓(𝑖−1)3, 𝑓(𝑖−1)2 + 𝑔13𝑓(𝑖−1)3). 

En (Freyre et al. 2009b; Freyre et al. 2015) los autores presentan un algoritmo para el 

cálculo de la matriz A MDS y su inversa. El algoritmo para el cálculo de la inversa tiene la 

misma estructura solo que trabaja con los polinomios inversos asociados a los elementos 

𝑏𝑗,𝑡 ∈ 𝐺𝐹(2
8), 𝑗 = 1,4̅̅ ̅̅ , 𝑡 = 0,3̅̅ ̅̅  de la j-ésima fila de la matriz M seleccionada 

aleatoriamente.  

Para el caso de esta variante el algoritmo de cálculo de la inversa adopta la forma obtenida 

en el Anexo VI.4.  

Fila 𝑖 - ésima de 𝐴−1. 

    Entrada: (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3):= 𝑖 − é𝑠𝑖𝑚𝑜 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑐𝑎𝑛ó𝑛𝑖𝑐𝑜 

𝑥𝑖−1(𝑏1,0 + 𝑏1,1𝑥 + 𝑏1,2𝑥
2 + 𝑏1,3𝑥

3)
−1
 𝑚𝑜𝑑𝑔1(𝑥) =  𝑎0̂ + 𝑎1̂ 𝑥 + 𝑎2̂𝑥

2 + 𝑎3̂𝑥
3 

    Salida: 𝐹𝑖𝑙𝑎𝑖 ≔ (𝑎0 ,̂ 𝑎1̂, 𝑎2̂, 𝑎3̂) 
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El nuevo algoritmo de generación aleatoria de matrices para esta variante seria:  

Entrada: Polinomio 𝑝(𝑥) definidor del campo 𝐺𝐹(28), polinomio primitivo 

𝑔1(x) = 𝑔10 + 𝑔11𝑥 + 𝑔12 𝑥
2 + 𝑔1 3𝑥

3 + 𝑥4  ∈ 𝐺𝐹(𝑞)[𝑥] 

Las tablas de la suma y el producto de los elementos del campo 𝐺𝐹(28).  

Salida: Matriz MDS A y su inversa 𝐴−1. 

1. Generar aleatoriamente los 4 elementos 𝑓1 𝑡 ≠ 0, 𝑐𝑜𝑛  𝑡 ∈ [0,3], de la primera fila de la 

matriz A en 𝐺𝐹(28)∗ 

𝐹𝑖𝑙𝑎1 = (𝑓10, 𝑓11, 𝑓12, 𝑓13) 

2. Calcular 𝐹𝑖𝑙𝑎𝑖 = (𝑓𝑖0, 𝑓𝑖1, 𝑓𝑖2, 𝑓𝑖3), 𝑐𝑜𝑛 𝑓𝑖𝑗  ∈ 𝐺𝐹(2
8)∗, siendo 

𝐹𝑖𝑙𝑎𝑖 = (𝑔10𝑓(𝑖−1)3, 𝑓(𝑖−1)0 + 𝑔11𝑓(𝑖−1)3, 𝑓(𝑖−1)1 + 𝑔12𝑓(𝑖−1)3, 𝑓(𝑖−1)2 + 𝑔13𝑓(𝑖−1)3) 

Si 𝑓𝑖𝑗 = 0  𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑎𝑙𝑔𝑢𝑛 𝑖, 𝑗, 𝑖 = 2,4 ̅̅ ̅̅ ̅, 𝑗 = 0,3 ̅̅ ̅̅ ̅, volver al paso1, en caso contrario ir a 3. 

3. Chequear que los 𝐾 determinantes de las submatrices de orden dos sean no nulos. 

Los determinantes son denotados por 𝑟𝑘, 𝑟𝑘 ∈ 𝐺𝐹(2
8)∗con 𝑘 = 1,36̅̅ ̅̅ ̅̅   y para el cálculo 

de estos determinantes se utilizan sus expresiones ya pre computados en función de los 

elementos de la matriz que pueden verse en el Anexo VI.2.  

       Si para algún 𝑘 , 𝑟𝑘 = 0,  volver al paso 1, en caso contrario ir al paso 4. 

4. Calcular el polinomio inverso del polinomio f10 + 𝑓11𝑥 + 𝑓12𝑥
2 + 𝑓13𝑥

3 . Sea el 

polinomio inverso denotado por  𝑓10 + 𝑓11𝑥 + 𝑓12 𝑥
2 + 𝑓13𝑥

3.  

5. Calcular la i-ésima fila de la matriz inversa. 

Se denota al elemento de la fila i columna j de la matriz inversa por 𝑓𝑖𝑗 y la fila i por 

 𝐹𝑖𝑙𝑎𝑖̃ = (𝑓𝑖0, 𝑓𝑖1, 𝑓𝑖2, 𝑓𝑖3) con 𝑓𝑖𝑗 ∈ 𝐺𝐹(2
8),  siendo  
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𝐹𝑖𝑙𝑎�̃� = (𝑔10𝑓(𝑖−1)3, 𝑓(𝑖−1)0 + 𝑔11𝑓(𝑖−1)3, 𝑓(𝑖−1)1 + 𝑔12𝑓(𝑖−1)3, 𝑓(𝑖−1)2 + 𝑔13𝑓(𝑖−1)3) 

Si 𝑓𝑖𝑗  = 0, 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑎𝑙𝑔ú𝑛 𝑖 , 𝑗 𝑐𝑜𝑛 𝑖 = 2,4 ̅̅ ̅̅ ̅, 𝑗 = 0,3 ̅̅ ̅̅ ̅, volver al paso 1, en caso contrario ir al 

paso 6. 

6. Imprimir las matrices 𝐴 = (

𝐹𝑖𝑙𝑎 1
𝐹𝑖𝑙𝑎 2
𝐹𝑖𝑙𝑎 3
𝐹𝑖𝑙𝑎 4

)  y 𝐴−1 = (

Fila1̃
Filã2
Fila3̃
Fila4̃

). 

El pseudocódigo de este algoritmo puede verse en el Anexo VI.1.  

3.3.3.Complejidad de la variante dos del algoritmo propuesto 

Sea 𝑛 =  4 el orden de la matriz cuadrada a generar y 𝑘 =  36 la cantidad de submatrices 

de orden dos de la misma, 𝐺𝐹(𝑞) =  𝐺𝐹(𝑝𝑚) = 𝐺𝐹(28). 

Se muestra la complejidad de cada paso del algoritmo de acuerdo a su pseudocódigo.  

Paso 1: 𝑂(𝑛)   

Pasos 2-8: La suma y el producto se realizan mediante consultas a tablas. Cada suma y cada 

producto es un O (1).  

Para el cálculo de cada fila, es necesario calcular 𝑛 sumas y (𝑛 − 1) productos. La 

complejidad de este paso es entonces  𝑂((𝑛 − 1)(2𝑛 − 1)). 

Pasos 9-13: Chequear que los determinantes de las submatrices de orden dos, son distintos 

de cero. Los determinantes de las submatrices están pre calculados en función de los 

elementos de la matriz. Para el cálculo de cada determinante hay que realizar dos productos 

y una suma.  

La complejidad de chequear la no igualdad a cero de los determinantes es 𝑂(𝐾(𝑛 − 1)). 



Capítulo 3. Las matrices MDS y los homomorfismos de inmersión                                                        "Pág.80"                                         

Paso 14: El polinomio inverso se halla utilizando el algoritmo extendido de Euclides que 

tiene una complejidad de 𝑂(𝑛 (log 𝑛)2 log log 𝑛) (Gao et al.2000). 

Pasos 15-23:  𝑂((𝑛 − 1)(2𝑛 − 1)). 

La complejidad del algoritmo es menor que 𝑂(𝐾(𝑛 − 1)). La complejidad del nuevo 

algoritmo propuesto es mayor que la complejidad de esta variante 

   𝑂( 𝑛3𝑙𝑜𝑔 𝑛𝑙𝑜𝑔𝑙𝑜𝑔 𝑛) > 𝑂(𝐾(𝑛 − 1)). 

La variante dos del algoritmo disminuye la complejidad de las operaciones que emplea lo 

que repercute en su complejidad y en su tiempo de ejecución.  

3.3.4.Ejemplos de aplicación del nuevo algoritmo  

Ejemplo 3.3.1 

Sea la matriz M tal que 𝑀 = (

1 α α3 𝛼5

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

),  

𝑔1 = 𝛼
13 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼9𝑥3 + 𝑥4  ∈ 𝐺𝐹(28)[𝑥]; 

𝐹𝑖𝑙𝑎1 = (1, 𝛼, 𝛼3, 𝛼5), 

Calculando el resto de las filas de la matriz usando las expresiones recursivas y las tablas 

del logaritmo de Zech´s se obtiene  

𝐹𝑖𝑙𝑎2 = (𝛼13𝛼5, 1, 𝛼 + 𝛼7, 𝛼3 + 𝛼14) = (𝛼18, 1, 𝛼192, 𝛼248)  

𝐹𝑖𝑙𝑎3 = (𝛼13𝛼248, 𝛼18, 1 + 𝛼2𝛼248, 𝛼192 + 𝛼9𝛼248) = (𝛼6, 𝛼18, 𝛼133, 𝛼99) 

𝐹𝑖𝑙𝑎3 = (𝛼13𝛼99, 𝛼6, 𝛼18 + 𝛼2𝛼99, 𝛼133 + 𝛼9𝛼99) = (𝛼112, 𝛼6, 𝛼75, 𝛼109) 

𝐴 = (

1 𝛼 𝛼3 𝛼5

𝛼18 1 𝛼192 𝛼248

𝛼6 𝛼18 𝛼133 𝛼99

𝛼112 𝛼6 𝛼75 𝛼109

) 
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Todas las entradas de la matriz son no nulas por tanto se continúa con la aplicación del 

algoritmo.  

Calculando con el Mathematica 9.0 se obtienen los determinantes de las submatrices de 

orden dos y se verifica que son no nulos. 

Se halla la matriz inversa utilizando también el Mathematica 9.0 

𝐴−1 = (

𝛼70 𝛼240 𝛼154 𝛼229

𝛼242 𝛼70 𝛼96 𝛼194

𝛼207 𝛼242 𝛼180 𝛼154

𝛼167 𝛼207 𝛼143 𝛼231

) 

((𝛼 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼6, 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼5, 1 + 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼5, 𝛼 + 𝛼3 + 𝛼4

+ 𝛼5+𝛼6), (𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼7, 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼6, 1 + 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼6

+ 𝛼7, 𝛼 + 𝛼4 + 𝛼5), (𝛼 + 𝛼2 + 𝛼5 + 𝛼7, 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼7, 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼4

+ 𝛼7, 1 + 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼5), (𝛼 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼6, 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼5

+ 𝛼7, 𝛼2 + 𝛼4 + 𝛼6, 1 + 𝛼2 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼6 + 𝛼7)) 

Todas las entradas de la matriz inversa son no nulas. La matriz 𝐴 y su inversa 𝐴−1 son 

MDS. 

Ejemplo 3.3.2 

Sea la matriz M tal que 𝑀 = (

𝑏 b b b
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

) donde  𝑏 ∈ 𝐺𝐹(28)∗ y 

𝑔1 = 𝛼
13 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼9𝑥3 + 𝑥4  ∈ 𝐺𝐹(28)[𝑥]; 

Calculando las filas de la matriz se obtienen 

𝐹𝑖𝑙𝑎 1 = (𝑏, 𝑏, 𝑏, 𝑏), 

𝐹𝑖𝑙𝑎 2 = (𝑏𝛼13, 𝑏, 𝑏(1 + 𝛼2), 𝑏(1 + 𝛼9)), 

𝐹𝑖𝑙𝑎 3 = (𝑏(𝛼13 + 𝛼22), 𝑏𝛼13, 𝑏(1 + 𝛼2 + 𝛼11), 𝑏(1 + 𝛼2 + 𝛼9 + 𝛼18)), 
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𝐹𝑖𝑙𝑎 4 = (𝑏(𝛼13 + 𝛼15 + 𝛼22 + 𝛼31), 𝑏(𝛼13 + 𝛼22), 𝑏(𝛼2 + 𝛼4 + 𝛼11 + 𝛼13 + 𝛼20), 𝑏(1

+ 𝛼2 + 𝛼9 + 𝛼18 + 𝛼27)) 

Efectuando las sumas utilizando las tablas del logaritmo de Zech´s.  

𝐹𝑖𝑙𝑎1 = (𝑏, 𝑏, 𝑏, 𝑏), 

𝐹𝑖𝑙𝑎2 = (𝑏𝛼13, 𝑏, 𝑏𝛼50, 𝑏𝛼120) 

𝐹𝑖𝑙𝑎3 = (𝑏𝛼133, 𝑏𝛼13, 𝑏𝛼117, 𝑏𝛼170), 

𝐹𝑖𝑙𝑎4 = (𝑏𝛼237, 𝑏𝛼133, 𝑏𝛼246, 𝑏𝛼76) 

Como 𝑏 ≠ 0 , todas las entradas de la matriz obtenida son no nulas.  

Reduciendo módulo el polinomio que define el campo  

𝐹𝑖𝑙𝑎1 = (𝑏, 𝑏, 𝑏, 𝑏), 

𝐹𝑖𝑙𝑎2 = (𝑏(1 + 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼7), 𝑏, 𝑏(1 + 𝛼2), 𝑏(1 + 𝛼 + 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼5)) 

𝐹𝑖𝑙𝑎3 = (𝑏(1 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼5 + 𝛼6), 𝑏(1 + 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼7), 𝑏(1 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼5 + 𝛼6

+ 𝛼7), 𝑏(𝛼 + 𝛼4)), 

𝐹𝑖𝑙𝑎4 = (𝑏(1 + 𝛼 + 𝛼3 + 𝛼7), 𝑏(1 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼5 + 𝛼6), 𝑏(1 + 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼6

+ 𝛼7), 𝑏(𝛼 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼4)) 

Los determinantes de las submatrices de orden dos son: 

𝑏2𝛼99, 𝑏2𝛼192, 𝑏2𝛼35, 𝑏2𝛼
2
, 𝑏2𝛼9, 𝑏2𝛼114, 𝑏2𝛼22, 𝑏2𝛼7, 𝑏2𝛼87, 

𝑏2𝛼40, 𝑏2𝛼184, 𝑏2𝛼175, 𝑏2𝛼160, 𝑏2𝛼102, 𝑏2𝛼184, 𝑏2𝛼209, 𝑏2𝛼159, 𝑏2𝛼161, 

𝑏2𝛼84, 𝑏2𝛼22, 𝑏2𝛼127, 𝑏2𝛼16, 𝑏2𝛼87, 𝑏2𝛼161, 𝑏2𝛼100, 𝑏2𝛼197, 𝑏2𝛼188, 

𝑏2𝛼238, 𝑏2𝛼210, 𝑏2𝛼144, 𝑏2𝛼140, 𝑏2𝛼100, 𝑏2𝛼174, 𝑏2𝛼187, 𝑏2𝛼188, 𝑏2𝛼173 

Como 𝑏 ≠ 0 , todos los determinantes de las submatrices de orden dos son no nulos.  

Calculando la inversa de la matriz usando el Mathematica 9.0  
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𝐹𝑖𝑙𝑎 1 = (𝑏−1𝛼98, 𝑏−1𝛼183, 𝑏−1𝛼103, 𝑏−1𝛼209), 

𝐹𝑖𝑙𝑎2 = (𝑏−1𝛼222, 𝑏−1𝛼98, 𝑏−1𝛼121, 𝑏−1𝛼209), 

𝐹𝑖𝑙𝑎3 = (𝑏−1𝛼104, 𝑏−1𝛼222, 𝑏−1𝛼231, 𝑏−1𝛼110), 

𝐹𝑖𝑙𝑎4 = (𝑏−1𝛼123, 𝑏−1𝛼104, 𝑏−1𝛼238, 𝑏−1𝛼126) 

Reduciendo módulo el polinomio que define el campo  

𝐹𝑖𝑙𝑎1 = ((𝑏−1(1 + α + 𝛼6), 𝑏−1(𝛼2 + 𝛼6 + 𝛼7), 𝑏−1(𝛼3 + 𝛼7), 𝑏−1(𝛼 + 𝛼5 + 𝛼7)), 

𝐹𝑖𝑙𝑎2 = ((𝑏−1(α + 𝛼3 + 𝛼7), 𝑏−1(1 + α + 𝛼6), 𝑏−1(α + 𝛼2 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼6), 

𝑏−1(𝛼 + 𝛼5 + 𝛼7)), 

𝐹𝑖𝑙𝑎 3 = ((𝑏−1(1 + 𝛼2 + 𝛼3), 𝑏−1(α + 𝛼3 + 𝛼7), 𝑏−1(1 + 𝛼2 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼6 + 𝛼7), 

𝑏−1(1 + 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼5 + 𝛼6)), 

𝐹𝑖𝑙𝑎 4 = ((𝑏−1(1 + 𝛼2 + 𝛼6 + 𝛼7), 𝑏−1(1 + 𝛼2 + 𝛼3), 𝑏−1(1 + α + 𝛼3), 

𝑏−1(𝛼 + 𝛼2 + 𝛼5 + 𝛼6)), 

Como 𝑏 ≠ 0,  todas las entradas de la inversa son no nulas. La matriz A y su inversa 

obtenidas para valores fijos de 𝑏 y para el polinomio primitivo 𝑔1, son MDS para todos los 

valores de 𝑏 ≠ 0. 

En este caso la propiedad de ser MDS se preserva en dependencia del polinomio primitivo 

seleccionado.  

3.4 Uso de los homomorfismos de inmersión en la obtención de matrices MDS 

El objetivo de este epígrafe es presentar un método para la obtención de matrices MDS 

sobre un campo 𝐺𝐹(𝑝𝑛) a partir matrices MDS sobre un campo 𝐺𝐹(𝑝𝑚), donde 𝑝 es un 

número primo y 𝑛 divide a 𝑚. El método trabaja en ambos sentidos y utiliza los 

homomorfismos de inmersión del campo 𝐺𝐹(𝑝𝑛) en el campo 𝐺𝐹(𝑝𝑚). 
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Es necesario destacar que para que el método funcione en ambos sentidos, en la matriz 

MDS 𝐴 ∈ 𝐺𝐿𝑛(𝐺𝐹(𝑝
𝑚)), las entradas deben estar sobre el subcampo de 𝐺𝐹(𝑝𝑚), isomorfo 

a 𝐺𝐹(𝑝𝑛), siendo 𝑚 un múltiplo entero de 𝑛. 

Un homomorfismo de inmersión del campo 𝐺𝐹(𝑝𝑛) en el campo 𝐺𝐹(𝑝𝑚) es un 

homomorfismo inyectivo no nulo de 𝐺𝐹(𝑝𝑛) en 𝐺𝐹(𝑝𝑚). En el epígrafe 2.1 se obtuvieron 

las diferentes maneras de definir un homomorfismo de inmersión, del campo de 

Galois 𝐺𝐹(𝑝𝑛) en el campo de Galois 𝐺𝐹(𝑝𝑚) siendo 𝑝 un número primo y n un divisor de 

m, también se determinó el número de maneras de realizar la inmersión que es igual al 

orden del grupo cíclico 𝐴𝑢𝑡(𝐺𝐹(𝑝𝑛)) , de automorfismos del campo 𝐺𝐹(𝑝𝑛), el cual es de 

orden 𝑛 y es generado por el llamado automorfismo de Frobenius 𝐹𝑃 . 

3.4.1 Aplicación de los homomorfismos de inmersión a la obtención de matrices MDS 

A continuación se desarrolla una aplicación de los homomorfismos de inmersión a la 

obtención de matrices MDS y se solucionan dos casos que pueden presentarse. 

1. Dadas las matrices rectangulares y MDS A, de orden ℎ ×  𝑘, de componentes en un 

campo finito 𝐺𝐹(𝑝𝑛), hallar un procedimiento para convertirlas en matrices, 

también ℎ ×  𝑘 y MDS, pero de entradas en otro campo finito 𝐺𝐹(𝑝𝑚). Siendo 𝑛 un 

divisor de 𝑚. 

2. Dadas las matrices rectangulares y MDS A, de orden ℎ ×  𝑘, de componentes en el 

subcampo de  𝐺𝐹(𝑝𝑚) isomorfo a 𝐺𝐹(𝑝𝑛), hallar un procedimiento para 

convertirlas en matrices, también ℎ ×  𝑘 y MDS, pero de entradas en el campo 

finito 𝐺𝐹(𝑝𝑛). Siendo 𝑚 un múltiplo entero de 𝑛. 

Caso 1 
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Sean ℎ𝑟: 𝐺𝐹(𝑝
𝑛) → 𝐺𝐹(𝑝𝑚), 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑛, los homomorfismos de inmersión del campo 

𝐺𝐹(𝑝𝑛) en el campo 𝐺𝐹(𝑝𝑚), todos inyectivos, o sea, ℎ𝑟(0) = 0 𝑦 ℎ𝑟(𝛼
𝑖) = 𝛽𝑖𝑘𝑟 , para 

i {0,1,2, … pn − 2}. Para todo 𝑟, ℎ𝑟 = ℎ1 ∘ 𝜑
𝑟−1, donde 𝜑: 𝑥 → 𝑥𝑝 es el llamado 

automorfismo de Frobenius. 

Cada homomorfismo de campos puede ser extendido a un homomorfismo entre espacios 

vectoriales 𝐻𝑟:𝑀ℎ×𝑘(𝐺𝐹(𝑝
𝑛)) → 𝑀ℎ×𝑘(𝐺𝐹(𝑝

𝑚))  entre los espacios matriciales, de 

matrices rectangulares ℎ × 𝑘, con entradas en cada uno de los campos respectivos, de modo 

que si 𝐴 =  (𝑎𝑖𝑗) ,  𝐻𝑟(𝐴) =  (ℎ𝑟(𝑎𝑖𝑗)). 

Teorema 3.1. 

Sea 𝐴 ∈ 𝐺𝐿𝑛(𝐺𝐹(𝑝
𝑛)) una matriz 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)  con 𝑖 =  1, 𝑘̅̅ ̅̅̅, 𝑗 =  1, 𝑘̅̅ ̅̅̅, y 𝑓: 𝐺𝐹(𝑝𝑛) →

𝐺𝐹(𝑝𝑚), un homomorfismo que inserta el campo de Galois 𝐺𝐹(𝑝𝑛) en el también campo 

de Galois 𝐺𝐹(𝑝𝑚) para 𝑝  primo y 𝑚, 𝑛 naturales, siendo 𝑛 un divisor de 𝑚. Sea la matriz 

𝐵 = 𝑓(𝐴) = (𝑓(𝑎𝑖𝑗)) con 𝑖 =  1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅, 𝑗 =  1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅. Si la matriz 𝐴 ∈ 𝐺𝐿𝑘(𝐺𝐹(𝑝
𝑛)) es MDS 

entonces la matriz 𝐵 ∈ 𝐺𝐿𝑘(𝐺𝐹(𝑝
𝑚)) también es MDS. 

Demostración  

Si la matriz A es MDS entonces toda submatriz cuadrada de A es no singular y esto 

significa que el determinante de toda submatriz cuadrada es distinto de cero.  

Sea 𝐴𝐾  una cualquiera de las submatrices cuadradas de A de orden 𝑠 (𝑠 ≤ 𝑘). Sin pérdida 

de generalidad se supone que 𝐴𝐾 está formada por las primeras k columnas y las primeras k 

filas. 

𝐴𝑆 = (

𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑠
⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑠1 ⋯ 𝑎𝑠𝑠

)𝑓(𝐴𝑆) = (
𝑓(𝑎11) ⋯ 𝑓(𝑎1𝑠)
⋮ ⋱ ⋮

𝑓(𝑎𝑠1) ⋯ 𝑓(𝑎𝑠𝑠)
) 
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Se halla el determinante de 𝑓(𝐴𝑠 ) y como f es un homomorfismo de campos preserva las 

operaciones del campo y por tanto  

|𝑓(𝐴𝑆)| = |
𝑓(𝑎11) ⋯ 𝑓(𝑎1𝑠)
⋮ ⋱ ⋮

𝑓(𝑎𝑠1) ⋯ 𝑓(𝑎𝑠𝑠)
| = 𝑓 (|

𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑠
⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑠1 ⋯ 𝑎𝑠𝑠

|) 

La matriz A es MDS, |

𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑠
⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑠1 ⋯ 𝑎𝑠𝑠

| ≠ 0, y como el homomorfismo transforma cada 

elemento neutro en el elemento neutro correspondiente, transforma cada elemento no nulo 

en un elemento no nulo, por tanto  𝑓 (|

𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑠
⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑠1 ⋯ 𝑎𝑠𝑠

|) ≠ 0 , la matriz 𝐴𝑆 𝑒𝑠 𝑀𝐷𝑆, como 

𝑓(𝐴𝑆 ) es una submatriz cualquiera de B, entonces B es también MDS.∎  

El teorema 3.1 permite obtener matrices MDS a partir de matrices MDS conocidas 

utilizando los homomorfismos de inmersión entre campos finitos e incluso los 

isomorfismos entre dos variantes distintas de un mismo campo. 

Como cada homomorfismo ℎ𝑟: 𝐺𝐹(𝑝
𝑛) → 𝐺𝐹(𝑝𝑚) de inmersión es un homomorfismo 

inyectivo de campos, cada imagen ℎ𝑟(𝐺𝐹(𝑝
𝑛)) es un subcampo del campo 𝐺𝐹(𝑝𝑚). Por 

consiguiente, para la aplicación lineal 𝐻𝑟, que es también inyectiva, la imagen 

𝐻𝑟 (𝑀ℎ×𝑘(𝐺𝐹(𝑝
𝑛))) es un subespacio vectorial del espacio 𝐻𝑟 (𝑀ℎ×𝑘(𝐺𝐹(𝑝

𝑚))) y resulta 

la igualdad, 𝐻𝑟 (𝑀ℎ×𝑘(𝐺𝐹(𝑝
𝑛))) = 𝑀ℎ×𝑘 (ℎ𝑟(𝐺𝐹(𝑝

𝑛))) que es el espacio de matrices 

con entradas en el subcampo ℎ𝑟(𝐺𝐹(𝑝
𝑛)). 

Caso 2: 
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Dada una matriz 𝐵 ∈ 𝑀ℎ×𝑘 (ℎ𝑟(𝐺𝐹(𝑝
𝑛))), es decir, una matriz de tamaño ℎ × 𝑘 con 

entradas en el subcampo imagen ℎ𝑟(𝐺𝐹(𝑝
𝑛)); se determina su preimagen A, es decir 

𝐴 ∈ 𝑀ℎ×𝑘(𝐺𝐹(𝑝
𝑛)) tal que 𝐻𝑟(𝐴) = 𝐵. 

Como cada ℎ𝑟: 𝐺𝐹(𝑝
𝑛) → 𝐺𝐹(𝑝𝑚) es inyectivo, restringiendo su codominio 𝐺𝐹(𝑝𝑚) a su 

imagen ℎ𝑟(𝐺𝐹(𝑝
𝑛)), el mismo se convierte en un isomorfismo 

ℎ̅𝑟: 𝐺𝐹(𝑝
𝑛) → ℎ𝑟(𝐺𝐹(𝑝

𝑛)) 

Entonces mediante el isomorfismo inverso ℎ̅𝑟
−1

, se define el isomorfismo lineal 

�̅�𝑟
−1
:𝑀ℎ×𝑘 (ℎ𝑟(𝐺𝐹(𝑝

𝑛))) → 𝑀ℎ×𝑘(𝐺𝐹(𝑝
𝑛)) 

de modo que, para toda 

𝐵 ∈ 𝑀ℎ×𝑘 (ℎ𝑟(𝐺𝐹(𝑝
𝑛))) , 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗), �̅�𝑟

−1
(𝐵) =  ℎ̅𝑟

−1
(𝑏𝑖𝑗) = A. 

Esta es, obviamente, la matriz tal que  𝐻𝑟(𝐴) = 𝐵.  

Se hace notar que el isomorfsimo �̅�𝑟
−1
 es el inverso del isomorfismo lineal 

 𝐻𝑟 :𝑀ℎ×𝑘(𝐺𝐹(𝑝
𝑛)) → 𝑀ℎ×𝑘(𝐺𝐹(𝑝

𝑚)) que resulta de la restricción del codominio de 

𝐻𝑟 :𝑀ℎ×𝑘(𝐺𝐹(𝑝
𝑛)) → 𝑀ℎ×𝑘(𝐺𝐹(𝑝

𝑚)) al subespacio imagen 

𝐻𝑟(𝑀ℎ×𝑘(𝐺𝐹(𝑝
𝑛))) = 𝑀ℎ×𝑘 (ℎ𝑟(𝐺𝐹(𝑝

𝑛))) 

Resulta fácil probar que si 𝐵 ∈ 𝑀ℎ×𝑘 (ℎ𝑟(𝐺𝐹(𝑝
𝑛))) es MDS, entonces 𝐴 = �̅�𝑟

−1
(𝐵) 

también lo es. La demostración se basa en el hecho de que la imagen de una submatriz 

cuadrada, de determinante no nulo, es también de determinante no nulo, pues por ser �̅�𝑟
−1

 

un homomorfismo inyectivo, este transforma elementos no nulos en elementos no nulos.  
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3.4.2 Ejemplos de aplicación de los homomorfismos a la obtención de matrices MDS 

A continuación se presentan dos ejemplos de aplicación de los homomorfismos de 

inmersión a la obtención de matrices MDS. 

Ejemplo 3.4.1 

Dada una matriz A MDS tal que 𝐴 ∈ 𝐺𝐿4(𝐺𝐹(2
8)) donde  𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) con 𝑖 =  1,4̅̅ ̅̅ , 𝑗 =

 1,4̅̅ ̅̅ , obtenga las matrices MDS  𝐵 ∈ 𝐺𝐿4(𝐺𝐹(2
8)) 𝑦 𝐶 ∈ 𝐺𝐿4(𝐺𝐹(2

16)). 

Los campos 𝐺𝐹(24) = 𝐺𝐹(2)(𝛼), 𝐺𝐹(28) = 𝐺𝐹(2)(𝛽) 𝑦 𝐺𝐹(216) = 𝐺𝐹(2)(𝛾)  se 

obtienen como extensiones del campo 𝐺𝐹(2) =  {0,1} siendo 𝛼, 𝛽 𝑦 𝛾 raíces de polinomios 

irreducibles sobre 𝐺𝐹(2) de grados 4, 8 y 16 respectivamente. Para garantizar que 𝛼, 𝛽 𝑦 𝛾 

sean elementos primitivos de los campos 𝐺𝐹(24), 𝐺𝐹(28) 𝑦 𝐺𝐹(216) respectivamente se 

utilizan en este caso los polinomios primitivos sobre 𝐺𝐹(2)  

𝑝1(𝑥) = 𝑥
4 + 𝑥 + 1, 

 𝑝2(𝑥) = 𝑥
8 + 𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥2 + 1,  

  𝑝3(𝑥) = 𝑥
16 + 𝑥15 + 𝑥14 + 𝑥12 + 𝑥10 + 𝑥9 + 𝑥4 + 𝑥2 + 1 . 

Utilizando el software BiGFSoP1, herramienta computacional elaborada en el Laboratorio 

de Criptografía Académica de la UCLV, se obtuvo que las 4 funciones que insertan el 

campo 𝐺𝐹(24) en 𝐺𝐹(28) tienen la forma ℎ𝑖(𝛼) = 𝛽
17𝑖 donde 𝑖 toma valores en el 

conjunto {1, 2, 4, 8} y que las 8 funciones que insertan el campo 𝐺𝐹(28) en 𝐺𝐹(216) tienen 

la forma 𝑔𝑗(𝛼) = 𝛽
257𝑗  donde 𝑗 toma valores en el conjunto  

{7, 14, 28,56,112,224, 193,131}. 

Las funciones que representan los homomorfismos entre los campos 𝐺𝐹(24) y 

𝐺𝐹(28) , 𝐺𝐹(28) y 𝐺𝐹(216)  fueron obtenidas en el epígrafe 2.3.3.  
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Sea la matriz A  

𝐴 = (

1 𝛼 𝛼2 𝛼2 + 𝛼
𝛼 1 1 + 𝛼 𝛼
𝛼2 1 + 𝛼 1 1

𝛼2 + 𝛼 𝛼 1 1 + 𝛼3

) 

Si se expresan los elementos de la matriz A como potencias del elemento primitivo 𝛼 del 

campo 𝐺𝐹(24) se obtiene que  

𝐴 = (

1 𝛼 𝛼2 𝛼5

𝛼 1 𝛼4 𝛼
𝛼2 1 + 𝛼 1 1
𝛼5 𝛼 1 𝛼14

) 

Se selecciona uno de los homomorfismos de inmersión entre los campos 𝐺𝐹(24) y 

𝐺𝐹(28) , 𝐺𝐹(28) y 𝐺𝐹(216) respectivamente  ℎ1(𝛼) = 𝛽
17 𝑦 𝑔1(𝛼) = (𝛾

257)7. Se calculan 

ℎ1(𝐴) = ℎ1(𝑎𝑖𝑗) =  ℎ1(𝛼
𝑘) = (𝛽17)𝑘 𝑦 𝑔1(𝐵) = 𝑔1(𝑏𝑖𝑗) =  𝑔1(𝛽

𝑘) = (𝛾257)7𝑘. 

Se obtienen las matrices B y C  

𝐵 =

(

 
 
1 𝛽17 𝛽34 𝛽85

𝛽17 1 𝛽68 𝛽17

𝛽34 𝛽68 1 1

𝛽85 𝛽17 1 𝛽238)

 
 
 , 𝐶 =

(

 
 

1 𝛾30583 𝛾61166 𝛾21845

𝛾30583 1 𝛾56797 𝛾30583

𝛾61166 𝛾56797 1 1

𝛾21845 𝛾30583 1 𝛾34952)

 
 

 

Se pueden escribir las matrices B y C representando los elementos del campo como 

polinomios en 𝛽 𝑦 𝛾 de grado menor o igual que 7 y 15 respectivamente, según una de las 

formas de representar los elementos de un campo finito dada en 1.1.1.  

𝐵 =

(

 
 

1 𝛽3 + 𝛽4 + 𝛽7 𝛽 + 𝛽2 + 𝛽3 + 𝛽6 𝛽 + 𝛽2 + 𝛽4 + 𝛽6 + 𝛽7

𝛽3 + 𝛽4 + 𝛽7 1 1 + 𝛽3 + 𝛽4 + 𝛽7 𝛽3 + 𝛽4 + 𝛽7

𝛽 + 𝛽2 + 𝛽3 + 𝛽6 1 + 𝛽3 + 𝛽4 + 𝛽7 1 1

𝛽 + 𝛽2 + 𝛽4 + 𝛽6 + 𝛽7 𝛽3 + 𝛽4 + 𝛽7 1 1 + 𝛽 + 𝛽3 )

 
 

 

 

C= ((1, 𝛾2 + 𝛾4 + 𝛾5 + 𝛾6 + 𝛾9 + 𝛾10 + 𝛾11 + 𝛾13 + 𝛾15, 

               1 + 𝛾 + 𝛾2 + 𝛾3 + 𝛾4 + 𝛾5 + 𝛾7 + 𝛾9 + 𝛾13 + 𝛾15, 1 + 𝛾 + 𝛾3 + 𝛾6 + 𝛾7 + 𝛾10 + 𝛾11), 
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          (𝛾2 + 𝛾4 + 𝛾5 + 𝛾6 + 𝛾9 + 𝛾10 + 𝛾11 + 𝛾13 + 𝛾15, 1,1 + 𝛾2 + 𝛾4 + 𝛾5 + 𝛾6 + 𝛾9 + 𝛾10 + 𝛾11

+ 𝛾13 + 𝛾15, 𝛾2 + 𝛾4 + 𝛾5 + 𝛾6 + 𝛾9 + 𝛾10 + 𝛾11 + 𝛾13 + 𝛾15), 

           (1 + 𝛾 + 𝛾2 + 𝛾3 + 𝛾4 + 𝛾5 + 𝛾7 + 𝛾9 + 𝛾13 + 𝛾15, 1 + 𝛾2 + 𝛾4 + 𝛾5 + 𝛾6 + 𝛾9 + 𝛾10 +

                  𝛾11 + 𝛾13 + 𝛾15, 1,1), 

          (1 + 𝛾 + 𝛾3 + 𝛾6 + 𝛾7 + 𝛾10 + 𝛾11, 𝛾2 + 𝛾4 + 𝛾5 + 𝛾6 + 𝛾9 + 𝛾10 + 𝛾11 + 𝛾13 + 𝛾15, 1, 

1 + 𝛾 + 𝛾2 + 𝛾4 + 𝛾10 + 𝛾11 + 𝛾12 + 𝛾13 + 𝛾14)) 

Ejemplo 3.4.2 

A partir de la matriz 𝐵 ∈ 𝐺𝐿4(𝐺𝐹(2
8)) MDS del ejemplo anterior tal que 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗) con 

𝑖 =  1,4̅̅ ̅̅ , 𝑗 =  1,4̅̅ ̅̅  , obtener la matriz 𝐴 ∈ 𝐺𝐿4(𝐺𝐹(2
4)). 

Los campos 𝐺𝐹(28) 𝑦 𝐺𝐹(24) están definidos como en el ejemplo anterior.  

El subcampo imagen del homomorfismo ℎ1(𝛼) = 𝛽
17 es 

 ℎ1(𝐺𝐹(2
4)) = {1,0, 𝛽17, 𝛽34, 𝛽51, 𝛽68, 𝛽85, 𝛽102, 𝛽119, 𝛽136, 𝛽153, 𝛽170, 𝛽187, 𝛽204, 𝛽221, 𝛽238} 

Sea ℎ1
−1(0) = 0, ℎ1

−1(𝛽𝑗) = 𝛼
𝑗

17 y ℎ1
−1(𝐵) = ℎ1

−1(𝑏𝑖𝑗) =  ℎ1
−1(𝛽𝑘) = 𝛼

𝑘

17 

La matriz A tiene la forma  

𝐴 = (

1 𝛼 𝛼2 𝛼5

𝛼 1 𝛼4 𝛼
𝛼2 1 + 𝛼 1 1
𝛼5 𝛼 1 𝛼14

) = (

1 𝛼 𝛼2 𝛼2 + 𝛼
𝛼 1 1 + 𝛼 𝛼
𝛼2 1 + 𝛼 1 1

𝛼2 + 𝛼 𝛼 1 1 + 𝛼3

) 

En este epígrafe se desarrolló un procedimiento para dadas matrices rectangulares y MDS 

A de tamaño ℎ × 𝑘 de componentes en un campo finito 𝐺𝐹(𝑝𝑛), obtener matrices MDS del 

mismo orden, pero de entradas en otro campo finito 𝐺𝐹(𝑝𝑚), siendo 𝑛 un divisor de 𝑚 a 

partir de la extensión de un homomorfismo de campos finitos, que puede ser visto como 

homomorfismo entre espacios vectoriales, a un homomorfismo entre los espacios 

vectoriales de las matrices de tamaño ℎ × 𝑘 y con elementos sobre dichos campos finitos. 
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Esta aplicación de los homomorfismos de inmersión a la obtención de matrices MDS, que 

son de alto impacto en el diseño de algoritmos criptográficos, es novedosa. 

3.5 Conclusiones del capítulo 

En este capítulo utilizando otra caracterización de las matrices MDS de orden 4 sobre 

𝐺𝐹(2𝑚), se diseñó un nuevo algoritmo para la generación aleatoria de matrices MDS, de 

orden 4 sobre el campo 𝐺𝐹(28).  Se realizó un análisis comparativo de las complejidades 

del nuevo algoritmo y el algoritmo FREDIA. Se presentaron dos variantes del nuevo 

algoritmo  que disminuyen la complejidad del algoritmo para el cálculo de la matriz MDS y 

de su inversa, al reducir la cantidad de parámetros de entrada, no necesitar de la solución de 

ecuaciones, ni de la restricción en cuanto a la cardinalidad del conjunto de submatrices 

cuadradas que se obtienen hasta el cálculo de la fila 𝑛 − é𝑠𝑖𝑚𝑎 de la matriz. Se 

determinaron expresiones recursivas para el cálculo de los elementos de la matriz y de su 

inversa. Se mostró una aplicación novedosa de los homomorfismos a la obtención de 

matrices MDS.  
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 

Conclusiones 

1. Se realizó un estudio sobre los campos finitos como elemento base de la 

investigación, así como el tratamiento dado en la literatura a los homomorfismos de 

inmersión, los métodos de obtención de las matrices MDS y su aplicación al diseño 

de algoritmos criptográficos. 

2. Se demostró el teorema de la condición necesaria y suficiente para la existencia de 

los homomorfismos de inmersión entre campos finitos,utilizando otra forma de 

representar los elementos de un campo finito como elementos de una sucesión 

recurrente lineal. 

3. Partiendo de la condición necesaria y suficiente para la existencia de los 

homomorfismos de inmersión de campos finitos, la relación existente entre los 

homomorfismos de inmersión y el automorfismos de Frobenius de los campos que 

son homomorfos y para los cuales se quieren hallar las funciones representantes de 

sus homomorfismos, la relación entre los homomorfismos de inmersión y las raíces 

de los polinomios definidores de los campos, se diseñó el algoritmo EVOR para la 

determinación de los homomorfismos de inmersión entre campos finitos.  

4. Se diseñó  un nuevo algoritmo para la generación aleatoria de matrices MDS que, al 

igual que el algoritmo FREDIA, permite seleccionar las  matrices MDS del 

conjunto de todas las matrices MDS posibles y al mismo tiempo ganar en eficiencia. 
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Se diseñaron dos variantes de este nuevo algoritmo para la generación aleatoria de 

matrices MDS, que disminuyen  la complejidad del algoritmo, al reducir la cantidad 

de parámetros de entrada, el número de operaciones que realizan y eliminar la 

restricción en cuanto a la cardinalidad del conjunto de submatrices cuadradas que se 

obtienen hasta el cálculo de la fila 𝑛 − é𝑠𝑖𝑚𝑎  de la matriz.  

5. Se propuso un procedimiento para la obtención de matrices MDS a partir de otras 

matrices MDS con coeficientes sobre campos homomorfos, considerándose esto 

como una aplicación novedosa. 

Todo lo anterior permite afirmar que la hipótesis de investigación es válida y se 

resolvió el problema de investigación planteado y permite formular algunas 

recomendaciones. 
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Recomendaciones 

1. Implementar el algoritmo EVOR para campos finitos no binarios.  

2. Extender el nuevo algoritmo de generación de matrices MDS pertenecientes a 

𝐺𝐿𝑛(𝐺𝐹(2
8)) para 𝑛 > 4. 

3. Obtener de manera más eficiente el polinomio y la matriz inversas cuando el 

coeficiente 𝑏1,0  es tomado como incógnita en el algoritmo de generación aleatoria  

de matrices MDS. 

4. Diseñar un algoritmo que integre la generación de matrices MDS y el uso de los 

homomorfismos de inmersión entre campos finitos.  

5. Utilizar los resultados de la tesis en el diseño de algoritmos criptográficos. 
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ANEXOS 

Anexo I: Elementos del campo 𝑮𝑭(𝟐𝟔) con polinomio definidor 𝒙𝟔 + 𝒙 + 𝟏 

TablaI.1: Elementos del campo 𝑮𝑭(𝟐𝟔)con polinomio definidor 𝒙𝟔 + 𝒙 + 𝟏 

Potencia 

de  

Polinomio de grado menor o 

igual que 5 y secuencia 

binaria correspondiente 

Potencia 

de  

Polinomio de grado menor o igual 

que 5 y secuencia binaria de 6 

elementos correspondiente 

 

1= (1,0,0,0,0,0) 
  

 

 

  

    

    

    

    

 

 

  

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

 

0 32 )0,0,1,0,0,1(1 3  

1 )0,0,0,0,1,0( 33 )0,1,0,0,1,0(4  
2 )0,0,0,1,0,0(2 34 )1,0,0,1,0,0(52  
3 )0,0,1,0,0,0(3 35 )0,0,1,0,1,1(1 3  
4 )0,1,0,0,0,0(4 36 )0,1,0,1,1,0(42  
5 )1,0,0,0,0,0(5  37 )1,0,1,1,0,0(532  
6 )0,0,0,0,1,1(1   38 )0,1,1,0,1,1(1 43  
7 )0,0,0,1,1,0(2   39 )1,1,0,1,1,0(542  
8 )0,0,1,1,0,0(32   40 )1,0,1,1,1,1(1 532  
9 )0,1,1,0,0,0(43   41 )0,1,1,1,0,1(1 432  
10 )1,1,0,0,0,0(54   42 )1,1,1,0,1,0(543  
11 )1,0,0,0,1,1(1 5  43 )1,1,0,1,1,1(1 542  

12 )0,0,0,1,0,1(1 2   44 )1,0,1,1,0,1(1 532  
13 )0,0,1,0,1,0(3   45 )0,1,1,0,0,1(1 43  
14 )0,1,0,1,0,0(42   46 )1,1,0,0,1,0(54  
15 )1,0,1,0,0,0(53   47 )1,0,0,1,1,1(1 52  
16 )0,1,0,0,1,1(1 4   48 )0,0,1,1,0,1(1 32  
17 )1,0,0,1,1,0(52   49 )0,1,1,0,1,0(43  
18 )0,0,1,1,1,1(1 32   50 )1,1,0,1,0,0(542  
19 )0,1,1,1,1,0(432   51 )1,0,1,0,1,1(1 53  
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Anexo II: Otros algoritmos para la determinación de los homomorfismos de 

inmersión entre campos de Galois  

II.1 Algoritmo ORISTO  

Entrada: Elementos primitivos ,, las dimensiones 𝑛,𝑚 de los campos finitos, 

respectivamente, la característica 𝑝 de los campos finitos, los polinomios definidores de los 

campos, el conjunto 𝑃𝑅  de  todos los elementos primos relativos con el orden 𝑝𝑛 − 1, del 

grupo multiplicativo del campo de partida.  

Salida: Funciones que son homomorfismos de inmersión entre los campos finitos 

especificados. 

1 Calcular 𝑘 ≔
𝑝m −1

𝑝n−1
; y hacer 𝑟 ≔ |PR|;  𝑠 = 𝑝𝑛 − 1; 𝑏 ≔ 0; 

20 )1,1,1,1,0,0(5432   52 )0,1,0,1,0,1(1 42  
21 )1,1,1,0,1,1(1 543   53 )0,1,1,0,1,0(53  
22 )1,1,0,1,0,1(1 542   54 )0,1,0,1,1,1(1 42  
23 )1,0,1,0,0,1(1 53   55 )1,0,1,1,1,0(532  
24 )0,1,0,0,0,1(1 4   56 )0,1,1,1,1,1(1 432  
25 )1,0,0,0,1,0(5   57 )1,1,1,1,1,0(5432  
26 )0,0,0,1,1,1(1 2   58 )1,1,1,1,1,1(1 5432  
27 )0,0,1,1,1,0(32   59 )1,1,1,1,0,1(1 5432  
28 )0,1,1,1,0,0(432   60 )1,1,1,0,0,1(1 543  
29 )1,1,1,0,0,0(543   61 ),1,1,0,0,0,1(1 54  
30 )1,1,0,0,1,1(1 54   62 )1,0,0,0,0,1(1 5  
31 )1,0,0,1,0,1(1 52   63
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2 Calcular y guardar la n-ésima potencia del elemento primitivo del campo de partida 

𝑡: = 𝛼𝑛 como vector columna de 𝑛 componentes.  

3. Para cada entero 𝑖 ∈ 𝑃𝑅, se tienen los posibles homomorfismos  

h𝑤(α) = 𝛽
𝑘𝑤, 𝑠𝑖𝑒𝑛𝑑𝑜 𝑤 = 𝑖, 𝑠 − 𝑖 , mientras 𝑏 < 𝑛 − 1 hacer : 

3.1.Calcular las matrices 𝑀𝑤  de orden 𝑚 × 𝑛 asociadas a las aplicaciones lineales 

f𝑤(α) = 𝛽
𝑘𝑤(sus columnas son las imágenes de los vectores de la base 

{1, 𝛼, 𝛼2, 𝛼3, ⋯ , 𝛼𝑛−1} del campo de partida).  

3.2.Calcular h𝑤(𝛼
𝑛)  = 𝛽𝑘𝑤.𝑛 = 𝛽𝑘𝑤.(𝑛−1)𝛽𝑘𝑤 = f 𝑤(𝛼

𝑛−1)𝛽𝑘𝑤 

3.3.Calcular 𝑓𝑤(𝛼
𝑛) = 𝑀𝑤 . 𝑡, producto de una matriz M de orden 𝑚 × 𝑛 por un vector 

columna de dimensión 𝑛  

3.4. Si para 𝛼𝑛 se cumple que 𝑓𝑤(𝛼
𝑛) =  h𝑤(𝛼

𝑛) , almacenar hw e incrementar 𝑏 

4. Imprimir las funciones que representan los homomorfismos de inmersión   

En el paso tres del algoritmo se tiene en cuenta que si 

𝑚𝑐𝑑(𝑠, 𝑖) = 1 ⇒  𝑚𝑐𝑑(𝑠, 𝑠 − 𝑖) = 1 y además 𝑟 = |PR| = 𝜑(𝑝𝑛 − 1) 

. Pseudocódigo del algoritmo  

INPUT: Elementos primitivos ,, las dimensiones  n, m de los campos finitos, 

respectivamente, la característica 𝑝 de los campos finitos y el conjunto 𝑃𝑅  de  todos los 

elementos primos relativos con el orden 𝑝𝑛 − 1, del grupo multiplicativo del campo de 

partida. 

 OUTPUT: Funciones que son homomorfismos entre los campos finitos especificados. 

1. k: = 
𝑝m −1

𝑝n−1
; 

2. 𝑟 ≔ |PR|; 
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3. s:=𝑝n − 1 

4. g:= n; 

5. x:=0; 

6. for i: = 1 to 𝑟 do    

7.           for j: = 0 to n-1 do 

8.     𝑀𝑖
𝑗
 =  𝑘·𝑖· 𝑗; 

9.     𝑀𝑠−𝑖
𝑗
 =  𝑘·

(𝑠−𝑖)· 𝑗 

10.           end for 

11.          t𝑖: =  𝑀𝑖
𝑛−1.  

𝑘𝑖
; 

12.         t𝑠−𝑖: =  𝑀𝑠−𝑖
𝑛−1.  

𝑘(𝑠−𝑖)
; 

13.         𝑖𝑓 ( M𝑖 × 𝑔 =  𝑡𝑖)    

14.            x:= k·i;  x++; 

15.       𝑒𝑙𝑠𝑒 𝑖𝑓 ( M𝑠−𝑖 × 𝑔 =  𝑡𝑠−𝑖) 

16.              𝑥+1: =  
𝑘·(𝑠−𝑖); x++; 

17.       end if 

18.       if (𝑥 = 𝑛) go to step 21 

19.       end if 

20. End for 

21. Return ;   

𝑀𝑖
𝑗
es la columna j-ésima de la matriz 𝑀𝑖 , asociada a la aplicación lineal 𝑓𝑖 cuyas columnas 

son las imágenes de los vectores de la base {1, 𝛼, 𝛼2, 𝛼3, ⋯ , 𝛼𝑛−1} 

Complejidad Computacional 
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La complejidad del algoritmo depende de la complejidad del paso tres es decir de las 

operaciones exponenciación y el producto de un vector fila por una matriz.  De esta 

manera, se tiene la siguiente notación asintótica: 

𝑂 (𝑟 𝑚𝑎𝑥 ((𝑀); (𝑛 𝐸))) 

Donde (E) es la complejidad de exponenciación y (M) la complejidad del producto de un 

vector fila por una matriz binaria. 

La complejidad producto de una matriz de orden 𝑚 × 𝑛 por un vector columna de 

dimensión 𝑛 es de 𝑂(𝑚𝑛). La operación de exponenciación en 𝐺𝐹(𝑝𝑚 ), tiene una 

complejidad de un 𝑂(𝑚2 log 𝑝 log𝑚 log log𝑚),  usando métodos basados en la 

transformada rápida de Fourier (Gao et al. 2000; Panario 2015). 

𝑂 (𝑟  𝑚𝑎𝑥 ((𝑚𝑛);  ((𝑛 𝑚2 log 𝑝 log𝑚 log log𝑚))))  𝑂 (𝑟 ( 𝑛 𝑚2 log 𝑝 log𝑚 log log𝑚))   

Este algoritmo resulta costoso, hay que recorrer el espacio de búsqueda hasta encontrar 

todas las funciones que sumergen un campo en otro, es decir, los homomorfismos entre 

ambos campos. De manera que, a medida que el cardinal de los campos aumenta el tiempo 

de ejecución del algoritmo aumenta considerablemente y este puede llegar a ser impráctico. 

II.2 Algoritmo ORISTO. Variante 2  

Desde el punto de vista práctico, en cuanto a tiempo, el algoritmo ORISTO puede ser 

mejorado teniendo en cuenta la relación existente entre los homomorfismos de inmersión y 

el automorfismo de Frobenius analizada en el epígrafe 2.2. A partir de esto se diseñó la 

siguiente variante del algoritmo anterior. 

Entrada: Elementos primitivos ,, la dimensión 𝑛,𝑚 de los campos finitos, 

respectivamente, la característica 𝑝 de los campos finitos, el conjunto 𝑃𝑅 de  todos los 
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elementos primos relativos con el orden 𝑝𝑛 − 1, del grupo multiplicativo del campo de 

partida. 

Salida: Funciones que son homomorfismos de inmersión entre los campos finitos 

especificados. 

1  Calcular 𝑘 ≔
𝑝m −1

𝑝n−1
; y hacer 𝑟 ≔ |𝑃𝑅|;  𝑠 ≔ 𝑝𝑛 − 1; 

2 Calcular y guardar la n-ésima potencia del elemento primitivo del campo de partida 

𝑡: = 𝛼𝑛 como vector columna de 𝑛 componentes.  

3 Para cada entero 𝑖 ∈ 𝑃𝑅, se tienen los posibles homomorfismos h𝑤(α) =

𝛽𝑘𝑤, 𝑠𝑖𝑒𝑛𝑑𝑜 𝑤 = 𝑖, 𝑠 − 𝑖 ,hacer : 

3.1.Calcular las matrices 𝑀𝑤  de orden 𝑚 × 𝑛 asociadas a las aplicaciones 

lineales f𝑤(α) = 𝛽
𝑘𝑤, (sus columnas son las imágenes de los vectores de la base 

{1, 𝛼, 𝛼2, 𝛼3, ⋯ , 𝛼𝑛−1}, del campo de partida). 

3.2.Calcular h𝑤(𝛼
𝑛)  = 𝛽𝑘 𝑤∙ 𝑛 = 𝛽𝑘𝑤∙(𝑛−1)𝛽𝑘𝑤 = f 𝑤(𝛼

𝑛−1)𝛽𝑘𝑤 

3.3.Calcular 𝑓𝑤(𝛼
𝑛) = 𝑀𝑤 ∙ 𝑡,  producto de una matriz M de orden 𝑚 × 𝑛 por un 

vector columna de dimensión 𝑛.  

3.4. Si para 𝛼𝑛 se cumple que𝑓𝑤(𝛼
𝑛) =  h𝑤(𝛼

𝑛) , terminar e ir al paso 4.  

4. Calcular las p-ésimas potencias de 𝛽𝑘𝑤 hasta (𝛽𝑘𝑤)𝑝
𝑛−1
. 

5. Imprimir las funciones que representan los homomorfismos de inmersión.   

Pseudocódigo del algoritmo 

INPUT: Elementos primitivos ,, las dimensiones  𝑛 𝑦  𝑚 de los campos finitos, 

respectivamente, la característica 𝑝 de estos campos, el conjunto 𝑃𝑅  de  todos los 
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elementos primos relativos con el orden 𝑝𝑛 − 1, del grupo multiplicativo del campo de 

partida. 

OUTPUT: Funciones que son homomorfismos entre los campos finitos especificados. 

1. k : = 
𝑝m −1

𝑝n−1
; 

2. 𝑟 ≔ |𝑃𝑅|; 

3. s:=𝑝n − 1 

4. g:= n; 

5.   for 𝑖 ∶=  1 𝑡𝑜 𝑟 do    

6.        for j: = 0 to n-1 do 

7.  𝑀𝑖
𝑗
 =  𝑘·𝑖· 𝑗; 

8.  𝑀𝑠−𝑖
𝑗
 =  𝑘·

(𝑠−𝑖)· 𝑗  

9.         end for 

10.          t𝑖: =  𝑀𝑖
𝑛−1.  

𝑘𝑖
; 

11.          t𝑠−𝑖: =  𝑀𝑠−𝑖
𝑛−1.  

𝑘(𝑠−𝑖)
; 

12.          𝑖𝑓 ( M𝑖 × 𝑔 =  𝑡𝑖)    

13.                0: =  
𝑘·(𝑖); go to  step 18 

14.           𝑒𝑙𝑠𝑒 𝑖𝑓 ( M𝑠−𝑖 × 𝑔 =  𝑡𝑠−𝑖) 

15.                 0: =  
𝑘·(𝑠−𝑖);  go to  step 18 

16.          end else if  

17.  end  for   

18.  for 𝑖 ∶=  1 𝑡𝑜 𝑛 − 1 do 

19.           i := (𝑖−1)
𝑝 
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20.  end  for  

21. return ;  

Complejidad Computacional 

La complejidad computacional del algoritmo varía en cuanto al parámetro que determina el 

espacio de búsqueda. De manera que, el nuevo algoritmo solo analiza 𝑐 elementos, donde 𝑐 

es la cantidad de elementos chequeados hasta encontrar el primer homomorfismo, con 𝑐 <

𝑟. Así, se tiene la siguiente notación asintótica para esta variante es 

𝑂 (𝑐  𝑚𝑎𝑥 ((𝑚𝑛);  ((𝑛 𝑚2 log 𝑝 log𝑚 log log𝑚))))  𝑂 (𝑐 ( 𝑛 𝑚2 log 𝑝 log𝑚 log log𝑚)) 

En el paso 4 del algoritmo las potencias se calculan elevando la función obtenida a la p-

ésima potencia y así sucesivamente hasta encontrar los 𝑛  homomorfismos de inmersión.  

Esta variante mejora el tiempo de cómputo pues alcanza de manera más rápida la solución 

final. 

Anexo III: Algoritmo EVOR en pseudocódigo 

INPUT: Elemento primitivo 𝛽 del segundo campo finito y el polinomio P que define al 

primer campo finito. La dimensión n, m de los dos campos, respectivamente. La 

característica p de los campos finitos. El conjunto 𝐶𝐿 de todos los cosetos líderes 

módulo 𝑝𝑛 − 1, que son primos relativos con el orden del grupo multiplicativo del campo 

de partida.  

OUTPUT: Funciones que son homomorfismos entre los campos finitos especificados. 

1. k ∶=  
𝑝𝑛−1

𝑝𝑚−1
; 

2. 𝑟 ≔ |𝐶𝐿|; 

3. 𝑠 ≔ 𝑝n − 1 
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4. for i = 1 to 𝑟 do    

5.    ℎ𝑖 =  𝑖 •  𝑘; 

6.     𝑡 ≔  𝛽ℎ𝑖   

7.  𝑖𝑓 (𝑡 𝑖𝑠 𝑎 𝑟𝑜𝑜𝑡 𝑜𝑓 𝑃) 

8.               𝜆0
𝑖 ≔ 𝑡 

9.                  𝑓𝑜𝑟 𝑗 =  1 𝑡𝑜 𝑛 − 1 𝑑𝑜 

10.             𝜆𝑗
𝑖 =: (𝜆𝑗−1

𝑖 )
𝑝
; 

11.                              end for and go to step 14 

12.  end if 

13. end for 

14. return λ;   

  

Anexo IV: Isomorfismos entre distintas variantes del campo 𝑮𝑭(𝟓𝟐) 

Se considera el caso particular del campo 𝐺𝐹(52) .  El campo 𝐺𝐹(52) es una extensión 

algebraica de grado dos, del campo primo GF(5) = {0,1,2,3,4} .  

Los polinomios primitivos de grado dos sobre el campo 𝔽5 son 

𝑥2 + 𝑥 + 2  , 𝑥2 + 2 𝑥 + 3 , 𝑥2 + 3𝑥 + 3, 𝑥2 + 4 𝑥 + 2. 

Los polinomios mónicos asociados a los reversos de  𝑥2 + 𝑥 + 2  𝑦  𝑥2 + 2 𝑥 + 3 son 𝑥2 +

3𝑥 + 3 y 𝑥2 + 4 𝑥 + 2  respectivamente 

Las raíces de estos 4 polinomios primitivos son los 8 elementos primitivos del campo 

𝐺𝐹(52). 
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Si 𝛼 es raíz de 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 𝑥 + 2 , que es irreducible sobre 𝔽5. Entonces  𝐺𝐹(52) puede 

representarse por el conjunto 𝐺𝐹(52) = {𝑐1𝛼 + 𝑐0|𝑐𝑖 ∈ 𝐺𝐹(5)} con la suma y la 

multiplicación usuales en  GF(5)[𝛼]  y reduciendo los elementos de grado mayor que uno 

mediante la relación  𝛼2 + 𝛼 + 2 = 0. 

Los elementos primitivos de este campo son las potencias de 𝛼 que son primos relativos 

con el orden 24. Tales elementos son  8 = 𝜑(24) = 𝜑(3. 23) = 𝜑(3)𝜑(23) = 2.4 

Los elementos primitivos son 𝛼 , 𝛼5, 𝛼7, 𝛼11, 𝛼13, 𝛼17, 𝛼19, 𝛼23. 

Tabla IV.1 .Polinomios primitivos con sus raíces 

Polin.prim 𝑥2 + 𝑥 + 2 𝑥2 + 2 𝑥 + 3 𝑥2 + 3 𝑥 + 3 𝑥2 + 4 𝑥 + 2 

Raíces  𝛼 , 𝛼5 𝛼7, 𝛼11 𝛼19, 𝛼23 𝛼13, 𝛼17 

 

En dependencia  de cuál de estos 4  polinomios se utilice para definir el campo se obtienen 

cuatro variantes del campo 𝐺𝐹(52).  Los campos resultantes van a ser isomorfos, pero 

¿cuáles son las funciones que representan estos isomorfismos?. El objetivo de este anexo es 

presentar estas funciones  

Se agrupan en la Tabla IV.2 las cuatro variantes del campo.  

Tabla IV.2 Variantes del campo  𝑮𝑭(𝟓𝟐) 

 Variante 1 Variante 2 Variante 3 Variante 4 

𝑥2 + 𝑥 + 2 𝑥2 + 2 𝑥 + 3 𝑥2 + 3 𝑥 + 3 𝑥2 + 4 𝑥 + 2 

𝐸𝑝: 𝛼 𝐸𝑝: 𝛽 𝐸𝑝: 𝛾 𝐸𝑝: 𝛿 

0 1 1 1 1 

1 𝛼 𝛽 𝛾 𝛿 

2 4𝛼 + 3 3𝛽 + 2 2𝛾 + 2 𝛿 + 3 

3 4𝛼 + 2 𝛽 + 1 𝛾 + 4 4𝛿 + 3 

4 3𝛼 + 2 4𝛽 + 2 𝛾 + 2 2𝛿 + 2 
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5 4𝛼 + 4 4𝛽 + 3 4𝛾 + 2 4𝛿 + 1 

6 2 3 3 2 

7 2𝛼 3𝛽 3𝛾 2𝛿 

8 3𝛼 + 1 4𝛽 + 1 𝛾 + 1 2𝛿 + 1 

9 3𝛼 + 4 3𝛽 + 3 3𝛾 + 2 3𝛿 + 1 

10 𝛼 + 4 2𝛽 + 1 3𝛾 + 1 4𝛿 + 4 

11 3𝛼 + 3 2𝛽 + 4 2𝛾 + 1 3𝛿 + 2 

12 4 4 4 4 

13 4𝛼 4𝛽 4𝛾 4𝛿 

14 𝛼 + 2 2𝛽 + 3 3𝛾 + 3 4𝛿 + 2 

15 𝛼 + 3 4𝛽 + 4 4𝛾 + 1 𝛿 + 2 

16 2𝛼 + 3 𝛽 + 3 4𝛾 + 3 3𝛿 + 3 

17 𝛼 + 1 𝛽 + 2 𝛾 + 3 𝑋 + 4 

18 3 2 2 3 

19 3𝛼 2𝛽 2𝛾 3𝛿 

20 2𝛼 + 4 𝛽 + 4 4𝛾 + 4 3𝛿 + 4 

21 2𝛼 + 1 2𝛽 + 2 2𝛾 + 3 2𝛿 + 4 

22 4𝛼 + 1 3𝛽 + 4 2𝛾 + 4 𝛿 + 1 

23 2𝛼 + 2 3𝛽 + 1 3𝛾 + 4 2𝛿 + 3 

Ep: significa elemento primitivo  

En total se consideran 6 posibles parejas de campos 

1. GF(5)(𝛼)𝑦 GF(5)(𝛽) 

2. GF(5)(𝛼)𝑦GF(5)(𝛾) 

3. GF(5)(𝛼)𝑦GF(5)(𝛿) 

4. GF(5)(𝛽)𝑦GF(5)(𝛾) 

5. GF(5)(𝛽)𝑦GF(5)(𝛿) 

6. GF(5)(𝛾)𝑦GF(5)(𝛿) 

Se hallan los isomorfismos en el primer caso GF(5)(𝛼) 𝑦 GF(5)(𝛽) 

Usando el algoritmo EVOR se tiene que las raíces de polinomio 𝑥2 + 𝑥 + 2 en el campo 
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GF(5)(𝛽) son 𝛽 7𝑦 𝛽 21. Por tanto los isomorfismos entre estas dos variantes están dados 

por las funciones 𝑓1(𝛼) = 𝛽
7 y 𝑓2(𝛼) = 𝛽

11 que tienen la característica de que una puede 

ser obtenida a partir de la otra utilizando el automorfismo de Frobenius  Φ: 𝐺𝐹(52) →

𝐺𝐹(52), Φ(𝑥) = 𝑥5 .  

Se hallan los isomorfismos en el segundo primer caso GF(5)(𝛼) 𝑦 GF(5)(𝛾) 

Usando el algoritmo EVOR se tiene que las raíces del polinomio 𝑥2 + 𝑥 + 2 en el campo 

GF(5)(𝛾) son 𝛾  19  𝑦  𝛾  23. Por tanto los isomorfismos entre estas dos variantes están dados 

por las funciones 𝑓1(𝛼) = 𝛾
19 y 𝑓2(𝛼) = 𝛾

23. 

De manera similar se obtienen los isomorfismos en los otros casos, obteniéndose los 

siguientes resultados.  

Tabla IV.3. Isomorfismos entre distintas variantes del campo 𝑮𝑭(𝟓𝟐) 

Variantes  Funciones que representan los isomorfismos  

1. 𝔽5(𝛼)𝑦 𝔽5(𝛽) 𝑓1(𝛼) = 𝛽
7y 𝑓2(𝛼) = 𝛽

11 

2. 𝔽5(𝛼)𝑦 𝔽5(𝛾) 𝑓1(𝛼) = 𝛾
19 y 𝑓2(𝛼) = 𝛾

23 

3. 𝔽5(𝛼)𝑦 𝔽5(𝛿) 𝑓1(𝛼) = 𝛿
13 y 𝑓2(𝛼) = 𝛿

17 

4. 𝔽5(𝛽)𝑦 𝔽5(𝛾) 𝑓1(𝛽) = 𝛾
13 y 𝑓2(𝛽) = 𝛾

17 

5. 𝔽5(𝛽)𝑦 𝔽5(𝛿) 𝑓1(𝛽) = 𝛿
19 y 𝑓2(𝛽) = 𝛿

23 

6. 𝔽5(𝛾)𝑦 𝔽5(𝛿) 𝑓1(𝛾) = 𝛿
7 y 𝑓2(𝛾) = 𝛿

11 

Anexo V: El logaritmo de Zech´s para el campo 𝑮𝑭(𝟐𝟖) 

Este anexo resume el artículo "A reduced table of the Zech´s Logarithm" publicado en la 

revista Journal of Advanced in Mathematics en agosto de este año. (Cuellar et al. 2016). 
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 Al trabajar con campos finitos se realizan operaciones aritméticas con sus elementos, por 

lo que se necesita encontrar algoritmos eficientes para efectuar dichas operaciones, siendo 

éste un problema de gran importancia actualmente. 

Teniendo en cuenta que la multiplicación de elementos de un campo finito es una 

multiplicación de polinomios resulta conveniente, expresar los elementos del campo como 

potencias del elemento primitivo, de manera que la multiplicación de ellos se reduzca a la 

suma de sus exponentes, también es necesario disponer de un procedimiento que permita 

realizar de manera eficiente la suma de dos elementos del campo expresados como potencia 

del elemento primitivo.  

El propósito de este Anexo es presentar la tabla del logaritmo de Zech´s para el campo 

𝐺𝐹(28). 

Sea el campo finito 𝐺𝐹(𝑞) =  𝐺𝐹(𝑝𝑛), donde p es un número primo y 𝑛 un número entero 

positivo. Sea 𝛼 un elemento generador del grupo multiplicativo del campo 𝐺𝐹(𝑝𝑛). 

El producto 𝛼𝑖𝛼𝑗 = 𝛼𝑖+𝑗(𝑚𝑜𝑑(𝑝
𝑛−1)) 

La adición de los elementos del campo finito expresados como potencias del elemento 

primitivo se facilita si se construye la tabla, llamada tabla del logaritmo de Zech´s (Huber 

1990) donde para cada entero 𝑖, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝𝑛 − 2 , se determina y tabula el entero 𝑗 = 𝑧(𝑖) 

tal que 1 + 𝛼𝑖 = 𝛼𝑗 = 𝛼𝑧(𝑖). (1) 

𝛼𝑖+ 𝛼𝑗 = 𝛼𝑖(1 + 𝛼(𝑗−𝑖)(𝑚𝑜𝑑(𝑝
𝑛−1))) = 𝛼𝑖. 𝛼𝑧(𝑗−𝑖) = 𝛼𝑖+𝑧(𝑗−𝑖), donde 𝑧(𝑗 − 𝑖), se toma de 

la tabla del logaritmo de Zech´s 

Teniendo en cuenta (1) y las propiedades de los campos finitos se tiene  

(1 + 𝛼𝑖)
𝑝
= (𝛼𝑧(𝑖))

𝑝
 ⇒ 1 + 𝛼𝑖𝑝 = 𝛼𝑝𝑧(𝑖) 

  ´ (1 + 𝛼𝑖)
𝑝𝑘

= (𝛼𝑧(𝑖))
𝑝𝑘

 ⇒  1 + 𝛼𝑖𝑝
𝑘
= 𝛼𝑧(𝑖) .𝑝

𝑘
 



Anexos                                                                                                                                           "Pág.131" 

Se presenta la tabla del logaritmo de Zech´s para el campo 𝐺𝐹(28), con polinomio primitivo 

definidor 𝑥8 + 𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥2 + 1 = 0 , agrupando los valores de 𝑗 de acuerdo al coseto 

ciclotómico al que pertenecen. 

1 + 𝛼𝑖 = 𝛼𝑧(𝑖) 

Tabla V.1 Logaritmo de Zech´s para el campo 𝑮𝑭(𝟐𝟖) 

𝒊 𝒛(𝒊) 𝒊 𝒛(𝒊) 𝒊 𝒛(𝒊) 𝒊 𝒛(𝒊) 

1 25 3 223 5 138 7 112 

2 50 6 191 10 21 14 224 

4 100 12 127 20 42 28 193 

8 200 24 254 40 84 56 131 

16 145 48 253 80 168 112 7 

32 35 96 251 160 81 224 14 

64 70 192 247 65 162 193 28 

128 140 129 239 130 69 131 56 

 

9 120 11 245 13 99 15 33 

18 240 22 235 26 198 30 66 

36 225 44 215 52 141 60 132 

72 195 88 175 104 27 120 68 

144 135 176 95 208 54 240 136 

33 15 97 190 161 108 225 17 

66 30 194 125 67 216 195 34 

132 60 133 250 134 177 135 68 

 

17 68 51 238 85 170 119 153 

34 136 102 221 170 85 238 51 
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68 17 204 187 ∞ 0 221 102 

136 34 153 119 0 ∞ 187 204 

 

19 92 21 10 23 196 25 1 

38 184 42 20 46 137 50 2 

76 113 84 40 92 19 100 4 

152 138 168 80 184 38 200 8 

49 197 81 160 113 76 145 16 

98 139 162 65 226 152 35 32 

196 23 69 130 197 49 70 64 

137 46 138 5 139 98 140 128 

 

27 104 29 181 31 45 37 179 

54 208 58 107 62 90 74 103 

108 161 116 214 124 180 148 206 

216 67 232 173 248 105 41 157 

177 134 209 91 241 210 82 59 

99 13 163 182 227 165 164 179 

198 26 71 109 199 75 73 103 

141 52 142 218 143 150 146 206 

 

39 106 43 121 45 31 47 101 

78 212 86 242 90 62 94 202 

156 169 172 229 180 124 188 149 

57 83 89 203 105 248 121 43 

114 166 178 151 210 241 242 86 

228 77 101 47 165 227 229 172 
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201 154 202 94 75 199 203 89 

147 53 149 188 150 143 151 178 

 

53 147 55 63 59 82 61 186 

106 39 110 126 118 164 122 117 

212 78 220 252 236 73 244 234 

169 156 185 249 217 146 233 213 

83 57 115 243 179 37 211 171 

166 114 230 231 103 74 167 87 

77 228 205 207 206 148 79 174 

154 201 155 159 157 41 158 93 

 

87 167 91 209 95 176 11 246 

174 79 182 163 190 97 222 237 

93 158 109 71 125 194 189 219 

186 61 218 142 250 133 123 183 

117 122 181 29 245 11 246 111 

234 244 107 58 235 22 237 222 

213 233 214 116 215 44 219 189 

171 211 173 232 175 88 183 123 

 

127 12 253 48 247 192 223 3 

254 24 251 96 239 129 191 6 
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Anexo VI. Nuevo algoritmo del epígrafe 3.3  

VI.1 Pseudocódigo de la variante dos del nuevo algoritmo  

INPUT: Polinomio primitivo definidor del campo 𝐺𝐹(28), el polinomio primitivo  

𝑔1(x) = 𝑔10 + 𝑔11𝑥 + 𝑔12 𝑥
2 + 𝑔1 3𝑥

3 + 𝑥4  ∈ 𝐺𝐹(28)[𝑥]. La tabla Prod [256][256] y 

Sum [256][256] del producto y la suma de todos los elementos del campo 

𝐺𝐹(28),  expresados como potencia del elemento primitivo.  

OUTPUT: Matrices MDS A y 𝐴−1  

𝐹𝑖𝑙𝑎𝑖 = {𝑓𝑖0, 𝑓𝑖1, 𝑓𝑖2, 𝑓𝑖3}, 𝑐𝑜𝑛 𝑓𝑖𝑗  ∈ 𝐺𝐹(2
8)∗ 

1. Generar aleatoriamente los 4 elementos no nulos de la primera fila 𝑓10, 𝑓11, 𝑓12, 𝑓13. 

2. for i = 2 to 𝑛 do    

3.      𝑓𝑖0: = 𝑔10𝑓(𝑖−1)3; 

4.      𝑓𝑖1: = 𝑓(𝑖−1)0 + 𝑔11𝑓(𝑖−1)3; 

5.      fi2: = f(i−1)1 + g12f(i−1)3; 

6.      𝑓𝑖3: = 𝑓(𝑖−1)2 +   𝑔13𝑓(𝑖−1)3; 

7.      if  𝑓𝑖𝑗 = 0  for  𝑎𝑙𝑔𝑢𝑛 𝑖 , 𝑗, 𝑖 = 2,4 ̅̅ ̅̅ ̅, 𝑗 = 0,3 ̅̅ ̅̅ ̅, go to step 1, else go to step 10 

8.      end if  

9.  end for                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             

10. for r =1 to K do                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                  

11.     Calcular 𝑟𝑘 

12.     if  𝑟𝑘 = 0  para algún 𝑘 , go to step 1, else go to step 15 

13.     end if 

14. end for   
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15. Calcular el polinomio 𝑓10 + 𝑓11𝑥 + 𝑓12 𝑥
2 + 𝑓13𝑥

3 inverso del polinomio  f10 +

𝑓11𝑥 + 𝑓12𝑥
2 + 𝑓13𝑥

3  

16. if  𝑓1𝑖 = 0 , para algún 𝑖 = 0,3̅̅ ̅̅ , go to step 1 ,else go to step 17   

17. Row 1:= {𝑓10, 𝑓11, 𝑓12 , 𝑓13};    

18. for i = 2 to 𝑛 do    

19.      𝑓𝑖0: = 𝑔10𝑓(𝑖−1)3; 

20.      𝑓𝑖1: = 𝑓(𝑖−1)0 + 𝑔11𝑓(𝑖−1)3; 

21.      𝑓𝑖2: = 𝑓(𝑖−1)1 + 𝑔12𝑓(𝑖−1)3;  

22.      𝑓𝑖3: = 𝑓(𝑖−1)2 +   𝑔13𝑓(𝑖−1)3;  

23.       if   𝑓𝑖𝑗 = 0  for  𝑎𝑙𝑔ú𝑛 𝑖 , 𝑗, 𝑖 = 2,4 ̅̅ ̅̅ ̅, 𝑗 = 0,3 ̅̅ ̅̅ ̅, go to step 1, else go to step 26 

24.       end if  

25.  end for                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             

26. return A y 𝐴−1;   

VI.2 Precomputo de los determinantes de las submatrices de orden dos.  

𝑟1 = 𝑓11𝑓20 + 𝑓10𝑓21, 𝑟2 = 𝑓12𝑓20 + 𝑓10𝑓22, 𝑟3 = 𝑓13𝑓20 + 𝑓10𝑓23, 𝑟4 = 𝑓12𝑓21 + 𝑓11𝑓22, 

𝑟5 = 𝑓13𝑓21 + 𝑓11𝑓23, 𝑟6 = 𝑓13𝑓22 + 𝑓12𝑓23, 𝑟7 = 𝑓11𝑓30 + 𝑓10𝑓31, 𝑟8 = 𝑓12𝑓30 + 𝑓10𝑓32, 

𝑟9 = 𝑓13𝑓30 + 𝑓10𝑓33, 𝑟10 = 𝑓12𝑓31 + 𝑓11𝑓32, 𝑟11 = 𝑓13𝑓31 + 𝑓11𝑓33, 𝑟12 = 𝑓13𝑓32 + 𝑓12𝑓33, 

𝑟13 = 𝑓11𝑓40 + 𝑓10𝑓41, 𝑟14 = 𝑓12𝑓40 + 𝑓10𝑓42, 𝑟15 = 𝑓13𝑓40 + 𝑓10𝑓43, 𝑟16 = 𝑓12𝑓41 + 𝑓11𝑓42, 

𝑟17 = 𝑓13𝑓41 + 𝑓11𝑓43, 𝑟18 = 𝑓13𝑓42 + 𝑓12𝑓43, 𝑟19 = 𝑓21𝑓30 + 𝑓20𝑓31, 𝑟20 = 𝑓22𝑓30 + 𝑓20𝑓32, 

𝑟21 = 𝑓23𝑓30 + 𝑓20𝑓33, 𝑟22 = 𝑓22𝑓31 + 𝑓21𝑓32, 𝑟23 = 𝑓23𝑓31 + 𝑓21𝑓33, 𝑟24 = 𝑓23𝑓32 + 𝑓22𝑓33, 

𝑟25 = 𝑓21𝑓40 + 𝑓20𝑓41, 𝑟26 = 𝑓22𝑓40 + 𝑓20𝑓42, 𝑟27 = 𝑓23𝑓40 + 𝑓20𝑓43, 𝑟28 = 𝑓22𝑓41 + 𝑓21𝑓42, 

𝑟29 = 𝑓23𝑓41 + 𝑓21𝑓43, 𝑟30 = 𝑓23𝑓42 + 𝑓22𝑓43, 𝑟31 = 𝑓31𝑓40 + 𝑓30𝑓41, 𝑟32 = 𝑓32𝑓40 + 𝑓30𝑓42, 
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𝑟33 = 𝑓33𝑓40 + 𝑓30𝑓43, 𝑟34 = 𝑓32𝑓41 + 𝑓31𝑓42, 𝑟35 = 𝑓33𝑓41 + 𝑓31𝑓43, 𝑟36 = 𝑓33𝑓42 + 𝑓32𝑓43 

VI.3 Obtención de expresiones recursivas para el cálculo de los elementos de la matriz 

para la variante 1 del nuevo algoritmo 

Denotando los elementos de la fila i por 𝑓𝑖 j , 𝑐𝑜𝑛 𝑖 = 1,4̅̅ ̅̅  , 𝑗 = 0,3̅̅ ̅̅   

  𝐹𝑖𝑙𝑎𝑖 = (𝑓𝑖0, 𝑓𝑖1, 𝑓𝑖2, 𝑓𝑖3) 

Al calcular las filas se obtiene   

𝐹𝑖𝑙𝑎1 = (𝑓10, 𝑓11, 𝑓12, 𝑓13) = (𝑏1,0, 𝑏1,1, 𝑏1,2, 𝑏1,3) 

𝐹𝑖𝑙𝑎2 = (𝑔10𝑏1,3𝑏2,0, 𝑏1,0𝑏2,0 + 𝑔11𝑏1,3𝑏2,0, 𝑏1,1𝑏2,0 + 𝑔12𝑏1,3𝑏2,0, 𝑏1,2𝑏2,0 + 𝑔13𝑏1,3𝑏2,0) 

Extrayendo factor común  

𝐹𝑖𝑙𝑎2 = (𝑏2,0(𝑔10𝑏1,3), 𝑏2,0(𝑏1,0 + 𝑔11𝑏1,3), 𝑏2,0(𝑏1,1 + 𝑔12𝑏1,3), 𝑏2,0(𝑏1,2 + 𝑔13𝑏1,3)) 

𝐹𝑖𝑙𝑎2 = (𝑏2,0(𝑔10𝑓13), 𝑏2,0(𝑓10 + 𝑔11𝑓13), 𝑏2,0(𝑓11 + 𝑔12𝑓13), 𝑏2,0(𝑓12 + 𝑔13𝑓13)) 

𝐹𝑖𝑙𝑎3 = (𝑔10𝑏1,2𝑏2,0𝑏3,0 + 𝑔10𝑔13𝑏1,3𝑏2,0𝑏3 ,0, 𝑔11𝑏1,2𝑏2,0𝑏3,0 + 𝑔10𝑏1,3𝑏2,0𝑏3,0

+ 𝑔11𝑔13𝑏1,3𝑏2,0𝑏3,0, 𝑏1,0𝑏2,0𝑏3,0 + 𝑔12𝑏1,2𝑏2,0𝑏3,0 + 𝑔11𝑏1,3𝑏2,0𝑏3,0

+ 𝑔12𝑔13𝑏1,3𝑏2,0𝑏3,0, 𝑏1,1𝑏2,0𝑏3,0 + 𝑔13𝑏1,2𝑏2,0𝑏3,0 + 𝑔12𝑏1,3𝑏2,0𝑏3,0

+ 𝑔13
2 𝑏1,3𝑏2,0𝑏3,0) 

Extrayendo factor común  

𝐹𝑖𝑙𝑎3 = (𝑏3,0𝑔10𝑏2,0(𝑏1,2 + 𝑔13𝑏1,3), 𝑏3,0 (𝑏2,0(𝑔10𝑏1,3)

+ 𝑔11𝑏2,0(𝑏1,2 + 𝑔13𝑏1,3)) , 𝑏3,0 (𝑏2,0(𝑏1,0 + 𝑔11𝑏1,3)

+ 𝑔12𝑏2,0(𝑏1,2 + 𝑔13𝑏1,3)) , 𝑏3,0 (𝑏2,0(𝑏1,1 + 𝑔12𝑏1,3)

+ 𝑔13𝑏2,0(𝑏1,2 + 𝑔13𝑏1,3))) 
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𝐹𝑖𝑙𝑎3 = (𝑏3,0𝑔10𝑓23, 𝑏3,0(𝑓20 + 𝑔11𝑓23), 𝑏3,0(𝑓21 + 𝑔12𝑓23), 𝑏3,0(𝑓22 + 𝑔13𝑓23)) 

𝐹𝑖𝑙𝑎4 = (𝑔10𝑏1,1𝑏2,0𝑏3,0𝑏4,0 + 𝑔10𝑔13𝑏1,2𝑏2,0𝑏3,0𝑏4,0 + 𝑔10𝑔12𝑏1,3𝑏2,0𝑏3,0𝑏4,0

+ 𝑔10𝑔13
2 𝑏1,3𝑏2,0𝑏3,0𝑏4,0, 𝑔11𝑏1,1𝑏2,0𝑏3,0𝑏4,0 + 𝑔10𝑏1,2𝑏2,0𝑏3,0𝑏4,0

+ 𝑔11𝑔13𝑏1,2𝑏2,0𝑏3,0𝑏4,0 + 𝑔11𝑔12𝑏1,3𝑏2,0𝑏3,0𝑏4,0 + 𝑔10𝑔13𝑏1,3𝑏2,0𝑏3,0𝑏4,0

+ 𝑔11𝑔13
2 𝑏1,3𝑏2,0𝑏3,0𝑏4,0, 𝑔12𝑏1,1𝑏2,0𝑏3,0𝑏4,0 + 𝑔11𝑏1,2𝑏2,0𝑏3,0𝑏4,0

+ 𝑔12𝑔13𝑏1,2𝑏2,0𝑏3,0𝑏4,0 + 𝑔10𝑏1,3𝑏2,0𝑏3,0𝑏4,0 + 𝑔12
2 𝑏1,3𝑏2,0𝑏3,0𝑏4,0

+ 𝑔11𝑔13𝑏1,3𝑏2,0𝑏3,0𝑏4,0 + 𝑔12𝑔13
2 𝑏1,3𝑏2,0𝑏3,0𝑏4,0, 𝑏1,0𝑏2,0𝑏3,0𝑏4,0

+ 𝑔13𝑏1,1𝑏2,0𝑏3,0𝑏4,0 + 𝑔12𝑏1,2𝑏2,0𝑏3,0𝑏4,0 + 𝑔13
2 𝑏1,2𝑏2,0𝑏3,0𝑏4,0

+ 𝑔11𝑏1,3𝑏2,0𝑏3,0𝑏4,0 + 𝑔13
3 𝑏1,3𝑏2,0𝑏3,0𝑏4,0) 

Extrayendo factor común  

𝐹𝑖𝑙𝑎4 = (𝑏4,0𝑔10 (𝑏3,0 (𝑏2,0(𝑏1,1 + 𝑔12𝑏1,3)

+ 𝑔13𝑏2,0(𝑏1,2 + 𝑔13𝑏1,3))) , 𝑏4,0 (𝑏3,0𝑔10𝑏2,0(𝑏1,2 + 𝑔13𝑏1,3)

+ 𝑔11 (𝑏3,0 (𝑏2,0(𝑏1,1 + 𝑔12𝑏1,3) + 𝑔13𝑏2,0(𝑏1,2 + 𝑔13𝑏1,3)))), 

𝑏4,0 (𝑏3,0 (𝑏2,0(𝑔10𝑏1,3) + 𝑔11𝑏2,0(𝑏1,2 + 𝑔13𝑏1,3))

+ 𝑔12𝑏3,0 (𝑏2,0(𝑏1,1 + 𝑔12𝑏1,3)

+ 𝑔13𝑏2,0(𝑏1,2 + 𝑔13𝑏1,3))) , 𝑏4,0 (𝑏3,0 (𝑏2,0(𝑏1,0 + 𝑔11𝑏1,3)

+ 𝑔12𝑏2,0(𝑏1,2 + 𝑔13𝑏1,3))

+ 𝑔13𝑏3,0 (𝑏2,0(𝑏1,1 + 𝑔12𝑏1,3) + 𝑔13𝑏2,0(𝑏1,2 + 𝑔13𝑏1,3)))) 
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𝐹𝑖𝑙𝑎4 = (𝑏4,0𝑔10𝑓33, 𝑏4,0(𝑓30 + 𝑔11𝑓33), 𝑏4,0(𝑓31 + 𝑔12𝑓33), 𝑏4,0(f32 + g13f33)) 

 

VI.4 Algoritmo para la determinación de la inversa de una matriz y sus variantes  

Este algoritmo para el cálculo de la matriz inversa de una matriz no singular fue propuesto 

en (Freyre et al. 2015). 

Entrada: Polinomio 𝑥8 + 𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥2 + 1, primitivo definidor del campo 

𝐺𝐹(28). Polinomios primitivos 𝑔1(𝑥), 𝑔2(𝑥), 𝑔3(𝑥) ∈  𝐺𝐹(2
8)[𝑥] seleccionados a priori y 

que cumplen que: 𝑔𝑟(𝑔1(𝑥)) = 4, 𝑔𝑟(𝑔2(𝑥)) = 3, 𝑔𝑟(𝑔3(𝑥)) = 2). 

La matriz aleatoria 𝑀 =

(

 
 

b1,0 b1,1 b1,2 b1,3
c2,0 b2,0 b2,1 b2,2
c3,0 c3,1 b3,0 b3,1
c4,0 c4,1 c4,2 b4,0)

 
 

 

Donde:       𝑐𝑖,𝑗𝑦 𝑏𝑘,𝑡𝐺𝐹(2
8), (𝑏𝑘,0, 𝑏𝑘,1, … , 𝑏𝑘,𝑛−𝑘) ≠  0, 

𝑘 = 1,4̅̅ ̅̅ ,   𝑡 = 0,3̅̅ ̅̅ ,   𝑖 = 2,4 ̅̅ ̅̅ ̅𝑦 𝑗 = 0,2̅̅ ̅̅ ,  b1,𝑖 ≠  0, ∀ 𝑖. 

Salida: Matriz 𝐴−1.  

Cálculo de la fila i - ésima de 𝐴−1. 

Paso 1 

Entrada: (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3):= 𝑖 − é𝑠𝑖𝑚𝑜 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑐𝑎𝑛ó𝑛𝑖𝑐𝑜 

(𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + 𝑎3𝑥

3)(𝑏1,0 + 𝑏1,1𝑥 + 𝑏1,2𝑥
2 + 𝑏1,3𝑥

3)
−1
 𝑚𝑜𝑑𝑔1(𝑥) 

𝑎0̂ + 𝑎1̂ 𝑥 + 𝑎2̂𝑥
2 + 𝑎3̂𝑥

3: = 𝑥𝑖−1(𝑏1,0 + 𝑏1,1𝑥 + 𝑏1,2𝑥
2 + 𝑏1,3𝑥

3)
−1
 𝑚𝑜𝑑𝑔1(𝑥) 

Salida: (𝑎0 ,̂ 𝑎1̂, 𝑎2̂, 𝑎3̂) 

Paso 2: 

Entrada: (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3):= (𝑎0 ,̂ 𝑎1̂, 𝑎2̂, 𝑎3̂) 
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𝑎1̂ + 𝑎2̂𝑥 + 𝑎3̂𝑥
2: = (𝑎1 + 𝑎2𝑥 + 𝑎3𝑥

2)(𝑏2,0 + 𝑏2,1𝑥 + 𝑏2,2𝑥
2)
−1
 𝑚𝑜𝑑𝑔2(𝑥)  

 𝑎0 ̂ ≔ 𝑎0 + 𝑐2,0 𝑎1  ̂ 

Salida: (𝑎0 ,̂ 𝑎1̂, 𝑎2̂, 𝑎3̂) 

Paso 3: 

Entrada: (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3):= (𝑎0 ,̂ 𝑎1̂, 𝑎2̂, 𝑎3̂) 

𝑎2̂ + 𝑎3̂𝑥:= (𝑎2 + 𝑎3𝑥)(𝑏3,0 + 𝑏3,1𝑥)
−1
 𝑚𝑜𝑑𝑔3(𝑥) 

𝑎0  ̂ ≔ 𝑎0 + 𝑐3,0 𝑎2  ̂;  𝑎1  ̂ ≔ 𝑎1 + 𝑐3,1 𝑎2  ̂ 

Salida: (𝑎0 ,̂ 𝑎1̂, 𝑎2̂, 𝑎3̂) 

Paso 4: 

Entrada: (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3):= (𝑎0 ,̂ 𝑎1̂, 𝑎2̂, 𝑎3̂) 

𝑎3  ̂ ≔ 𝑎3(𝑏4,0 )
−1
;  𝑎0  ̂ ≔ 𝑎0 + 𝑐4,0 𝑎3  ̂;  𝑎1  ̂ ≔ 𝑎1 + 𝑐4,1 𝑎3  ̂;   𝑎2  ̂ ≔ 𝑎2 + 𝑐4,2 𝑎3  ̂ 

Cuando la matriz M tiene la forma  

(

 
 

b1,0 b1,1 b1,2 b1,2
0 b2,0 0 0

0 0 b3,0 0

0 0 0 b4,0)

 
 

 

El algoritmo de cálculo de la inversa adopta la forma  

Fila i - ésima de 𝐴−1. 

Paso 1 

Entrada: (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3):= 𝑖 − é𝑠𝑖𝑚𝑜 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑐𝑎𝑛ó𝑛𝑖𝑐𝑜 

(𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + 𝑎3𝑥

3)(𝑏1,0 + 𝑏1,1𝑥 + 𝑏1,2𝑥
2 + 𝑏1,3𝑥

3)
−1
 𝑚𝑜𝑑𝑔1(𝑥) 

= 𝑥𝑖−1(𝑏1,0 + 𝑏1,1𝑥 + 𝑏1,2𝑥
2 + 𝑏1,3𝑥

3)
−1
 𝑚𝑜𝑑𝑔1(𝑥) = 𝑎0̂ + 𝑎1̂ 𝑥 + 𝑎2̂𝑥

2 + 𝑎3̂𝑥
3 

Salida: (𝑎0 ,̂ 𝑎1̂, 𝑎2̂, 𝑎3̂) 
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Paso 2: 

Entrada: (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3):= (𝑎0 ,̂ 𝑎1̂, 𝑎2̂, 𝑎3̂) 

𝑎1̂ + 𝑎2̂𝑥 + 𝑎3̂𝑥
2: = (𝑎1 + 𝑎2𝑥 + 𝑎3𝑥

2)(𝑏2,0)
−1
 𝑚𝑜𝑑𝑔2(𝑥) 

𝑎0  ̂ ≔ 𝑎0 

Salida: (𝑎0 ,̂ 𝑎1̂, 𝑎2̂, 𝑎3̂) 

Paso 3: 

Entrada: (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3):= (𝑎0 ,̂ 𝑎1̂, 𝑎2̂, 𝑎3̂) 

𝑎2̂ + 𝑎3̂𝑥:= (𝑎2 + 𝑎3𝑥)(𝑏3,0)
−1
 𝑚𝑜𝑑𝑔3(𝑥);  𝑎0  ̂ ≔ 𝑎0;   𝑎1  ̂ ≔ 𝑎1 

Salida: (𝑎0 ,̂ 𝑎1̂, 𝑎2̂, 𝑎3̂) 

Paso 4: 

Entrada: (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3):= (𝑎0 ,̂ 𝑎1̂, 𝑎2̂, 𝑎3̂) 

𝑎3  ̂ ≔ 𝑎3(𝑏4,0 )
−1
; 𝑎0  ̂ ≔ 𝑎0;  𝑎1  ̂ ≔ 𝑎1;   𝑎2  ̂ ≔ 𝑎2 

Cuando la matriz M tiene la forma  

(

b1,0 b1,1 b1,2 b1,2
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

) 

El algoritmo de cálculo de la inversa adopta la forma  

Fila i - ésima de 𝐴−1. 

Paso 1 

Entrada: (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3):= 𝑖 − é𝑠𝑖𝑚𝑜 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑐𝑎𝑛ó𝑛𝑖𝑐𝑜 

(𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + 𝑎3𝑥

3)(𝑏1,0 + 𝑏1,1𝑥 + 𝑏1,2𝑥
2 + 𝑏1,3𝑥

3)
−1
 𝑚𝑜𝑑𝑔1(𝑥) 

= 𝑥𝑖−1(𝑏1,0 + 𝑏1,1𝑥 + 𝑏1,2𝑥
2 + 𝑏1,3𝑥

3)
−1
 𝑚𝑜𝑑𝑔1(𝑥) = 𝑎0̂ + 𝑎1̂ 𝑥 + 𝑎2̂𝑥

2 + 𝑎3̂𝑥
3 

Salida: (𝑎0 ,̂ 𝑎1̂, 𝑎2̂, 𝑎3̂) 
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Paso 2: 

Entrada: (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3):= (𝑎0 ,̂ 𝑎1̂, 𝑎2̂, 𝑎3̂) 

𝑎1̂ + 𝑎2̂𝑥 + 𝑎3̂𝑥
2 : = (𝑎1 + 𝑎2𝑥 + 𝑎3𝑥

2) 𝑚𝑜𝑑𝑔2(𝑥)  

(𝑎1̂, 𝑎2̂, 𝑎3̂):= (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) ; 𝑎0  ̂ ≔ 𝑎0 

Salida: (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) 

Paso 3: 

Entrada: (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) 

𝑎2̂ + 𝑎3̂𝑥 ≔ (𝑎2 + 𝑎3𝑥) 𝑚𝑜𝑑𝑔3(𝑥) 

(𝑎2̂, 𝑎3̂): = (𝑎2, 𝑎3);  𝑎0 ̂ ≔ 𝑎0;  𝑎1  ̂ ≔ 𝑎1  

Salida: (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) 

Paso 4: 

Entrada: (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) 

𝑎3  ̂ ≔ 𝑎3; 𝑎0  ̂ ≔ 𝑎0;  𝑎1  ̂ ≔ 𝑎1;   𝑎2  ̂ ≔ 𝑎2 

Salida: (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) 

En resumen el cálculo de la i-ésima fila se reduce a un solo paso.  

Entrada: (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3):= 𝑖 − é𝑠𝑖𝑚𝑜 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑐𝑎𝑛ó𝑛𝑖𝑐𝑜 

𝑥𝑖−1(𝑏1,0 + 𝑏1,1𝑥 + 𝑏1,2𝑥
2 + 𝑏1,3𝑥

3)
−1
 𝑚𝑜𝑑𝑔1(𝑥) =  𝑎0̂ + 𝑎1̂ 𝑥 + 𝑎2̂𝑥

2 + 𝑎3̂𝑥
3 

Salida: 𝐹𝑖𝑙𝑎𝑖 ≔ (𝑎0 ,̂ 𝑎1̂, 𝑎2̂, 𝑎3̂) 

VI.5 Determinantes de las submatrices de orden dos del epígrafe 3.1.1 

1. 𝛼2 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼7 + (1 + 𝛼 + 𝛼4 + 𝛼7)𝑏10 + 𝛼
6𝑏10
2 , 

2. 1 + 𝛼 + 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼7 + (1 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼5 + 𝛼7)𝑏10 + (𝛼 + 𝛼
3 + 𝛼5 + 𝛼7)𝑏10

2 , 

3. 𝛼2 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼7 + (1 + 𝛼2 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼7)𝑏10 + (𝛼
3 + 𝛼5)𝑏10

2 , 

4. 1 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼6 + (𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼6)𝑏10, 
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5. 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼7 + (1 + 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼4 + 𝛼5)𝑏10, 

6. 1 + 𝛼4 + 𝛼6 + 𝛼7 + (𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼7)𝑏10, 

7. 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼4 + 𝛼5 + (𝛼 + 𝛼3 + 𝛼5)𝑏10 + (1 + 𝛼 + 𝛼
3 + 𝛼4)𝑏10

2 , 

8. 1 + 𝛼6 + (1 + 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼6)𝑏10 + (1 + 𝛼 + 𝛼
3 + 𝛼4 + 𝛼6)𝑏10

2 , 

9. 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼4 + 𝛼5 + (𝛼 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼6)𝑏10 + (1 + 𝛼
2)𝑏10

2 , 

10. 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼6 + (𝛼4 + 𝛼6)𝑏10, 

11. 1 + 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼6 + (1 + 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼5)𝑏10, 

12. 𝛼 + 𝛼2 + (1 + 𝛼3 + 𝛼7)𝑏10, 

13. 𝛼2 + 𝛼7 + (1 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼5)𝑏10 + (1 + 𝛼 + 𝛼
2 + 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼7)𝑏10

2 , 

14. 1 + 𝛼 + 𝛼4 + 𝛼6 + 𝛼7 + (1 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼6 + 𝛼7)𝑏10 + (𝛼
3 + 𝛼4 +

𝛼7)𝑏10
2 , 

15. 𝛼2 + 𝛼7 + (1 + 𝛼3 + 𝛼5 + 𝛼6)𝑏10 + (1 + 𝛼
4 + 𝛼5 + 𝛼7)𝑏10

2 , 

16. 1 + 𝛼 + 𝛼5 + 𝛼7𝑏10, 

17. 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼4 + 𝛼7 + (𝛼 + 𝛼3 + 𝛼5 + 𝛼6 + 𝛼7)𝑏10, 

18. 1 + 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼6 + 𝛼7 + (𝛼 + 𝛼2 + 𝛼4 + 𝛼6 + 𝛼7)𝑏10, 

19. 𝛼3 + 𝛼5 + (1 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼6 + 𝛼7)𝑏10 + (𝛼 + 𝛼
2 + 𝛼3)𝑏10

2 , 

20. 1 + 𝛼3 + 𝛼4 + (1 + 𝛼 + 𝛼3 + 𝛼7)𝑏10 + (𝛼
3 + 𝛼4 + 𝛼6 + 𝛼7)𝑏10

2 , 

21. 𝛼 + 𝛼7 + (1 + 𝛼2 + 𝛼5)𝑏10 + (1 + 𝛼 + 𝛼
2 + 𝛼4 + 𝛼7)𝑏10

2 , 

22. 1 + 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼6 + (𝛼 + 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼5)𝑏10 + (1 + 𝛼 + 𝛼
3 +

𝛼5 + 𝛼6 + 𝛼7)𝑏10
2 , 

23. 1 + 𝛼2 + 𝛼4 + 𝛼6 + 𝛼7 + (𝛼 + 𝛼2 + 𝛼4 + 𝛼6)𝑏10 + (𝛼 + 𝛼
6 + 𝛼7)𝑏10

2 , 

24. 1 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼6 + 𝛼7 + (1 + 𝛼2 + 𝛼7)𝑏10 + (1 + 𝛼
2 + 𝛼4 + 𝛼5 +

𝛼6)𝑏10
2 , 
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25. 𝛼2 + 𝛼6 + (𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼7)𝑏10 + (1 + 𝛼
2 + 𝛼3 + 𝛼6 + 𝛼7)𝑏10

2 , 

26. 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼6 + 𝛼7 + (1 + 𝛼 + 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼6)𝑏10 + (1 + 𝛼 + 𝛼
2 + 𝛼3 + 𝛼5 +

𝛼7)𝑏10
2 , 

27. 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼4 + 𝛼7 + (𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼5 + 𝛼6 + 𝛼7)𝑏10 + (𝛼
5 + 𝛼6 + 𝛼7)𝑏10

2 , 

28. 𝛼 + 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼6 + (𝛼 + 𝛼3)𝑏10 + (𝛼
5 + 𝛼7)𝑏10

2 , 

29. 1 + 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼6𝑏10 + (𝛼
2 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼7)𝑏10

2 , 

30. 1 + 𝛼4 + 𝛼5 + (𝛼4 + 𝛼6)𝑏10 + (1 + 𝛼
2 + 𝛼4 + 𝛼6 + 𝛼7)𝑏10

2 , 

31. 𝛼3 + 𝛼5 + 𝛼6 + 𝛼7 + (𝛼 + 𝛼2)𝑏10 + (1 + 𝛼 + 𝛼
2 + 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼7)𝑏10

2 , 

32. 𝛼3 + 𝛼6 + (1 + 𝛼 + 𝛼7)𝑏10 + (1 + 𝛼
3 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼6)𝑏10

2 , 

33. 1 + 𝛼 + 𝛼7 + (1 + 𝛼 + 𝛼5 + 𝛼6)𝑏10 + (1 + 𝛼
3 + 𝛼6 + 𝛼7)𝑏10

2 , 

34. 1 + 𝛼5 + (𝛼2 + 𝛼4 + 𝛼6)𝑏10 + (𝛼 + 𝛼
3 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼6 + 𝛼7)𝑏10

2 , 

35. 1 + 𝛼2 + 𝛼5 + 𝛼6 + (1 + 𝛼2 + 𝛼6 + 𝛼7)𝑏10 + (1 + 𝛼
3 + 𝛼7)𝑏10

2 , 

36. 𝛼 + 𝛼2 + 𝛼3 + (1 + 𝛼5 + 𝛼6)𝑏10 + (1 + 𝛼
3 + 𝛼5 + 𝛼6)𝑏10

2  
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