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RESUMEN

Desde 1893 el matematico francés Jacques S. Hadamard comenzo su estudio
sobre las matrices que hoy llevan su nombre, surgio la llamada conjetura de
Hadamard, el cual sigue siendo un problema de interés tanto teérico como
practico. En el presente trabajo se harad una resefia sobre los principales
resultados conocidos sobre las matrices de Hadamard, asi como un resultado
propio basado en cierta equivalencia geométrica de la conjetura.
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Introduccion

El interés por las matrices de Hadamard (aunque fueron consideradas por
primera vez en 1867 en un problema de teselaciones), surge a finales del siglo
XIX cuando Hadamard demuestra que este tipo de matrices facilitan soluciones
para el problema de hallar la matriz cuadrada de orden n con entradas reales
|la;j| < k para cierto k > 0, de determinante maximo. En verdad, para una matriz

A de este tipo, se tiene que |A| < k™nz, cota que se alcanza para una matriz k *
H siendo H una matriz de Hadamard de orden n, Ademas Hadamard demostré
gue este tipo de matrices son las Unicas que alcanzan dicha cota.[1]

En la actualidad son muchas las aplicaciones de las matrices de Hadamard,
ejemplo en la criptografia, para la estimacion de caracteres binarios que se
alteran (cambian su valor) al recibir un mensaje, o en el uso de la transformada
de Walsh-Hadamard, un algoritmo rapido para computar algunas secuencias con
buenas propiedades criptograficas o para el procesamiento de imagenes, tanto
para compresion con pérdida de pixeles como para algoritmos de inteligencia
artificial en la rama de computacion afectiva. Mas recientemente han venido
surgiendo aplicaciones en la computacién cuantica que requiere el uso de
matrices de Hadamard.[2]

Preguntas cientificas:

1. ¢Existen matrices de Hadamard para cualquier orden multiplo de 47?
2. ¢ Como construir una matriz de Hadamard de un orden especifico?

La primera pregunta veremos que coincide con la conjetura de Hadamard, la cual
sigue siendo un problema abierto, de la segunda pregunta se veran algunas
construcciones conocidas y se propondra una construccion la cual no es
computacionalmente superior a las conocidas, pero con la capacidad de probar
la existencia de una gran cantidad de valores para los cuales existe matriz de
Hadamard. Dicho esto, podemos plantear el objetivo general de la tesis.



Objetivo:

- Lograr un avance tedrico con respecto a la conjetura de Hadamard,
mediante el uso de un enfoque novedoso.

De acuerdo al objetivo sefialado se puede establecer que el objeto de
investigacion es la conjetura de Hadamard y el campo de accién de dicha
investigacion se va a centrar en las matrices de Hadamard y en como
construirlas.

Para cumplir con el objetivo planteado se traza un plan de trabajo el cual sera:

1. Conocer y profundizar en los principales resultados conocidos sobre
matrices de Hadamard y sobre la famosa conjetura.

2. Plantear los fundamentos tedricos que sean necesarios para llevar a cabo
el objetivo general

3. Proponer un algoritmo matematico que genere matrices de Hadamard de
algunos ordenes, desarrollar ejemplos de dicho algoritmo para observar
sus resultados en casos pequefios y manejables por una persona.

4. Demostrar que dicho algoritmo es capaz de generar matrices de Hadamard
de orden multiplo de 8.

Se puede ver reflejado en los puntos 3 y 4 a tratar que hay novedad cientifica,
mas adelante veremos algunas cotas asintoticas para la existencia de matrices
de Hadamard, las cuales estan actualizadas y el resultado final del trabajo
presente es cualitativamente superior a las encontradas en bibliografias
consultadas.



Capitulo 1: Introduccion a las matrices de Hadamard y fundamentos
teoricos.

En el presente capitulo se trataran la mayoria de los resultados conocidos sobre
matrices de Hadamard, asi como la teoria necesaria para llegar a resultados que
permitiran lograr un avance cualitativo en la conjetura de Hadamard. Se
comenzara por aclarar las definiciones lingtiisticas y el significado matematico de
axiomas, teoremas y conjeturas, luego se desarrollaran todos los fundamentos
tedricos que seran necesarios para culminar el trabajo. Por ultimo, se vera la
definicion de matriz de Hadamard y sus construcciones mas frecuentes para
algunos tamanios.

1.1 Axiomas, Teoremas y Conjeturas.

Axioma:

Un axioma es una proposiciéon asumida dentro de un cuerpo teorico sobre la cual
descansan otros razonamientos y proposiciones deducidas de esas premisas.

Introducido originalmente por los matematicos griegos del periodo helenistico, el
axioma se consideraba como una proposicidon “evidente” y que se aceptaba sin
requerir demostracion previa. La palabra axioma proviene del sustantivo griego
agiwpa, que significa “lo que parece justo” o, que se le considera evidente, sin
necesidad de demostracion. El término viene del verbo griego aideiv (axioein),
que significa “valorar”, que a su vez procede de a&iog (axios): “valioso” o “digno”.
Entre los fildsofos griegos antiguos, un axioma era lo que parecia verdadero sin
necesidad de prueba alguna.

Limitaciones de los sistemas axiomaticos:

A mediados del siglo XX, Kurt Goédel demostré sus famosos teoremas de
incompletitud. Estos teoremas mostraban que, aunque un sistema de axiomas
recursivos estuviera bien definido y fuera consistente, los sistemas axiomaticos
con esos sistemas de axiomas sufren de limitaciones graves. Es importante notar
aqui la restriccidon de que el sistema de axiomas sea recursivamente enumerable,
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es decir, que el conjunto de axiomas forme un conjunto recursivamente
enumerable dada una codificacién o gbdelizacion de los mismos. Esa condicion
técnica se requiere ya que si el conjunto de axiomas no es recursivo entonces la
teoria ni siquiera sera decidible.

Con esa restriccion Godel demostré, que si la teoria admite un modelo de cierta
complejidad siempre hay una proposicion P verdadera pero no demostrable.
Godel prueba que en cualquier sistema formal que incluya aritmética puede
generarse una proposicion P mediante la cual se afirme que este enunciado no
es demostrable.

Teorema:

Un teorema es una proposicion que afirma una verdad demostrable. En
matematicas, es toda proposicion que partiendo de un supuesto (hipoétesis),
afirma una racionabilidad (tesis) no evidente por si misma.

También puede decirse que un teorema es una formula bien formada que puede
ser demostrada dentro de un sistema formal, partiendo de axiomas u otros
teoremas. Demostrar teoremas es un asunto central en la l6gica matematica. Los
teoremas también pueden ser expresados en lenguaje natural formalizado.

Los teoremas generalmente poseen un numero de premisas que deben ser
enumeradas o aclaradas de antemano. La conclusion del teorema es una
afirmacion logica o matematica que es verdadera bajo las condiciones dadas. El
contenido informativo del teorema es la relacion que existe entre las hipoétesis y
la tesis o conclusion.

Un teorema requiere de un marco logico; este marco consistird en un conjunto
de axiomas (sistema axiomatico) y un proceso de inferencia, el cual permite
derivar teoremas a partir de los axiomas y teoremas que han sido derivados, pero
No son axiomas.

En Iogica proposicional y de primer orden, cualquier afirmacion demostrada se
denomina teorema. Mas concretamente en logica se llama demostracion a una
secuencia finita de féormulas bien formadas (formulas logicas bien formadas) F1,

..., Fn, tales que cada Fj es o bien un axioma o bien un teorema que se sigue de
dos formulas anteriores Fj y Fi (tales que j<i y k<i) mediante una regla de

deduccion. Dada una demostracion como la anterior si el elemento final Fn no es
5



un axioma entonces es un teorema. Resumiendo lo anterior puede decirse
formalmente, un teorema es una férmula bien formada, que no es un axioma, y
gue puede ser el elemento final de alguna demostracion, es decir, un teorema es
una formula bien formada para la cual existe una demostracion.

Conjetura:

Por conjetura se entiende el juicio que se forma (moral, ético o matematico) de
las cosas o sucesos por indicios y observaciones. En matemaéticas, el concepto
de conjetura se refiere a una afirmacion que se supone cierta, pero que no ha
sido probada ni refutada hasta la fecha. Una vez que se demuestra la veracidad
de una conjetura, esta pasa a ser considerada un teorema de pleno derecho y
puede utilizarse como tal para construir otras demostraciones formales.

1.2 Teoria Previa.

1.2.1- Espacios afines y conjunto de puntos afinmente independientes.

Se dice que un punto P es combinacion lineal afin de los n puntos P;, P,, ... B, Si
se tiene que existen escalares a; tales que P =qa, *P, +a, * P, + -+ a, * P,,
siendo a; + a, + -+ a,, = 1. Por ejemplo, una recta es el conjunto de los puntos
gue son combinaciones lineales afines de dos cualesquiera de sus puntos. Un
sistema de n puntos P,, P,, ..., B, es afinmente independiente si ninguno de ellos
es combinacion lineal afin de los demas. Por ejemplo, un conjunto de tres puntos
no colineales, o de cuatro puntos no coplanares, es un conjunto afinmente
independiente.

En un espacio de dimensién n se pueden tener sistemas de puntos afinmente
independientes de hasta n + 1 vectores del espacio.



1.2.2- Producto Kronecker de matrices.

Si A = (a;;) es una matriz m X m y B;,B,,...,B, son matrices n X n, el
producto de Kronecker A @ (B;,B,,...,B,;) s la matriz cuadrada de orden

mn X mn siguiente:
(‘11131 almBm>
amlBl ammBm

Que es la matriz resultante de multiplicar cada fila de A por el sistema de matrices
B; y escribirlo como matriz en bloque.

En el caso que B, =B, =--=B,, =B se denota como A® B al producto
Kronecker de dos matrices A y B.[3]

1.2.3- Operaciones en Z,-espacios.

Sea Z7% un espacio vectorial sobre el campo Z, sus operaciones son:
El producto por un escalar como producto componente a componente, 0 sea:
ax = (a© x,a O xy,..,a O xy)
Donde a © x; = a * x; mod (2).
La suma de vectores, extendida como suma por componentes:
x+y=0x Dy, x2 DYz, Xn D yn)
Donde x; @ y; = x; + y; mod(2).

Si ademas consideramos el producto de vectores como el producto por
componentes:

x*xy = (%3 OY1,% O Yz Xy O Yp)

El espacio presenta estructura de k-algebra. Ademas tiene caracteristica 2 o sea
x+x=0Vx €Zy



Esta estructura se puede dotar también de una métrica conocida como distancia
de Hamming:

d(x,y) =cntB(x+y)

Donde cntB(x) = cantidad de componentes iguales a 1 de x.

1.2.4- Matrices de Conferencia.

Un grupo de matrices comunes asociadas a las matrices de Hadamard son las
llamadas matrices de conferencia (nombradas asi por su aplicacion en los
circuitos telefonicos).

Una matriz es de conferencia si tiene 0 en su diagonal principal y +1 en las demas
posiciones y cumple que:

CnCrtl =(n-DI,

Se tiene que si C,, es una matriz de conferencia de orden n > 1, entonces n es
multiplo de 2.

Ademas se tienen los resultados que, si C,, es una matriz de conferencia simétrica

I,+¢C, -I,+C,
<_In + Cn _In - Cn
una matriz de conferencia antisimétrica entonces I, + C,, €S una matriz de
Hadamard.[4]

entonces H,,, = ) es una matriz de Hadamard y si C,, es

1.2.5 - Simplex en un espacio n-dimensional

Concepto de conjunto convexo: Un subconjunto A del espacio R" se llama
convexo, si para cualesquiera dos puntos P,Q el segmento que los une esta
contenido en A. La envoltura convexa de un conjunto A es el menor conjunto
convexo que contiene a A, esto es equivalente a la interseccion de todos los
conjuntos convexos que contienen a A.



Concepto de simplex: Un simplex, en el espacio euclidiano R", es definido como
la envoltura convexa de un conjunto de m puntos, m<n+1, que sean afinmente
independientes.

Simplex Regular: Un simplex se llama regular si la distancia entre dos
cualesquiera de sus puntos es la misma. Por ejemplo, son simplexes regulares
un triangulo equilatero y un tetraedro regular. Este Gltimo es una figura de cuatro
vértices y cuatro caras, siendo éstas triangulos equilateros.

1.3 Matrices de Hadamard.

Fueron inventadas por Sylvester en 1867, aunque en 1893 fueron consideradas
por Hadamard y es a él a quien deben su hombre. Una matriz de Hadamard es
una matriz cuadrada n X n, de componentes enteros, iguales a -1 o a 1, tal que
sus vectores filas son ortogonales(para el producto escalar usual en R") dos a
dos. Esto significa que el producto escalar de dos cualesquiera de sus filas es
igual a cero.[5]

1.3.1- Propiedades.

Hadamard demostrd que para una tal matriz el niUmero n es necesariamente igual
a 2 o es un multiplo de 4, esto es, de laforman = 4k, siendo k un nimero natural.
Comparando dos de las filas resulta que la mitad de los componentes adyacentes
son del mismo signo mientras que la otra mitad son de signo contrario. Esto
implica que n es necesariamente un numero par. Una matriz de Hadamard
continda siéndolo si se multiplica por -1 cualquiera de sus filas o de sus columnas.
Lo mismo ocurre si se permutan sus filas o sus columnas. Dos matrices de
Hadamard se consideran equivalentes si una se obtiene de la otra por
permutacion de filas o columnas, o cambio de signo de algunas de sus filas o
columnas. En cada clase de equivalencia podemos elegir una matriz cuya
primera fila esta formada solo por unos.



Si H,, es una matriz de Hadamard de n X n, donde la primera fila esta formada
nn-1)
2

sélo por unos, entonces es el niumero de entradas iguales a -1 mientras

nn+1)

que es el nimero de entradas iguales a 1.

Una matriz de Hadamard de tamafio n es solucion del llamado problema del
determinante maximo. Es decir, tiene el determinante maximo posible, en valor

absoluto, para cualquier matriz compleja con componentes q;; tales que |aij| <1

(Brenner y Cummings 1972). Este maximo valor es nz. Una definicion equivalente
de matriz de Hadamard viene dada por la igualdad H, H! = nl,, donde I,, denota
a la matriz identidad y H} es la matriz transpuesta de H,,.

1.3.2 - Métodos de construccidon de matrices de Hadamard.

En el presente epigrafe se presentaran algunas de las construcciones mas
conocidas y a su vez las mas simples de matrices de Hadamard, existen muchas
mas, las cuales se basan en otro tipo de ideas.

Construccién de Sylvester:

Teorema: EI producto Kronecker de matrices de Hadamard es una matriz de
Hadamard

1 1
1 -1
entonces se puede definir de manera recursiva H,x = H, @ H,k-1 son matrices
de Hadamard de orden potencia de 2. Esta construccion es la mas conocida,
tiene sus aplicaciones en transformadas discretas donde se utilizan algoritmos
basados en la construccién de Sylvester para reducir el tamafio de una imagen
con la menor perdida de informacion posible, también en la criptografia para el
calculo del error aproximado de la cantidad de informacion que se pierde con
respecto al mensaje original.[6]

Luego sea H, = ( ) una matriz de Hadamard de orden 2 pues H,H! = 21,
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Construccion de Payley:

Vamos a utilizar una construccion directa de algunas matrices de conferencia
para ordenes especificos. En el resto de la presente seccion g denotara una
potencia positiva de un primo impar. En el campo GF, se define la funcion X
llamada simbolo de Legendre mediante:

0, six=0
X(x)=1{ Llsidala*=x
—1,siAdala’=x

Enumerando los elementos de GF(q) como 0 = ay,ay,,...,a,—; definanse la
matriz Q = (g;;) de tamafo gxq (llamada matriz de Jacobsthal) mediante:

q; = X(a;—a;),0< i,j<q

Notese que Q es simétrica si g = 1 (mod 4) y antisimétrica si g = 3

(mod 4).
0 1 1
Lo cual nos permite formar la matriz C,,; = -l—_:l " |donde el signo de
P 0
+1 ..

la primera columna se escoge de forma tal que la matriz de conferencia sea
simétrica o antisimétrica luego se puede asegurar gracias a esto que:

Paratodo g = p* existe una matriz de Hadamard de orden q + 1 si q = 3 (mod4)
y de orden 2(q + 1) si g = 1(mod4).

Ejemplo parap = 7:
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0 1
-1 Q

antisimétrica 'y Cg + I3 es una matriz de Hadamard de tamafio 8.[7]

Como 7 = 3(mod4) entonces Cg = ( ) es una matriz de conferencia

Matrices cociclica:

Sea (G,©®) un grupo de 4t elementos , G = {g; = 1, g5, ..., gat}- Se define como
matriz cociclica sobre G a la matriz:

f(91,91) (91, 92) v f(91,9at)
M= | F9290 19292) - [(9294)

F(Ga0rgD) FGangs) - f(Garr Gor)

Cuya entrada (i,j) viene dada por la funcién f(g;,g;) , donde f es un 2-ciclo
sobre (G,©), es decir, una funcion f: GxG — {1,—1} que cumple:

f(9i.9;) * (995 9¢) = (95, 9¢) * £ (91, 9,9¢) V1<ij<4t

Proposicion: Una matriz cociclica es de Hadamard si y solo si la suma de los

elementos de cualquier fila, salvo la primera, es nula, o sea si Zj?ilf(gi,gj) =0,

con 2 <i < 4t.[8]
Es de destacar las ventajas de trabajar con matrices cociclicas de Hadamard:

1. Eltest cociclico, para comprobar que una matriz cociclica es de Hadamard,
actia en 0(t?), mejor que el algoritmo usual para las matrices de
Hadamard, no necesariamente cociclicas, que tiene complejidad 0(t*)

t
2. El espacio de busqueda se reduce de (4(35)1) que es el de todas las matrices

binarias con la primera fila en 1s y las demas con la mitad de sus
componentes 1y las otras -1, a 2 , suponiendo que G tiene una base para
2-cociclos de tamanio s.[9]
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Capitulo 2: Conjetura de Hadamard.

En el presente capitulo se presenta la conjetura de Hadamard con los principales
avances que se conocen sobre la misma. Se propone un método de construccién
de matrices de Hadamard basado en la inmersién de un 3-simplex en el espacio
Z%, luego se tratan varios ejemplos particulares del método y se trata de buscar
una regularidad a la hora de generalizar el algoritmo a seguir. Finalmente se
formalizan las ideas seguidas durante el proceso de construccion.

2.1 Presentacion de la Conjetura y su equivalencia geomeétrica.

Hadamard demostré que para una tal matriz el nimero n es necesariamente
igual a 1, 2 0 es un multiplo de 4, esto es, de laforman = 4k, siendo k un nUmero
natural. Esta demostracion se basa en el hecho de que si una matriz H,, es de
Hadamard entonces: negar una de sus filas o columnas resulta en una matriz de
Hadamard, ademas permutar filas o columnas resulta también en una matriz de
Hadamard. Con esto se puede escribir cualquier matriz de Hadamard de forma
gue sus tres primeras filas sean:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
(—1 -1 -1 .. -1 -1 -1 .. 1.1 1 .. 1 1 1>
1 1 1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 -1

Denominando a los 4 bloques como i,j,k,l se tiene el sistema dado por la
ortogonalidad de las filas:

i+j—k—1=0
i—j+k—1=0
i—j—k+1=0

De donde se puede obtener que i = j = k = [ luego n = 4i para algun i € N.[10]
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2.1.1- Conjetura de Hadamard:

La conjetura de Hadamard, atribuida a Payley surge a partir de la pregunta de si
el reciproco de la demostraciéon de Hadamard de que si existe una matriz de
Hadamard de orden mayor que 2 entonces dicha matriz es de orden multiplo de
4.

Conjetura de Hadamard: Para todo n multiplo de 4, es decir n = 4k, para algun
k natural, existe alguna matriz de Hadamard de tamafio n.

Respecto a la conjetura se han logrado varias aproximaciones, algunas formas
de construirlas como las vistas en el capitulo 1, otras de caracter asintotico, como,
por ejemplo:

Seberry demostro que dado un numero impar m > 3, existe una matriz de
Hadamard de orden 2tm VvVt = 2log,(m — 3) + 1. [11, 12]

Craigen demostré que para todo numero positivo impar m existe una matriz de
Hadamard de orden 22%’m siendo b el nimero de digitos no nulos de la
representacion binaria de m. [13]

Recientemente ha sido demostrado que Ve > 0 el conjunto de niumeros impares
k para los cuales hay una matriz de Hadamard de orden k22*€tlog2k tiene
densidad positiva en el conjunto de los nimeros naturales. De igual modo se ha
demostrado que hay una matriz cociclica de Hadamard de orden 21%ttq para t >

8[1%21(+1)] siendo g un nimero impar.[14, 15]

2.1.2 Equivalencia de la conjetura.

Definicion: Sea B,, una matriz booleana de orden n se llama asociada a una matriz
. . . Hu+E

de Hadamard si cumple que existe una matriz de Hadamard H,, tal que B, = ——

donde E,, denota a la matriz tautologica(igual a 1 en todas sus posiciones).

Proposicion 1:
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Si B,, es una matriz booleana asociada a una matriz de Hadamard entonces las
filas de B, definen un simplex regular en Z% con lados de longitud g para la

distancia Hamming y \E para la distancia euclidiana.

Demostracion:

Si B,, asociada a una matriz de Hadamard H,, entonces sea H; la i-ésima fila de
la matriz, entonces }.3_, hjxhj, = < H;, H; >= 0 Vi # j implica que la cantidad de
posiciones en que coinciden H; y H; es igual a la cantidad de posiciones distintas,
luego la cantidad de posiciones en la cual difieren es % gue es la distancia

Hamming para las filas de la matriz booleana asociada. Luego como de distancia
Hamming a distancia euclidiana el Z} se puede pasar hallando la raiz cuadrada
de la distancia Hamming entonces se cumple la proposicion.

Proposicion 2:

Si se tiene un simplex de n vértices en Z% de Iados% paran multiplo de 4 entonces
existe una matriz de Hadamard de orden n.

Demostracion:

Sea el simplex V = {Py, P,, ..., P,} se cumple que < P;,P; >= 0V i # j por lo cual
se puede construir una matriz booleana B, tal que H,, = 2B,, — E,,, €S una matriz
de Hadamard, pues el producto de sus filas distintas es cero y el producto de
cada fila consigo misma es igual a 1.

Juntando las proposiciones 1 y 2 se tiene la conjetura equivalente a la de
Hadamard.

Conjetura 1: Para todo espacio Z3* existe un simplex de 4k vértices y con sus
lados de longitud 2k.

Proposicion 3:

Si existe un simplex como en la conjetura 1, entonces existe uno tal que tiene un
vértice en el origen.
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Demostracion:

Partiendo del hecho que las distancias son invariantes a traslaciones y que una
traslaciéon en Z3* es la suma definida en dicho espacio, entonces si trasladamos
V= {P,,P,,.., B}, sumandole por ejemplo P, se tiene que V' ={0,P, D
Pi, ..., Py @ P;} es también un simplex como el enunciado en la conjetura pero
ademas uno de sus vértices se encuentra en el origen, lo que también implica
gue los demas tienen tantos 1s como 0s en sus coordenadas.

2.2 Método de construccion propuesto y casos particulares.

Consideremos ahora la siguiente matriz de Hadamard:

1 1 1 1
1 1 -1 -1

He={ 1 1 -1 1
-1 1 -1 1
1 1 1 1
Si vemos su matriz booleana asociada es B, = % é 8 (1) se puede notar
0 1 0 1

gue las filas de la misma presentan una estructura equivalente a la de grupo
isomorfo a un grupo 4 de Klein, donde la caracteristica del grupo es 2. O sea que
la suma de dos elementos no nulos distintos es igual al tercero y que cualquier
otra suma es igual a cero, y la equivalencia viene dada por la operacién unaria
negacion, o sea que resultado valido para la primera fila igual a n 1s es también
valido para primera fila con n Os.

Supongamos que queremos una matriz de Hadamard de tamafio n = 4k,
considérese el siguiente método:

1. Tomemos el grupo de Klein y extendamoslo a Z3* cambiando cada 1 por k
1s, y cada O por k 0s.Luego de esto se tiene una matriz de 4 x n que cumple
con los criterios dados para el simplex(o sea 4 puntos del simplex si es que
existe).
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2. Tomemos un vector de traslacion que forme un angulo de 60 grados con
los del simplex (suponiendo que halla alguno) y hallar el coseto
correspondiente al grupo de Klein, afiadirlo al simplex.

Asumiendo que el proceso se puede reiterar k —1 veces sin alterar la
propiedad de simplex se tendria una matriz asociada de Hadamard de orden
n.

Primeramente, preguntémonos si esta construccion es valida para cualquier
tamano:

- - - 4k
Al menos en cada espacio existen 2”2 cosetos a seleccionar, y de ellos 24—"
cumplen ademas que su vector de traslacion esta a distancia 2k del origen. Lo
cual nos indica que la construccion es posible para cualquier tamafio, pero
esto en general no es cierto.

=

Por ejemplo sea el 3-simplex B, = , para extenderlo debemos

= O

1 1
1 0
0 0
0 1 0
hallar un vector de norma 2 y angulo de 60 grados con respecto a los ya

existentes en el grupo.
Ello da lugar al sistema de ecuaciones lineales siguiente:

x1+x2+x3+X4=0

x1 + xz ES 1
x1+x4=1
xz + x3 == 1
111 10
: : : .1 1 0 01
Cuya matriz ampliada del sistema es: 100 11 la cual al escalonarla
0 1 0 11
se obtiene:
111 10
0 1.1 00
0 01 10
0 0 0 01
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El cual es un sistema incompatible, o sea sin solucion. De lo cual se puede
concluir que existen valores para los cuales no se puede utilizar el método de
construccion propuesto. Posteriormente estudiaremos cuales son estos

valores.

Veamos un ejemplo en el cual se realiza la construccion de una matriz de

Hadamard de forma satisfactoria con el método propuesto.

Extendiendo B, a una matriz de 4x8

1
el sistema ampliado (%
0

1

1

gueda 1

oo M
O
O

1
0
0

0 O

S OO K

111 111

1 11 1
1 1 0 0
0 0 1 1

S oo

[ e R

(SRS e R

4
2
2
2

~—_ "o oo

=R O

planteando

=R O

la cual al escalonarla

gue es de rango 4 tanto la matriz como

la ampliada del sistema lo cual implica que es compatible indeterminado, con
4 variables libres, que son x,, x4, x¢ y xg, por lo que existen 2* = 16 soluciones

del sistema entre los (}) = 70 vectores de norma 4 que hay en Z§. Tomando
por ejemplo x, = x, = x, = xg =1 obtenemos v = (01010101) que es el
vector de traslacion, afiadiendo este a los demas se obtiene la matriz.

1
1

0
0

1
1

0

1

OO RO RR

R OR OR OFR R

1

ORORR OR

(NNl Na iy

0

1

N N = e W e W

1

_O O RO

[N

1
0)
1

1
1

1

0
0

Que es una matriz booleana asociada a una matriz de Hadamard entonces
sea Hg = 2Bg — Eg es una matriz de Hadamard.

Formalicemos, para terminar, algunas ideas:
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1. Al cambiar cada 1 por k 1s y cada O por k Os lo que estamos haciendo es
una aplicacion inyectiva de Z3 — Z3* la cual convierte las distancias del
primer espacio hacia el segundo multiplicAndolas por k.

2. Al escalonar el sistema de ecuaciones lo hacemos inicialmente en R, pero
luego lo llevamos a Z, en caso de existir soluciones en enteros, para ver si
podemos obtener soluciones en el campo binario.
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Capitulo 3: Generalizacion y demostracion para matrices de Hadamard de
tamano 4k y 8k

En este capitulo se culmina la forma de generalizar el algoritmo propuesto en la
tesis y se pasa a demostrar el resultado final del trabajo que es el caso n = 8k
lo cual compone el avance principal presentado en la tesis.

3.1 Generalizacion del método de construccion.

Supongamos ahora que quisiéramos construir una matriz de Hadamard de

tamano n = 4k, operando de la misma forma utillicemos el simplex B, =
1 1 1 1

01 1 0
0 0 1 1
01 0 1
analoga que para que se pueda extender el grupo con uno de sus cosetos se

debe cumplir que la distancia del vector de traslacion a todos los del grupo debe
ser k para que halla un angulo de 60 grados entre todos los vectores del simplex.

y sumergiendo el grupo de Klein en Zi* se tiene de manera

Excepto por el primero que debe ser 2k, con lo que queda el sistema ampliado
1, 1, 1, 1; 2k
O 1p 1x O k
O O0p 1p 1x k
O 1p Op 1y k

, asumiendo que a, representa a k repeticiones de a.

Llevada a la forma escalonada esta se convierte en:

1, 1, 1, 1, 2k
O 1 1p Op k
O O 1 1 k
O Or Or 2y k

gue es de rango 4, siendo también de rango 4 la matriz no ampliada del sistema
de ecuaciones. Esto significa que el sistema es compatible, con 4k — 4 = 4(k —
1) variables libres. (Las variables no libres del sistema escalonado son
X1, Xk+1, X241 Y X3r+1)- D@ndoles valores de ceros o unos a las variables libres se
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obtendrian 24%-1 diferentes soluciones. Pero estas soluciones serian en el
campo de los nameros racionales. Se ve claramente que para k impar el sistema
no tiene solucién en enteros, luego, no la tiene con respecto al campo binario.

Veamos un ejemplo de la construccion para n = 12, y observemos que pasa.

1 1 1 1

Insercion del simplex B, = 8 (1) % (1) en el hipercubo Z1?. Reemplazando
01 0 1

cada O por tres Os y cada 1 por tres 1s, el conjunto de los cuatro vectores se

convierte en:

111111111111
0 00111111000
0O 00000111111
0 00111000111

el cual es también el conjunto de vértices de un simplex regular, pero ahora en
el hipercubo Z12. En éste, los vectores no nulos son de norma 6 y sus distancias
respectivas son también iguales a 6. (NGtese que en la insercidn realizada las
distancias se triplican).

Planteando luego el sistema de ecuaciones lineales que resulta de buscar
vectores de norma 6 que formen un angulo de 60 grados con todos los del
simplex B,.

oo R
oo R
= O R
_ O =
= O R
O RE
O RE
O R R R
= O
S R
S R
w ww o

La cual al escalonarla queda:

oo R
coooRr O oOoCOoR
oo R
COoOR R
oOR R
oR R
(WY
O R
O R R
_o
N RO R
_ O
ww N

0 0 O

Sistema que no tiene solucidn en enteros, Luego si tomamos el sistema con
coeficientes en el campo binario se tiene:
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S OO K

SO -

0

SO -

0

COoOR R
oOR R

0

orR R

0

[SEGER Y

0

O RR
(WU

0

_

0

_o

0

10
01
11

01

Sistema que es incompatible, luego no hay soluciones, por tanto, el método es
incapaz de producir una matriz de orden 12.

En general sin = 4k y k es impar se puede generalizar el método de la siguiente

forma:

El sistema dado seria:

1, 1, 1, 1p 2k
O 1 1 Op k
O Op 1p 1 k
O Or Ox 2y k

campo binario resulta

1g
1
O
1

1y
g
g
O

1, 2k

Ok
1y
1y

k
k
k

el cual al escalonarlo queda:

gue no tiene soluciones en enteros, luego al llevarlo al

g
O
O
O

_ = O

1

un sistema que siempre es

incompatible cuando k es impar. De donde se concluye que no existe solucion

para una matriz de Hadamard si n = 4k con k impar.

Veamos qué pasa si k fuese par. Sea k = 2k’ trabajemos el sistema anterior en

e e 1 Iy
O 1 T O
O Op T 1
O 1 O 1

4k’
2k’
2k’
2k’

el cual al escalonarlo resulta:

Ly
O
O
O

T
Ok
T
2k

4k’
2k’
2k’
2k’

El cual, si tiene solucidon en los enteros, veamos qué ocurre si llevamos sus
coeficientes al campo binario, luego de dividir la ultima fila entre 2:

L
Ty
O
Ok

1, 0
1, 0
1, k'(mod2)
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El cual tiene 22k~ gsoluciones binarias, las cuales forman vectores que se
pueden seleccionar para formar un simplex de 4k vértices en Z3*. La cantidad de
soluciones a escoger es suficiente como para plantear la conjetura de que para
cualquier k = 2k’ esto es posible.

Conjetura 3.1: Para todo numero entero no negativo t y para m impar existe una
matriz de Hadamard de orden 23*'m.

3.2 Demostracion del caso n = 8k.

Se ha establecido que existen soluciones en el caso de n = 8k, llamemos a
dichas soluciones como t; Vi = 1,2, ..., 22~ Dyeamos que al extender el simplex
B, con cualquier t; no se pierde la propiedad de que las distancias entre dos
elementos del simplex es igual a 4k.

Sean b; Vi = 1,2,3,4 los elementos del simplex B, sabemos que la cantidad de
posiciones que son iguales a 1 en b; & b; es igual a 4k, ahora como t; esta a
distancia 4k de todos los vectores de B, y forma un angulo de 60 grados con ellos
tenemos que t; @ b; cumple que tiene longitud 4k. Sean ¢;V j =1,2,3,4 los
vectores de la forma ¢; = t; @ b;, ahora planteemos cual seria la longitud de
cualquier arista, la cual no es mas que la longitud de ¢; @ b, = t; @ b; D by =
t; @ b; =c;, lo que implica que la suma de un elemento del coseto con un
elemento del simplex cualquiera es un elemento del coseto, con lo que la longitud
entre cualquier par de vectores es 4k. Lo gque significa que podemos poner
cualquier t; como vector de traslacion para la matriz resultante.

Entonces se puede afiadir 2k — 1 cosetos a la solucion, bueno excepto tal vez
gue los cosetos no se encuentren a distancia 4k entre ellos. Bastaria entonces
para concluir la demostracion probar que ¢; & t; = t;, 0 sea que el conjunto de
soluciones del sistema de ecuaciones planteado sea cerrado bajo la suma en
78 . Esto se debe a que si tomamos c; como antes y d; para otro coseto, entonces
c;Ddi=t; Db, Dt; Db =t; Dt; D by, luego seria suficiente que el conjunto
de soluciones del sistema que nos da el método planteado sea cerrado para la
suma.
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Se puede apreciar la dificultad de demostrar que el conjunto solucion del sistema
sea cerrado para la suma, asi que centrémonos en probar que existen suficientes
vectores tal que su suma es una solucion al sistema de ecuaciones. Para ello
definamos la funcion f:Z3*~* — 734 tal que a un conjunto de variables libres le
hace corresponder sus respectivas variables dependientes. Sea la relacion
inversa de f la misma tiene como imagen 16 conjuntos cada uno con 2%¢-8
elementos, suficientes como para considerar solo el conjunto de soluciones que
tiene por variables dependientes cuatro 0s. De estas se pueden tomar todas

k . . k .
aquellas que compartan > 1s y se diferencien en los otros > Haciendo esto nos

. k
aseguramos que la suma de las soluciones tomadas posean > 1s por lo que
cumplen el criterio necesario para estar juntas en la solucion. Luego solo queda
4 H 11 ” . k Ve
ver cuantas de estas soluciones “buenas” hay. Si tomamos los ~ €ncomun de las

4k — 4 componentes que quedan, luego tenemos que escoger de las 4k — % — 4

k k ..
componentes restantes hay que escoger - para uno y - para el otro. Fijando la

, . n—;—4 n—k—4
parte en comun se tienen en total < : )*( K ) formas de escoger las
2

2

soluciones. Lo cual es mayor en casi todos los casos que 4k — 4 lo que nos
asegura la existencia de al menos k — 1 soluciones, suficiente para construir una
matriz de Hadamard de orden n = 4k para k par.
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Conclusiones Generales

En el presente trabajo se realizé un estudio sobre la conjetura de Hadamard, se
vieron los principales resultados respecto tanto a construcciones de matrices de
Hadamard como a los avances logrados el pos de demostrar la conjetura. A partir
del andlisis de la bibliografia y la investigacion realizada se llegaron a las
siguientes conclusiones:

e Se obtuvo una equivalencia a la conjetura de Hadamard a través de los
espacios Zi* que permiti6 proponer otra forma de construir matrices de
Hadamard.

e Se propuso un algoritmo matematico para la construccion de matrices de
Hadamard de los 6rdenes multiplos de 8, pese a que no funciona para
ningun multiplo de 4 que no lo sea de 8.

e Se demostré que dicho algoritmo es capaz de generar una matriz de
Hadamard para cualquier multiplo de 8, con lo cual queda demostrado que
existe dicha matriz de Hadamard en esos casos.

Se logroé el objetivo principal encontrando una equivalencia geométrica que nos
permitio llegar a un resultado superior a los alcanzados hasta ahora, que es la
demostracion de la conjetura que enuncia: para todo numero entero no negativo
t y para m impar existe una matriz de Hadamard de orden 23*‘m. Aungue no sea
el fin de la historia de esta conjetura es al menos un paso importante.
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Recomendacion

1. Estudiar el caso general, tratando de lograr a partir de este resultado
demostrar por completo la conjetura.

2. Buscar un método de construccion general para el caso de mdltiplos de
ocho que sea computacionalmente mejor que el orden exponencial que se
plantea en el presente trabajo el cual pese a lograr una demostracion de
existencia, no posee utilidad practica para valores mayores que 20.
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