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RESUMEN

La interrogante principal que da lugar a la presente investigación está relacionada con

el origen y la naturaleza de la aceleración de la expansión cósmica durante la presente

y futuras etapas de la evolución del universo. La investigación realizada comprende el

estudio de modelos basados en teoŕıas extra-dimensionales (modelos de mundos brana)

enfocándose el estudio exclusivamente a los mundos branas de Randall-Sundrum tipo II.

Este es uno de los modelos extra-dimensionales de más interés en la actualidad. En este

modelo nuestro universo 4D se empotra de forma no-factorizable en un espacio-tiempo

5D de tipo Anti de Sitter, AdS5, (bulk) donde los campos de norma se confinan a una

sub-variedad de dimensión menor, 3-brana, empotrada en el bulk 5D. Mediante el empleo

de la técnica de los sistemas dinámicos se estudia la cosmoloǵıa en branas homogéneas

de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) y branas de Bianchi tipo I, en este último caso

se tendrá en cuenta los efectos del tensor de Weyl 5D en la dinámica de la brana. Como

contenido material se considera un campo escalar y un fluido perfecto atrapados en la

brana.
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2.2.1. Cosmoloǵıa en brana con anisotroṕıa de Bianchi I . . . . . . . . . . 71
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INTRODUCCIÓN

El descubrimiento sorpresivo en 1998 sobre el carácter acelerado de la expansión cósmica

durante la presente etapa de la evolución, indica que si la teoŕıa de Einstein es correcta,

entonces nuestro universo debe estar lleno, básicamente, de un tipo de materia desconocida

cuya presión, p, es negativa para contrarrestar los efectos de la gravedad y proveer de la

aceleración de la expansión. Este tipo de materia satisface que la densidad, ρ, es del orden

del módulo de la presión, ρ ∼ |p|, por lo que se trata de materia no relativista. Los fluidos

con esta propiedad se llaman fluido tipo enerǵıa. A este tipo de materia se le ha bautizado,

entonces, como “Enerǵıa Oscura” (EO) pues tiene además la propiedad de no interactuar

con la radiación electromagnética, por lo que no se puede “ver”. 1

La naturaleza de la EO hasta el momento, sigue siendo un misterio, esto permite justificar

la pertinencia de la presente investigación.

¿Es la EO o modificaciones a la teoŕıa de la gravedad la responsable de la aceleración de

la expansión del universo?

Otra v́ıa para estudiar este problema es plantear alternativas a la Relatividad General

(RG), por ejemplo la generalización más simple de la teoŕıa de la gravitación de Einstein

son las Teoŕıas Escalares-Tensoriales (TET) de las cuales la teoŕıa de (Jordan) Brans-

1Alrededor del 74% del universo está formado por esta forma exótica de enerǵıa.

1
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Dicke [1] es el prototipo. Según ésta, a los 10 grados de libertad relacionados con el tensor

métrico del espacio-tiempo cuadri-dimensional (4D), se le adiciona un grado de libertad

relacionado con el campo escalar de Brans-Dicke. De esta manera, adicionalmente a las 4

polarizaciones posibles del gravitón2 en relatividad general (RG), se le agrega una polar-

ización relacionada con el grado de libertad escalar.

Otra alternativa a los modelos basados en la teoŕıa de Einstein son los modelos extra-

dimensionales inspirados en Teoŕıas de Cuerdas o Supergravedad conocido como mun-

dos branas. Según estos modelos, las part́ıculas del modelo estándar de unificación de

las interacciones fundamentales (quarks, leptones, bosones W± y Z0, fotones, etc.), se

pueden propagar únicamente en una hipersuperficie tri-dimensional (nuestro universo),

que está insertada en un espacio de dimensión mayor (Bulk), donde solamente el grav-

itón es libre de propagarse. Un ejemplo de estos modelos son los mundos brana penta-

dimensionales de Randall-Sundrum (RS) [2, 3] y de Dvali-Gabadadze-Porrati (DGP) [4]

estos modelos constituyen una reducción de la Supergravedad 11D. En estos modelos,

las ecuaciones cosmológicas de Einstein son modificadas por la presencia de la dimensión

adicional, ya sea durante la inflación primordial en el pasado (brana RS), o durante el

peŕıodo actual de expansión acelerada (brana DGP). De esta manera, tanto la inflación

primordial como la presente, son una manifestación de la curvatura del espacio-tiempo

extra-dimensional.3

Otra motivación f́ısica de los modelos de brana es que a enerǵıas suficientemente altas la

RG deja de funcionar y debe de ser remplazada por la teoŕıa cuántica de la gravedad. Esta

teoŕıa, aún en desarrollo, debe ser capaz de borrar las singularidades clásicas predichas

por la RG durante el colapso gravitacional o el Big Bang. Incluso por debajo de la escala

fundamental que marca la transición a la gravedad cuántica, deben aparecer correcciones

2Part́ıcula tensorial que corresponde al campo de la métrica en la teoŕıa cuántica.
3De las cinco dimensiones en los modelos RS y DGP, una es la dimensión temporal y las cuatro restantes

son dimensiones espaciales. En esta tesis no serán objeto de estudio los modelos con dimensiones extras
de carácter temporal.
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apreciables a la TGR. Estas correcciones deben tener un impacto importante sobre el co-

lapso gravitatorio, los agujeros negros y el universo temprano. Es en este sentido que los

modelos fenomenológicos de branas inspirados en la Teoŕıa de Cuerdas, pueden ayudarnos

a entender y apreciar la magnitud de estas correcciones a la TGR. En la actualidad la

teoŕıa M (Supergravedad) se muestra como un serio candidato a teoŕıa cuántica de la

gravedad.

Además este tipo de modelos tienen el atractivo de poder dar solución a problemas acu-

ciantes de la f́ısica de part́ıculas elementales como la jerarqúıa de las escalas electro-débil

MED y de Planck MP ; el problema de la constante cosmológica, que podŕıa ser resuelto

mediante mecanismos de ajuste de la constante fundamental de Planck y de la tensión

de la brana; el problema en cosmoloǵıa de la Materia Oscura (MO), podŕıa ser resuelto

mediante branas plegadas. A modo de conclusión, los modelos basados en branas tienen

la capacidad de establecer un v́ınculo entre la cosmoloǵıa y teoŕıas fundamentales como

la teoŕıa de Supergrevedad.

Problema

Determinar condiciones suficientes para la existencia de atractores del futuro corres-

pondientes a soluciones isótropas en expansión acelerada para diferentes modelos cos-

mológicos basados en generalizaciones de los modelos de Randall-Sundrum tipo II para:

1. brana homogénea e isótropa Friedmann-Robertson-Walker plana (FRW)

2. brana homogénea con anisotroṕıa del tipo Bianchi I,
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considerando como contenido material una mezcla de fluido perfecto y un campo escalar

atrapados en la brana, para una clase general de potenciales de auto-interacción.

Objetivo general

• Profundizar en el conocimiento del origen y la naturaleza de la expansión acelerada

del universo, en el contexto de los mundos branas.

• Estudiar la viabilidad de los modelos basados en branas de Randall-Sundrum FRW

y Bianchi I, para la descripción de la aceleración de la expansión del Universo de

acuerdo al paradigma observacional moderno.

Sobre esta base nos hemos trazado los siguientes objetivos espećıficos:

• Analizar del espacio de fase asociado a un modelo cosmológico de branas Randall-

Sundrum FRW con fluido perfecto y con un campo escalar atrapado en la brana

para una clase general de potenciales de auto-interacción.

• Analizar del espacio de fase asociado a un modelo cosmológico de branas Randall-

Sundrum con anisotroṕıa del tipo Bianchi I con fluido perfecto y con un campo es-

calar atrapado en la brana para una clase general de potenciales de auto-interacción.

• Formular condiciones suficientes para la existencia de atractores del futuro corres-

pondientes a soluciones isótropas en expansión acelerada, independientemente del

grado inicial de anisotroṕıa, a partir de la caracterización de la estructura asintótica

del futuro para el flujo en los espacios de fases de los modelos 1-2.

• Diseñar de un método para la reconstrucción del potencial de auto-interacción.
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Preguntas de investigación

¿Puede determinarse la estructura asintótica del flujo en el espacio de fase correspondiente

a un modelo del universo basado en modelos de branas de Randall-Sundrum que incluya

fluido perfecto y un campo escalar atrapado en la brana, considerando métricas FRW y

Bianchi I en la brana, usando de modo combinado métodos anaĺıticos y numéricos?

¿Puede diseñarse un algoritmo para la reconstrucción del potencial de auto-interacción

en forma exacta o al menos en cuadraturas para esta clase de modelos?

Justificación

Los problemas de la homogeneidad y la isotroṕıa del universo y del problema de la EO no

han tenido, hasta el momento, una resolución definitiva. Especialmente, los estudios de

EO permanecen siendo una de las prioridades identificadas a nivel mundial [5]. La resolu-

ción de estos problemas se reduce a determinar condiciones suficientes para la existencia

de atractores del futuro correspondientes a soluciones isótropas en expansión acelerada.

Particularmente si nos concentramos en modelos de branas podemos dar una respuesta

a otros problemas por ejemplo al problema de la jerarqúıa de masas. La viabilidad de la

investigación se sustenta en que los análisis desde la perspectiva de los sistemas dinámi-

cos proporcionan uno de las mejores maneras de estudiar la estabilidad de los modelos

cosmológicos. Además, estos métodos generales de investigación permiten el ajuste fi-

no de las condiciones iniciales requeridas para conciliar con las observaciones. Por otra

parte la viabilidad de la investigación se sustenta también en la disponibilidad de recursos

computacionales para el tratamiento anaĺıtico y numérico de las soluciones.
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Hipótesis de investigación

Se formulan como hipótesis de investigación la posibilidad de caracterizar las propiedades

del flujo asociado a un sistema autónomo de ecuaciones diferenciales ordinarias, correspon-

diente a un modelo cosmológico, mediante el uso de técnicas cualitativas, aśı como también

es posible la elaboración y validación de un método para la reconstrucción del potencial

en forma exacta (o en cuadraturas) considerando una normalización y parametrización

apropiada y exigiendo propiedades buenas de diferenciabilidad e integrabilidad para las

funciones de entrada en todos los casos de interés en esta tesis.

Tipo de investigación

La investigación es de tipo explicativo.

Estructura de la tesis

La tesis se divide en una sección introductoria donde se ofrece una breve revisión del

estado del arte del tema de investigación y se formula el problema de investigación.

Un primer caṕıtulo, en el cual se agrupan un conjunto de tópicos sobre los mundos branas

que son importantes para mejorar la comprensión de los temas tratados en el segundo

caṕıtulo. La adición de este caṕıtulo hace que la tesis sea autocontenida y que pue-

da ser de ayuda como material de consulta para estudiantes de las carreras de f́ısica y

matemática que han decidido enfocar su interés en investigaciones en temas de gravitación

y cosmoloǵıa. Al final de este caṕıtulo se expone algunas consideraciones del autor sobre

los modelos alternativos de Randall-Sundrum.

En el segundo caṕıtulo se expone el grueso de la investigación realizada y contiene los
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detalles del estudio de los modelos cosmológicos propuestos desde la perspectiva de los

sistemas dinámicos. Al final de este caṕıtulo se dan las conclusiones parciales que, a juicio

del autor, se pueden extraer de la investigación aqúı contenida.

En las secciones siguientes al caṕıtulo 2 se extraen las conclusiones generales de la tesis

y se hacen algunas recomendaciones sobre como dar continuidad a la investigación real-

izada. Luego, se incorporan dos anexos que complementan la tesis y finalmente se anotan

las referencias bibiográficas.

Convenciones utilizadas en la tesis

A lo largo de esta tesis se emplean las siguientes abreviaturas:

Teoŕıa general de la relatividad – TGR, o Relatividad general – RG.

Friedmann-Robertson-Walker – FRW.

Enerǵıa oscura – EO, Materia Oscura – MO, Radiación Oscura – RO.

Cuadri-dimensional – 4D, ó penta-dimensional – 5D, ó, en general, n-dimensional – nD.

Branas de Randall-Sundrum – RS, branas Dvali-Gabadadze-Porrati – DGP.

Anti de Sitter – AdS.

Modelo Estándar – ME.

Los sub́ındices y supeŕındices griegos α, β, ..., µ, ν = 0, 1, 2, 3 designan los ı́ndices espacio-

temporales 4D, el ı́ndice 0 representa la componente temporal, mientras que los ı́ndices

1, 2, 3 representan la componente espacial. A menos que se aclare lo contrario los sub́ındices

y supeŕındices latinos en mayúsculas como A,B, ..., N,M = 0, 1, 2, 3, 5, ... designan los

ı́ndices de un espacio-tiempo de dimensión superior arbitraria, por ejemplo el ı́ndice 5
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representa una dimensión extra. Los ı́ndices latinos en minúsculas representan los ı́ndices

espaciales tri-dimensionales ordinarios: i, j, ..., n,m = 1, 2, 3. En la presente tesis, como

en cualquier trabajo sobre la temática aqúı abordada, se utiliza la regla de suma de

Einstein (por ı́ndices mudos repetidos se entiende sumatoria), que matemáticamente se

puede resumir de la siguiente manera:

X ...αν...
...µσ...Y

...γµ...
...νβ... ≡

4
∑

ν=0

4
∑

µ=0

X ...αν...
...µσ...Y

...γµ...
...νβ... (0.1)

en este caso, µ y ν son los ı́ndices mudos repetidos. Esta regla es válida independientemente

de la dimensionalidad del espacio-tiempo, o sea, independiente del tipo de ı́ndice (griego o

latino) utilizado. Otras convenciones utilizadas están dadas por las siguientes definiciones:

(∇φ)2 ≡ gµν∇µφ∇νφ, (∇5φ)2 ≡ gMN∇Mφ∇Nφ (0.2)

Donde ∇ representa a la derivada covariante,4 y gαβ representa al tensor métrico del

espacio 4D, mientras que gAB representa al tensor métrico del espacio de dimensiones

superiores (en la mayor parte de esta tesis se consideran espacio-tiempos 5D). De la

misma manera se define el producto

∇X · ∇Y ≡ gµν∇µX∇νY (0.3)

aśı como el operador D´Lambertiano:

2 ≡ ∇2 = gµν∇µ∇ν , 25 ≡ ∇2
5 = gMN∇M∇N (0.4)

La derivada parcial ordinaria se denota por una coma, aśı, por ejemplo, X,ν ≡ ∂X/∂xν .

4A veces se usa el punto y coma para denotar derivada covariante. Aśı, por ejemplo: ∇νXµ ≡ Xµ;ν .
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También resulta útil definir el tensor de Einstein:

Gµν ≡ Rµν −
1

2
gµνR (0.5)

Se define el tensor de enerǵıa-momento por:

Tµν =
2√−g

δ

δgµν

(√−gLmateria

)

(0.6)

Para la métrica de espacio-tiempos 4D se utiliza la signatura:

gαβ = diag(−+ ++) (0.7)

mientras que para espacio-tiempos 5D

gAB = diag(−+ + +±) (0.8)

A menos que se especifique lo contrario, a lo largo de la tesis utilizaremos el sistema

natural de unidades donde ~ = c = 1.



1. GRAVEDAD

EXTRA-DIMENSIONAL Y

MUNDOS BRANAS

1.1. Gravitación con dimensiones extras

La teoŕıa de Supercuerdas logra unificar la gravedad con las interacciones fundamentales

en una teoŕıa cuántica consistente basada en cuerdas (objetos extendidos uni-dimensionales)

que son el principal constituyente de la materia en lugar de part́ıculas puntuales, elimi-

nando el carácter puntual de las interacciones del Modelo Estándar. La teoŕıa está libre

de singularidades y anomaĺıas en un espacio-tiempo de 10-dimensiones. Esta predicción

de la dimensionalidad del espacio-tiempo es un aspecto fundamental de la teoŕıa de Su-

percuerdas, reviviendo aśı las ideas originales de Kaluza-Klein de un espacio-tiempo con

dimensiones extras.

Unos años después que Einstein propusiera la idea de un espacio-tiempo 4D dinámico,

Kaluza comenzó a considerar las ecuaciones dinámicas en un espacio-tiempo con una

dimensión adicional para unificar las interacciones gravitatoria y electromagnética (ver

[6]). Los grados de libertad de la métrica asociados con la dimensión extra describen un

10
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vector de campo en un espacio 4D. En otras palabras Kaluza se percató que al considerar

una dimensión adicional los śımbolos de Christoffel son proporcionales al tensor del campo

electromagnético si se consideran las componentes de la métrica gµ5 = Aµ. En el escenario

de Kaluza-Klein la dimensión extra se encuentra compactada en un ćırculo de radio muy

pequeño del orden de 10−19m y un campo escalar 1 determina el tamaño de la dimensión

extra o sea en este modelo el campo escalar juega un papel de campo de módulo. La

existencia de dimensiones extras del espacio-tiempo tiene un profundo impacto en las

leyes de la gravitación. 2 La acción de la gravedad en un espacio-tiempo con 1+3+d-

dimensiones es la acción de Einstein-Hilbert generalizada en este espacio.

Sgravedad =
1

2κ2
(4+d)

∫

d4x ddy
√

−g(4+d)

[

(4+d)R− 2Λ4+d

]

(1.1)

Por tanto la ecuación del campo de Einstein también puede ser generalizada a dicho

espacio

(4+d)GAB ≡ (4+d)RAB −
1

2
(4+d)gAB

(4+d)R = −Λ4+d
(4+d)gAB + κ2

(4+d)
(4+d)TAB (1.2)

donde (4+d)GAB , (4+d)RAB son los tensores de Einstein y de Ricci del espacio-tiempo

(4+d)-dimensional respectivamente, (4+d)R es el escalar de curvatura o de Ricci, (4+d)gAB

y Λ4+d son la métrica y la constante cosmológica de dicho espacio.

Una consecuencia de las dimensiones extras es que la escala de Planck 4D (MP ≡ M4)

no es la escala fundamental, sino la escala de Planck M(4+d) correspondiente al espacio

de 4 + d dimensiones y está relacionada con la constante de acoplamiento gravitacional

1Estos campos aparecen constantemente en toda teoŕıa cuántica que pretenda describir de manera
unificada las interacciones fundamentales de la naturaleza. Por ejemplo, tenemos los campos de Higgs
y los bosones de Nambu-Goldstone en el modelo estándar de las interacciones electro-débiles, el dilatón
en teoŕıa de Supercuerdas.

2Los modelos de gravedad con dimensiones extras se pueden reducir a teoŕıas escalares-tensoriales efec-
tivas de la gravedad 4D como la teoŕıa de Brans-Dicke.
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extra-dimensional mediante:

κ2
(4+d) =

8π

M2+d
(4+d)

(1.3)

De forma análoga al caso de la gravedad estándar 4D, en el ĺımite de campo débil estático

se debe de recuperar la ecuación de Poisson 4 + d-dimensional (ver [7, 8]), el potencial

gravitatorio a distancias menores que la escala de longitud de las dimensiones extras L

viene dado:

V (r) ∝ κ2
4+d

r1+d
para r ≤ L (1.4)

a distancias mucho mayores que la escala de longitud de las dimensiones extras.

V (r) ∝ κ2
4+d

Ldr
para r ≥ L (1.5)

La ecuación anterior a escalas ordinarias debe de coincidir con el potencial Newtoniano,

obteniéndose la siguiente relación entre las escalas de Planck M4 y M(4+d).

M2
P = M2+d

(4+d)L
d (1.6)

De la ecuación (1.4) se deduce que a escalas menores que L se debe observar una desviación

de la ley usual de la gravedad 4D 1
r
−→ 1

r1+d . Según esta idea nuestro espacio-tiempo es

R4 ×Md donde Md es una variedad compacta n-dimensional de volumen Ld. A partir

de esta idea Arkani-Hamed, Dimopoulos y Dvali (ADD) en [7] propusieron una posible

solución para el problema de la jerarqúıa entre las escalas de Planck MP ∼ 1019GeV y la

escala electro-débil MED ∼ 100GeV . Tal discrepancia MED

MP
∼ 10−17 puede ser eliminada

si la escala de Planck fundamental es comparable a la escala electro-débil en el volumen

extra-dimensional. Si M(4+d) ∼ MED de la ecuación (1.6) se obtiene que la escala de

longitud de las dimensiones extras necesaria para resolver el problema de la jerarqúıa de
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masas es

L ∼ 10
30

d
−19

(

1TeV

MEW

)1+ 2

d

m (1.7)

En la ecuación anterior se puede ver que para una sola dimensión adicional d = 1 se

tiene una escala de longitud de la dimensión extra L ∼ 1011m. Este resultado implicaŕıa

desviaciones de la gravedad Newtoniana a escala del Sistema Solar. En el caso d = 2 se

tiene L ∼ 10−4m, la teoŕıa de la gravedad no ha sido comprobada aún a esta escala. En la

actualidad la teoŕıa de la gravedad no ha sido probada a distancias mucho más pequeñas

que el miĺımetro, puede que los experimentos futuros encuentren estas desviaciones en

estos rangos de distancia (ver [9]). De los resultados anteriores se puede concluir que los

modelos con una sola dimensión extra compacta no son viables pues presentan desviaciones

apreciable a escalas ordinarias de la ley de la gravitación de Newton.

En el escenario propuesto en [7] la part́ıculas del ME no pueden propagarse libremente

en las d dimensiones extras quedando localizadas en una sub-variedad 4D. Se asume que

MED es la escala caracteŕıstica de la teoŕıa a distancias cortas del orden de M−1
ED en el

mundo 4D con d dimensiones adicionales. El único campo que puede propagarse en el bulk

4 + d-dimensional es el gravitón con un acoplamiento suprimido por la escala de Planck

fundamental MP ∼ MED. Además se considera que no son inducidos los operadores de

dimensión superior t́ıpicos de cualquier extensión del ME que solamente son suprimidos

por MED y pueden provocar el decaimiento del protón 3.

Este es un escenario interesante y simple de un espacio-tiempo con d dimensiones extras

compactas en un radio L con una topoloǵıa toroidal, donde las part́ıculas del ME son

confinadas a espacios 4D y solo el gravitón puede propagarse con libertad en todas las

dimensiones.

3El ME predice que el protón es una part́ıcula inestable, aunque su peŕıodo de semi-desintegración
excede a la edad actual del universo por esta razón no se ha observado el decaimiento del protón.
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1.2. La Teoŕıa M y los mundos branas

Los espacio-tiempos de dimensión superiorD ≥ 5 son cada vez más recurridos en la actual-

idad. La habilidad de los escenarios propuestos para responder a la interrogante: ¿porqué el

espacio extra no es observable? descansa en la idea de las branas [7, 10]. La existencia de

estos objetos extendidos denominados branas juega un papel importante en la Teoŕıa de

Supercuerdas 1 + 9-dimensional. Por ejemplo, una 0-brana representa un punto, 1-brana

es una cuerda y d-brana es una hipersuperficie d-dimensional. Las branas abren la posi-

m
at

te
r

open
strings

gravity

closed
strings

Figura 1.1.: Los extremos de las cuerdas abiertas se encuentran unidos a la hipersuperficie,
solo las cuerdas cerradas se propagan en el bulk.

bilidad de relacionar las aparentemente distintas teoŕıas de supercuerdas conocidas como

Tipo I, IIA, IIB y las supercuerdas heteróticas SO(32) y E8 × E8 mediante las trans-

formaciones de dualidad en una teoŕıa fundamental de supergravedad 1+10-dimensional,

donde cada una de las teoŕıas de cuerdas supersimétricas perturbativas corresponden a

diferentes ĺımites de la teoŕıa de la supergravedad 11D, que hoy conocemos como Teoŕıa

M (ver [11]). La supersimetŕıa implica que la cuantización de la cuerda solo es consistente

en 10 dimensiones espacio-temporales. Por su parte la Teoŕıa M definida originalmente

en términos del ĺımite fuertemente acoplado de la supercuerda tipo IIA es una teoŕıa

11-dimensional. Las cuerdas cerradas representan el sector gravitacional de la teoŕıa. En
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otras palabras las perturbaciones de la geometŕıa del bulk se describe en términos de las

excitaciones de las cuerdas cerradas (asociadas al gravitón) (ver Fig.1.2). Mientras que las

cuerdas abiertas describen el sector no gravitacional confinando la materia y la radiación

a la brana (ver Fig.1.2).

e−

e+

γ

G

Figura 1.2.: Las part́ıculas del ME se encuentran atrapadas en la hipersuperficie. Sólo el
gravitón se puede propagar en el bulk.

Según demostraron Horava y Witten [10] el ĺımite fuertemente acoplado de la teoŕıa de

la cuerda heterótica E8× E8 es la Teoŕıa M en un orbifold R10× S1/Z2, donde la oncena

dimensión está compactificada en el orbifold 4 S1/Z2 y en los ĺımites del espacio-tiempo en

puntos fijos del orbifold se encuentran las dos hipersperficiesR10 que son 1+9-branas en las

cuales se confinan los grupos de calibración (gauge) E8. Luego Witten [12] demostró que

considerando una compactificación a 4D, o sea 6 de las 11 dimensiones son compactadas

en una variedad de Calabi-Yau deformada, el tamaño de esta variedad es mucho menor

que el espacio entre las dos 1 + 9-branas. En otras palabras el radio del orbifold S1 es

mucho mayor que el radio del espacio de Calabi-Yau. Este modelo se puede visualizar

como un espacio-tiempo 5D en el cual los campos materiales solo pueden propagarse

en las hipersuperficies 3D ubicadas en los bordes de la variedad y perpendiculares a la

dimensión extra.
4La simetŕıa orbifold Z2 representa la simetŕıa ante la inversión de la dimensión extra y → −y, también

se le conoce como simetŕıa espejo.
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Es a partir de este resultado de la teoŕıa de cuerda, que se comienzan a estudiar modelos

fenomenológicos no relacionados directamente con la teoŕıa de cuerda. Estos modelos han

sido investigados inicialmente en el contexto del problema de la jerarqúıa de escalas en

[2], alternativas a la compactificación de Kaluza-Klein [3]. Más recientemente han sido

estudiados en el contexto cosmológico como alternativas a los modelos de inflación y

de EO. La cosmoloǵıa correspondiente a la reducción 5D de la teoŕıa de Horava-Witten

ha sido estudiada en [13, 14]. Generalmente los modelos donde las part́ıculas del ME son

confinadas a hipersuperficies n-dimensional empotradas en un espacio de dimensión mayor

(bulk) donde solamente puede propagarse la gravedad u otra forma exótica de materia

como campos escalares 5, se les conoce como mundos branas.

1.3. Principio de ḿınima acción en mundos branas

Consideremos de forma general un bulk con 4 + d dimensiones en el cual son empotradas

las 4 + d− 1-branas que son sub-variedades de una dimensión menor que el bulk.

Veamos cómo son modificadas las leyes de la gravitación en este tipo de escenario donde

solo la gravedad es libre de propagarse en todas las dimensiones. La ecuación del campo

se obtiene a partir de la acción Einstein-Hilbert (1.1) que puede ser generaliza al sistema

de los mundos branas agregando la acción de la 4 + d-brana en la acción (1.1), incluso

se puede considerar que en el bulk se propaga alguna forma exótica de materia como

campos escalares o campos de forma, la inclusión de los campos escalares juega un papel

5Por ejemplo el dilatón, hay que señalar que los campos escalares han venido a jugar un papel fun-
damental en los modelos recientes del universo temprano. La densidad de enerǵıa del potencial de
auto-interacción del campo escalar, no se diluye con la expansión del universo y por tanto, puede
actuar como una constante cosmológica efectiva que puede manejar el peŕıodo de inflación.
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importante en este tipo de modelo. La acción (1.1) se puede escribir como:

S(4+d) =

∫

d4x ddy
√

−g(4+d)

[

1

2
R(4+d) − Λd+4 −

1

2

(

∇(4+d)φ
)2 − V (φ)

]

+ Sbrana(1.8)

Donde la acción de la brana Sbrana no es más que la acción de gravedad en la brana

(escalar de curvatura extŕınseca) más la acción de la materia atrapada en la brana 4D.

El papel de los campos escalares en los mundos branas ha sido ampliamente discutidos en

[15, 16, 17]. Usualmente los campos escalares juegan el papel de campos de módulo que

permiten fijar la evolución del volumen extra-dimensional, o sea estos campos se propagan

en el bulk [16]. Sin embargo en [17, 18] estos campos pueden modelar branas gruesas 6, en

este caso no son campos de módulo, sino que proporcionan el material que constituye a la

branas. Los modelos de branas gruesas, basados en gravedad acoplada a campos escalares,

tienen el atractivo de obtener la brana de forma natural sin tener que introducirla en la

acción del modelo funciones deta de Dirac (ver [17]). En otras palabras estas se pueden

introducir sencillamente si se elimina el término Sbrana en la acción (1.8) y se estudia la

gravedad 4 + d-dimensional acoplada al dilatón. De forma general la acción de n branas

en el bulk se puede plantear como:

Sbrana = −
∑

i

∫

d4x dd−1y
√

−hi(K
±
i + λi(φ) + Lmateria) (1.9)

donde hi, K
±
i y λi(φ) son el determinante de la métrica inducida en la i-ésima brana, el

término Gibbons-Hawking que está relacionado con la curvatura intŕınsica de la brana

[19] y la tensión de la brana respectivamente, esta última es función del campo escalar

y Lmateria es la función de Lagrange de los grados de libertad atrapados en la brana.

A continuación se obtiene la ecuación del campo correspondiente a la acción (1.8), por

6Las branas estudiadas en esta tesis son branas delgadas (grosor nulo). Este tipo de brana representa
una dificultad pues la teoŕıa de cuerda impone un ĺımite mı́nimo de longitud elemental.
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cuestiones de simplicidad se considera un bulk 5D y una sola brana en éste. Aunque los

resultados obtenidos se pueden generalizar a espacios de dimensión mayor que 5 y más

de una brana. Se considera el juego de coordenadas (xµ, y), donde las coordenadas xµ

representan las coordenadas ordinarias (las 3 dimensiones espaciales y el tiempo) y y

representa la coordenada extra. La acción (1.8) y (1.9) se pueden escribir en este caso

S(5) =

∫

d4x dy
√

−g(5)

(

1

2
(5)R− Λ5 −

1

2
(∇(5)φ)2 − V (φ)

)

+ Sbrana (1.10)

Sbrana = −
∫

d4x
√
−h
(

K± + λ(φ) + Lmateria

)

(1.11)

De acuerdo al principio de mı́nima acción se tiene que las primeras variaciones de las

variables de campo (gAB, φ) y sus primeras derivadas se anulan en la frontera de la variedad

5D

δ̄gAB = δ̄∂CgAB = δ̄φ = δ̄∂Cφ = 0 (1.12)

Variando en (1.10 y 1.11) respecto a la métrica gAB y se toma en cuenta que

δ̄
√

−g(5) = −1

2

√

−g(5)gAB δ̄g
AB (1.13)

δ̄ (∇φ)2 = ∇Aφ∇Bφδ̄g
AB (1.14)

δ̄(5)R = (5)RAB δ̄g
AB (1.15)

Se obtiene la siguiente ecuación del campo 5D:

(5)RAB −
1

2
gAB

(5)R = −Λ(5) gAB + (5)TAB (1.16)

La delta con barra δ̄ significa variación para diferenciarla de la delta de Dirac δ. El tensor
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de enerǵıa-momento 5D de la ecuación anterior se define:

(5)TAB = T
(φ)
AB + T

(brana)
AB δ(y − y0) (1.17)

El tensor de enerǵıa-momento del campo escalar T
(φ)
AB es:

T
(φ)
AB = (5)∇Aφ

(5)∇Bφ − gAB(
1

2
(5∇φ)2 + V (φ)) (1.18)

El tensor de la brana se define por:

T
(brana)
AB = − 2√−g

δ̄(
√
−hLbrana)

δ̄gAB
= −λ(φ)hAB + SAB (1.19)

Donde SAB es el tensor de enerǵıa-momento de los grados materiales atrapados en la

brana. Variando las acciones (1.10) y (1.11) con respecto a la variable de campo φ se

obtiene la ecuación de Klein-Gordon del campo escalar.

2φ− V ′

(φ) = −
√
−h√−g

(

−λ′

(φ) +
δ̄Lmateria

δ̄ φ

)

δ(y − y0) (1.20)

La prima en la ecuación anterior denota la derivada respecto al campo escalar, la función

delta δ(y − y0) que aparece en (1.18 y 1.20) significa que la brana se encuentra en la

posición y0 de la dimensión extra y expresa la idea clásica de la teoŕıa de supercuerdas

del confinamiento de la materia a la brana.

1.4. Mundos branas de Randall-Sundrum

El esplendor de los modelos de branas llegó con los trabajos de L. Randall y M. Sundrum

[2, 3]. Su objetivo original era dar solución al problema de la jerarqúıa de masas.
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En los modelos de Randall-Sundrum (RS) se considera un bulk vaćıo tipo Anti de Sitter 7

con una sola dimensión extra (AdS5). Estos modelos constituyen una reducción 5D de la

supergravedad de Horava-Witten [10], donde la curvatura del bulk atrapa la gravedad a

la brana en el ĺımite de baja enerǵıa y la constante cosmológica del bulk está determinada

por el radio de curvatura R del espacio AdS5.

Λ5 = − 6

R2
(1.21)

Al utilizar un sistema de coordenadas gaussianas XA = (xα, y) se asume una métrica no

factorizable en el espacio AdS5, donde la métrica 4D es multiplicada por un factor de

torcedura que es una función que cambia rápidamente con la dimensión adicional:

(5)ds2 = e
−2|y|
R ηµνdx

µdxν + dy2 (1.22)

El término exponencial es el factor de torsión y es más pequeño mientras mayor sea la

jerarqúıa entre las escalas de Planck y electro-débil, además refleja el papel que juega la

constante cosmológica del bulk en el confinamiento de las interacciones a la brana. ηµν

es la métrica de Minkowski. La métrica (1.22) es solución del sector gravitacional de la

ecuación del campo de Einstein (1.2), o sea (5)TAB = 0. En la brana ubicada en y = 0

el espacio-tiempo es plano de Minkowski, en otras palabras la métrica en la brana es

gAB(xα, 0) = ηµνδ
µ
Aδ

ν
B. Al utilizar la coordenada de Poincaré z = Re y

R el elemento de

ĺınea (1.22) se puede escribir como

(5)ds2 =
R2

z2

(

ηµνdx
µdxν + dz2

)

(1.23)

Existen dos tipos de modelos de branas RS distintos, que se especificarán en las subsec-

7El espacio-tiempo AdS es una solución máximamente simétrica de la ecuación de Einstein con constante
cosmológica negativa.
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ciones siguientes.

1.4.1. Branas de Randall-Sundrum tipo I

En un primer modelo [2] se consideran dos branas ubicadas en puntos fijos y = 0 y y = L

de la dimensión extra del bulk AdS5 como se muestra en la Fig.1.4.1. En este escenario

la dimensión extra se encuentra compactificada en un orbifol S1/Z2. De la simetŕıa Z2 se

deduce:

y ←→ −y y + L←→ L− y (1.24)

Donde L es la longitud de la dimensión extra. Las branas tienen tensiones iguales pero

opuestas ±λ (ver [2]) y viene dada por:

λ =
3M2

P

4πR2
(1.25)

La brana de tensión positiva “oculta” se encuentra en y = 0 y la escala fundamental en

ésta es M5. En la posición y = L se ubica la brana de tensión negativa “visible” en la

cual se confinan las part́ıculas e interacciones del ME. El factor de torcedura induce una

escala efectiva MP en la brana visible que está determinada por:

M2
P = M3

5R
[

1− e−2L
R

]

(1.26)

Este modelo proporciona una nueva perspectiva al problema de la jerarqúıa y la sepa-

ración finita de las branas proporciona un espectro discreto de modos de Kaluza-Klein.

El mecanismo para estabilizar la distancia entre las branas requiere de un campo escalar

conocido como radión, que ha sido estudiado en [20]. Además a bajas enerǵıas la gravedad

en la brana es similar a una teoŕıa de Brans-Dicke, donde el signo del parámetro de Brans-

Dicke es igual al signo de la tensión de la brana ver [16] y en este orden se recupera a
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5−D space

S  / Z
1

2Λ

φ=0 φ=π

V −V

Figura 1.3.: Escenario inicialmente propuesto por Randall-Sundrum.

bajas enerǵıas la TGR.

1.4.2. Branas de Randall-Sundrum tipo II

Este modelo será estudiado con mayor profundidad pues proporciona el escenario f́ısico que

constituye el objeto de estudio en la presente tesis. En este segundo modelo de Randall-

Sundrum [3] (RS2) subsiste solamente la brana de tensión positiva ubicada en y = 0 pues

la brana de tensión negativa se aleja hasta el infinito al hacer L → ∞. De la ecuación

(1.26) se deduce que la escala de enerǵıa en la brana de tensión positiva es:

M3
5 =

M2
P

R (1.27)

La dimensión extra infinita contribuye de manera finita al volumen 5D debido al factor

de torcedura.
∫

d5X
√

−g(5) = 2

∫

d4x

∫ ∞

0

dy e
−4y

R =
R
2

∫

d4x (1.28)

Un ajuste fino en (1.25) proporciona una constante cosmológica efectiva nula en la brana

e induce en la brana la geometŕıa de un espacio-tiempo de Minkowski. Este modelo tiene

la ventaja respecto al primero de estar libre de la complicación asociada a la estabilización
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mediante el radión. Para el estudio de la gravedad débil el método usual es considerar

una métrica perturbada linealmente gAB → gAB + hAB, entonces se considera al gravitón

5D como una perturbación de la métrica de fondo [16, 21] de la siguiente forma:

(5)gAB −→ (5)gAB + e
−2y

R
(5)hAB se cumple (5)hAy = (5)hµ

µ = (5)hµν
,µ = 0 (1.29)

La ecuación de Einstein 5D linealizada es

[

ζ2(4) + ∂2
y −

4

R +
4

Rδ(y)
]

hµν = 0 (1.30)

y ζ = e−
2|y|
R . La ecuación (1.30) es de variable separable si la solución general es de la

forma:

hµν(x
λ, y) = um(y)eikλxλ

ǫµν (1.31)

Donde kλk
λ = −m2 y m es interpretado como la masa del gravitón 4D. Reemplazando el

operador de dÁlembert por m2 en (1.30) se tiene que um(y) satisface la siguiente ecuación

diferencial ordinaria.

u
′′

m + 4

(

1

R2
δ(y)− 1

R

)

um = m2ζum (1.32)

Si se introduce una nueva variable z = sgn(y)R(ζ−1) y ψm = ζ−
1

4um la ecuación anterior

se puede escribir de forma similar a la ecuación de Schrödinger.

− d2ψm

d2z
+ V (z) = m2ψm (1.33)

Donde el potencial V (z) está dado por la expresión:

V (z) =
15

4 (|z|+R)2 −
3

Rδ(z) (1.34)
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La función delta en el potencial admite la existencia de un estado base normalizado. Este

modo cero del gravitón posee una dependencia funcional um ∝ ζ y se encuentra localizado

en la vencidad de la brana. Este modo reproduce el gravitón 4D usual del acoplamiento

gravitacional 4-dimensional.

8πG4 =
κ2

R (1.35)

Además del modo cero, se tiene un cont́ınuo de modos masivos del gravitón que se escriben

en términos de una combinación lineal de las funciones de Bessel (|z|+R)1/2Y2 (m (|z|+R))

y (|z|+R)1/2J2 (m (|z|+R)). De las condiciones de contorno que implica función δ en el

potencial de la brana en z = 0, se obtienen las autofunciones de los modos cont́ınuos de

KK [3].

ψm ∼ Nm(|z|+R)1/2

[

Y2 (m (|z|+R)) +
4

πm2R2
J2 (m (|z|+R))

]

(1.36)

donde Nm es una constante de normalización.

La existencia de los modos masivos inducen correcciones a la ley usual de la gravitación,

esta correción solo es significativa a escalas del orden del radio de curvatura del espacio

AdS5.

V (r) =
G4

r

(

1 + α
R2

r2

)

dondeα = 2/3 (1.37)

A escalas mayores que el radio de curvatura del AdS5, la presencia de los modos masivos

hacen que este escenario sea no realista debido a las desviaciones de la ley de Newton

que los modos masivos de baja enerǵıa inducen. Pero la funciones de ondas de los modos

masivos son fuertemente suprimidas en la vecindad de la brana y por tanto su contribución

al potencial Newtoniano es también fuertemente suprimida. Entonces se puede construir

un escenario realista con una dimensión extra no compacta.

Este tipo de escenario es uno de los modelos más recurridos en la actualidad pues propor-



1.5. FORMALISMO COVARIANTE DE GAUSS-CODACCI 25

ciona un escenario geométrico simple, además de su conexión con el ĺımite de baja enerǵıa

y pequeña curvatura de la teoŕıa de Supercuerdas. Además el modelo RS2 proporciona la

base para explorar las ideas holográficas que emergen de la teoŕıa M. La holograf́ıa sugiere

que la dinámica gravitacional de dimensión superior puede determinar el conocimiento de

los campos en el ĺımite de baja dimensionalidad. La correspondencia AdS/CFT es un

ejemplo en el cual la dinámica clásica del campo gravitacional con dimensiones extras es

equivalente en el ĺımite a la dinámica cuántica de una Teoŕıa de Campo Conforme (CFT).

El modelo RS2 con su métrica del AdS5 satisface dicha correspondencia, para más detalles

de la correspondencia AdS/CFT en el contexto cosmológico ver [22].

1.5. Formalismo covariante de Gauss-Codacci

El formalismo de Gauss-Codacci proporciona una potente herramienta para el estudio de

la geometŕıa y la dinámica de los mundos branas. En este formalismo se hace uso de las

conocidas ecuaciones de Gauss y Codacci de geometŕıa diferencial, para determinar el ten-

sor de curvatura de Riemann-Christoffel aśı como las contracciones de éste en variedades

diferenciales. En nuestro caso el bulk representa la variedad de dimensión n y se repre-

senta por Mn y gAB es la métrica definida en la variedad. Nuestro interés es determinar

el tensor de curvatura de Riemann-Christoffel en una subvariedad de dimensión menor

Mn−1 o ((n− 1)-brana) inmersa en la variedad Mn. Como los modelos estudiados en esta

tesis son modelos 5D, además por cuestiones de simplicidad, de aqúı en lo adelante solo

se consideran variedades M5, aunque las ecuaciones planteadas son igualmente aplicables

al caso n-dimensional. La presente sección no pretende ser una introducción pedagógica y

profunda del tema, existen varios art́ıculos de revisión que cumplen este objetivo [23, 24],

solo se trata de dotar al lector del formalismo necesario para resolver algunos problemas

que aparecen en los modelos de branas.
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1.5.1. Modelo geométrico

Consideremos una subvariedad 4D 0 3-brana que denotaremos (M4, hAB) inmersa en una

variedad 5D (M5, gAB) donde hAB es métrica inducida en M4 por la métrica de ambiente

gAB y se determina por:

hAB = gAB − nAnB (1.38)

Donde nA es el vector unitario normal a la brana y es un vector de carácter espacial, por

tanto cumple la condición:

gABn
AnB = 1 (1.39)

Si se toma el siguiente juego de coordenada XA = (xα, y) donde y es la coordenada extra,

se puede ver que:

nAhAB = nB − nB (1.40)

o sea la métrica inducida en M4 es perpendicular al vector normal nA y actúa como un

proyector de la métrica de fondo, aśı por ejemplo:

(5)RMN h
M
A hN

B × nA = 0 (1.41)

donde (5)RMN es el tensor de Ricci definido en M5 y (5)RMN h
M
A hN

B = (4)RAB es su

proyección en M4.

1.5.2. Ecuación de Gauss

El formalismo covariante de Gauss-Codacci se basa en dos ecuaciones fundamentales, una

de ellas es la ecuación de Gauss y se escribe como:

(4)RABCD = (5)RNMRSh
N
Ah

M
B h

R
Ch

S
D + 2KA[CKD]B (1.42)
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donde

2KA[CKD]B = KACKDB −KADKCB (1.43)

La ecuación (1.42) relaciona la curvatura intŕınseca de la brana, dada por el tensor de

curvatura 4D de Riemann-Christoffel (4)RABCD, con la curvatura del bulk, dada por el

tensor de Riemann-Christoffel (5)RABCD y la curvatura extŕınseca de la brana dada por

KAB. El tensor de curvatura extŕınseca de una hipersuperficie (o brana) ortogonal al

campo vectorial unitario nA se define como:

KAB = hN
Ah

M
B

(5)∇Nn
M =

1

2
L~nhAB (1.44)

Donde L~n es la derivada de Lie en la dirección del vector normal ~n y se define como

L = [nM (5)∇M ] y cumple la siguiente relación elemental

K[AB] = KABn
A = 0 (1.45)

Para un estudio más detallado del desarrollo de las ecuaciones (1.42)(1.45) se remite el

lector a [25].

1.5.3. Ecuación de Codacci

La ecuación que determina el cambio de la curvatura extŕınseca KAB en la hipersuperficie

y = const se conoce como ecuación de Codacci y se escribe como:

∇NK
N
A −∇AK = (5)RMNh

M
A n

N (1.46)

Resulta conveniente introducir la siguiente relación que es de gran utilidad y es una

descomposición del tensor de curvatura de Riemann-Christoffel (5)RABCD que lo relaciona
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con el tensor de Ricci (5)RAB el escalar de curvatura (5)R y el tensor de Weyl (5)CABCD

(que es la parte invariante conforme del tensor de curvatura):

(5)RABCD = (5)CABCD +
2

3

(

gA[C
(5)RD]B − gB[C

(5)RD]A

)

− 1

6
gA[C gD]B

(5)R (1.47)

Como el tensor de Weyl es invariante conforme, o sea es invariante ante transformaciones

conformes 8 de la métrica de la forma ḡAB = Ω2 gAB donde Ω(xA)2 es una función de las

coordenadas espacio-temporales y se tiene:

(5)C̄ABCD = (5)CABCD (1.48)

Como la radiación no es afectada por este tipo de transformación, el tensor de Weyl

se puede relacionar con aquella parte de la curvatura asociada a la radiación de ondas

gravitacionales. Una vez conocido el formalismo de Gauss-Codacci el próximo paso es

obtener las ecuaciones de Einstein en la brana.

1.6. Ecuación de Einstein en la brana

El objetivo de esta sección es obtener la expresión del tensor de Einstein en la brana.

Una vez más consideremos el escenario simplificado de los campos materiales confinados

en una 3-brana empotrada en un bulk 5D. En el proceso de derivación de dicha ecuación

seguiremos las mismas ideas y notaciones utilizadas en [23, 26].

Esta ecuación es de gran importancia pues a partir de ella se obtienen la ecuaciones

cosmológicas en la brana que son de nuestro interés.

Denotemos por nA el vector unitario normal a la brana y que induce la métrica hAB

8En este tipo de transformaciones se preserva la estructura causal del espacio-tiempo.
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en la brana definida por (1.38). Al contraer en la ecuación de Gauss (1.42) el tensor de

curvatura por su primer y tercer ı́ndice se obtiene:

(4)RAB = (5)RMNh
M
A h

N
B +KKAB −KN

BKNA − ẼAB (1.49)

donde

ẼAB = (5)RMNPQnMh
N
An

PhQ
B (1.50)

Empleando la descomposición (1.47) del tensor de Riemann-Christoffel en la ecuación

(1.50) se tiene:

ẼAB = EAB +
1

3

(

(5)RMN −
1

2
gMN

(5)R

)

hM
A h

N
B +

1

12
hMN

(5)R+
1

3
hAB

(5)RMNn
MnN (1.51)

Donde EAB es la proyección del tensor de Weyl en la brana:

EAB = (5)CMNPQn
MhN

An
PhQ

B (1.52)

y es un tensor de traza nula EA
A = 0. A partir de estos resultados la ecuación (1.49) se

puede escribir en la forma:

(4)RAB = −EAB −
1

3

(

(5)RMN −
1

2
gMN

(5)R

)

hM
A h

N
B −

1

12
hMN

(5)R

−1

3
hAB

(5)RMNn
MnN + (5)RMNh

M
A h

N
B +KKAB −KN

BKNA (1.53)

El tensor de Einstein definido en (0.5) se modifica en la brana al tener en cuenta las

contribuciones de la curvatura intŕınseca y extŕınseca de la hipersuperficie. Al contraer

dos veces la expresión anterior se obtiene el escalar de curvatura efectivo en la brana
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(4)R = gAB (4)RAB. El tensor de Einstein se escribe de la forma:

(4)GAB =
2

3

(

(5)RMN −
1

2
gMN

(5)R

)

hM
A h

N
B +

2

3

(

(5)RMNn
MnN

)

hAB

+KKAB −KN
BKNA +

1

2
hAB

(

KMNKMN −K2
)

− EAB (1.54)

Suponiendo que es válida la ecuación de Einstein (1.2) para el caso 5-dimensional, además

se sabe que (5)R = −2
3
T , de la ecuación anterior se obtiene la siguiente expresión 4-

dimensional del tensor de Einstein:

(4)GAB = −1

2
Λ5gAB +

2

3
κ2

5

[

TMNh
M
A h

N
B +

(

TMNn
MnN − 1

4
T

)

hAB

]

+KKAB −KN
BKNA

1

2
hAB

(

KMNKMN −K2
)

− EAB (1.55)

donde TMN es el tensor de enerǵıa-momento 5D.

Eligiendo un sistema de coordenada gaussiano XA = (xµ, y) donde la coordenada extra y

es ortogonal a la brana, el elemento de ĺınea viene dado:

ds2 = hµν(x
α, y)dxµdxν + dy2 (1.56)

En este sistema de coordenada es conveniente elegir del vector unitario normal a la brana

nA = (0, 0, 0, 0, 1), n5 = n5 = 1 (1.57)

Como la métrica inducida en la brana es ortogonal a nN esto implica que hANn
N = 0⇒

h05 = h55 = 0. Lo mismo es válido para las demás magnitudes definidas en la brana, por

ejemplo:

(4)RABn
B = 0⇒ (4)R05 = (4)R55 = 0 (1.58)
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La derivada de Lie en este sistema de coordenada se reduce a:

L~n =
∂

∂y
(1.59)

El tensor de Einstein (1.55) se puede escribir en coordenadas normales gaussiana como:

(4)Gµν = −1

2
Λ5hµν +

2

3
κ2

5

[

TMNh
M
µ h

N
ν +

(

TMNn
MnN − 1

4
T

)

hµν

]

+KKµν −Kβ
νKνβ −

1

2
hµν

(

K2 −KαβKαβ

)

− Eµν (1.60)

La ecuación de Codacci (1.46) se reduce:

∇βK
β
α −∇αK = TMNh

M
α n

N (1.61)

Las ecuaciones (1.60) y (1.61) conforman el conjunto básico de ecuaciones del formalismo

de Gauss-Codacci en la brana.

Por el momento no se asume ningún tipo particular de simetŕıa, además resulta conve-

niente considerar que la brana se encuentra en la posición y = 0 en la dimensión extra y es

perpendicular a ésta. Además se considera que el tensor de enerǵıa-momento 5-dimensional

en la ecuación (1.53) es de la forma definida en (1.17). El tensor de enerǵıa-momento de la

brana satisface la condición T brana
AB nB = 0. Por el momento no vamos a considerar campos

escalares o campos de forma en el bulk, aśı que prescindimos del tensor del campo escalar

en la ecuación (1.17). La ecuación (1.60) es independiente del contenido material de la

brana, éste afecta las ecuaciones del campo mediante la curvatura extŕınseca. Para ver

como la materia atrapada en la brana influye en su curvatura extŕınseca se utilizan las

condiciones de juntura de Israel [27]. Estas condiciones se obtienen al integrar la ecuación

del campo (1.16) a lo largo de la dimensión extra desde y = −ǫ a y = ǫ luego se hace
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ǫ→ 0 y se obtiene:

[hAB] = 0 ⇒ h+
AB = h−AB (1.62)

[KAB] = −κ2
5

(

T brana
AB − 1

3
hABT

brana

)

(1.63)

que relacionan la curvatura extŕınseca de la brana con su contenido material, donde:

[KAB] = ĺım
y→+0

KAB − ĺım
y→−0

KAB = K+
AB −K−

AB (1.64)

De forma general la notación anterior indica [A] = A+ − A−. Imponiendo la simetŕıa Z2

al espacio-tiempo y asumiendo que la brana se encuentra fija en el punto y = 0, se tiene

gAB(y) = gAB(−y). Esto implica que KAB(y) = −KAB(−y). De la simetŕıa Z2 en un

sistema de coordenada gaussiano se tiene que

K+
µν = K−

µν = −1

2
κ2

5

(

Sµν −
1

3
(λ− S)hµν

)

(1.65)

Donde S = Sµ
µ . Omitiendo los ı́ndices ± en la ecuación anterior y sustituyendo en la

ecuación (1.60) se obtiene la siguiente ecuación gravitacional en la 3-brana 9.

(4)Gµν = −Λ4hµν + κ2Sµν +
6

λ
κ4πµν − Eµν (1.66)

donde

Λ4 =
1

2

(

Λ5 + κ2λ
)

(1.67)

κ2 =
1

6
λκ4

5 (1.68)

πµν = −1

4
SµβS

β
ν +

1

12
SSµν +

1

8
hµνSαβS

αβ − 1

24
hµνS

2 (1.69)

De la ecuación (1.68) se deduce que para obtener un escenario realista con acoplamiento

9Para simplificar las expresiones asumiremos de aqúı en adelante κ = κ4.
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gravitacional positivo, es necesario que la tensión de la brana λ ≥ 0. El primer término de

corrección en la brana a la ecuación de Einstein es πµν que es una función cuadrática de

Sµν y juega un papel importante en el universo temprano (ρ≫ λ) e introduce la correción

|πµν/λ|
|Sµν |

∼ |Sµν |
λ
∼ ρ

λ
(1.70)

El segundo término de corrección Eµν corresponde a la proyección del tensor de Weyl en

la brana y proporciona información sobre el campo gravitacional fuera de la brana. A la

ecuación del campo (1.66) se le agrega un último término de correción si se generaliza al

caso de un campo escalar en el bulk (ver [23]). En este caso hay que sumar a la ecuación

del campo (1.66) el término 4
λ
κ2Fµν donde:

Fµν = T φ
ABh

A
µh

B
ν +

(

T φ
ABn

AnB − 1

4
T φ

)

(1.71)

1.7. Conclusiones parciales

Aunque el estudio de cosmoloǵıa en branas a bajas enerǵıas para obtener un compor-

tamiento efectivo 4D puede verse como una simplificación no realista de la f́ısica, este

tipo de acercamiento fenomenológico, sin embargo, es muy útil. Por esta razón el camino

camino más correcto, seŕıa estudiar los escenario extra-dimensionales desde un punto de

vista más fundamental, o sea partiendo de una teoŕıa fundamental, por ejemplo la Super-

gravedad y entonces extraer la f́ısica de baja enerǵıa y finalmente estudiar la cosmoloǵıa.

Siguiendo esta ĺınea de pensamiento en el presente caṕıtulo se expuso a un nivel elemental

los marcos teóricos mejor establecidos en los que se basan las teoŕıas extra-dimensionales

antes de estudiar la cosmoloǵıa correspondiente a cada tipo de escenario.

Aunque los mecanismos propuestos por Arkani-Hamed, Dimopoulos y Dvali (ADD) [7] o
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por L. Randall and R. Sundrum (RS) [2] no dan una solución definitiva al problema de

la jerarqúıa, nos muestran una nueva perspectiva simple de cómo enfocar este problema

fuera del contexto del ME y sus extensiones.

Hay que señalar que los efectos asociados a las dimensiones espaciales extras no solo puede

llevar a consecuencias de interés f́ısico a altas enerǵıas: como son el problema de jerarqúıa

del ME o la producción de microagujeros negros, entre otros efectos. También es posible

considerar las consecuencias a bajas enerǵıas de estos escenarios10 que pueden propor-

cionar información sobre la viabilidad de estos escenarios.

En este caṕıtulo se mostró que se pueden construir escenarios realistas con una configu-

ración donde no se restringe el espacio-tiempo 5D a tener una dimensión extra compacta

como en el modelo RS1: la caracteŕıstica que distingue al modelo RS2 de otros mode-

los extra dimensionales previos es que la dimensión extra es extendida y no compacta.

A bajas enerǵıas la dimensión extra no es percibida debido a la curvatura del bulk, en

vez de una compactificación. En el escenario RS2 aunque se tiene un cont́ınuo de modos

excitados de Kaluza-Klein (lo cual haŕıa que el escenario fuera poco realista debido a las

desviaciones de la ley de Newton que inducen los modos excitados), la fuerte supresión

de las funciones de ondas de los modos excitados en la vecindad de la brana, hacen que

las contribuciones de las dañinas excitaciones de KK a la ley usual de la gravitación sean

también fuertemente suprimidas. Por tanto se puede construir un escenario a partir del

modelo RS2, donde se recupere la ley de la gravitación de Newton a bajas enerǵıas.

Tanto los mundos branas de RS como sus generalizaciones, que incluyen materia en la

brana y campos escalares en el bulk [29, 30], proporcionan modelos fenomenológicos que

reflejan algunas de las caracteŕısticas principales de Teoŕıa M que proporciona un nue-

vo y excitante escenario geométrico además de nuevas ideas en la f́ısica de part́ıculas

elementales.

10Estos escenarios tienen implicaciones fenomenológicas en el efecto Casimir, potenciales electro-
magnéticos y el corrimiento Lamb del átomo de Hidrógeno [28].



2. COSMOLOGÍA EN BRANAS DE

RANDALL-SUNDRUM

La idea de dimensiones extras del espacio-tiempo donde la materia ordinaria es confina-

da a una subvariedad (brana) empotrada en un espacio de dimensionalidad superior, ha

recibido una enorme atención en los últimos años. Esta idea ha sido explorada particu-

larmente en el contexto cosmológico en [31, 32, 33, 34]. La evolución cósmica del universo

temprano cambia drásticamente si se consideran modelos de inflación inspirados en Teoŕıa

de la Gran Unificación (TGU), Teoŕıa de Supercuerdas o Teoŕıa-M [35, 36]. En el pre-

sente caṕıtulo se pretende estudiar la dinámica cosmológica en la brana (nuestro universo)

en un escenario de Randall-Sundrum tipo II (RS2), que resultan viables desde el punto

de vista fenomenológico. En el modelo propuesto originalmente por Randall-Sundrum la

brana es plana de Minkowski en un espacio-tiempo AdS5 y tienen un apreciable impacto

en la cosmoloǵıa del universo temprano particularmente en el peŕıodo inflacionario. En

los modelos inflacionarios más sencillos la densidad de enerǵıa del universo es dominada

por la enerǵıa potencial de un campo escalar (inflatón) que rueda lentamente hacia abajo

por la cuesta de su potencial de auto-interacción [37, 38]. 1 El resultado es que sólo los

potenciales suficientemente planos pueden alimentar la inflación.

1En cosmoloǵıa estándar la condición de rodadura lenta (o slow roll) impone restricciones sobre el tipo
de potencial que pueden producir escenarios inflacionarios realistas.

35



COSMOLOGÍA EN BRANAS DE RANDALL-SUNDRUM 36

Si se confina un campo escalar a la brana RS2 la expansión del universo difiere a altas

enerǵıas de lo predicho por la RG, pues el parámetro de expansión de Hubble es pro-

porcional a la densidad de enerǵıa (en contraste con lo predicho por la TGR donde este

parámetro es proporcional a la ráız cuadrada de la densidad de enerǵıa) a esto se debe a

que el término cuadrático en la densidad de enerǵıa del campo escalar proporciona una

mejor fricción al campo escalar 2. Esto significa que en branas RS la inflación es posible

para una clase más amplia de potenciales que en cosmoloǵıa normal [39]. Incluso para

potenciales que no son lo suficientemente planos desde el punto de vista convencional,

pueden producir inflación exitosamente (para más detalles se remite al lector al anexo A).

A enerǵıas suficientemente bajas (mucho menores que la tensión de la brana) se recupera

el comportamiento cósmico estándar a escalas menores que la escala de nucleośıntesis

primordial (λ ∼ 1MeV ), con lo cual se asegura una salida natural de la inflación ya que

el campo escalar acelera su rodamiento hacia abajo por la cuesta del potencial de auto-

interacción [40]. En este escenario el recalentamiento se produce de manera natural incluso

para potenciales con un mı́nimo global y la radiación es generada a través de producción

gravitatoria de part́ıculas [41], ó por medio del curvatón [42]. Aunque los modelos de

branas RS tienen un mayor impacto en el universo temprano, otra propiedad interesante

del modelo de inflación en brana RS2, es que el inflatón no decae necesariamente, sino que

puede sobrevivir hasta la presente época de la evolución cósmica. Por tanto este mismo

campo escalar podŕıa jugar el papel de la quintaesencia, que es el ingrediente necesario

para poder explicar el presente peŕıodo de expansión acelerada. Este nuevo escenario de

quintaesencia en cosmoloǵıa de brana ha sido estudiado en [33]. El mecanismo unificado de

inflatón y quintaesencia ha sido objeto de numerosos estudios [40, 43, 44]. Resulta natural

estudiar la cosmoloǵıa correspondiente a una generalización escalar del escenario RS2, en

2En branas RS se cumple mucho mejor la condición de rodadura lenta t́ıpica de los escenarios infla-
cionarios.
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este modelo se atrapa un campo escalar a la brana y se reemplaza la brana de Minkowski

en un primer caso por una brana homogénea e isótropa de Friedmann-Roberson-Walker

(FRW) la cual se ajusta a las simetŕıas que se observan actualmente en el universo [45]

3. En un segundo caso se considera una brana de Bianchi I la cual es homogénea pero

anisótropa. Esta propiedad del espacio es mucho más realista en el universo temprano.

2.1. Cosmoloǵıa en una brana homogénea de FRW

En el escenario RS2 el bulk AdS5 admite una brana de Minkowski, pero si consideramos un

bulk con 4-isotroṕıa espacial, este espacio-tiempo admite hipersuperficies con 3-isotroṕıa

y 3-homogenidad. Una generalización simple del AdS5 que preserva la 4-isotroṕıa del

espacio-tiempo y es solución de vació de la ecuación de Einstein 5D, es el Schwarzschild-

AdS5. Este tipo de bulk admite una foliación de FRW 4.

Los mundos branas de FRW son una generalización cosmológica de las branas de RS y

son parte de Schwarzschild-AdS5 (ver [23]). De forma general la métrica 5D compatible

con este tipo de simetŕıa en el bulk se puede escribir de siguiente forma.

(5)ds2 = gab(z
c)dzadzb + ϑ2(zc)γijdx

idxj (2.1)

Donde γij es la métrica tri-dimensional máximamente simétrica con curvatura negativa,

nula o positiva que designaremos por (k = −1, k = 0, k = 1) respectivamente. En nuestro

caso asumiremos que la brana es espacialmente plana. Los sub́ındices toman los siguientes

valores i, j = 1, 2, 3. La métrica bi-dimensional gab depende únicamente del tiempo y de la

coordenada extra gab(t, y) donde a, b = 0, 4 y ϑ es en general una función de t y y, ϑ(t, y).

3El universo actual se ajusta al principio cosmológico, según el cual el universo es homogéneo e isótropo
a grandes escalas cosmológicas.

4Las branas de FRW también pueden ser empotradas en generalizaciones no vaćıas como Reissner-
Nördstrom-AdS5 o Vaidya-AdS5
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Eligiendo un sistema de coordenada gaussiano se tiene:

gab(z
c)dzadzb = −n2(t, y)dt2 + dy2 (2.2)

La elección de este sistema es muy conveniente pues de la métrica inducida en la brana se

obtiene inmediatamente la métrica FRW. Si suponemos que la brana se encuentra en la

posición y = 0, en esta hipersuperficie (y = const.), que representa el volumen de nuestro

universo, el elemento de ĺınea (2.1) se reduce a:

ds2 = −n2(t, 0)dt2 + ϑ2(t, 0)γijdx
idxj (2.3)

Donde t es el tiempo propio en la brana. En y = 0 se tiene n(t, 0) = 1 y ϑ2(t, 0) = a2(t)

es el factor de escala en la brana.

2.1.1. El modelo

Consideremos un bulk AdS5 vaćıo, donde el tensor de enerǵıa-momento 5D de la ecuación

del campo (1.16) es (5)TAB = T
(brana)
AB δ(y).

La brana está llena de un fluido de fondo perfecto, constituido de materia ordinaria y de

materia escalar. La densidad de enerǵıa de los grados de libertad atrapados en la brana

es ρT = ρm + ρφ. Luego, el tensor de la brana es de la forma:

T
(brana)
AB = SAB = diag(−ρT , pT , pT , pT , 0) (2.4)

donde pT = pm + pφ es la presión total en la brana. La densidad de enerǵıa y la presión
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del campo escalar se definen respectivamente por:

ρφ =
1

2
φ̇2 + V (φ) (2.5)

pφ =
1

2
φ̇2 − V (φ) (2.6)

Donde V (φ) es el potencial de auto-interacción del campo escalar y el punto representa la

derivada temporal. Ambos fluidos satisfacen la ecuación de estado pi = (γ− 1)ρi donde γ

es el ı́ndice barotrópico del i-esimo fluido y toma valores entre 1 ≤ γ ≤ 2. Una vez definido

el contenido material en la brana y la métrica FRW espacialmente plana (k = 0) en ésta,

las ecuaciones cosmológicas se obtienen a partir de la ecuación de Einstein efectiva en la

brana (1.66).

La componente temporal (4)G00 de la ecuación (1.66) proporciona la primera de las ecua-

ciones cosmológica, que es la ecuación de Friedmann en la brana:

H2 =
1

3
κ2ρT

(

1 +
ρT

2λ

)

+
1

3
Λ4 +

C

a4
(2.7)

Donde H es el parámetro de Hubble que representa el ritmo de expansión del universo,

κ es la constante de acoplamiento gravitacional 4D definida por (1.68) y λ es la tensión

en la brana. Esta ecuación presenta diferencias considerables con la ecuación clásica de

Friedmann. El último término en ecuación anterior, que se conoce como Radiación Oscura,

se obtiene de la proyección del tensor de Weyl 5D en la brana. El parámetro C es una

constante de integración relacionada con la masa del agujero negro en el bulk. En este

primer estudio no se tendrá en cuenta esta corrección, pues existe una versión extendida

del teorema de Birkhoff’s que demuestra que si el bulk es AdS entonces la constante C

es nula [46]. Además consideraremos un ajuste fino entre la constante cosmológica del

AdS5 y la tensión de la brana en la ecuación (1.67) de modo que la constante cosmológica
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efectiva en la brana Λ4 sea nula 5 Aśı la ecuación (2.7) es más simple y además es posible

hallar soluciones estáticas del modelo.

La caracteŕıstica principal que distinge a la ecuación (2.7) de la ecuación original de

Friedmann de la TGR es la dependencia cuadrática en el miembro derecho de esta de

la densidad de enerǵıa de la materia atrapada. Este término predomina en el universo

temprano donde λ ≪ ρT ⇒ ρT

2λ
≫ 1. En este caso se tiene una correción apreciable a la

ley de expasión predicha por la TGR pues H ∝ ρT y no H ∝ √ρT como es de esperarse

según la RG. A tiempos tard́ıos la densidad de la materia atrapada en la brana se diluye

con la expansión ρT ≪ λ ⇒ ρT

2λ
≪ 1. En este caso la ecuación modificada de Friedmann

coincide con la relación estándar que se obtiene en RG.

Otra de las ecuaciones cosmológicas es la ecuación de Raychaudhuri:

Ḣ = −1

2
κ2
(

1 +
ρT

λ

)(

φ̇2 + γρm

)

(2.8)

donde el punto indica la derivada respecto al tiempo cosmológico.

La ecuación de Klein-Gordon para el campo escalar es:

φ̈+ 3Hφ̇+ V
′

(φ) = 0 (2.9)

donde la prima indica la derivada del potencial respecto al campo.

Por último la ecuación de continuidad para el fluido de materia ordinaria en la brana

está dada por

˙ρm + 3γHρm = 0 (2.10)

La ecuaciones cosmológicas (2.7)(2.10) constituyen un sistema de ecuaciones diferenciales

5De este modo los escenarios de brana dan una solución muy simple al conocido problema de la Constante
Cosmológica (ver [47]).
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ordinarias de segundo orden no lineales. En la actualidad no existen métodos generales

de solución para este tipo de ecuaciones. Por tanto, encontrar soluciones al sistema de

ecuaciones anterior es una tarea extremadamente dif́ıcil aún usando métodos numéricos

de solución. No obstante, existe un método alternativo que permite extraer información

de sistemas f́ısicos que evolucionan en el tiempo y que son descritos por ecuaciones dife-

renciales reducibles a ecuaciones de primer orden, sin necesidad de resolver las ecuaciones,

conocido como teoŕıa de los sistemas dinámicos (ver anexo B).

2.1.2. Estudio de sistema dinámico en brana FRW

La teoŕıa de los sistemas dinámicos proporciona una herramienta particularmente útil en

el estudio de los modelos cosmológicos, donde nos permite obtener una visión global de la

dinámica de la expansión del universo [48]. Para un estudio más profundo se recomienda

consultar el texto [49].

El objetivo de esta sección es precisamente estudiar la dinámica del campo escalar auto-

interactuante atrapado en una brana FRW usando técnicas de la teoŕıa de los sistemas

dinámicos. Estas han probado ser muy útiles para obtener información significativa sobre

la evolución de una amplia clase de modelos cosmológicos. En esta tesis se introduce una

metodoloǵıa general para el estudio de la dinámica de un campo escalar atrapado en la

brana (con un potencial de auto-interacción no especificado a priori) en presencia de un

fluido perfecto. Este estudio contiene como casos particulares, por ejemplo, al potencial

constante V (φ) = V0, al potencial exponencial V (φ) = V0e
−αφ, por mencionar algunos.

En lo siguiente usamos el sistema natural de unidades donde κ = ~ = c = 1.

Normalizando la ecuación de Friedmann (2.7) respecto H2 se logra identificar las nuevas
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variables dinámicas.

x =
φ̇√
6H

y =
V

3H2
Ωλ =

ρ2
T

6λH2
(2.11)

Introduciendo una nueva variable temporal τ =
∫

Hdt, derivando las nuevas variables

dinámicas (2.11) respecto al parámetro temporal τ e introduciendo una variable dinámica

adicional relacionada con la pendiente del potencial de auto-interacción del campo escalar

s = −∂φ ln V (φ) (2.12)

se obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales ordinaria (EDO) autónomo en las varia-

bles x, y,Ωλ y s.

x
′

=

√

3

2
sy − 3x+

3(Ωλ + 1)(γ − 2)

2(Ωλ − 1)
x3 +

3γ(Ωλ + 1)(y + Ωλ − 1)

2(Ωλ − 1)
x (2.13)

y
′

= −
√

6xys+
3y(Ωλ + 1)

(Ωλ − 1)

[

(γ − 2)x2 + γ (Ωλ + y − 1)
]

(2.14)

Ω
′

λ = 3Ωλ

[

(γ − 2)x2 + γ (Ωλ + y − 1)
]

(2.15)

s
′

= −
√

6xs2f(s) (2.16)

Donde la función f(s) se define por:

f(s) = Γ− 1 donde Γ =
V

′′
V

V ′2
(2.17)

En dicho sistema de ecuaciones la prima indica la derivada con respecto al parámetro

temporal τ .

A partir de la dependencia de V y de sus derivadas de φ y de las definiciones de Γ y

s sigue que estas últimas son funciones del campo Γ(φ) y s = S(φ). Luego si existe la
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Tabla 2.1.: Forma expĺıcita de la función Γ(s) para algunos potenciales de auto-
interacción, estudiados en las referencias que aparecen en la tabla como can-
didato a quintaesencia.

Potencial Γ(s) Referencia

V = V0Sinh
−αβφ 1 + 1

α
− αβ2

s2 [50][51][52]

V = V0e
−χφ + Λ −χ

s
[53]

V = V0
eχφ2

φm

(1+2m)s2+8mχ±s
√

s2+8mχ

2ms2 [54][55]

V = V0

[

eακφ + eβκφ
]

−κ[καβ+(α+β)s]
s2 [56]

función inversa φ = S−1(s) entonces se obtiene Γ(S−1(s)). En la tabla 2.1 se muestran

las funciones Γ(s) para algunos de los potenciales de quintaesencia más recurridos en la

actualidad.

2.1.3. Espacio de fase

La ecuación de Friedmann se puede escribir en término de las nuevas variables de la

siguiente manera.

Ωm = 1− x2 − y − Ωλ (2.18)

A partir de la restricción 0 ≤ Ωm ≤ 1 se logra identificar la región del espacio de fase:

0 ≤ x2 + y + Ωλ ≤ 1 (2.19)

A partir de la definición de la variable u y de la ecuación de Friedmann se obtiene la

relación:

ρT

λ
=

2Ωλ

1− Ωλ

(2.20)
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Tabla 2.2.: En la tabla se muestran los puntos cŕıticos del sistema de ecuaciones
(2.13)(2.16) y su existencia a partir de la restricción de Friedmann.

Pi x y Ωλ s Existencia

P1 0 1− Ωλ Ωλ ∈ [0, 1[ 0 siempre

P2 0 0 0 s ∈ R siempre

P3 0 0 1 s ∈ R siempre

P±
4 ±1 0 0 0 siempre

P5 0 1 0 0 siempre

P±
6 ±1 0 0 s∗ siempre

P7

√
3

2
γ

s∗
−3γ(γ−2)

2s∗2
0 s∗ s∗2 ≥ 3γ

P8
s∗√
6

1− s∗2

6
0 s∗ −

√
6 ≤ s∗ ≤

√
6

P9 x ∈ [−1, 1] −x2(γ−2)
γ

1 0 /∈ Ψ

Hay que señalar que los puntos cŕıticos con Ωλ = 1 corresponden a soluciones donde

tensión de la brana λ → 0. Por tanto están asociadas a regiones de altas enerǵıas muy

próximas a la singularidad inicial. El modelo que discutiremos en esta tesis es clásico,

por lo que no es capaz de describir adecuadamente una solución dominada por los efectos

cuánticos que aparecen cerca de la singularidad inicial. Por este motivo no debe de incluirse

el valor Ωλ = 1 en la región (2.21). 6 En este caso serán excluidos los puntos P1 y P9. Este

6Sin embargo, desde el punto de vista matemático, los estados con Ωλ = 1 se alcanzan asintóticamente.
De hecho, como algunas integraciones numéricas corroboran, existe un conjunto abierto de órbitas
en el interior del espacio de estado que alcanzan la frotera Ωλ = 1 del espacio de estados cuando
τ → −∞. Usualmente al espacio de fases se le adjunta su frontera aunque algunas regiones en la
frontera (por ejemplo Ωλ = 1) pueden descartarse de acuerdo a motivaciones f́ısicas.
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último punto tampoco cumple la restricción (2.19). Los puntos con Ωλ 6= 0 representan

soluciones con contribuciones 5D a la dinámica del universo. En cambio los puntos con

Ωλ = 0 están asociados a un comportamiento estándar 4D cuando λ→∞ y corresponde

al ĺımite de bajas enerǵıas de las ecuaciones cosmológicas de RS.

De la definición de las variables dinámicas (2.11), (2.12) y la restricción (2.19) se obtiene

la siguiente región del espacio de fase en la cual las nuevas ecuaciones dinámicas tienen

sentido f́ısico.

Ψ =
{

(x, y,Ωλ) : 0 ≤ x2 + y + Ωλ ≤ 1,−1 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ Ωλ < 1
}

× {s ∈ R}

(2.21)

Los puntos cŕıticos del sistema de ecuaciones (2.13)(2.16) se muestran en la tabla 2.2.

En dicha tabla s∗ denota los valores de la variable s que anulan la función f(s) o sea

f(s∗) = 0.

Los puntos cŕıticos P1 a P±
6 existen siempre y lo puntos P1, P

±
4 y P5 son puntos donde s se

anula. O sea, ellos existen para potenciales con primera derivada nula. Estos potenciales

han sido estudiados en [57]. Los puntos P2, P3, P
±
6 , P7, P8 existen para potenciales de auto-

interacción del campo escalar en los cuales f se anula para algún valor, en general no nulo,

de s. Las condiciones de existencia de P7 y P8 se presentan en la tabla 2.2.

Resulta de interés escribir algunos parámetros cosmológicos como el parámetro de estado

de la materia escalar ωφ =
pφ

ρφ
y el parámetro adimensional Ωφ en función de las variables

dinámicas (2.11):

ωφ =
x2 − y
x2 + y

Ωφ = x2 + y. (2.22)

Además el parámetro de desaceleración q = −
(

1 + Ḣ
H2

)

se puede escribir

q =

(

1 + Ωλ

1− Ωλ

)[

3x2 +
3γ

2

(

1− x2 − y − Ωλ

)

]

− 1 (2.23)
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Tabla 2.3.: Valor de los parámetros cosmológicos ωφ, Ωφ y q para cada uno de los puntos
cŕıticos que del sistema de ecuaciones (2.13)(2.16) .

Pi ωφ Ωφ q

P1 −1 1− Ωλ −1

P2 indefine 0 3γ
2
− 1

P3 indefine 0 indefine

P±
4 1 1 2

P5 −1 1 −1

P±
6 1 1 2

P7 γ − 1 3γ
s∗2

3γ
2
− 1

P8
1
3
(s∗2 − 3) 1 s∗2

2
− 1

P9 γ − 1 −2x2

γ
indefine

En la tabla 2.3 se muestra el valor de cada uno de estos parámetros correspondiente a los

puntos cŕıticos del sistema de ecuaciones (2.13)(2.16) que aparecen en la tabla 2.2.

2.1.4. Estabilidad de los puntos cŕıticos

En esta sección se realiza el análisis de la estabilidad de las perturbaciones de primer

orden del sistema de ecuaciones (2.13),(2.16). En el anexo B se ofrecen algunas de las

técnicas clásicas para dicho estudio de estabilidad.

El conjunto de puntos P1 que representa una recta en el plano (y,Ωλ) dada por y = 1−Ωλ

que describe una posible solución con contribuciones 5D a la dinámica del universo pues

de forma general Ωλ 6= 0. De la relación entre y y Ωλ se deduce que esta solución es

dominada por la enerǵıa potencial del campo escalar ρT = V (φ). En este caso la ecuación
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de Friedmann se puede reescribir como:

3H2 = V

(

1 +
V

2λ

)

(2.24)

En el universo temprano donde λ ≪ V se tiene HRS = V√
6λ

, a altas enerǵıas el ritmo de

expansión del universo en el modelo RS difiere de la expansión predicha por la RG:

HRS

HRG

=

√

V

2λ
(2.25)

Estos puntos tienen una variedad estable, M2, de dimensión dos. Dado que dicha solución

es tipo de de Sitter (ωφ = −1) y por la importancia de este tipo de soluciones en el

contexto cosmológico es necesario hacer un análisis de su estabilidad más allá del t́ıpico

análisis de estabilidad lineal. Con este propósito en la sección 2.1.5 hacemos el cálculo

expĺıcito de su variedad central probándose que dicha posición de equilibrio es localmente

asintóticamente inestable.

El punto P2 corresponde a una solución dominada por la materia Ωm = 1. Esta solución,

aunque corresponde a un punto de equilibrio no hiperbólico, se comporta como un punto

de ensilladura 7 en el espacio de fase del modelo RS, pues tiene una variedad estable y

una variedad inestable ambas no vaćıas (ver la tabla 2.4).

El punto P3 será excluido de este análisis pues se encuentra en la frontera Ωλ = 1 de la

región del espacio de fase (2.21). Desde el punto de vista f́ısico esta solución representa

un universo vaćıo de Misner-Randall-Sundrum (MRS). Como veremos más adelante todas

las integraciones numéricas realizadas durante esta investigación sugieren que dicha solu-

ción representa un atractor del pasado. Para comprobar dicha conjetura puede hacerse el

cálculo expĺıcito de su variedad central y el análisis de su estabilidad siguiendo el mismo

7El concepto de punto silla no se aplica en general a puntos de equilibrio no hiperbólicos
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Tabla 2.4.: En la tabla se muestran los autovalores de la matŕız de linealización del sistema
de ecuaciones (2.13)(2.16).

Π =

√

(2−γ)(s∗2(2−9γ)+24γ2)
s∗

Pi λ1 λ2 λ3 λ4

P1 0 0 −3 −3γ

P2 0 −3γ 3γ 3
2
(γ − 2)

P3 0 3(γ − 1) 3γ 6γ

P±
4 0 −6 6 6− 3γ

P5 0 0 −3 −3γ

P±
6 −6 6− 3γ 6∓

√
6s∗ ∓

√
6(s∗)2f

′
(s∗)

P7 −3γ 3
4
(γ − 2− Π) 3

4
(γ − 2 + Π) −3γs∗f

′
(s∗)

P8
1
2
(s∗2 − 6) s∗2 − 3γ −s∗2 −s∗3f ′

(s∗)

procedimiento que en las secciones 2.1.5 y 2.1.6. Dado que en esta tesis nos concentramos

en la dinámica de tiempo tard́ıo y debido a la complejidad computacional que supone el

cálculo de su variedad central decidimos no hacer dicho análisis.

Los puntos P±
4 son soluciones dominadas por la enerǵıa cinética del campo escalar y

representan soluciones con un comportamiento estándar (Ωλ = 0). Dichos puntos cŕıticos,

a pesar de ser no hiperbólicos se comportan como puntos de ensilladura en el espacio de

fase a causa de la inestabilidad de una dirección asociada a un autovalor real positivo y

la estabilidad de una dirección asociada a un autovalor real negativo.

El punto cŕıtico P5 es un caso part́ıcular de P1 cuando Ωλ = 0 y representa una solución

dominada por la enerǵıa potencial del campo escalar y representa un atractor tard́ıo de

de Sitter 8.

8A esta conclusión puede arribarse luego de hacer el análisis de la estabilidad de su variedad central
(ver 2.1.6)
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El análisis de la estabilidad de los puntos de equilibrio P±
6 , P7 y P8 es una tarea un poco

más complicada, pues los autovalores de la matriz de linealización del sistema en este

punto dependen expĺıcitamente de la derivada de la función f(s) y por tanto su carácter

dinámico depende de la elección del potencial de auto-interacción del campo escalar (2.17).

Los puntos P±
6 son soluciones dominadas por la enerǵıa cinética campo escalar, que se

comportan como estados transcientes (punto de ensilladura en el espacio de fase) en la

evolución del universo siempre que γ < 2. Para γ = 2 el punto P+
6 es no hiperbólico. La

variedad estable es 3D si

s∗ >
√

6 (2.26)

y f ′(s∗) > 0, en otro caso la variedad estable es de dimensión menor que 3. Del mismo

modo, para γ = 2 el punto P−
6 es no hiperbólico y su variedad estable es 3D si

s∗ < −
√

6 (2.27)

y f ′(s∗) < 0, en otro caso la variedad estable es de dimensión menor que 3.

Todos los valores propios de la matŕız Jacobiana evaluada en P7 de la tabla (ver 2.4) son

reales para valores de s∗ en el conjunto

{

−
√

24γ2

9γ − 2
≤ s∗ ≤ −

√

3γ

}

∪
{

√

3γ ≤ s∗ ≤
√

24γ2

9γ − 2

}

(2.28)

para 1 ≤ γ < 2. P7 es no hiperbólico si s∗ ∈
{

−√3γ,
√

3γ
}

ó s∗f ′(s∗) = 0 ó γ = 2. En otro

caso el punto de equilibrio es hiperbólico y podemos caracterizar el punto de equilibrio

como sigue. Este punto se comporta como un nodo estable, y por tanto un atractor tard́ıo,

para valores de s∗ satisfaciendo

−
√

24γ2

9γ − 2
≤ s∗ < −

√

3γ con f ′(s∗) < 0 (2.29)
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ó cuando
√

3γ < s∗ ≤
√

24γ2

9γ − 2
con f ′(s∗) > 0 (2.30)

Además este punto se comporta como un punto de ensilladura para

−
√

24γ2

9γ − 2
≤ s∗ ≤ −

√

3γ con f ′(s∗) > 0 (2.31)

ó para

−
√

24γ2

9γ − 2
≤ s∗ ≤ −

√

3γ con f ′(s∗) < 0. (2.32)

En cambio, si s∗2(2− 9γ)+24γ2 < 0, γ < 2, la matŕız Jacobiana evaluada en P7 tiene dos

valores propios complejos conjugados con parte real negativa y dos valores propios reales.

Si además s∗f ′(s∗) > 0, este es un atractor tard́ıo, en otro caso es un punto de ensilladura.

El punto P8 representa una solución dominada por el campo escalar (Ωφ = 1). P8 es

no hiperbólico si s∗2 ∈ {0, 3γ, 6} ó f ′(s∗) = 0. Dicha solución es un nodo estable si

s∗2 6= {0, 6}, s∗2 < 3γ y s∗f(s∗) < 0, en otro caso es un punto de ensilladura.

Más adelante se estudia el comportamiento asintótico de estas soluciones, para varios

potenciales de auto-interacción del campo escalar, que han sido estudiados previamente

como modelo de quintaesencia.

2.1.5. Dinámica de la variedad central de la solución de de Sitter P1

Como mencionabamos en la sección anterior, dada la importancia en cosmoloǵıa de las

soluciones de de Sitter, resulta de interés realizar un estudio más detallado de la dinámica

del conjunto de puntos cŕıticos P1 (para Ωλ 6= 0) para poder determinar si dicha solución

es un atractor de Sitter tard́ıo con modificaciones 5D o no. De acuerdo al modelo RS dicha

solución no debeŕıa comportarse como un atractor tard́ıo debido que las modificaciones
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5D son t́ıpicas de las altas enerǵıas (universo temprano) y no de bajas enerǵıas (universo

tard́ıo). Para verificar esta conjetura recurrimos a la teoŕıa de la variedad central la cual

permite dar un criterio consistente acerca del comportamiento asintótico de dicha solución.

Con el objetivo de trasladar un punto de equilibrio arbitrario de coordenadas (x = 0, y =

1 − uc,Ωλ = uc, s = 0) localizado en P1 al origen de coordenadas y luego llevar la parte

lineal del sistema a la forma real de Jordan se introduce el cambio de variables

x = u1+v2 y = u2−uc+v1+1, Ωλ = −u2+uc−
ucv1

uc + 1
, s = −

√
6u1

uc − 1
(2.33)

El sistema de ecuaciones (2.13)(2.16) puede reescribirse en función de la nuevas variables

como

u′1 =
6f
(

−
√

6u1

uc−1

)

u3
1

uc − 1
+

6v2f
(

−
√

6u1

uc−1

)

u2
1

uc − 1
(2.34)

u′2 = −3uc(uc − u2 −
ucv1

1 + uc

)(−2(u1 + v2)
2 + γ(

v1

1 + uc

+ (u1 + v2)
2)) (2.35)

+3(u2 +
uc(−1− uc + v1)

1 + uc

)(−2(u1 + v2)
2 + γ(

v1

1 + uc

+ (u1 + v2)
2))

v′1 = −3(u2 − uc +
ucv1

1 + uc

)(−2(1 + uc)(u1 + v2)
2 + γ(v1 + (1 + uc)(u1 + v2)

2)) (2.36)

−
3(1 + uc)

2(1 + u2 − uc + v1)(1− u2 + uc − ucv1

1+uc
)((u1 + v2)

2(γ − 2) + v1γ
1+uc

)

1 + u2(1 + uc) + uc(v1 − uc)

+
6u1(1 + uc)

2(u1 + v2)(1 + u2 − uc + v1)

u2
c − 1

v′2 = −
3(u1 + v2)(u2 − uc − 1 + ucv1

1+uc
)(−2(u1 + v2)

2 + γ(v11 + uc + (u1 + v2)
2))

2(u2 + 1+uc(v1−uc)
1+uc

)
(2.37)

+3(u1 + v2)−
6u2

1(u1 + v2)

uc − 1
f(−

√
6u1

uc − 1
) +

3u1(1 + u2 − uc + v1)

u2
c − 1
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Realizando en el sistema anterior una expansión de Taylor en un entorno del origen de

coordenadas, hasta términos de segundo orden, se obtiene el sistema:

u′1 =
6f(0)u2

1v2

uc − 1
(2.38)

u′2 = 6v2u1uc + 6u2
1uc + 3u2

1u2

(

γ − 2

uc − 1
− 4

)

+ 6u1u2

(

γ +
1

uc − 1
− 3

)

(2.39)

+v1

(

− 6u2
1u

2
2uc(γ − 2)

(uc − 1)3(1 + uc)
− 6u2

1uc(uc + γ − 1)

u2
c − 1

− 6u2
1u2uc(γ − 2)

(−1 + uc)2(1 + uc)

)

−v1v2

(

12u1u
2
2uc(γ − 2)

(uc − 1)3(1 + uc)
+

12u1u2uc(γ − 2)

(uc− 1)2(1 + uc)
+

6u1uc(uc + 2γ − 3)

u2
c − 1

)

−(γ − 2)v2v
2
1

(

36u1u
2
2u

2
c

(uc − 1)4(1 + uc)2
+

24u1u2u
2
c

(uc − 1)3(1 + uc)2
+

12u1u
2
c

(u2
c − 1)2

)

−(γ − 2)v2
1

(

6u2
1u

2
c

(u2
c − 1)2

+
18u2

1u
2
2u

2
c

(uc − 1)4(1 + uc)2
+

12u2u
2
1u

2
c

(uc − 1)3(1 + uc)2

)

−6ucγv
2
1u

2
2

(

1

u2
2(uc − 1)(1 + uc)2

+
1

(uc − 1)3(1 + uc)2

)

− 6v1u2ucγ

(u2
c − 1)2

−v1v
2
2(γ − 2)

(

6u2
2uc

(uc − 1)3(1 + uc)
+

6u2uc

(uc − 1)2(1 + uc)
+

6uc

uc2 − 1

)

−v2
1v

2
2

(

18u2
2u

2
c

(uc − 1)4(1 + uc)2
+

12u2u
2
c

((uc − 1)3(1 + uc)2)
− 6u2

c

(u2
c − 1)2

)

+
3γu2

1 + uc

+ (γ − 2)3u2v
2
2
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v′1 = v2
1

(

6u2
1uc(γ − 2)

(uc − 1)2(1 + uc)
+ u2

2

(

18u2
1uc(γ − 2)

(uc − 1)4(1 + uc)
+

6γ

(uc − 1)3(1 + uc)

))

(2.40)

(γ − 2)v12v2
2

(

18u2
2uc

(uc − 1)4(1 + uc)
+

12u2uc

(uc − 1)3(1 + uc)
+

6uc

(uc − 1)2(1 + uc)

)

3(γ − 2)(1 + uc)v1

uc − 1
− 6v2u1(1 + uc)(γ − 1) +

6u2u1(v2 + u1)(1 + uc)

uc − 1

+v2v
2
1

(

36u1u
2
2uc(γ − 2)

(uc − 1)4(1 + uc)
+

24u1u2uc(γ − 2)

(uc − 1)3(1 + uc)
+

12u1uc(γ − 2)

(uc − 1)2(1 + uc)

)

+v1v2

(

12u1u
2
2(γ − 2)

(uc − 1)3
+

12u1u2(γ − 2)

(uc − 1)2
+

6u1(1 + uc)(γ − 1)

uc − 1

)

+v1

(

6u2
1u

2
2(γ − 2)

(uc − 1)3
+

6u2
1u2(γ − 2)

(uc − 1)2
+

3γu2
1(1 + uc)

uc − 1
− 3γ

)

6(γ − 2)v1u2

(uc − 1)2
+

6(γ − 2)v1u
2
2

(uc − 1)3
+

6γu2v
2
1

(uc − 1)2(1 + uc)

3γv2
1

uc − 1
+ 3u2

1(1 + uc)γ +
12(γ − 2)u2

1u2v
2
1uc

(uc − 1)3(1 + uc)

v′2 = v1

(

9u2
1uc(γ − 2)

(uc − 1)2(1 + uc)
+ u2

2

(

27u2
1uc(γ − 2)

(uc − 1)4(1 + uc)
+

3γ

(uc − 1)3(1 + uc)

))

(2.41)

−3v2 + v12v2
2

(

54(γ − 2)u1u
2
2u

2
c

(uc − 1)5(1 + uc)2
+

27(γ − 2)u1u2u
2
c

(uc − 1)4(1 + uc)2
+

9(γ − 2)u1u
2
c

(uc − 1)3(1 + uc)2)

)

+(γ − 2)v1v
2
2

(

27u1u
2
2uc

(uc − 1)4(1 + uc)
+

18u1u2uc

(uc − 1)3(1 + uc)
+

9u1uc

(uc − 1)2(1 + uc)

)

+
9v2u

2
1u

2
2(γ − 2)

(uc − 1)3
+ (γ − 2)v2

2

(

9u1u
2
2

(uc − 1)3)
+

9u1u2

(uc − 1)2
+

9u1(1 + uc)

2(uc − 1)

)

+
9v2u

2
1u2(γ − 2)

(uc − 1)2
+ v1

(

3u1(γ − 2)

2(uc − 1)
+

3u1u
2
2γ

(uc − 1)3(1 + uc)
+

3u1u2γ

(uc − 1)2(1 + uc)

)

− 3u1u2

uc − 1
+ v2

1

(

9u1u
2
2ucγ

(uc − 1)4(1 + uc)2
+

6u1u2ucγ

(uc − 1)3(1 + uc)2
+

3u1ucγ

(u2
c − 1)2

)

+v2
1

(

9u2
1u

2
c(γ − 2)

(uc − 1)3(1 + uc)2
+ u2

2

(

54u2
1u

2
c(γ − 2)

(uc − 1)5(1 + uc)2
+

9ucγ

(uc − 1)4(1 + uc)2

))

+u2v1

(

18u2
1uc(γ − 2)

(uc − 1)3(1 + uc)
+

3γ

(uc − 1)2(1 + uc)

)

+
u2

1(9(1 + uc)(γ − 2)− 12f(0))

2(uc − 1)

+
3γv1

2(uc − 1)
+

3ucγv
2
1

(u2
c − 1)2

La descomposición de Jordan de la matriz Jacobiana del sistema de ecuaciones anterior
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evaluada en el origen de coordenada es:

A =



















0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1

1 0 0 0



















B =



















−3 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −3γ



















Donde A es una matriz de similitud asociada a una transformación de coordenadas y B es

la matriz real de Jordan. Si denotamos por M a la matriz Jacobiana del sistema, entonces

M = BAB−1. De acuerdo al Teorema de la Variedad Central las coordenadas v1 y v2

asociadas a la variedad central de P5 se pueden definir localmente como funciones de las

variables u1 y u2. Su dependencia funcional la denotaremos por:

v1 = F (u1, u2) v2 = G(u1, u2) (2.42)

Derivando cada una de las funciones (2.60) respecto a τ se obtiene el sistema de ecuaciones

en derivadas parciales 9:

v′1 − F (1,0)u′1 − F (0,1)u′2 = 0 (2.43)

v′2 −G(1,0)u′1 −G(0,1)u′2 = 0 (2.44)

Empleando los desarrollos (2.38)(2.41) en el sistema anterior se obtiene un sistema de

9La notación (0,1) que aparece en las siguientes ecuaciones indica el orden de derivación respecto a
las variables independientes, por ejemplo (1,0) indica la derivada de primer orden respecto a u1 y la
derivada de orden cero respecto a u2.
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ecuaciones en derivadas parciales cuasilineal, el cual no mostraremos acá por limitaciones

de espacio.

Buscar soluciones anaĺıticas del sistema (2.43)(2.44) representa una gran dificultad. Pero

podemos suponer que las soluciones son de la forma

F (u1, u2) = a11u
2
1 + a12u1u2 + a22u

2
2 +O(u1)

3 +O(u2)
3 (2.45)

G(u1, u2) = b11u
2
1 + b12u1u2 + b22u

2
2 +O(u1)

3 +O(u2)
3 (2.46)

para ui → 0 (ver [58]). Sustituyendo las soluciones (2.45)(2.46) en (2.43)(2.44) y com-

parando potencias de igual orden se encuentra que los coeficientes no nulos son

a11 = −(1 + uc) b12 = − 1

uc − 1
b22 = 1 (2.47)

Entonces podemos escribir la dependencia funcional

v1 = −(1 + uc)u
2
1 v2 = − u1u2

uc − 1
+ u2

2 (2.48)

Una vez encontrada las soluciones (2.48) se sustituyen en las ecuaciones (2.38)(2.39) y se

obtiene el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinaria

u′1 =
6u2

1u
2
2f(0)

uc − 1
− 6u3

1u2f(0)

(uc − 1)2
(2.49)

u′2 = 6u1u
2
2uc + u2

1

(

u2(6− 18uc)

uc − 1
+ 6uc+

6u2
2(γ − 2− uc(γ − 3))

(uc − 1)2)

)

, (2.50)

el cual representa las ecuaciones de gobierno sobre la variedad central. Estudiando la

dinámica del sistema anterior se logra determinar la dinámica de la variedad central de

la solución P1.



2.1. COSMOLOGÍA EN UNA BRANA HOMOGÉNEA DE FRW 56

Figura 2.1.: Campo de velocidades del sistema de ecuaciones (2.49)(2.50), el cual determina la
dinámica de la variedad central, para valores de los parámetros libres (a) Figura
de la izquierda f(0) = 1, γ = 1 y uc = 0,5 (b) Figura de la derecha f(0) = −1,
γ = 1 y uc = 0,5. Observar que el eje x1 es una la ĺınea de puntos de equilibrio
asintóticamente estable en ambos casos para condiciones iniciales en una vecindad
del origen.

La dinámica del sistema de ecuaciones (2.49)(2.50) depende del valor de f(0), por tanto es

necesario que s = 0 no sea un punto singular o un cero que las funciones f(s) empleadas.

En el caso que f(0) = 0 o f sea singular en s = 0, el sistema (2.49)(2.50) no describe

apropiadamente la dinámica en la variedad central sino que hay que incorporar términos

de orden superior a dos en el esquema de cálculo de la variedad central lo cual incrementa

la complejidad de cálculo del problema.

De acuerdo al teorema de Estabilidad de la Variedad Central (ver B), si la solución cero

del sistema de ecuaciones (2.49)-(2.50) es estable (asintóticamente estable o inestable)

entonces la solución P1 del sistema de ecuaciones (2.13)(2.16) es estable (asintóticamente

estable o inestable) 10.

10Para más detalles ver [58].
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Para analizar la estabilidad de la solución cero del sistema de ecuaciones (2.49)-(2.50) in-

tegramos numéricamente dicho sistema para valores de f(0) negativos y positivos. Como

se puede ver en la figura 2.1 (en la que se representa el campo de direcciones asociado

al sistema (2.49)-(2.50)) el origen de coordenadas es localmente asintóticamente inestable

para condiciones iniciales en una vecindad del origen de coordenadas independientemente

del signo de f(0). Por tanto puede con concluirse que P1 es localmente asintóticamente

inestable para f(0) 6= 0. Este resultado era de esperar pues no deben de obtenerse atrac-

tores del futuro con correcciones 5D, pues este tipo de correcciones es caracteŕıstica de

soluciones asociadas al universo temprano. En este sentido la solución de equilibrio P1

está asociada a la inflación primordial y representa un estado transciente en la evolución

del sistema.

2.1.6. Dinámica de la variedad central de la solución de de Sitter P5

Un caso part́ıcular de P1 es la solución P5 que representa un posible atractor tard́ıo de

Sitter sin modificaciones 5D (Ωλ = 0). Por este motivo resulta de interés realizar un

estudio más detallado de la dinámica de este punto cŕıtico no hiperbólico usando la teoŕıa

de la variedad central.

Con el objetivo de trasladar el punto de equilibrio al origen de coordenadas y reducir la

parte lineal del sistema a la forma canónica real de Jordan se introduce la transformación

lineal de coordenadas

x =
x1√
6

+ y1 y = 1− x2 + y2 Ωλ = x2 s = x1. (2.51)

Luego el sistema de ecuaciones (2.13)-(2.16) se reescribe en función de la nuevas variables
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como

x′1 = −x2
1f(x1)

(

x1 +
√

6y1

)

(2.52)

x′2 = 3x2(γ − 2)

(

x1√
6

+ y1

)2

+ 3γx2y2 (2.53)

y′1 =
3γy2(x2 + 1)

(

x1√
6

+ y1

)

+ 3(x2 + 1)(γ − 2)
(

x1√
6

+ y1

)3

2(x2 − 1)
(2.54)

−
(

x1√
6

+ y1

)

(

3− x2
1f(x1)

)

+

√

3

2
x1(y2 − x2 + 1)

y′2 =

3(y2 − x2 + 1)(x2 + 1)

(

(γ − 2)
(

x1√
6

+ y1

)2

+ y2γ

)

x2 − 1
(2.55)

−x1

(

x1 +
√

6y1

)

+ (γ − 2)3x2

(

x1√
6

+ y1

)2

+ 3γx2y2

Realizando una expansión de Taylor en una vecindad del origen de coordenadas hasta

términos de segundo orden, se obtiene

x′1 = −
√

6x2
1y1f(0) (2.56)

x′2 =
(γ

2
− 1
)

x2
1x2 +

√
6(γ − 2)x1x2y1 + (3γ − 6)x2y

2
1 + 3γx2y2 (2.57)

y′1 = −
√

3

2

(

x1x2 + (γ − 2)x1y
2
1

(

3

2
+ x2 (1 + 3x2)

)

+
γ − 2

2
y2x1

)

(2.58)

+y1

((

3− 3γ

2

)

x2x
2
1 (1 + x2) + x2

1

(

3

2
− 3γ

4
+ f(0)

)

− 3

)

−
√

3

2
y2

(

γx1x2 (1 + x2) +
√

6γy1

(

1

2
+ x2 (1 + x2)

))
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y′2 = x2x
2
1 +
√

6y1x1 (x2 + 1− γ) + (6− 3γ) y2
1 −

γ

2
x2

1 − γ
(

3 +
x2

1

2

)

y2 (2.59)

+y2

[

(2− γ) (1 + x2) x2x
2
1 − 3γy2 (1 + 2x2 (1 + x2))

]

−
√

6 + (γ − 1)x1

−2
√

6 (γ − 2) (1 + x2)x1x2 + 6 (2− γ)
(

(1 + x2)x2 −
1

2

)

y2y
2
1

En este caso la descomposición de Jordan de la matriz Jacobiana del sistema de ecuaciones

(2.56)-(2.59) evaluada en el origen de coordenadas, proporciona la siguiente matriz de

similitud asociada a la transformación de coordenada:

A =



















0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1



















,

y se obtiene la misma matriz real B que en el estudio de la solución P1.

De acuerdo al Teorema de la Variedad central las coordenadas y1 y y2 de cualquier punto

sobre la variedad central se pueden expresar localmente como funciones de las variables

x1 y x2 :

y1 = F (x1, x2) y2 = G(x1, x2) (2.60)

Derivando las funciones (2.60) y utilizando las ecuaciones del sistema (2.56)(2.59) se

obtiene el sistema de ecuaciones en derivadas parciales cuasilineal:

− 3(γ − 2)F

(

1 +
1

2
(1 + x2) x2x

2
1 +

(

1

4
− f(0)

γ − 2

)

+

√

3

2

(

1

2
+ (1 + x2)x1x2

)

F

)

(2.61)

+
[(γ

2
− 1
)

x2x
2
1 + (γ − 2)

(√
6x1 + 3F

)

x2F + 3γx2G
]

F (0,1) +
√

6x2
1f(0)F (1,0)

−
√

3

2

(

(γ − 2)

2
x1 + γ (1 + x2)x1x2 + 3γ

(

1

2
+ (1 + x2)x2

)

F

)

G−
√

3

2
x1x2 = 0
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[(γ

2
− 1
)

x2x
2
1 + (γ − 2)

(√
6x1 + 3F

)

x2F + 3γx2G
]

G(0,1) −
√

6x2
1f(0)FG(1,0) (2.62)

+
√

6 (γ − 1− x2)x1F +
(γ

2
− x2

)

x2
1 + 3(γ − 2)F 2 + 6γ

(

(1 + x2)x2 +
γ

2

)

G2

+6G

[

(

(γ − 2) (1 + x2)x2 +
γ

2
− 1
)

F 2 + (γ − 2) (1 + x2)x2x
2
1 + γ

(

3 +
x2

1

2

)]

+2
√

6 (γ − 2)

(

(1 + x2) x1x2 +
(γ − 1)

2 (γ − 2)
x1

)

FG = 0

Una vez más buscamos soluciones en la forma de las series (2.45)-(2.46). Sustituyendo

estas expresiones en las ecuaciones (2.61)(2.62) y igualando a cero los coeficientes de los

monomios de igual potencia se encuentra que los coeficientes no nulos en la expansión en

series son:

a12 = − 1√
6

b11 = −1

6
(2.63)

Una vez conocida la dependencia funcional de y1 y y2

y1 = F (x1, x2) = −x1x2√
6

y2 = G(x1, x2) = −x
2
1

6
. (2.64)

Para determinar el comportamiento dinámico de la variedad central, sustituimos las solu-

ciones (2.64) en (2.56)(2.57) y estudiamos la dinámica del sistema de ecuaciones diferen-

ciales ordinarias

x′1 = x3
1x

2f(0) (2.65)

x′1 =
1

2
x2x

2
1 [(γ − 2) (x2 − 2)x2 − 2] (2.66)

Como se puede ver la dinámica de la variedad central depende del valor de la función f(s)

evaluada en s = 0, por tanto es necesario que el punto s = 0 no sea un punto singular o un

cero de la función f(s) empleada. En el caso que f(0) = 0 o f sea singular en el origen, el

sistema (2.65),(2.66) no describe apropiadamente la dinámica en la variedad central sino

que hay que incorporar términos de orden superior a tres en el esquema de cálculo de la
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Figura 2.2.: Campo de velocidades del sistema de ecuaciones (2.65)(2.66), el cual determina la
dinámica de la variedad central para valores de los parámetros libres (a) Figura de
la izquierda f(0) = −0,1 y γ = 1, (b) Figura de la derecha f(0) = −0,1 y γ = 1.

La región de interés f́ısico es el semiplano superior x2 ≥ 0.

variedad central lo cual incrementa la complejidad de cálculo del problema. De acuerdo al

Teorema de la Variedad Central, el análisis de la estabilidad de P5 se reduce al análisis de

la estabilidad del origen del sistema (2.65)-(2.66). Para hacer este análisis recurrimos a la

integración numérica. De acuerdo a las integraciones numéricas que se ofrecen en la figura

2.2 (donde se representa el campo de direcciones del sistema bajo estudio para diferentes

elecciones del signo de f(0) (f(0) 6= 0)) se observa que el eje x1 (x2 = 0) es una ĺınea

de puntos de equilibrio localmente asintóticamente estable para condiciones iniciales en

una vecindad del origen independientemente del signo de f(0) (f(0) 6= 0). Luego, existe

una vecindad del origen en la cual el segmento del eje x1 contenido en dicha vecindad es

localmente asintóticamente estable. Este tipo de comportamiento de las trayectorias del

sistema de ecuaciones (2.65)-(2.66) implica que la variedad central de P5 es localmente

asintóticamente estable. A partir de este resultado podemos decir que la solución P5 del

sistema de ecuaciones (2.13)-(2.16) es localmente asintóticamente estable. Por tanto, desde
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el punto de vista cosmológico el punto de equilibrio P5 está asociado a una solución de de

Sitter en expansión acelerada (atractor tard́ıo de de Sitter).

2.1.7. Potencial V = V0Sinh
−αβφ

Este potencial de auto-interacción fue estudiado por primera vez como candidato a quin-

taesencia en [50, 51, 52]. El comportamiento asintótico de este campo atrapado en una

brana RS ha sido investigado en [59] para valores de los parámetros libres α > 0 y β > 0.

En esta sección utilizamos dicho potencial 11 para validar los resultados teóricos obtenidos

en las secciones previas y adicionalmente comparar nuestros resultados con los resultados

previos en [59]. Especialmente pretendemos comprobar que, utilizando nuevas variables

de normalización, puede obtenerse un sistema dinámico topológicamente equivalente al

investigado en [59]. 12 En el siguiente análisis consideraremos un fluido de fondo en la

brana con ı́ndice barotrópico γ = 1 que corresponde a la materia ordinaria (polvo con

presión nula, p = 0). La función f(s) correspondiente a este potencial se construye a partir

de la función Γ(s) que aparece en la tabla 2.1 para este potencial.

f(s) =
1

α
− αβ2

s2
. (2.67)

Resulta de interés conocer los puntos donde se anula esta función, aśı como el valor de la

primera derivada de f(s) evaluada en este punto. En este caso

s∗ = ±αβ f
′

(s∗) =
2αβ2

s∗3
= ± 2

α2β
(2.68)

La estabilidad de los puntos cŕıticos P1 − P5 es independiente de potencial de auto-

11Para valores de los parámetros libres α > 0 y β > 0
12Por topológicamente equivalente entendemos que, salvo transformaciones diferenciables de coordenadas,

es posible recuperar los puntos cŕıticos y la misma dinámica que en [59].
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Figura 2.3.: Trayectorias en el espacio de fase (x, y,Ωλ) del sistema de ecuaciones (2.13)(2.16)
correspondiente al potencial V = V0Sinh−αβφ, para diferentes conjuntos de condi-
ciones iniciales del modelo y distintos valores de los parámetros libres. (a) Figura
de la izquierda corresponde a los valores (γ, α, β) = (1; 2; 0,8) para esta elección
de los parámetros libres el sistema tiende a la solución dominada por el campo
escalar P8, (b) Figura de la derecha corresponde al conjunto de valores los valores
(1; 3,4; 0,55), en este caso el sistema tiende al atractor tard́ıo P7 que corresponde
a una solución escalante (espiral estable).

interacción del campo escalar. Dichas posiciones de equilibrio fueron estudiadas exausti-

vamente en la sección anterior, aśı que solo analizaremos la estabilidad de los puntos P±
6

a P8.

Para γ = 1 resulta evidente que el punto P±
6 , que representa una solución dominada por

el campo escalar Ωφ = 1, es un punto de ensilladura siempre que 6 ∓
√

6s∗ 6= 0, s∗ 6=

0, f ′(s∗) 6= 0. Por tanto corresponde a un estado transciente en la evolución del sistema.

La clase de puntos cŕıticos P7 de la tabla 2.2 contiene, para este potencial espećıfico, dos

puntos:

P±
7 =

(

±
√

3

2

1

αλ
,

3

2 (αλ)2 , 0, ±αλ
)

(2.69)
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En la región del espacio de parámetros libres
√

3
α
< β ≤

√

6
7

2
α

ambos se comportan como

nodos estables. Para los valores 0 < β <
√

3
α

estos puntos representan una solución tipo

silla. La clase P8 corresponde a soluciones dominadas por la densidad del campo escalar

Ωφ = 1. Al igual que P7 dicha clase contiene dos puntos para la elección de potencial de

esta sección

P±
8 =

(

±αβ√
6
, 1− (αβ)2

6
, 0, ±αβ

)

. (2.70)

Este punto se comporta es un atractor tard́ıo para α <
√

3
β
, y como un punto de ensilladura

para α >
√

3
β

. Para α <
√

2
β

esta solución es compatible con un estado de expansión

acelerada.

En la Figs. 2.3 se presentan algunas trayectorias en el espacio de fase (x, y,Ωλ) del sistema

de ecuaciones (2.13)(2.16) para la función f(s) (2.67) correspondiente al potencial V =

V0Sinh
−αβφ. En ambas figuras se puede ver que todas las trayectorias en el espacio de fase

siempre emergen del punto de equilibrio (x, y,Ωλ) = (0, 0, 1). Este punto es equivalente

al punto (0, 0, 0) obtenido en [59]. Ambos puntos (el mismo, salvo una transformación

diferenciable de coordenadas) corresponden a un universo vaćıo de MRS que representa

un atractor del pasado. Este resultado se debe a que nuestra elección de la variable Ωλ

depende de la tensión de la brana. Además se recupera el mismo comportamiento dinámico

para tiempos tard́ıos indepedientemente de elección de las variables de normalización.

Espećıficamente, en la figura 2.3 de la izquierda el atractor tard́ıo es P±
8 y en la figura 2.3

de la derecha el atractor tard́ıo es P±
7 .

2.1.8. Potencial exponencial V = V0e
−χφ + Λ

Otra forma del potencial que ha sido ampliamente estudiada es el potencial exponencial

V (φ) = V0e
−χφ + Λ. (2.71)
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Figura 2.4.: Trayectorias en el espacio de fase (x, y,Ωλ) del sistema de ecuaciones (2.13)(2.16)
correspondiente al potencial V = V0e

−χφ + Λ, para diferentes conjuntos de condi-
ciones iniciales del modelo y distintos valores de los parámetros libres. (a)Figura
de la izquierda (γ, χ) = (1; 0,5), (b)Figura de la derecha corresponde a los valores
(γ, χ) = (1; 100).

Este potencial fue estudiado como modelo de quintaesencia en [53]. Las propiedades

asintóticas de los modelos cosmológicos con un campo escalar con potencial de auto-

interacción del tipo exponencial han sido investigadas en el marco de la TGR por los

autores de [60, 61] y en el contexto de los mundos branas RS en [62, 63]. En ambos ca-

sos se estudió el caso del exponencial puro (Λ = 0). De forma análoga al caso analizado

anteriormente comenzamos por hallar la función f(s) correspondiente a este potencial:

f(s) = −1− χ

s
. (2.72)

A partir de la función anterior se determina que los valores que la anulan son

s∗ = −χ f
′

(s∗) =
χ

s∗2
=

1

χ
. (2.73)
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El punto cŕıtico P7 de la tabla 2.4 se reduce a

P7 = −
(

√

3

2

1

χ
,

3

2χ2
, 0, −χ

)

(2.74)

y representa un punto de ensilladura en el espacio de fase. El punto cŕıtico P8 de la tabla

2.4 se puede escribir en este caso:

P8 =

(

− χ√
6
, 1− χ2

6
, 0, −χ

)

(2.75)

Este punto representa una solución dominada por el campo escalar Ωφ = 1 y es un punto de

ensilladura en el espacio de fase. En la Fig.2.4 se puede ver como, para distintos valores de

los parámetros libres del potencial no cambia la dinámica del sistema y siempre tienden al

punto P5 que corresponde a un atractor tard́ıo de Sitter con un comportamiento estándar

4D (Ωλ = 0). Además todas las trayectorias en el espacio de fase siempre emergen del

punto (x, y,Ωλ) = (0, 0, 1).

2.1.9. Reconstrucción del potencial de auto-interacción

En la sección anterior se realizó el estudio del comportamiento asintótico de un campo

escalar atrapado en la brana, para algunos de los potenciales que aparecen en la Tabla

2.1 obteniéndose condiciones suficientes para la existencia de atractores del pasado y

del futuro del modelo cosmológico. La presente sección tiene como objetivo presentar un

procedimiento para la reconstrucción del potencial. La idea esencial es consider de inicio

una función f(s) conveniente y luego determinar el potencial al cual esta corresponde.

Partiendo de la definición de la variable s (2.12) se obtiene

V ′′ = ∂φ(−sV ) = (s2 − s′)V, (2.76)
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y de la definición de la función f(s) (2.17) se obtiene que

V ′′ = V (1 + f(s)) s2, (2.77)

donde la coma indica la derivada respecto a φ. Comparando ambos miembros de las

ecuaciones (2.76) y (2.77) se obtiene la ecuación diferencial

s′ = −f(s)s2 (2.78)

que junto a la ecuación

V ′ = −sV (2.79)

serán las ecuaciones claves en el procedimiento que presentaremos.

Integrando la ecuación (2.78) se tiene

φ = −
∫

1

f(s)s2
ds (2.80)

Suponiendo que la función F (s) = 1
f(s)s2 es integrable, puede obtenerse la dependencia

funcional φ = ζ(s). Siempre que la función F (s) sea integrable y exista la función inversa

ζ−1, se puede reconstruir el potencial de auto-interacción a partir de la expresión

V (φ) = e−
∫

ζ−1(φ)dφ. (2.81)

Consideremos una función f(s) ya conocida, por ejemplo (2.67). Comprobaremos que

dicha función que corresponde al potencial V = V0Sinh
−αβφ aplicando el procedimiento

antes descrito.
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Para esta función se tiene

φ = ζ(s) =

√

1

β
ArcTanh(

s

α
√
β

). (2.82)

Invirtiendo la ecuación (2.82) se obtiene

ζ−1(φ) = α
√

β Tanh(
√

β φ). (2.83)

Sustituyendo la (2.83) en (2.81) e integrando esta expresión se obtiene el potencial V =

V0Sinh
−αβφ.

Hasta el momento el estudio de sistemas dinámico de los modelos cosmológicos que in-

cluyen campos escalares para modelar ya sea Enerǵıa o Materia Oscura parten de un

potencial de auto-interación del campo conocido. Dichos campos surgen ya sea en la

teoŕıa de Supercuerdas o en otra teoŕıa fundamental. Muchas veces la construcción de la

función f(s) no es posible para algunos de estos potenciales. El método propuesto para

la reconstrucción del potencial abre la posibilidad de realizar el estudio dinámico a partir

de funciones f(s) cualquieras con propiedades espećıficas y luego obtener el potencial de

auto-interacción del campo escalar asociado a dicha función.

2.1.10. Discusión de los resultados de la sección

A modo de resumen veamos algunos de los resultados más importantes obtenidos en la

presente sección.

1. El punto cŕıtico P3 = (0, 0, 1) corresponde a un universo vaćıo de Misner-Randall-

Sundrum. De acuerdo a las integraciones numéricas presentadas en las Figs. 2.3 y

2.4, podemos conjeturar que todas las trayectorias en el espacio de fase emergen de

la vecindad de este punto. Este resultado concuerda con el resultado obtenido en [59]
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donde todas las trayectoria emergen del origen de coordenadas el cual corresponde

en nuestro sistema coordenado a P3
13

2. Para ilustrar el estudio realizado en esta tesis para clases arbitrarias de potenciales

se retomó el estudio del potencial V = V0Sinh
−αβφ estudiado en [59]. En este caso

espećıfico se comprobó que se recuperan los puntos cŕıticos estudiados previamente

(en otro sistema coordenado) y se obtuvo esencialmente el mismo comportamiento

cualitativo que en [59].

3. En el caso particular de un campo escalar con potencial V = V0e
−χφ + Λ atrapado

en la brana, se demostró que este potencial conduce a un estado tard́ıo de expansión

acelerada en la brana (atractor tard́ıo de de Sitter P5) ver figura 2.4. Esta clase de

potenciales contiene el potencial estudiado previamente en [62] para Λ = 0. Entonces

los resultados obtenidos en este estudio generalizan los resultados en dicha referencia.

4. Debido al interés que desde el punto de vista cosmológico tiene el análisis de la

estabilidad de los puntos de equilibrio P1 y P5 (solución de de Sitter) se procedió al

cálculo expĺıcito de la variedad central y su dinámica para ambos puntos.

• En el caso de P1 el origen de coordenadas de la variedad central (y por tan-

to la solución de equilibrio P1) es localmente asintóticamente inestable, este

comportamiento se corrobora en la figura 2.1.

• En el caso de P5 se obtuvo que el origen de coordenada de su variedad cen-

tral (y por tanto la solución de equilibrio P5) es asintóticamente estable, este

comportamiento se puede ver en la figura 2.2.

La condición suficiente para la inestabilidad local asintótica del punto de equilibrio

P1 (o estabilidad local asintótica de P5) es que las funciones f(0) 6= 0 y f(s) no pre-

13En [59] se utiliza otro sistema coordenado, que es equivalente, salvo un difeomorfismos, al sistema
coordenado empleado en esta tesis.
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sente ninguna singularidad en s = 0.. Cuando f(s) es singular en s = 0 ó f(0) = 0,

el método desarrollado deja de ser útil, y tendŕıamos que recurrir al uso de términos

de orden superior en el desarrollo de Taylor lo que supone mayor complejidad desde

el punto de vista de cálculo.

5. Las soluciones dominadas por la enerǵıa cinética de campo escalar P±
4 y P±

6 se

comportan como soluciones tipo silla en el espacio de fase del sistema.

6. Los posibles atractores de tiempo tard́ıo son

(a) P5 corresponde a una fase de de Sitter (ωφ = −1) con un comportamiento

estándar 4D. Esta solución dominada por la enerǵıa potencial del campo escalar

es consistente con un estado tard́ıo de expansión acelerada q = −1 lo cual se

puede verificar haciendo el análisis de la estabilidad de la variedad central.

(b) P7 es una solución escalante campo escalar-materia (Ωφ ∼ Ωm). Las condiciones

suficientes para que dicha posición de equilibrio sea un atractor tard́ıo son

s∗ < −√3γ, f ′ (s∗) < 0 ó s∗ >
√

3γ, f ′ (s∗) > 0.

(c) P8 representa una solución dominada por el campo escalar (Ωφ = 1). Las

condiciones suficientes para que dicha posición de equilibrio sea un atractor

tard́ıo son −√3γ < s∗ < 0, f ′ (s∗) < 0 ó 0 < s∗ <
√

3γ, f ′ (s∗) > 0.

2.2. Cosmoloǵıa en mundos branas de Bianchi tipo I

De acuerdo a la evidencia observacional, el universo, era altamente inhomogéneo y anisótropo

en épocas tempranas, ha evolucionado al estado homogéneo e isótropo que se observa hoy

d́ıa con gran exactitud (de una parte en cien mil). El enfoque más riguroso a ser usado

para explicar dicho rasgo del universo es comenzar con universo inicialmente anisótropo

y analizar si se alcanza la isotroṕıa en el futuro.
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La cosmoloǵıa homogénea pero anisótropa es conocida desde hace mucho tiempo [64, 65].

Las geometŕıas homogéneas pero anisótropas más estudiadas han sido las de Bianchi y las

métricas de Kantowski-Sachs (ver [66]), tanto en contextos convencionales como en con-

textos con dimensiones extras. Para geometŕıas Bianchi I, Bianchi III, y Kantowski-Sachs

puede obtenerse una muy buena representación de la cosmoloǵıa homogénea y anisótropa

usando tanto herramientas numéricas como anaĺıticas incorporando también el contenido

material (ver [67] y las referencias alĺı citadas).

En esta sección investigaremos el problema de la isotropización del universo partiendo de

un modelo de brana homogénea pero anisótropa de Bianchi I con un fluido de fondo de

materia ordinaria (con parámetro de estado ω = γ−1 donde 1 ≤ γ ≤ 2) y otro de materia

escalar. Las métricas Bianchi I son la extensión más simple de los modelos FRW planos

que son anisótropas.

La dinámica en una brana de Bianchi tipo I ha sido investigada en [68] donde se de-

mostró que a enerǵıas lo suficientemente altas los efectos de la dimensión extra remueve

el comportamiento de la anisotroṕıa en el borde de la singularidad que aparece en la RG.

En este estudio tendremos en cuenta los efectos de la geometŕıa del bulk en la dinámica

de la brana mediante la proyección del tensor de Weyl en la hipersuperficie. Este término

es independiente de las ecuaciones en la brana y depende únicamente de la geometŕıa del

bulk.

2.2.1. Cosmoloǵıa en brana con anisotroṕıa de Bianchi I

Consideremos un bulk AdS5 con simetŕıa orbifolf Z2 para el caso de una brana de Bianchi

I. Para la construcción de la cosmoloǵıa correspondiente emplearemos la métrica usada

en [69]. En este caso el elemento de ĺınea (2.1) se puede escribir de la manera:

(5)ds2 = −n2(t, y)dt2 + hIJ(t, y)ωIωJ + b2(t, y)dy2 (2.84)
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donde ωI = ωI
i dx

i es una forma invariante del grupo de Bianchi y hIJ es la métrica tri-

dimensional diagonal. En el caso de un modelo Bianchi tipo I se tiene ωI
i = δI

i . Luego, la

métrica (2.84) se transforma en

(5)ds2 = −a2
0(t, y)dt

2 +
∑

ai(t, y)(dx
i)2 + b2(t, y)dy2. (2.85)

La brana es una hipersuperficie y = Const que representa el volumen de nuestro universo

3D. Por simplicidad vamos a suponer que se encuentra en la posición y = 0 de la dimensión

extra. Bajo estas condiciones para el elemento de ĺınea (2.85), se obtiene la métrica en la

brana

ds2 = −a2
0(t)dt

2 +
∑

ai(t)(dx
i)2 (2.86)

Utilizando la métrica (2.86) en la ecuación efectiva de Einstein (1.66), se obtienen las

ecuaciones cosmológicas en la brana:

H2 =
1

3
κ2ρT

(

1 +
ρT

2λ

)

− 1

6
R +

1

3
σ2 +

1

3
Λ4 +

2U
λ
. (2.87)

Donde R es la escalar de curvatura de la hipersuperficie y σ es el término de deformación.

Al igual que el caso de la brana de FRW, se considera un ajuste fino entre la constante

cosmológica del bulk y la tensión de la brana de modo que Λ4 = 0 en la ecuación anterior.

El nuevo término U se obtiene de la proyección del tensor de Weyl (1.52) en la brana.

Este término depende expĺıcitamente del tiempo como U(t) = C
a(t)4

, donde el parámetro

C está relacionado con la masa del agujero negro en el bulk. Las fuerzas de marea de este

agujero negro se siente en la brana como la densidad de enerǵıa de una radiación, la cual

se conoce como Radiación Oscura.

El recalentamiento y la radiación temprana ocurren en una época de altas enerǵıas. A

enerǵıas suficientemente altas ρ ≫ λ la interacción de part́ıculas produce gravitones 5D
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que son emitidos al bulk. Este proceso contribuye al aumento de la Radiación Oscura.

El parámetro C no es constante en el universo temprano y va a aumentar hasta que la

escala de enerǵıa caiga por debajo del umbral de producción de gravitón 5D. A bajas

enerǵıas, C tiende asintóticamente a un valor constante que es restringido por los ĺımites

de la nucleośıntesis [70].

La segunda de las ecuaciones cosmológicas es la ecuación de Raychaudhuri:

Ḣ = −1

2

(

1 +
ρT

λ

)(

φ̇2 + γρm

)

+
R

6
− 4U

λ
− σ2 (2.88)

La ecuación de evolución del campo escalar está dada por (2.9).

2.2.2. Sistemas dinámicos en branas de Bianchi I

Como se dijo anteriormente las ecuaciones cosmológicas obtenidas son no lineales y de has-

ta segundo orden, por tanto se vuelve prácticamente imposible hallar soluciones anaĺıticas

de estos sistemas de ecuaciones diferenciales. Una vez más recurriremos al método de los

sistemas dinámicos para estudiar la dinámica cosmológica de nuestro modelo.

Normalizando la ecuación de Friedmann (2.87) respecto a H2 se identifican las siguientes

variables dinámicas.

x =
φ̇√
6H

y =
V

3H2
Ωλ =

ρ2
T

6λH2
ΩU =

2U
λH2

Ωm =
ρm

3H2
Ωσ =

σ√
3H

Ωk = − R

6H2
. (2.89)

Se puede ver que las tres primeras variables en (2.89) coinciden con la variables de nor-

malización empleadas en el estudio de branas homogéneas. Además a este conjunto de

variables hay que adicionar la variable s definida en (2.12). Derivando cada una de estas
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variables respecto al parámetro temporal τ , se obtiene el siguiente sistema autónomo de

ecuaciones diferenciales:

x′ =

√

3

2
sy + 2x3 − x

2

(

−2y + (3γ − 2) Ωm +
6Ωλ ((γ − 2)Ωm − 2y)

x2 + y + Ωm

)

(2.90)

+x
(

ΩU + 5Ωλ + 2Ω2
σ − 2

)

y′ = y

(

−6Ωλ ((γ − 2)x2 + γy)

Ωm + x2 + y
+ (3γ − 2)Ωm −

√
6sx+ 2ΩU + 4x2

)

(2.91)

−2y2 + y(6γ − 2)Ωλ + 4yΩ2
σ + 2y

Ω′
λ =

ΩUΩλ (2Ωm + 2x2 + 2y) + Ω2
λ (6γΩm − 2Ωm + 10x2) + 4ΩλΩ

2
σΩm

Ωm + x2 + y
(2.92)

+
Ωλ (Ωm (3γΩm − 2Ωm + 3x2γ + 2x2 + 3yγ − 4y − 6γ + 2) + 4x4)

Ωm + x2 + y

+
ΩλΩ

2
σ (4x2 + 4y)− 2yΩλ (y + Ωλ − 1) + x2Ωλ (2y − 10)

Ωm + x2 + y

Ω′
U =

ΩUΩλ ((6γ − 2)Ωm + 10x2) + ΩUΩ2
σ (4Ωm + 4x2 + 4y) + 2Ω2

UΩm

Ωm + x2 + y
(2.93)

+
ΩU (Ωm (3γΩm − 2Ωm + x2(3γ + 2) + 3yγ − 4y − 2) + 4x4)

Ωm + x2 + y

+
2Ω2

U (x2 + y)− 2yΩU(y + Ωλ + 1) + 2x2ΩU(y − 1)

Ωm + x2 + y

Ω′
m =

Ωm (3γΩ2
m + (x2 + y) (4x2 − 2y − 3γ + 2) + 2Ωλ (5x2 − y − Ωm))

Ωm + x2 + y
(2.94)

+
Ω2

m (2ΩU + 3γ (x2 + y − 1) + 2 (x2 − 2y + 1) + 6γΩλ + 4Ω2
σ)

Ωm + x2 + y

+
2Ωm (x2 + y) (2Ω2

σ + ΩU)− 2Ω3
m

Ωm + x2 + y
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Ω′
σ =

Ωσ (Ωm (2ΩU + 3γ (x2 + y) + 2x2 − 4(y + 1) + (6γ − 2)Ωλ + 4Ω2
σ))

2 (Ωm + x2 + y)
(2.95)

+
Ωσ (ΩU (x2 + y) + (5x2 − y) Ωλ + (x2 + y) (2x2 − y + 2Ω2

σ − 2))

Ωm + x2 + y

+
(3γ − 2)ΩσΩ2

m

Ωm + x2 + y

Este sistema de ecuaciones se cierra al incorporar la ecuación correspondiente la variable

s definida en (2.16).

2.2.3. Espacio de fase

Como ya se conoce resulta necesario escribir algunas relaciones importantes en función

de las nuevas variables de normalización, por ejemplo, la restricción de Friedmann (2.87)

se puede escribir como:

x2 + y + Ωm + Ωλ + Ωk + Ω2
σ + ΩU = 1 (2.96)

Usando la ecuación (2.96) se eliminó la variable Ωk en el sistema de ecuaciones (2.90)(2.95),

lográndose reducir la dimensionalidad del sistema.

Los puntos cŕıticos del sistema de ecuaciones reducido (2.90)(2.95) se muestran en la tabla

2.5. A partir de la condición 0 ≤ Ωm ≤ 1 se obtiene la desigualdad:

0 ≤ x2 + y + Ωm + Ωλ + Ωk + Ω2
σ + ΩU ≤ 1. (2.97)

A partir de la ecuación de Friedmann (2.87) se obtiene la relación útil

ρT

λ
=

Ωλ

Ωm + x2 + y
. (2.98)
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Tabla 2.5.: En la tabla se muestran los puntos cŕıticos del sistema de ecuaciones
(2.90)(2.95) y su existencia.

Pi x y Ωm Ωλ Ωσ ΩU s Existencia

P1 0 0 1 0 0 0 s ∈ R siempre

P±
2 ±1 0 0 0 0 0 0 siempre

P3 0 1 0 0 0 0 0 siempre

P±
4 ±1 0 0 0 0 0 s∗ siempre

P5

√

2
3

1
s∗

4
3s∗2

0 0 0 0 s∗ s∗2 ≥ 2

P6

√

3
2

γ
s∗

−3γ(γ−2)
2s∗2

1− 3γ
s∗2

0 0 0 s∗ s∗2 ≥ 3γ

P7
s∗√
6

1− s∗2

6
0 0 0 0 s∗ s∗2 ≤ 6

P±
8

√
6

s∗
0 0 0 ±

√

1− 6
s∗2

0 s∗ s∗2 ≥ 6

P9

√

2
3

2
s∗

4
3s∗2

0 0 0 1− 4
s∗2

s∗ s∗2 ≥ 2

P±
10 x ∈ [−1, 1] 0 0 0 ±

√
1− x2 0 0 x 6= 0

P±
11 x ∈ [−1, 1] 0 0 0 ±

√
1− x2 0 s∗ x 6= 0

P12 0 y ∈ [0, 1] 0 1− y 0 0 0 y 6= 0

De la relación anterior se deduce que los puntos cŕıticos con Ωm + x2 + y = 0 deben

de ser excluidos de nuestro estudio pues describen una región de muy altas enerǵıas,

próxima a la singularidad inicial. Esta época no puede ser descrita adecuadamente por

nuestro modelo pues está asociada a una tensión de la brana λ→ 0. En cambio los puntos

cŕıticos con Ωλ = 0 describen soluciones correspondientes a λ → ∞, que representan un

comportamiento estándar 4D (bajas enerǵıas).

Partiendo de la restricción (2.97) y la definición de las variables de normalización (2.89)

se encuentra la siguiente región del espacio de fase de las variables de normalización de
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Tabla 2.6.: Valor de los parámetros cosmológicos ωφ, Ωφ y q para cada uno de los puntos
cŕıticos que aparecen en la tabla 2.5.

Pi ωφ Ωφ q

P1 indefine 0 3γ
2

P±
2 1 1 2

P3 −1 1 −1

P±
4 1 1 2

P5
9−2s∗

9+2s∗
2

s∗2
9−4s∗

3s∗2

P6 γ − 1 3γ
s∗2

3γ
2
− 3γ

s∗2

P7
s∗2

3
− 1 1 s∗2

2
− 1

P±
8 1 6

s∗2
2

P9
1
3

4
s∗2

1

P±
10 1 x2 2

P±
11 1 x2 2

P±
12 −1 y −1

interés f́ısico.

Ψ = {(x, y,Ωm,Ωλ,Ωk,Ωσ,ΩU) : 0 ≤ x2 + y + Ωm + Ωλ + Ωk + Ω2
σ + ΩU ≤ 1, (2.99)

−1 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ Ωm ≤ 1, 0 ≤ Ωλ ≤ 1,−1 ≤ Ωk ≤ 1,−1 ≤ Ωσ ≤ 1,

0 ≤ ΩU ≤ 1} × {s ∈ R}

Se puede ver en la tabla 2.5 que todos los puntos cŕıticos del sistema de ecuaciones

(2.90)(2.95) pertenecen a la región (2.99) y siempre cumplen la condición Ωm +x2 +y 6= 0,

salvo P±
10,P

±
11 en el caso x = 0 y P12 en el caso y = 0. Luego, los dos últimos casos antes

mencionados serán excluidos del presente análisis, pues, para estos valores de las variables

de normalización, ellos describen la dinámica en un peŕıodo de tiempo de la evolución
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cósmica muy próximo a la singularidad inicial y nuestro modelo deja de ser aplicable

en esta región de altas enerǵıas. Con el objetivo de identificar qué tipo de soluciones

cosmológicas representan cada uno de los puntos cŕıticos que aparecen en la tabla 2.5,

resulta importante redefinir algunos parámetros cosmológicos en función de las nuevas

variables dinámicas. El parámetro de estado ωφ y el parámetro adimensional de enerǵıa

Ωφ del campo escalar no sufren cambios y coinciden con la ecuación (2.22). A partir de

la ecuación (2.98) se puede escribir el parámetro de desaceleración q en función de las

variables de normalización

q =

(

1 +
Ωλ

Ωm + x2 + y

)(

3x2 +
3γ

2
Ωm

)

− Ωλ − x2 − y + ΩU + 2Ω2
σ (2.100)

En la tabla 2.6 se muestra el valor de los parámetros cosmológicos para cada uno de los

puntos cŕıticos que aparecen en la tabla 2.5.

2.2.4. Estabilidad de los soluciones

De modo análogo a como se procedió para el estudio de la cosmoloǵıa en el caso de una

brana homogénea, estudiaremos el comportamiento asintótico del modelo con anisotroṕıa

considerando únicamente las perturbaciones de primer orden del sistema de ecuaciones

(2.90)(2.95).

En la tabla 2.7 se muestran los autovalores correspondientes a la matriz Jacobiana del

sistema de ecuaciones (2.90)(2.95) evaluada en cada posición de equilibrio de interés f́ısico.

Como ya sabemos el estudio de la estabilidad se reduce al análisis de los signos de la parte

real de los autovalores de la matriz de linealización. Dado que algunos de los puntos cŕıticos

del sistema son no hiperbólicos, y el estudio de la estabilidad de la variedad central resulta

muy engorroso desde el punto de vista computacional, tendremos que recurrir al estudio

numérico de las órbitas del sistema de ecuaciones en el espacio de fase.
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Tabla 2.7.: En la tabla se muestran los autovalores de la matriz de linealización del sistema
de ecuaciones (2.90)(2.95). Se utiliza las notaciones

Ξ1 =
√

8
s∗2
− 3,Ξ2 =

√

16
s∗2
− 15

4
, y Π± = 3

4

(

±
√

γ−2
√

(s∗)2(9γ−2)−24γ2

s∗
+ γ − 2

)

.

Pi λ1 λ2 λ3 λ4 λ5 λ6 λ7

P1 0 −3γ 3γ 3
2
(γ − 2) 3

2
(γ − 2) 3γ − 4 3γ − 2

P±
2 −6 6 4 2 0 0 6− 3γ

P3 −4 −3 −3 −2 0 0 −3γ

P±
4 −6 4 2 0 6− 3γ 6±

√
6s∗ ±

√
6s∗2f ′(s∗)

P5 −2 −2 −2 2− 3γ −Ξ1 − 1 Ξ1 − 1 −2s∗f ′ (s∗)

P6 3γ − 4 3γ − 2 3
2
(γ − 2) −3γ Π+ Π− −3γs∗f ′(s∗)

P7
1
2

(

s∗2 − 6
)

1
2

(

s∗2 − 6
)

s∗2 − 2 −s∗2 s∗2 − 4 s∗2 − 3γ −s∗3f ′ (s∗)

P±
8 4 0 0 −6 2 6− 3γ −6s∗f ′(s∗)

P9 2 −1 −4 4− 3γ −Ξ2 − 1
2

Ξ2 − 1
2

−4s∗f ′ (s∗)

P±
10 4 0 0 6 −6 2 6− 3γ

P±
11 4 0 −6 2 6− 3γ 6−

√
6xs∗ −

√
6xs∗2f ′(s∗)

P12 −2 0 0 −3 −3 −4 −3γ

A continuación caracterizaremos cada posición de equilibrio de acuerdo al tipo de solución

cosmológica que ellos representen y a su estabilidad. El punto P1 representa una solución

dominada por la materia (Ωm = 1). Como se puede ver en la tabla 2.7 esta solución corres-

ponde a un punto de ensilladura en el espacio de fase del sistema por lo que representa

un estado transciente en la evolución del universo.

La solución P±
2 es dominada por la enerǵıa cinética del campo escalar. Al igual que P1

esta solución se comporta como un punto de ensilladura en el espacio de fase.

La solución P3 es un caso part́ıcular de P12 para y = 1. Este punto de equilibrio es no

hiperbólico con una variedad central 2D. Dicho punto corresponde a una fase de de Sitter
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(ωφ = −1) con un comportamiento estándar 4D. Esta solución dominada por la enerǵıa

potencial del campo escalar es consistente con un estado tard́ıo de expansión acelerada

q = −1. Esto se puede verificar haciendo el análisis de la estabilidad de la variedad central

siguiendo un procedimiento análogo al que se ofrece en la sección 2.1.6. Por razones de

espacio omitimos el cálculo correspondiente.

El punto cŕıtico P±
4 tiene caracteŕısticas similares al punto P±

2 . Ambas soluciones son

dominadas por la enerǵıa cinética del campo escalar donde la expansión ocurre a un rit-

mo desacelerado (q = 2) y representan soluciones tipo silla en el espacio de fase. El punto

P5 es una solución escalante campo escalar-curvatura espacial (Ωφ ∼ Ωk). Dicho punto

de equilibrio es no hiperbólico si s∗f ′ (s∗) = 0. En el caso hiperbólico es un nodo estable

para −2
√

2/3 ≤ s∗ < −
√

2, f ′ (s∗) < 0 ó
√

2 < s∗ ≤ 2
√

2/3, f ′ (s∗) > 0, es un foco

estable si s∗ < −2
√

2/3, f ′ (s∗) < 0 ó s∗ > 2
√

2/3, f ′ (s∗) > 0. En otro caso es un punto

de ensilladura con una variedad estable 6D.

La clase de punto P6 que corresponde a una solución escalante campo escalar-materia

(Ωφ ∼ Ωm). Este siempre que sea un punto no hiperbólico, corresponde a una solución

tipo silla, debido a la existencia de al menos un dirección inestable asociada a un auto-

valor real positivo (λ2) y una dirección propia estable asociada al autovalor real negativo

(−3γ).

La clase de punto de equilibrio P7 representa una solución dominada por el campo escalar

(Ωφ = 1). P7 es no hiperbólico si s∗2 ∈ {0, 2, 4, 3γ, 6} ó f ′(s∗) = 0. En el caso hiperbólico

es un nodo estable para s∗2 < 2, s∗f ′(s∗) > 0, en otro caso se comporta como una solución

tipo silla en el espacio de fase.

El punto P±
8 corresponde a una solución escalante campo escalar-anisotroṕıa (Ωφ ∼ Ω2

σ).

Según los resultados mostrados en la tabla 2.7 esta posición de equilibrio es no hiperbóli-

ca. Dado que al menos existe tres dirección propias asociadas a valores propios reales

positivos y al menos una asociada a un valor propio negativo, estos no corresponden a
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atractores tard́ıos sino a estados transientes de la correspondiente cosmoloǵıa.

El punto P9 representa una solución escalante campo escalar-radiación oscura (Ωφ ∼ ΩU)

y corresponde a una fase desacelerada (q = 1) en la evolución del universo. P9 es no

hiperbólico en los casos s∗2 = 4, ó γ = 4/3, ó f ′(s∗) = 0. En el caso hiperbólico esta

posición de equilibrio corresponde a un punto silla debido a que existen al menos dos

direcciones propias asociadas a valores propios reales negativos y una direccion propia

asociada aun autovalor real positivo. Para 2
s∗
≪ 1 ⇒ ΩU → 1, por tanto las contribu-

ciones del término Radiación Oscura U que aparece en la ecuación de Friedmann (2.87)

juegan un papel importante en la dinámica cosmológica de esta solución.

El conjunto de puntos no hiperbólicos P±
10 y P±

11 representan una semicircunferencia en el

plano (x,Ωσ) ambos puntos tienen caracteŕısticas similares y corresponden a soluciones

dominadas escalante campo escalar-anisotroṕıa (Ωφ ∼ Ω2
σ). Debido a la existencia de al

menos dos direcciones propias asociadas a valores propios reales positivos y una direccion

estable asociada a un autovalor real negativo, podemos decir que, de forma general, am-

bas soluciones se comportan como puntos de ensilladuras en el espacio de fase, asociados

estados desacelerados del sistema. En ambos puntos el término de deformación anisotrópi-

ca σ que aparece en la ecuación de Friedmann (2.87) domina la dinámica de la solución

(Ωσ = ±1) cuando x → 0. En este ĺımite las soluciones cosmológicas correspondientes

están en una vecindad de la singularidad inicial, cerca de la cual los modelos que discuti-

mos en esta tesis no son válidos.

El conjunto de puntos no hiperbólicos P12 representan una recta en el plano (y,Ωλ). Estos

puntos corresponde a soluciones de de Sitter (ωφ = −1). Para y 6= 1 estos puntos rep-

resentan soluciones con modificaciones 5D en la dinámica cosmológica. Como este tipo

de correción es caracteŕıstica del universo temprano en el modelo RS, es de esperar que

este conjunto de puntos, al igual que P1 en el caso de la brana de FRW, debe de ser

una recta de puntos asintóticamente inestable asociados a la inflación temprana. A esta
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Figura 2.5.: En las figuras aparecen las trayectorias del sistema de ecuaciones (2.90)(2.95) corre-
spondiente al potencial V = V0Sinh−αβφ, para diferentes conjuntos de condiciones
iniciales y valores de los parámetros libres, (γ, α, λ) = (1; 3,4; 0,55). (a) Figura de
la izquierda, espacio de fase de las variables (x, y,Ωλ) (b) Figura de la derecha se
muestra el espacio de fase de las variables (Ωm, ΩU , Ωσ).

conclusión puede arribarse luego de hacer el estudio de la variedad central siguiendo la

misma ĺınea de razonamientos que en la sección 2.1.5. Para ilustrar numéricamente al-

gunos de los resultados anaĺıticos discutidos anteriormente consideraremos la dinámica

del campo escalar con potencial de auto-interacción V (φ) = V0Sinh
−αβφ ahora atrapa-

do en la brana de Bianchi I. Como se puede ver en la figura 2.5 todas las trayectorias

del sistema (2.90)(2.95) en el espacio de fase emergen de un punto (0, 0, 1, 0, 0, 0) el cual

corresponde al universo vaćıo de MRS. La dinámica de la solución MRS es afectada por

la dimensión extra Ωλ = 1. Como se puede ver en la figura (a) 2.5 las órbitas del sistema

se aproximan al plano Ωλ = 0. Este resultado implica que en tiempos tard́ıos se recupera

el comportamiento dinámico estándar 4D. En la figura (b) 2.5 se puede ver que todas las

trayectorias del sistema tienden a soluciones con Ωσ = 0. Es decir el universo evoluciona

a un estado isótropo, de esta manera se resuelve el problema de la isotroṕıa actual del
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universo.

2.2.5. Discusión de los resultados obtenidos en la sección

En esta sección se estudió la dinámica en una brana de Bianchi I con fluidos de fondo

de materia ordinaria y materia escalar atrapados en la brana. A continuación a modo de

resumen se exponen alguno de los resultados más importantes obtenidos en esta sección.

1. Las órbitas del sistema emergen de la vecindad del punto (0, 0, 0, 1, 0, 0) el cual

representa un universo vaćıo de Misner-Randall-Sundrum.

2. Las soluciones dominadas por la enerǵıa cinética de campo escalar se comportan

como soluciones tipo silla en el espacio de fase del sistema.

3. En la figura 2.5 se puede ver que el potencial V (φ) = V0Sinh
−αλφ conduce a

soluciones isótropas (Ωσ = 0) independientemente del grado inicial de anisotroṕıa

del modelo.

4. La solución P9 para 2
s∗
≪ 1 representa una época dominada por la Radiación Oscura

ΩU → 1. Este tipo de solución representa un estado desacelerado transciente en la

evolución del universo.

5. Las soluciones P±
10 y P±

11 son dominadas por la deformación anisotrópica (Ωσ → ±1)

cuando la contribución de la componente cinética de la enerǵıa del campo escalar es

despreciable x≪ 1. Ambas soluciones representan estados transcientes del sistema.

6. Los posibles atractores de tiempo tard́ıo son

(a) P3 corresponde a una fase de de Sitter (ωφ = −1) con un comportamiento

estándar 4D. Esta solución dominada por la enerǵıa potencial del campo escalar

es consistente con un estado tard́ıo de expansión acelerada q = −1 lo cual se

puede verificar haciendo el análisis de la estabilidad de la variedad central.
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(b) P5 es una solución escalante campo escalar-curvatura espacial (Ωφ ∼ Ωk). Las

condiciones suficientes para que dicha posición de equilibrio sea un atractor

tard́ıo son s∗ < −
√

2, f ′ (s∗) < 0 ó s∗ >
√

2, f ′ (s∗) > 0.

(c) P7 representa una solución dominada por el campo escalar (Ωφ = 1). Las

condiciones suficientes para que dicha posición de equilibrio sea un atractor

tard́ıo son −
√

2 < s∗ < 0, f ′ (s∗) < 0 ó 0 < s∗ <
√

2, f ′ (s∗) > 0.

2.3. Conclusiones parciales del caṕıtulo

En el presente caṕıtulo se estudió la dinámica cosmológica en generalizaciones escalares

del modelo de RS2 correspondientes a branas FRW y de Bianchi I para una forma arbi-

traria del potencial del campo auto-interactuante. Mediante la técnica de los sistemas

dinámicos se comprobó que este tipo de escenario resulta viable desde el punto de vista

cosmológico, pues determinados potenciales de auto-interacción del campo escalar atra-

pado en la brana, pueden producir estados tard́ıos de expansión acelerada en la brana

(universo). Por ejemplo:

• El estudio del potencial V (φ) = V0Sinh
−αλφ para el campo atrapado en una brana

FRW arrojó que esta forma del potencial conduce a estados tard́ıos de expansión

acelerada para determinados valores de los parámetros libres del potencial.

• El estudio realizado al potencial V (φ) = V0e
−λφ + Λ del campo escalar atrapado en

una brana FRW demostró que esta forma del potencial siempre conduce al atractor

tard́ıo de de de Sitter.

• El estudio del potencial V (φ) = V0Sinh
−αλφ para el campo escalar atrapado en

la brana de Bianchi, demostró que esta forma del potencial conduce a soluciones

isótropas independientemente del grado inicial de anisotroṕıa del sistema.



2.3. CONCLUSIONES PARCIALES DEL CAPÍTULO 85

El analisis de las integraciones numéricas 2.32.42.5 demostró que el atractor del pasado de

los modelos analizados es la solución vaćıa de MRS. Correspondiente a los puntos (0, 0, 1)

en el caso de la brana FRW y el punto (0, 0, 0, 1, 0, 0) en la brana de Bianchi I. Además

se comprobó que tanto en branas de FRW como de Bianchi I las soluciones dominadas

por la enerǵıa cinética del campo escalar siempre se comportan como soluciones tipo silla,

a diferencia de los modelos basados en TGR donde dichas son siempre atractores del

pasado.

Tanto para branas FRW como para branas Bianchi I, los puntos de equilibrio asociados

a la fase de de Sitter (ωφ = −1), con un comportamiento estándar 4D, son consistentes

con un estado tard́ıo de expansión acelerada (q = −1) lo cual se puede verificar haciendo

el análisis de la estabilidad de la variedad central. En ambos casos otro posible atractor

de futuro son las soluciones dominadas por el campo escalar. Para el caso Bianchi I las

condiciones que deben imponerse en el espacio de fase son más restrictivas. Estas son

−
√

2 < s∗ < 0, f ′ (s∗) < 0 ó 0 < s∗ <
√

2, f ′ (s∗) > 0 (notar la diferencia en el punto 6

(c) de la sección 2.1.10). Esto se debe a que en el caso Bianchi I existe un nuevo tipo de

solución con respecto a lo obtenido para FRW, esta es la solución escalante campo escalar-

curvatura espacial (Ωφ ∼ Ωk) que puede ser un atractor tard́ıo para s∗ < −
√

2, f ′ (s∗) < 0

ó s∗ >
√

2, f ′ (s∗) > 0. En el caso FRW existe otro tipo de solución cosmológica que

puede ser un atractor tard́ıo: la solución escalante campo escalar-materia (Ωφ ∼ Ωm).

Las condiciones suficientes para que dicha posición de equilibrio sea un atractor tard́ıo

son s∗ < −√3γ, f ′ (s∗) < 0 ó s∗ >
√

3γ, f ′ (s∗) > 0. Una diferencia notable entre el

caso Bianchi I y el caso FRW es que en Bianchi I no existen atractores escalantes campo

escalar-materia sino que estos son puntos de ensilladura. Esto se debe que la curvatura

espacial desestabiliza dicha solución.

El método propuesto para la reconstrucción del potencial de auto-interacción del campo

escalar es independiente del tipo de brana. Además este método proporciona una nueva
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forma de realizar este tipo de estudio. En efecto, podemos partir de una función f(s)

arbitraria conocida, estudiar la dinámica y luego reconstruir el potencial.



CONCLUSIONES

El principal objetivo de esta tesis es profundizar en el conocimiento del origen y naturaleza

del estado actual de expansión acelerada de nuestro universo mediante el estudio dinámi-

co de los modelos extra-dimensionales de Randall-Sundrum tipo II. Nuestras pricipales

motivaciones para hacer este estudio fueron la simplicidad y capacidad de estos modelos

de explicar muchos problemas de la f́ısica actual, además de establecer un puente entre la

cosmoloǵıa y teoŕıas fundamentales como la Teoŕıa de Supercuerdas.

Los resultados obtenidos cumplen con los objetivos trazados en esta tesis. Aunque es-

tos resultados no dan una respuesta definitiva al problema de la expansión acelerada del

universo debido la magnitud de este problema, algunos de estos representan aportes a la

cosmoloǵıa.

Los pricipales aportes de esta investigación se pueden enumerar como sigue:

1. En el estudio realizado nos centramos en la posibilidad de obtener atractores tard́ıos

asociados a soluciones isótropas en expansión acelerada. En este sentido se de-

mostró que determinados potenciales de auto-interacción del campo escalar atrapado

en la brana de FRW como es el caso del potencial exponencial, aśı como para una

amplia gamma de potenciales para determinados valores de los parámetros libres

del potencial, puede producir exitosamente estados tard́ıos de expansión acelerada.

Esto último implica que el modelo puede ser ajustado para obtener una dinámica
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que sea compatible a las observaciones actuales.

2. En el caso FRW, el estudio realizado de la variedad central demostró que la fase

acelerada de Sitter es asintóticamente estable (atractor tard́ıo) para f(0) 6= 0.

3. En el caso FRW, para valores s = s∗ tales que f(s∗) = 0 pueden obtenerse bi-

en atractores escalantes campo escalar-materia ó bien atractores dominados por el

campo escalar, dependiendo de condiciones espećıficas sobre s∗ y f(s∗) (ver punto

6 de la sección 2.1.10).

4. En el caso Bianchi I, para valores s = s∗ tales que f(s∗) = 0 pueden obtenerse bien

atractores escalantes campo escalar-curvatura espacial ó bien atractores dominados

por el campo escalar, dependiendo de condiciones espećıficas sobre s∗ y f(s∗) (ver

punto 6 de la sección 2.2.5).

En este caso, en el ejemplo numérico analizado, se comprobó que el la anisotroṕıa

se diluye con la expansión. Luego, independientemente de los valores iniciales de

anisotroṕıa, el modelo evoluciona hacia soluciones isótropas. Este último resultado

es consistente con la isotroṕıa observada actualmente en la macro-escala.



RECOMENDACIONES

Luego de realizar el estudio dinámico de las generalizaciones escalares del escenario de

Randall-Sundrum II correspondiente a branas de FRW y de Bianchi I se realizan las

siguientes recomendaciones:

• Continuar profundizando en el estudio de los mundos branas, pues este tipo de

escenario proporciona un acercamiento fenomenológico muy útil, además de un ex-

citante escenario geométrico que tiende un puente entre la cosmoloǵıa y la f́ısica

fundamental.

• Aplicar la metodoloǵıa desarrollada para nuevos potenciales del campo auto-interactuante

y extender el estudio dinámico de estos modelos haciendo uso del método de recon-

strucción del potencial de auto-interacción propuesto.
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A. INFLACIÓN EN BRANAS

A.1. Inflación en cosmoloǵıa estándar

Durante el peŕıodo inflacionario la densidad de enerǵıa del universo es dominada por la

enerǵıa potencial del campo escalar conocido como inflatón. La densidad y la presión del

campo escalar homogéneo se define

ρφ =
1

2
φ̇2 + V (φ) (A.1)

pφ =
1

2
φ̇2 − V (φ) (A.2)

Asumiendo que el universo es plano las ecuaciones cosmológicas son, la ecuación de Fried-

mann

H2 =
κ2

3

(

1

2
φ̇2 + V (φ)

)

(A.3)

y la ecuación de Klein-Gordon para el campo escalar

φ̈+ 3Hφ̇+ V
′

(φ) = 0 (A.4)
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A.2. Condiciones de rodadura lenta

La condición de inflación es φ̇2 ≪ V (φ). Una técnica estándar de aproximación para el

análisis de la inflación, es la condición de slow roll1. Según esta aproximación las ecuaciones

(A.3)(A.4) se pueden escribir.

H2 ∼= κ2

3
V (φ) (A.5)

3Hφ̇ ∼= −V ′

(φ) (A.6)

Para que estas aproximaciones sean válidas es necesario que se cumplan dos condiciones.

ǫ(φ)≪ 1 η(φ)≪ 1 (A.7)

donde ǫ(φ) y η(φ) son los parámetros de slow roll y se definen:

ǫ(φ) = − Ḣ

H2
=
κ2

2

(

V ′

V

)2

(A.8)

η(φ) =
V ′′

3H2
= κ2V

′′

V
(A.9)

A partir de la definición (A.8) se obtiene que ǫ siempre es positivo.

A.3. Condiciones de rodadura lenta en branas de

Randall-Sundrum.

Como se hab́ıa dicho anteriormente las branas de Randall-Sundrum tienen un apreciable

impacto en la cosmoloǵıa del universo temprano, particularmente en el peŕıodo inflacio-

1El término slow roll significa rodadura lenta, en lo adelante por brevedad además de su extendido uso
incluso por especialistas hispano-parlantes, usaremos la denominación en inglés.
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nario. La ecuación de Friedmann en el modelo de Randall-Sundrum durante el peŕıodo

inflacionario, en una brana plana se puede escribir.

H2 =
1

3
κ2V (φ)

(

1 +
V (φ)

2λ

)

(A.10)

La ecuación de Klein-Gordon para el campo escalar no cambia en la brana RS. En este

caso los parámetros de slow roll se pueden escribir:

ǫ =
κ2

2

(

V ′

V

)2 [
4λ(λ+ V )

(2λ+ V )2

]

(A.11)

η == κ2V
′′

V

[

2λ

2λ+ V

]

(A.12)

Las expresiones entre corchete contienen los términos de correción a la inflación temprana.

Estos términos implican que para un potencial en part́ıcular y teniendo en cuenta las

condiciones iniciales para el campo escalar, en el ĺımite λ ≪ V los parámetros de slow

roll son fuertemente suprimidos en comparación con las predicciones hechas por la RG.

Ésto implica que potenciales que no sean suficientemente suaves cumplen mucho mejor la

condición de rodadura lenta en la brana y pueden llegar a producir inflación.



B. SISTEMAS DINÁMICOS

B.1. Nociones de sistemas dinámicos

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO)

x′ = f(x)⇒ x′i = fi(xk) (B.1)

Donde xi ∈ R y x′ = dx
dτ

donde τ es un parámetro temporal, la función f es cont́ınua

f ∈ C1 y f : R
n −→ R

n. Si la parte derecha de B.1 no depende expĺıcitamente del tiempo

el sistema se dice que es autónomo.

Definición: El vector x ∈ R
n se denomina vector de estado, donde R

n es el espacio de

estados o (espacio de fase).

Una solución de B.1 es una función ψ : R→ R que satisface:

ψ′(τ) = f(ψ(τ)), ∀ τ ∈ R. (B.2)

Definición: La imágen de la curva solución ψ en R
n se denomina órbita del EDO.

Análisis cualitativo: Es conocer cualitativamente el comportamiento asintótico τ →∞

de las soluciones t́ıpicas de B.1.

De la teoŕıa de las ecuaciones diferenciales se sabe que el estudio de la estabilidad de
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un (EDO) se reduce al estudio de la estabilidad de los puntos cŕıticos xC del sistema,

en estos puntos se anula el campo vectorial B.1 o sea f(xC) = 0 estos puntos describen

un estado de equilibrio del sistema f́ısico. Para estudiar la estabilidad de tales estados

es necesario estudiar el comportamiento de las órbitas del EDO cercana a los puntos de

equilibrio. Realizando una pequeña perturbación al sistema en la vecindad de los puntos

de equilibrio.

xc −→ xc + ǫ donde ǫ≪ 1 (B.3)

Realizando una expansión de Taylor del EDO, se obtiene que la perturbación del sistema

evoluciona de la siguiente manera

ǫ′i = fi(xc) +

(

∂fi

∂xk

)

xc

ǫk +R(xc, ǫk) donde fi(xc) = 0 (B.4)

donde nos hemos restringido, únicamente a la aproximación lineal, se tiene.

ǫ′i = Mikǫk donde Mik =
∂fi

∂xk

(B.5)

donde Mik es la matriz de linealización del sistema. En general las linealizaciones dan

una descripción bastante adecuada de las órbitas no lineales en la vecindad de los puntos

cŕıticos. Esta aseveración se justifica con el siguiente teorema:

Teorema de Hartmann-Grabmann:

Sea p un punto de equilibrio del EDO x′ = f(x) en R
n, donde f : R

n → R
n es, al menos,

de clase C1. Si todos los valores propios λ de la matriz de linealización M en p satisfacen

Re λ 6= 0, entonces existe un homomorfismo h : u → ū de una vecindad u de O en una

vecindad ū de p, que mapea órbitas de flujo lineal eM τ en órbitas del flujo no lineal de la

EDO, preservando el parámetro τ .

Ya sabemos que las perturbaciones del EDO evolucionan como B.4, podemos encontrar
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los valores propios λi(i = 1, 2, ....) de la matriz de linealización al resolver la ecuación

secular.

det(M − λI) = 0 (B.6)

Los vectores propios ui asociado a los autovalores de M son aquellos vectores

MUi = λiUi (B.7)

• El número de valores (vectores) propios es igual a la dimensión del espacio de fase

dim = n.

• Cada vector propio define una dirección propia en el espacio de fase.

• El conjunto uj forma una base en el espacio de fase ℜn.

La signatura de los valores propios de M que en general λ ∈ C define la estabilidad lineal

del EDO en la vecindad de los puntos cŕıticos, esto se debe a la equivalencia topológica

(local) entre los flujos lineales y no lineales del sistema en el entorno del punto cŕıtico.

Cuando uno de los estados de equilibrio del sistema de ecuaciones es un punto no hiperbóli-

co no se puede emitir un criterio de la estabilidad del estado basándose solamente en la

aproximación lineal entonces hay que recurrir al estudio numérico de las trayectorias del

sistema de ecuaciones.

Definición: Cuando la parte real de, al menos, uno de los valores propios de la matŕız de

linealización es cero, se dice que el punto cŕıtico correspondiente es no hiperbólico.

En este caso, según Re λj sea negativo, positivo, ó cero, los correspondientes vectores

propios dividen el espacio de fase en tres subespacios:

1. Subespacio estable: Es desplegado por los vectores propios asociados a valores

propios con partes reales negativas.
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2. Subespacio centro: Es desplegado por los vectores propios asociados a valores

propios con parte real cero.

3. Subespacio inestable: Es desplegado por los vectores propios asociados con los

valores propios con parte real positiva.

B.2. Teoŕıa de la variedad central

En esta sección se expone la técnica para la construcción de la variedad central. Supon-

gamos que el campo vectorial B.1 se puede escribir de la siguiente forma .

x′ = Mx+ f(x, y) (B.8)

y′ = Nx+ g(x, y) (B.9)

Donde (x, y) ∈ R
c × R

s, M es una matriz de c × c asociada a los autovalores con parte

real nula y N es una matriz de s × s asociada a los autovalores con parte real negativa.

Donde f, g son funciones Cr con (r ≥ 2), además se cumple :

f(0, 0) = Df(0, 0) = 0 g(0, 0) = Dg(0, 0) = 0 (B.10)

Se define como variedad central la variedad invariante

W c(0) = {(x, y) ∈ R
c × R

s : y = h(x), |x| < δ} , h(0) = Dh(0) = 0 (B.11)

para un δ suficientemente pequeño. La condición h(0) = Dh(0) = 0 implica que W c(0)

es tangente a Ec en (x, y) = (0, 0), donde Ec es el espacio correspondiente a los valores

propios con parte real cero.
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Teorema de existencia: Si existe la variedad central Cr de B.8, la dinámica de B.8

está restringida por su variedad central, para u suficientemente pequeños se puede escribir

como un campo vectorial c-dimensional.

u′ = Au+ f(u, h(u)) (B.12)

Teorema (Estabilidad): Suponiendo que la solución cero de B.12 es estable (asintótica-

mente inestable, o inestable), la solución cero de B.8B.9 es en este caso, estable (asintótica-

mente inestable, o inestable). Si (x(τ), y(τ)) es solución de B.8B.9 con (x(0), y(0)) sufi-

cientemente pequeño, ah́ı u(τ) es solución de B.12, entonces se tiene para τ →∞.

x(τ) = u(τ) +O(e−rτ ) (B.13)

y(τ) = h(u(τ)) +O(e−rτ ) (B.14)

Uitilizando la invarianza de B.11 bajo la dinámica de B.8B.9, se puede derivar una

ecuación cuasilineal en derivadas parciales que satisface h(x) .

N (H(x)) ≡ Dh(x) [Ax+ f(x, h(x))]−Bh(x)− g(x, h(x)) = 0 (B.15)

Resolviendo B.15 se logra construir la variedad central. Desafortunadamente, resulta ex-

tremadamente dif́ıcil encontrar una solución de la ecuación B.15 correspondiente al pro-

blema original. Pero podemos encontrar soluciones aproximadas de B.15, justificadas por

el siguiente teorema.

Teorema (Aproximación): Sea Φ : R
c → R

s al menos C1, mapea con Φ(0) = 0

y DΦ(0) = 0 tales que N (Φ(x)) = O(|x|q) cuando x → 0 para q > 1. Se tiene que

|h(x)− Φ(x)| = O(|x|q) cuando x→ 0.
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Realizando expansiones en series de potencias en el esquema de cálculo de la variedad

central. El teorema anterior permite realizar el cálculo de dicha variedad, con cualquier

grado de exactitud deseado en la solución de B.15 con el mismo grado de exactitud de los

desarrollos de Taylor.
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arXiv:astro-ph/0304354.

[53] R. Cardenas, T. Gonzalez, Y. Leyva, O. Martin, and I. Quiros, “A model of the

universe including dark energy accounted for by both a quintessence field and a

(negative) cosmological constant,” Phys. Rev. D67 (2003) 083501,

arXiv:astro-ph/0206315.

[54] P. Brax and J. Martin, “The robustness of quintessence,”

Phys. Rev. D61 (2000) 103502, arXiv:astro-ph/9912046.

[55] R. Mainini, L. P. L. Colombo, and S. A. Bonometto, “Nature of Dark Energy and

Polarization Measurements,” New Astron. 8 (2003) 751–766,

arXiv:astro-ph/0301215.

[56] T. Barreiro, E. J. Copeland, and N. J. Nunes, “Quintessence arising from

exponential potentials,” Phys. Rev. D61 (2000) 127301, arXiv:astro-ph/9910214.

[57] I. Quiros, R. Garcia-Salcedo, T. Matos, and C. Moreno, “Self accelerating solutions

in a DGP brane with a scalar field trapped on it: the dynamical systems

perspective,” Phys. Lett. B670 (2009) 259–265, arXiv:0802.3362 [gr-qc].

[58] S. Wiggins, Introduction to applied nonlinear dynamical systems and caos. Springer,

1990.

[59] Y. Leyva, D. Gonzalez, T. Gonzalez, T. Matos, and I. Quiros, “Dynamics of a

self-interacting scalar field trapped in the braneworld for a wide variety of

self-interaction potentials,” Phys. Rev. D80 (2009) 044026,

arXiv:0909.0281 [gr-qc].

[60] W. Fang, Y. Li, K. Zhang, and H.-Q. Lu, “Exact Analysis of Scaling and Dominant

Attractors Beyond the Exponential Potential,” arXiv:0810.4193 [hep-th].

[61] E. J. Copeland, A. R. Liddle, and D. Wands, “Exponential potentials and

http://arxiv.org/abs/astro-ph/0304354
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.67.083501
http://arxiv.org/abs/astro-ph/0206315
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.61.103502
http://arxiv.org/abs/astro-ph/9912046
http://dx.doi.org/10.1016/S1384-1076(03)00064-2
http://arxiv.org/abs/astro-ph/0301215
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.61.127301
http://arxiv.org/abs/astro-ph/9910214
http://dx.doi.org/10.1016/j.physletb.2008.11.019
http://arxiv.org/abs/0802.3362
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.80.044026
http://arxiv.org/abs/0909.0281
http://arxiv.org/abs/0810.4193


Bibliograf́ıa 105

cosmological scaling solutions,” Phys. Rev. D57 (1998) 4686–4690,

arXiv:gr-qc/9711068.

[62] T. Gonzalez, T. Matos, I. Quiros, and A. Vazquez-Gonzalez, “Self-interacting

Scalar Field Trapped in a Randall-Sundrum Braneworld: The Dynamical Systems

Perspective,” Phys. Lett. B676 (2009) 161–167, arXiv:0812.1734 [gr-qc].

[63] N. Goheer and P. K. S. Dunsby, “Exponential potentials on the brane,”

Phys. Rev. D67 (2003) 103513, arXiv:gr-qc/0211020.

[64] K. S. T. C. W. Misner and J. A. Wheeler, Gravitation. W. H. Freeman & Co., 1973.

[65] P. J. Peebles, Principles of physical cosmology. Princeton University Press, 1976.

[66] C. G. Tsagas, A. Challinor, and R. Maartens, “Relativistic cosmology and

large-scale structure,” Phys.Rept. 465 (2008) 61–147,

arXiv:0705.4397 [astro-ph].
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