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CAPITULO I. PRELIMINARES MATEMATICAS
1- MATRICES Y OPERACIONES CON LAS MISMAS

1.1- Matrices

El resultado de los analisis en Teoria de la Elasticidad son sistemas de ecuaciones lineales y su
solucion puede basarse en la esquematizacion matricial del proceso de calculo. Por eso antes de
pasar al estudio de la Teoria de la Elasticidad se propone recordar las principales propiedades de
las matrices y cdmo ejecutar operaciones con ellas.

La matriz es un conjunto de elementos ajj dispuestos en forma de una tabla rectangular que
incluye n filas y m columnas. Las matrices se escriben de la forma siguiente:

Ay Qip e Gy
a,; a oo a

[A]: 2i 22 2m :[aik] (11)
anl anZ anm

donde aj, representa el elemento que se encuentra en la fila i y la columna k. La matriz [A] tiene
orden n x m. Si el numero de filas y columnas de una matriz es igual a n tal matriz se denomina
matriz cuadrada de orden n. La matriz:

[A]=[a; ay a3 ... am| =[ ax ] (1.2)

que solamente cuenta con una fila, se denomina vector de primera especie o simplemente vector
fila.

Por otra parte, la matriz {B}:

{Bl=| * |=tb} (1.3)

bn

que solamente cuenta con una columna de n elementos se denomina vector de segunda especie o
vector-columna.

La matriz cuadrada [A] = [ aix ] se denomina matriz diagonal, si todos los elementos son nulos ajx
=0 (i#k) excepto los de la diagonal principal a; # 0.



La matriz diagonal en la que todos los elementos de la diagonal principal son iguales a la unidad
se denomina matriz identidad o matriz unitaria. Se designan por [I].

1 00 .0
010 ..0

[7]= (1.4)
000 .. 1

1.2- Operaciones principales con matrices

Se dice en algebra matricial que dos matrices [A] = [ai] y [B] = [bik] del mismo orden n x m son
iguales [A] = [B], solamente cuando sus correspondientes elementos son idénticos, es decir, si aj
= bik para todos los valores de iy k.

1.2.1 - Suma

La suma de dos matrices [A] y [B] del mismo orden n x m se define como una matriz [C] cuyo
elemento caracteristico es cik = ajx + bix. En otras palabras:

[C] =[A] + [B] = [ai] + [bi] = [aix + bik] (L.5)

Ejemplo:

2
70 ¢ 1] 2

11 1 12 4
Senlaamanicas A=|0 5 3| y B- & 8] . Endoncooc
{ -
3

[ 1 A {412 & (2
A +B=|0s al+]|25 a8|=]|210 5
Fo 4 lo1-2) bz 12
f3 1 2y (12 & 4 1 -2
A-B= |05 -3]-|25 8|=]|2 0 1
70 4 (o122 (71 6

1.2.2 - Multiplicacion

La multiplicacion de una matriz [A] de orden n X m por un niimero escalar o es una matriz [C]
del orden n x m definida por:

[C]=a [A] = a [aik] = [o ai]

o sea, por definicion la multiplicaciéon de una matriz por una magnitud escalar da lugar a una
nueva matriz, cuyos elementos se obtienen multiplicando los elementos de la matriz dada por el
factor escalar.

El producto de matrices [A] = [ai] ¥ [ B] = [bik] se puede calcular solamente cuado el nimero de
filas de la matriz [B] es igual al nimero de columnas de la matriz [A]. Las matrices que



satisfacen esta condicion se denominan matrices conformes. Si la matriz [A] tiene orden n X m y
la matriz [B] tiene orden m x r, su producto forma una matriz [C] de orden n x r:

[C] = [A] [B] = [aik] [bx;j] = [ci] (1.7)
donde:
k=m
c; =D a; by (1.8)
k=1
- !
a;; dp a, o by I i Cp G,
ay, A4y a, by by, b,, _ €y Cp Cy,
anl anZ anm bml bm2 mr Cnl cn2 cnr
Ejemplo:
4 3 (4b,, +3b,,) (4b,, +3b,,)

b, b
2 =5 -L?H 12}: (2b11 _5b21) (2b12 _szz)
-6 3 B ” (_ 6b11 +3b21) (_ b12 +3b22)

es necesario tener en cuenta que la existencia del producto [A] x [B] no conduce a la existencia
del producto [B] x [A].

1.2.3 - Division de matrices

La division de matrices se define como el producto del numerador multiplicado por la matriz
inversa del denominador. Es decir, sean las matrices 4 y B tal que A/B = AB™:

Si una matriz estd dividida entre un escalar, todos los términos de la matriz quedaran
divididos por ese escalar.

Ejemplo:
Sean la malniz A=[; 1_: yk =2 un eacslar. En este casac
b
PP
Ak 2 3y 62 -

1.2.4 - Matriz transpuesta
La matriz A" de orden n x m que se obtiene al intercambiar filas y columnas de la matriz A de
orden m x n se llama la transpuesta de A. Por ejemplo la transpuesta de

2 1

2 0 -1
es | 0 1

1 1 4
-1 4



1.2.5 - Matriz simétrica
La matriz simétrica es la matriz cuadrada A tal que A = A", ejemplo:

01 2
1 2 3
2 3 4

1.2.6 - Menor de un elemento de una matriz
Sea A una matriz cuadrada de orden n y ajx un elemento de dicha matriz; se llama menor del
elemento ajx, al determinante de orden n-1 que resulta de suprimir en A la fila i y la columna k.

Ejemplo:
El menor correspondiente al elemento a,; de la matriz
2 -1 3
-1 3
A=|4 0 2 |esM, = . | =-20
5 7 -1

1.2.7 - Cofactor
Se denomina cofactor 6 complemento algebraico de un elemento ajx de una matriz A, al menor

Mji correspondiente a dicho elemento, precedido del signo (— I)Hk. El cofactor del elemento aj,
se denota Cji

En el ejemplo anterior, el complemento algebraico o cofactor del elemento a,, es:
Coy = (=1)"M,, = (-1)'(-20)=20

1.2.8 - Determinante

El determinante de una matriz cuadrada A de orden n es igual a la suma de los productos de los
elementos de una cualquiera de sus columnas (o filas) por los correspondientes cofactores.
Ejemplo:

Para calcular el determinante

1 2 1 -4
-1 2 -1 3
d=
0 4 4 -1
1 1 0 -1

Sumamos la segunda fila a la primera y la cuarta y obtenemos:



0 4 0 -1

-1 2 -1 3
d =

0 4 4 -1

0 3 -1 2

Tomando entonces la primera columna queda:

4 0 -1 |4 0o -1
d=(=1)-(-1"-4 4 —-1=4 4 -1
3 -1 2/ 3 -1 2

Sumando 4 veces la tltima columna a la primera obtenemos:

0 0 -1
d=[0 4 —1=11-(-1)""
11 -1 2

0 —1
4 -1

1.2.9 - Matriz adjunta
La matriz adjunta de una matriz cuadrada A, es otra matriz cuadrada que denotamos A" y que es
la matriz traspuesta de la matriz:

TR &Y Ciy
Cy Cp Con
cnl an cnn

donde c;; son los cofactores de los elementos a;; de la matriz A.

Ejemplo:
Para calcular la matriz adjunta de la matriz:

-1

0
A= 5
3

N = W

2
0
se calculan los cofactores de los elementos de la matriz A:

5 1
3 2

SThe =7 Cpp =~ =—4 Ci3 =

0 2



0 3 -1 3 -1 0 3
C,y = —| = = = — C = — =
21 3 2 22 O 2 23 O 3
0 3 {5 -1 3 . -1 0 5
Cy = =— Cy =— = Cy3 = =-
31 5 1 32 2 1 33 2 5
La matriz adjunta de A es:
7 9 -15
A" =|-4 -2 7
6 3 -5

. . + . , .7
Observe que al ubicar en la matriz A" los cofactores de A, se hace simultaneamente la operacion
de transposicion.

1.2.10 - Matriz inversa
Se introduce la notacién [A]" para expresar la matriz inversa de la cuadrada [A]. Teniendo en
cuenta las reglas de la multiplicacion, se puede escribir:

(AT [A]=[A]. [A]" = 1] (1.9)

donde [I] es la matriz unitaria.

Ejemplo:
3
Supongamos A-G ;]r B—[_1 -;} Entomces:

w29 (39625 (Y
o3 B (55599

Método de Gauss para calcular la matriz inversa
Sea A = (a; j ) una matriz cuadrada de orden n. Para calcular la matriz inversa de 4, que

-1 . .
denotaremos como 4 ', seguiremos los pasos siguientes:

I

T

Paso 1. Construir la matriz n x 2n M = (A 1) esto es, A esta en la mitad izquierda de M'y
la matriz identidad / en la derecha.

Paso 2. Se deja tal y como esta la primera fila de M, y debajo del primer término de la
diagonal principal, a;;, que llamaremos pivote, ponemos ceros. Luego se opera como se
indica en el ejemplo siguiente.

Ejemplo:
Consideremos una matriz 3 x 3 arbitraria



By &z 9
A=|ay ap an

By 3 In
Paso 1.
a4 S :.,E1I]I]
M=(A ! J=|2n 2 2o i 0 1 O] ~
Sy 9 ¥ U U1
Paso 2.
m L] o H i 0 0

U ap2p -autiz iffn ~2aty i sll-axl oyl -axll aU-a4
0 apeg-axtyz Gy -Gty i syl-axl al-axl e,)l-ayx]

El siguiente paso es igual que el anterior, pero esta vez se coge como pivote el segundo
término de la diagonal principal.

Al llegar al ultimo término de la diagonal, se procede igual que antes, pero poniendo los
ceros encima del nuevo pivote. Se observa que al coger como pivote el tltimo término de
la diagonal, la matriz 4 se transforma en una matriz triangular.

Una vez realizados todos los pasos, la mitad izquierda de la matriz M se convierte en una
matriz diagonal. En este momento hay que proceder a transformar, si es que no lo esta, la
mitad izquierda en la matriz identidad, dividiendo si fuera necesario las filas de M por un
escalar.

Ejemplo:
Supongamos que queremos encontrar la inversa de
1072
A=]2 - 3}
i 1H

Primero construimos la matriz M = (4'I),

1 02:1C0 1 0 2 i1 0 0
=2 43:0 10| - |0 4-20 9-22: 0-21-20 ©
4§ 18:0¢C 1 0 1-4-0 8-4-2:0-4 0 1-0
10 21 10
=10 -1 =1 | =2 1 0}, bego s coge como pivole sy = -1,
101-40 1

10



1 0 2 1 0 0
-0 - -1 ¢ -2 1 0
0 0 O-(): 4-(-3) 0-1 4-0

102110
-0 41 412 1 0f~
011814 4

La mitad izquierda de M estd en forma triangular, por consiguiente, 4 es invertible. Si
hubiera quedado toda una fila con ceros en la mitad 4 de M, la operacion habria terminado
(4 no es invertible).

A continuacidn, cogemos como pivote ass, ponemos ceros encima de éste y seguimos
operando hasta que nos quede una matriz diagonal.

1 001 11 2
-0 4 01 4 0 4|
g 11 8 4 -

Ya que la matriz colocada en la mitad izquierda es diagonal, no hay que operar mas.
Transformamos la matriz diagonal en una matriz identidad; para ello hay que dividir la
segunda fila entre -1:

1001 11 2 2
-0 101 -4 0 1}
g1l 8 -1 -

La matriz que ha quedado en la mitad derecha de M es precisamente la matriz inversa de
A:

-1 2
Ade|-4 0 1)
B -1 -1

Para comprobar si el resultado es correcto, se procede a multiplicar A4™', teniendo que dar
como resultado la matriz identidad /.
Comprobacion:

AAL =

11
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CAPITULO II. TENSIONES
1.1 Introduccion

En este capitulo se definiré las tensiones y se aclararan dos de sus mas importantes aspectos: El
estado tensional de un punto, que llevara al estudio de la transformacion de las ecuaciones de las
tensiones y, por otro lado, al estudio de las ecuaciones que definen la variacion de los
componentes de las tensiones en el espacio.

Se utilizara para el estudio detallado de la obtencidon de las ecuaciones, el caso bidimensional o
plano, por motivos de simplicidad y claridad, ampliando luego lo estudiado al caso mas general
de tres dimensiones, la mayor parte de las veces sin necesidad de dar una explicacion con el
mismo detalle.

Se haran graficos que ayuden a entender los conceptos y, siempre que sea posible, se utilizaran
razonamientos mas ingenieriles que puramente matematicos, como en el establecimiento de las
ecuaciones de equilibrio. De esta forma se pretende hacer mas asequibles los conceptos que
forman la base de la Teoria de la Elasticidad, cuya principal dificultad se centra en el aparato
matematico que habitualmente se utiliza para explicar conceptos relativamente sencillos y hasta
simplistas.

De momento no se mencionaran las ideas habituales de «Tensor de tensiones» o «Tensor de
deformaciones», que se aclarardn mdas adelante, cuando ya no puedan inducir a error o a
confusion.

La teoria general de tensiones que se introducird en este capitulo, se puede aplicar a cualquier
continuo, tanto a solidos elasticos o plasticos como a fluidos viscosos al margen de las
propiedades mecanicas del material.

11.2 Fuerzas de masa, Fuerzas de superficie y Tensiones

Las fuerzas de masa estan asociadas con el propio cuerpo en estudio y se distribuyen en toda la
amplitud del mismo. No son consecuencia de un contacto directo con otros cuerpos. Se
especifican en términos de fuerzas por unidad de volumen y entre ellas se pueden citar las
fuerzas gravitacionales, las de inercia, las magnéticas, etc.

Las componentes de la intensidad de estas fuerzas segun los ejes coordenados, se denominaran
Fx, Fyy Fz.

Las fuerzas de superficie son una consecuencia del contacto fisico entre dos cuerpos. Si se amplia
el concepto se podria incluir en dicho concepto las fuerzas que una superficie imaginaria dentro
de un cuerpo ejerce sobre la superficie adyacente, lo que resulta muy practico para establecer

ecuaciones de equilibrio y otras.

Sea un cuerpo como el que se representa en la figura 2.1.

13



Fig. 2.1. Fuerzas de Superficie e Internas

Si el sistema esta en equilibrio, las Fuerzas de Superficie P; y P, se mantienen en equilibrio con
las fuerzas que la parte Il del cuerpo ejerce sobre la parte I. Esta ultima fuerza, sin embargo, se
reparte sobre toda la superficie de corte, de forma que cualquier area elemental AA estd sometida
a la fuerza AF. Por tanto, la fuerza «media» por unidad de area es

Pmedia = ﬁ
AA

La tension en un punto se define como el valor limite de la fuerza por unidad de area, cuando ésta
tiende a cero. Es decir:
. AF dF
p=Ilim—=—-
A0 AA dA
Debemos hacer notar que la fuerza dF, o lo que es lo mismo, la tension p, NO esta dirigida segun
una direccidn preestablecida, como puede ser la normal al plano de la superficie.

Si consideramos el equilibrio de un cuerpo libre, en el que, en general, actuan tensiones en todas
las superficies externas, tenemos que determinar la firerza resultante de las tensiones actuando en
cada superficie, asi como las eventuales fuerzas de masa, a fin de expresar las condiciones de
equilibrio.

Por otra parte, la tension es un elemento diferencial de area, dA es un vector en la misma
direccion que el vector de fuerza dF. Se puede decir que la tension en un plano determinado es
un vector, el «vector tension». En el caso de que actien diferentes tensiones en un mismo plano,
la tension resultante estard determinada por la suma de los vectores representativos de todas las
tensiones. Analogamente, el vector tension se puede descomponer en otros vectores, que, en el
caso de elegir las direcciones de los ejes coordenados, serian las componentes del vector tension.

Este concepto vectorial de la tension tiene que estar referido a un plano determinado, ya que en
caso de que se modifique el plano considerado, aunque englobe al punto en que hemos basado la
reflexion anterior, la tension, a su vez, sera diferente. Si se quiere conocer la tension en cualquier
plano que pase por el punto considerado, ya no se podra hablar de la tension como una entidad

14



vectorial. En realidad, como se verd mas adelante, la tension se define por un tensor de segundo
orden.

Sin embargo, es perfectamente licito hablar del estado tensional de un punto, siempre que se
sobreentienda que nuestra descripcion permita el conocimiento de la tension en todo plano que
pase por el punto. Enseguida se vera que para poder tener ese conocimiento, es suficiente conocer
la tension sobre dos planos que pasen por el punto.

Resumiendo lo anterior, para definir totalmente el vector tension, se tiene que especificar su
magnitud, direccion y el plano sobre el que act@ia. La perfecta definicion se puede conseguir
utilizando dos indices para sus componentes, por ejemplo, Txy 0 Trg asi como el signo que sirva
para determinar el sentido en que actiia un componente determinado.

En el caso general, existen dos formas de designar las componentes del vector tension en forma
adecuada: por un lado las componentes X, Y y zZ y por otro las componentes normal y tangencial.
Las componentes X, Y y Z de una tension externa que actian en el contorno del cuerpo las

designaremos T, T}'y T, . El subindice indica la direccién de la componente y el superindice p

define el plano. Para designar tensiones infernas en planos posibles, utilizaremos la notacion py,
Py y P; para las componentes del vector tension. (Fig. 22)

Fig. 2.2. Vector de tensiones externo y sus componentes
Las componentes normales y tangenciales se utilizan con mds frecuencia y resultan mas

significativas. Se define por ¢ la componente perpendicular al plano sobre el que actua. La
tension tangencial se representa por t. Esta Glltima se encuentra en la superficie del plano sobre el

que actia. En relacion con la figura 2.3 en la que p = ji , tenemos:

p2:0'2+T2

15
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Fig. 2.3. Componentes normal y tangencial

Se va a generalizar todo lo anterior para el caso de considerar el espacio tridimensional. Se hara
referencia en lo que sigue a la figura 2.4 en la que se han omitido las tensiones internas, ya que,
de momento, se trata de establecer la nomenclatura a utilizar en lo que se refiere a tensiones, y
que dicha nomenclatura quede clara y suficientemente justificada.

Se comenzara diciendo que se considerard un cuerpo libre, por ejemplo el paralelepipedo de la
figura. Las tensiones normales que definen a los planos, se considera que tienen la direccion de
dentro hacia afuera. Asi, la cara lateral derecha del elemento correspondera con el plano X"
positivo, puesto que dicha normal tiene el sentido del eje positivo de las X. El lateral izquierdo,
sin embargo, serd el plano *-X" puesto que su vector representativo, su normal, va en el sentido
negativo del eje X.

Las componentes tangenciales que actiian en un plano, pueden tener una direccion cualquiera. Sin
embargo, para establecer su sentido, se descompondran en las dos direcciones de los otros dos
ejes coordenados. La notacién que se emplea para definir a estas tensiones consta de dos
subindices, como se ve en la figura. El primer subindice indica el plano en el que actua la tension,
y el segundo la direccion en la que actia. Asi, la expresion 1y, indica la tension tangencial que
actua sobre el plano X en la direccion del eje Y. Para las componentes normales, solo se precisa
de un subindice, ya que el mismo especifica por un lado el plano sobre el que actiia y al mismo
tiempo la direccion del eje que sigue. Por ello, una denominacién como oy es suficiente para
saber que se trata de la tension normal al plano X y que su direccion es, por consiguiente, la del
eje X.

16



Fig. 2.4. Componentes tridimensionales

Finalmente, en los planos negativos, la convencion seguida es que las tensiones que act@ian en
dichos planos en la direccidon negativa de los ejes, son positiva. Si observamos la figura 1.4 se ve
que todas las tensiones sefialadas son positivas.

Las nueve tensiones conjuntamente forman el tensor de tensiones:

GX z-X'Y TXZ

T, =7y Oy Ty

11.3 Tension Uniforme (2-D)

Cuando un cuerpo se encuentra en un estado tal que la tension es la misma en todos sus puntos,
se dice que estd en un estado de tension uniforme. Las componentes de las tensiones son
independientes de los puntos considerados, aunque seguiran dependiendo de la inclinaciéon de los
planos que se consideren.

Un cuerpo en estas condiciones no puede estar sometido a fuerzas de masa, ya que entonces la
tension variaria en funcion de la posicion de los puntos considerados para poder mantener la
situacion de equilibrio.

El objetivo de esta seccion es obtener las expresiones del vector de tensiones —o de sus
componentes— que actien sobre un plano arbitrario cualquiera que corte al cuerpo, conociendo
las tensiones sobre los planos correspondientes a los ejes coordenados. Ademads se determinara la
orientacion de ciertos planos de especial significacion, por ejemplo el que contenga las minimas
tensiones normales y maximas tangenciales o al revés.

17
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Fig. 2.5. Estado de tensiones uniforme (2-D)

Se va a hacer el estudio en un plano perpendicular al eje Z. Ademas, se supondra que se verifica:
Txz = Tax = Tyz = Tzy =0. Aunque la tension o, no es necesariamente nula, no interviene en lo que
sigue.

En consecuencia con lo anterior bastara establecer las ecuaciones de equilibrio en las direcciones
X e Y. En la figura 2.5 se pueden ver los sentidos positivos considerados asi como las incognitas
empleadas. Si se supone que el cuerpo —que ya se ha dicho que puede ser finito o
infinitesimal— de dicha figura tiene un grosor unitario segun la direcciéon Z y se toma momentos
respecto a la esquina inferior izquierda, se ve que:

(csxb)(gj - (cxb)(gj + (csya)(zj - (csya)@j —(txyb)a + (tyxa)o = 0

Y como a X b no es cero, se deduce:

Ty = Tyx (2.1)

Este resultado es conocido y se verifica con caracter general para aquellos planos que sean
perpendiculares. (Fig. 2.6)

18
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Fig. 2.6. Componentes de las Tensiones sobre X'

A continuacion, se va a considerar la suma de fuerzas segun la direccion del eje X, en el cuerpo
libre de la figura 2.6. Llamando a las componentes X e Y de la tension sobre el plano X', px y py,
a la superficie inclinada “A” y usando la Ec.(2.1), por equilibrio estatico de fuerzas se tendra:

D> Fx=0
Py A—-ocyAcosa -1, Asena =0 (2.2)
Py = Oy COSQ+ Ty SENQL

Andlogamente, si se establece el equilibrio segln la direccion Y, se tendré:
p, =o,Sena + 1, cosa (2.3)

La tension normal sobre el plano X' es la suma de las proyecciones de py y py en la direccion X'
Por tanto:

G,1 =Py cosa +pysena (2.4)

Y usando las Ecs.(2.2) y (2.3), lo anterior toma la forma:

G, =0y €0s” 0L+ Gy Sen’o + 21, Sena cos a (2.5)
y analogamente:
Ty =Py cOsa—pysena
es decir,
= ( )sen (cos* @ —sen’a)
Ty =0y — 0y Jsena.cos a + Ty, (cos” a —sen‘a (2.6)

19



La tension oy se encuentra de forma simple, sustituyendo (a + :] por a en la Ec.(2.5). Con ello

se obtiene la relacion:
2 T 2 T T T
G, =0y COS a+o +0o,5en a+ +21,,5€en a+§ cos a+§

T L
sen(a + 2) =Cosa , COS((X + 2] = =Sena

y como

se obtiene finalmente:

o, =0,sen‘a+ao, cos’ o — 21,,Senc.cosa (2.7)

Y 1

Las ecuaciones (2.5), (2.6) y (2.7) representan las ecuaciones de transformacion de tensiones que

se pueden utilizar para calcular 6, , 6.,y T, sl los correspondientes valores de 6x, Gv, TyyY,

ademas, el angulo a, son conocidos. Es decir, en total se tendran siete posibles incognitas. En
general, una vez conocidos cuatro de estos valores, el estado tensional queda totalmente definido,
ya que los valores sobre otros planos dependeran exclusivamente del valor del angulo a.

Finalmente, se hard notar que de las ecs. (2.5) y (2.7) se obtiene:

6, +o, =0, +c, =Constante

Por tanto, la suma de las tensiones normales sobre dos planos perpendiculares, es una constante.

11.4 Tensiones Principales
Antes de entrar en este nuevo tema, mencionaremos el interés que tiene escribir las ecs. (2.5),
(2.6) y (2.7) en funciodn del valor de 2a.. Recordando las formulas trigonométricas:

sen2a =2sena cosa

sen’a = ;(l —cos2a)

(2.8)
2 1
cos” a = 5(1 + cos Za)
encontramos facilmente las igualdades siguientes:
Gy +0 Gy —C
o= 5 Y4 =X 7Y oS 20, + T, SEN20L
N (2.9)
cy +0 Gy —GC
G, = ——"——7C0s20 + Ty, SeN20
2
y también:
Oy —Ox
Ty =?3en2a+rxy cos2a (2.10)
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Para encontrar la orientacion de los planos de maxima y minima tension normal, se deriva una de
las ecuaciones (2.9) con respecto a a e igualando a cero el resultado. Se obtiene:

do.,
dx =—(o, — o Jsen2a. + 21, c0s2a = 0 (2.11)
o
es decir:
tan 20, = —°XY (2.12)
Gx =GOy

que es la ecuacion que define, como se vera, los planos de las tensiones principales.

La ecuacion (2.12) tiene dos raices. Esas dos raices de 2a. corresponden a angulos separados 180°
—por ser las tangentes iguales— y por tanto, los valores de o diferiran en 90°, lo que confirma
que los planos de tensiones normales maximas y minimas son perpendiculares.

Si se comparan las ecuaciones (2.10) y (2.11) se ve que en esos planos las tensiones tangenciales
se anulan. Los planos en los que las tensiones tangenciales se anulan se denominan planos
principales y las tensiones normales en ellos, tensiones principales como ya se habia anticipado.
A continuacion, se va a deducir la forma de calcular directamente el valor de las tensiones
principales. Partiendo de la ec.(2.12), se ve que el seno y el coseno del angulo 2a se puede
expresar en la forma:

21
sen2a =+ XY -
2
\/4TXY +(Gx _GY)
Oy —0O
cos2a ==+ S

_\/4T§(Y +(Gx _GY)Z

Sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones (2.9) y teniendo en cuenta que el seno y el
coseno son ambos, o bien positivos o bien negativos, se encuentra finalmente:

2
Gx +Oy Gy —Oy 2
0-max =0'1 = 2 + ( 2 +TXY
- (2.13)
Ox tOy Gyx — Oy 2
O pmin =0, = 2 - ( 2 + Ty

que son las expresiones del valor de las tensiones principales. A fin de determinar el valor de 2a
obtenido en la ec. (2.12) que corresponde a 61 0 a o2, es necesario considerar los signos del

numerador y denominador de ZTX% .
Ox = Oy )
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Fig. 2.7. Direccion de las Tensiones Principales

Primer caso: El valor de 2a correspondiente a la direccion de o1-(Fig. 2.7)-- estd comprendido
T . . . )

entre 0 y —si tanto 2t,, como (cs X = O'Y)SOI’I positivos. Es decir, considerando todos los casos,
2

se tendria:
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En cada caso a es el angulo entre el eje X y la direccion de o1, es decir Omax.

A continuacion se van a determinar los planos de méxima tension tangencial. Derivando la
expresion para T Ec.(2.10) con respecto a alfa y haciéndola igual a cero:

XIYI 9
dr.
% = (0, — 0y )c0s 20, — 27, sen2a = 0
(04
y ordenando:
fan 2¢z, =—(GXT_GY) (2.14)
XY

Las dos raices de esta ecuacion también definen un conjunto de planos perpendiculares, de forma
que las tensiones tangenciales en esos planos son iguales.

Si se observa los valores de tan 2a dados por las ecs.(2.12) y (2.14), se aprecia que dichos
valores son reciprocamente negativos el uno del otro, de forma que los resultados para 2o de esas
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dos ecuaciones se encuentran separados por 90 grados, asi los correspondientes planos, se
encuentran separados por 45 grados.

La importante conclusion es que los planos de maximas tensiones tangenciales se encuentran a 45
grados de los planos principales. De las ecs. (2.10) y (2.14) se obtiene:

2
T = i\/(cx ;"Y) + 1% 2.15)

que da los valores de las méaximas tensiones tangenciales en el plano definido por el valor de a
anterior.

Es frecuente automatizar todo este proceso a través del conocido método denominado E/ Circulo
de Mohr, del que da una completa explicacion a seguir.

11.5 Circulo de Mohr

Las ecuaciones (2.9) y (2.10) obtenidas anteriormente son las ecuaciones paramétricas de un
circulo. Esto significa que, si se escoge un conjunto de ejes rectangulares y se grafica un punto M
de abscisa o, y ordenada 7, , para cualquier valor dado del pardmetro a, todos los puntos

obtenidos caeran en un circulo. Para establecer esta propiedad se eliminara a de las ecuaciones
(2.9) y (2.10); primero transponiendo (o, +0o,)/2 enlaec. (2.9) y elevando al cuadrado ambos

miembros de la ecuacion, luego elevando al cuadrado ambos miembros de la ec. (2.10), y
finalmente sumando miembro a miembro las dos ecuaciones obtenidas de esa forma. Se tiene:

2 2
_I_ j—
(O_X_szayj +T)2(1Y1:(JX20-Y) +T)2(Y (216)
Haciendo
2
+ —
O prom :o_XZO_Y Y R:\/(O-Xzo_yj +T)2(Y (2.17)

escribiendo la identidad (2.16) en la forma
(0 ~Cmon f +720, =R (2.18)

que es la ecuacion de un circulo de radio R con centro en el punto C de abscisa Gprom y ordenada
0 (Fig. 2.8). Se puede observar que, debido a la simetria del circulo con respecto al eje
horizontal, pudiera haberse obtenido el mismo resultado si, en vez de graficar el punto M se
hubiese graficado un punto N de abscisa o, y ordenada —7 ., , (Fig. 2.9). Esta propiedad se

usara mas adelante.
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Los dos puntos A y B donde el circulo interseca el eje horizontal (Fig. 2.8) son de especial
interés: el punto A corresponde al valor maximo de esfuerzo normal, mientras que el punto B
corresponde a su valor minimo. Ademas, ambos puntos corresponden a un valor cero del esfuerzo
cortante.

Xy’ ox’
|D
|
Omin ‘ M
|
\ Ty
C
0 B A o
X
Oprom
|
|
|E
Umax
Fig. 2.8
Ty
C Oy’
0 1
R |
\ Oprom } Xy
N
oy’
Fig. 2.9

El circulo explicado anteriormente fue presentado primero por el ingeniero aleman Otto Mohr
(1835-1918) y se conoce como el circulo de Mohr para el esfuerzo plano. Como se vera, este
circulo puede usarse para obtener un método alterno para la solucion de varios de los problemas
considerados en las secciones anteriores. Este método se basa en sencillas consideraciones
geométricas y no requiere del uso de formulas especializadas.

11.6 Tensién en un punto
En las secciones II.3 y II.4 se han establecido las ecuaciones de las transformaciones entre las

tensiones actuando sobre un cuerpo en un estado de tension uniforme. Ahora se vera que esas
mismas relaciones representadas por el conjunto de ecuaciones de la (2.1) a la (2.15) también se
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aplican en cada punto de un cuerpo bajo una distribucion de tensiones NO uniforme, incluyendo
las debidas a fuerzas de masa.

Ay T

781:XY Ay
+ J— A
Ty S, 2

Fig. 2.10. Estado No uniforme de tensiones

Considérese el estado tensional en el punto ""O" de la figura 2.10. En dicho punto las tensiones
son Gx, Gy Y Txy. En un plano paralelo al **AB" que pase por el mismo punto, se denominan pX y
py y finalmente, las fuerzas de masa en O son FX y Fy. Las dimensiones del elemento
representado, AX, Ay y As se suponen pequefias. La tensidn normal al plano OB en el punto B y

6;; X }(Ay). Por tanto, la tension
y

debido a la distribucion NO uniforme de las tensiones, es o +(

3y

representados en la figura 2.10.

media en OB es oy +;[80‘X)(A ) Anélogamente se obtendrian el resto de los valores

Ahora, si se establece el equilibrio de fuerzas en la direccion X de acuerdo con la figura, se
tendra:

0o, Ay 0Ty AX AX Ay
X + APX)AS = + XL Ay + + X AX — (FX + AFx
(p p ) Lo-x sy 2 J y (TYX 5 5 J ( ) 2

X

que, dividiendo por AS se convierte en:

(Px+Apx)=| o + 00X &Y \tosa + Tyx + Ovx AX sena—(Fx+AFX)M
dy 2 &x 2

pero cuando AX y Ay tienden a cero, ApX y AFX tienden a anularse, quedando la féormula ya
conocida:
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PX = G, COSQ + T, SENQ
De la misma forma, estableciendo el equilibrio segun el eje Y se llegaria a:

Py = 6,SENA + Ty COSQ
Se ve que las expresiones para pX y py son idénticas a las reflejadas en las ecs. (2.2) y (2.3).

En la proxima seccion se vera que la relacion t,, =7,y es igualmente valida para una

distribucion de tensiones NO uniforme. De esto se deduce que las ecs. (2.1) a (2.15) obtenidas, se
aplican igualmente al analizar el estado de tensiones de un punto. Sin embargo, se debe decir que
esta formulacion no es valida para el andlisis del estado tensional de un cuerpo en un caso de
distribucion NO uniforme. Lo que si es correcto es que, una vez conocido el estado tensional de
un cuerpo, las ecuaciones de transformacion de las tensiones se utilicen para definir las
componentes de las tensiones en cualquier plano, en un punto dado.

11.7 Ecuaciones de equilibrio

Hasta ahora, se han considerado sélo relaciones entre tensiones en condiciones de tension
uniforme o tensiones en un punto determinado. En general, las tensiones en un cuerpo varian en
cada punto y esa variacion debe satisfacer las condiciones de equilibrio de la Estatica. Las
expresiones resultantes relacionan las derivadas espaciales de los distintos componentes de las
tensiones y se denominan Ecuaciones Diferenciales de Equilibrio.

OxC C D Oxp
>
o
O xA O xB
—— A . B —

Fig. 2.11. Variacion de Tension en un Elemento

Si la tension normal en un punto es, por ejemplo, 6X, a una distancia positiva dx en el sentido del

X

al cambio de la tension respecto a la direccion ver (figura 2.10). La tension considerada,
normalmente, sera también funcion de los valores de Y y de Z. En cualquier caso, se supone que
las componentes de las tensiones y sus derivadas primeras son funciones continuas.

. ) . . )
eje X, valdra (ngdx en la que la derivada parcial representa el cambio infinitesimal o tendencia

La tension en B viene dada por tanto por:

o)
Ow=0, +—dx (2.19)
oxX
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y, andlogamente, la tension en C y en D sera:
oo

d
Syy

Oyc =0y +

30 ¢
= +—=2d
Cyxp =Ox Sy y

ya que "'x" es constante entre B y D. Si se utiliza la ec. 2.19 y se aplica a la ultima de las
igualdades, se obtiene:

Oyp =0y + 80 dX+8(GX + 90 dx)dy
X y dX
o simplificando:

do dx 4 00

OX Sy

CGyp =0y +

dy (2.20)

en donde se ha quitado el término de segundo orden —producto de dx por dy— por ser
despreciable en un orden de magnitud. Teniendo en cuenta este punto, se ve que la tension en una
superficie del elemento infinitesimal varia linealmente.

La fuerza en la secciéon media de la cara izquierda del elemento, serd por tanto la semisuma de las
tensiones en A y en C multiplicadas por la superficie de la cara considerada, quedando:

Gy +0Oy + ng dy

P, = Y ld
A > y

y simplificando, se obtiene:
P, =c,dy+ 180,
2 08y

De la misma manera se calculan los esfuerzos en la cara de la derecha, obteniendo:

dy’®

Ll o oo

+ dx+o, + dx + d
x5y X ox Sy Y
P, = 5 dy

o lo que es lo mismo:
oo
Ox

doy dyz
3y

P, =o.dy + dxdy+;
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Por tanto la fuerza resultante sobre el elemento sera:

P,—P, = ngx dxdy

Si se hubiera supuesto que la distribucion de tensiones es uniforme en la cara considerada e igual
a la tensién media obtenida, se habria obtenido el mismo resultado, y también seria igual el
momento creado por ambos sistemas. Por tanto, en lo que sigue, se va a asumir esa suposicion
que sin quitar generalidad al estudio, lo hace més sencillo. Se representard la tension uniforme en
cada cara por un vector aplicado en el centro de la cara.

oy + . dy
Tyy + 6T\(x dy 8y
oy ~

Fy 5
O.
a o, + 2 dx

Txy, \

TYX ¢ TXY +
Oy

dx

Fig. 2.12. Valores medios de la tension

0T,y
OX

dx

Lo anterior esta reflejado en la figura 2.12, que servird de base para el estudio que sigue. Se
supondra que los valores de las tensiones no nulas y las fuerzas exteriores son independientes de
Z. A un estado de tensiones como el que se acaba de definir se le denomina un estado de tension
plana. Si se establece el equilibrio de fuerzas en el sentido del eje X, considerando un valor
unitario de Z, se tendra:

Fxdxdy + [cx + S;;de}dy -o,dy+ {rYX + Sg” dy}dx -1y, dXx=0 (2.21)
X y

que una vez simplificada se convierte en:

oy + OTux +Fx |dxdy =0
X dy

Como el producto “dx dy” no es cero, debe serlo la expresion entre corchetes, por lo que,
finalmente, se obtiene:
dc, Ot
X3 X 4 Fx=0
OX oy
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Si se hace el mismo razonamiento para la direccion del eje Y:
0o, Oty
Y X

Estas ecuaciones de equilibrio se pueden generalizar considerando el equivalente en tres
dimensiones al esquema de la figura 2.12, con el resultado siguiente:

oo ot ot
X + YX + ZX

+Fx=0
OX oy 0z
0o, 01y, Ot,
+ + +Fy=0
Sy ox 52 y (2.22)
dc, 0Oty, Oty F7=0
0z OX y

En consecuencia, para un cuerpo en equilibrio las tensiones varian de punto a punto segun las
ecuaciones anteriores.

Se puede aplicar una tercera condicion de equilibrio a las tensiones de la figura 2.12. Se refiere a
aquella que se expresa como XM = 0. Si se toma momentos respecto a la esquina inferior
izquierda de dicha figura, se tendra:

oo dx (oo dy ot ot dx dy
( 5yY a’ydxj2 - (&X dxdyj S + (TXY + 5;” 5xjdydx - [rYX + 5;{ @/dedy + Fydxdy e deydx7 =0

Despreciando los términos que contengan triples productos de dx y dy, la ecuacion anterior se
convierte en: Tyy = Tyy -

Considerando el caso tridimensional y tomando momentos respecto a cada uno de los ejes se
veria que:

Txy = Tyx Txz = Tzx Tyz =Tzy (2.23)

por lo que se puede decir que sélo seis de las nueve componentes de la tension en un punto son
independientes.

11.8 Tensidn en un punto en 3-D

En la seccion I1.5 se considerd el estado de tensiones en un punto tratando s6lo con el equilibrio
en las direcciones X e Y. Se encontraron cuatro componentes de las tensiones, de las que solo tres
eran independientes. En el caso tridimensional, existen nueve componentes de las tensiones, de
las que seis son independientes. Las ecuaciones correspondientes al estado tridimensional, se
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pueden obtener de la misma forma que se ha hecho para el estado plano. En esta seccion se
tratara brevemente este tema, fijdndose la idea de darle un caracter mas ingenieril que
matematico. Mas adelante, se tratara con todo el rigor necesario.

Se consideraran los componentes de las tensiones en el espacio, tal y como se muestra en la
figura 2.13, para determinar las tensiones sobre otro plano del elemento dado. Nuestro objetivo es
calcular las componentes sobre un plano inclinado X' —plano ABC de la figura— siendo
conocidos los valores de las tensiones en los planos X, Y, z, asi como la direccion x'.

Fig. 2.13. Tensiones en 3-D

La direccion del plano ABC —ver figura 2.13— vendra definida por los angulos que su normal
forma con los ejes X,Y,Z. Se llamara a los cosenos de esos angulos: ajj, ax y asi,
respectivamente. Se puede demostrar que el area del tridngulo AOC de la figura 2.14 en el plano
Y esta relacionada con el 4rea de ABC por:

AAOC = AABC cos(y, X' )= AaZl

y analogamente se tendra:
Apnce = Ady Agoc = Aay, (2.24)

donde «A» es el area del tridngulo ABC.
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Fig. 2.14. Proyeccion de las areas

Se puede decir de forma generalizada que el area del triangulo proyectado sobre el plano
coordenado es igual al area del triangulo original, multiplicado por el coseno del angulo que
forman sus normales.

LLamando —como siempre— PX, Py, Pz a las componentes del vector tension en el plano
definido por X' , estableciendo el equilibrio de fuerzas segin cada eje y fijandose en las
ecuaciones 2.23 se obtendra:

D Fx=) Fy=) Fz=0

Px=0ya, +0ya, +7,4a, (2.24)

Py =17,,a,, +Tyay +7,4a,

Py=1y,a, +7,a, +0,a

Recordando que la tension referida a una superficie determinada es un vector, se pueden calcular
sus componentes en cualquier direccion, sumando las componentes sobre X,Y,Z, en esa
direccion. La tension normal ox' se puede encontrar proyectando Px, Py y Pz en la direccion de
x'y sumando. Utilizando las ecs. 2.24, se tiene:

2 2 2
O, =0xay +0y85 +0,85 + 2Ty a8y + 2Ty, 8,85 + 275,858y (2.25)

Y la tension tangencial en el mismo plano, vendra dada por:
1’ =p®-o, (2.26)

donde: p? =p% +ps+pi.
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La ec. 2.26 da la magnitud total de la tension tangencial sobre el plano X' . Si es preciso conocer
también la direccion, es necesario introducir un sistema ortogonal de coordenadas, X', yI , Z', y
como x' es normal al plano ABC, y' y z' deben estar en dicho plano. Se definiran las direcciones
de este nuevo sistema mediante la tabla siguiente:

Tabla de Cosenos
Directores

1 [
X |y |z

aip (a2 |a13

X
Yy |az21 |a22 |a23
z

a31 |asz2 |a33

donde ay; es el coseno del angulo entre x' ey, etc. Proyectando py , Py , P; en la direccion y', se
tiene:

T =0,0,,4);, TOyAyAy, + 0,050, Ty (allazz + a21a12)+

x'y!

+ 7Ty, (a21a32 +asay )+ Tzx (a31a12 + a11a32) (2~27)

. . ., |
e igualmente, proyectando en la direccién z':
Tyiyp =0 x5 7 0y0yAy3 + 0,035,035 + T yy (a11a23 +a,a; )+

T Ty, (a21a33 +asa,; )"' Tzx (a31a13 + a11a33) (2-28)

Las otras componentes de las tensiones correspondientes a los planos normales a y' y z' se
pueden calcular haciendo que la normal al plano ABC esté alineada con estos valores. Mas
sencillo sin embargo es hacer una permutacion ciclica en las ecs. 2.24, 2.25 y 2.26.

Es conveniente llamar la atencion sobre el hecho de que los nueve cosenos directores no son
independientes, ya que X' , y', ' son ortogonales y ademas los tres cosenos directores de una
direccion en el espacio, no son independientes sino que estan relacionados entre si. Las siguientes
relaciones se cumplen para los cosenos directores:

a;, +ai +aj =1
a;, +a +a, =1
a, +ai +a;,=1 (2.29)
audy, +a,a, +ayas =0
Q1,845 + 88, + 8585 =0
a8y +8y8, +ayds; =0
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Asi, se ve que en la tabla de los cosenos directores la suma de los cuadrados de cualquier
columna es igual a la unidad y que la suma de los productos de los cosenos adyacentes en dos
columnas cualesquiera, es cero. Lo mismo ocurre con las filas, aunque en este caso esas
relaciones no son independientes de las ecs. 2.29

Mas adelante se verd que en un estado de tension tridimensional en un punto, existen siempre tres
planos principales, mutuamente perpendiculares, en los que las tensiones tangenciales se anulan y
las normales toman valores fijos. Para calcular la orientacion de estos planos, se deriva la ec. 2.26
respecto de a1 y de a1 , teniendo en cuenta que aj1 , 21 Y @31 no son independientes ya que la

suma de sus cuadrados es la unidad, o expresado de otra forma: a2, =1—a’, —aZ . Igualando las

ecuaciones de las derivadas a cero, se obtienen las relaciones siguientes:

A Ox ¥y Ty T30y _ AnTyy ¥ 850y ¥ a5Ty; _ ATy Ty Ty, +350, (2 30)
a, ay as
Viendo las ecs. 2.24 se ve que las ecs. 2.30 se convierten en:

a11 a21 a31

lo que pone de manifiesto que en un plano en que la tensiéon normal toma un valor fijo, las
tangenciales se anulan, ya que el vector de tensiones y la normal al plano son paralelos.

Por otro lado, tenemos que 6, = Px donde o, representa el valor «fijo» de la tension normal
11

o, y se puede escribir:

all(cx _GP)+a21TXY +ayTy, =0
Ay Txy +a21(GY _GP)+a31TYZ =0 (2.32)
AyuTyxz TayTy; +631(GZ _GP)= 0

Pero, como se aprecia, las ecuaciones que se acaban de escribir son tres ecuaciones lineales y
homogéneas en a;1 , a1 y 831 . En consecuencia, la tnica solucion no trivial consiste en que el
determinante de los coeficientes sea cero, lo que da la ecuacion siguiente:

3 2 2 2 2
UP—(O'X+O'Y+O'Z)GP+(O'XO'Y+O'YUZ+UZGX—TXY—TYZ—TZX)O'P—

2 2 2\ _
- (O-Xo-YGZ + 2TXYTYZTZX “OxTy; =OyTyxz — O-ZTXY)_ 0 (2'33)
Existen siempre tres raices reales de esta ecuacion, y las tensiones tangenciales en los planos
correspondientes se anulan. Los que hemos llamado valores «fijos» de las tensiones normales

son, en realidad, los valores de las tensiones principales y se representan normalmente por o1 , G2
y o3, en orden de valor decreciente.
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Una vez conocidas las tensiones principales, los cosenos directores de los planos principales se
pueden encontrar sustituyendo en las ecs. 2.32, que en realidad, son s6lo dos ecuaciones
independientes, y utilizando la relacion

a’, +a +a% =1

para cada valor de op. Es conveniente mencionar que la ec. 2.33 define tres valores de op al
margen de la orientacion del sistema de coordenadas cartesiano. Por tanto, las cantidades entre
paréntesis en esta ecuacion son invariantes respecto al sistema de coordenadas elegido.

11.9 Resumen
En resumen, los aspectos mas importantes de este segundo capitulo han sido:

e Las definiciones de «Tension» y de sus Componentes.
e Las ecuaciones de equilibrio, 2.22.
e La «transformaciény» de las ecuaciones de la tension, 2.25,2.27 y 2.28.

La Tension se define como el valor limite de la fuerza por unidad de superficie cuando ésta tiende
a cero. El estado de tension en un punto se caracteriza por nueve componentes, —de los que sélo
seis son independientes— que constituyen el «Tensor de Tensionesy.

La solucién de un problema elastico consiste en la determinacion de la distribucion de los
componentes de la tension (también de la deformacion y del desplazamiento) en un cuerpo
elastico sometido a fuerzas externas o desplazamientos prescritos. Hasta ahora se conocen tres de
las ecuaciones necesarias —Ilas ecuaciones de equilibrio— que sirven para ese proposito. Una vez
conocida la distribucion de tensiones en un cuerpo, la transformacion de las ecuaciones de la
tension define las componentes de la misma segin planos arbitrarios que pasan por un punto
dado.
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CAPITULO I1l. DEFORMACION Y DESPLAZAMIENTO
111.1 Introduccién

En el Capitulo 2 se mencion6 que las ecuaciones de equilibrio, 2.22, no bastaban para resolver el
problema de obtener las tensiones en un cuerpo en funcién de X, Yy, z, sometido a un sistema de
fuerzas exterior. Como se vio entonces, las tensiones requieren el conocimiento de seis
cantidades independientes y las ecuaciones de equilibrio son sélo tres.

Obviamente, la razén estriba en que las tensiones dependen de otros factores y por tanto se
precisa mas informacidon para resolver un problema en Elasticidad. Esta informacion nos la
suministra la Ley de Hooke generalizada y las ecuaciones Deformacion-Desplazamiento. En este
Capitulo se estudiaran las segundas y en el proximo la ley de Hooke generalizada.

El andlisis que se hace en este capitulo se aplica a todo continuo que satisfaga el supuesto de
deformaciones infinitesimales. Dicho andlisis no estd influenciado por las propiedades del
material. Sélo se precisa que el material sea continuo asi como los desplazamientos. Por
supuesto, para cualquier estado de deformaciones dado, las funciones de desplazamiento deben
tener un valor tnico.

Se aclarard la definicion de las componentes de la deformacion y su significado geométrico y se
obtendran las ecuaciones de compatibilidad, que relacionan a las componentes de la deformacion.
Se examinaran los efectos de la deformacion en los cambios geométricos de las dimensiones de
un cuerpo, asi como los efectos del movimiento como sdélido rigido.

111.2 Relaciones Deformacién-Desplazamiento

Se dice que un cuerpo estd deformado cuando las posiciones relativas de sus puntos han
cambiado. En el movimiento como s6lido rigido, dichas posiciones permanecen estables.

Cuando se aplican fuerzas exteriores a un cuerpo, la posiciéon de cada punto, en general, se
modifica. Se define el desplazamiento de un punto como el vector que une el punto original con
el desplazado.

Se denominard a las componentes X, Yy, Z del desplazamiento con las letras U, v y W,
respectivamente. Por tanto, un punto que estuviera inicialmente en la posicion (X, Y, Z) se movera

al punto (X + U,y +V, Z + w). En general, u, vy w seran funcion de X, y, Z.

Se empezara por considerar un modelo unidimensional para entender claramente el concepto de
deformacion.
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A B (a) Estado original
ou
u+o. dx
u 0X
A B | = (b)Estado deformado
du+2Y dx
0X

Fig. 3.1. Tension normal en una barra

En la figura 3.1 puede verse una barra sometida a una fuerza axial. Inicialmente, los puntos A y B
estan separados una distancia dX. Dichos puntos, bajo ¢l efecto de la fuerza se desplazan a los
puntos A'y B', y se aprecia que la distancia entre ambos ha aumentado ligeramente. Si se define
la deformacion como el cambio unitario de longitud, se tendra:

au dx
ox) _du

€
X dx 8x
Se considerara un cuerpo en un estado de deformacion plana, que se define por:
u=u(x,y) v=v(x,y) w=0

En este caso, todos los puntos del plano Xy, permanecen en el plano después de la deformacion.
Por ejemplo, considérese el desplazamiento del elemento infinitesimal ABCD que se muestra en
la figura 3.2. La configuracién final de este elemento, A' B' C' D' nos muestra que el elemento,
por un lado, se ha trasladado y por otro se ha deformado. La deformacién consta de dos tipos
distintos:

(a) Los lados cambian en longitud, y (b) Cada lado gira respecto del otro.

De acuerdo con (a) y (b), se define la deformacidon normal y de cizalladura, o tangencial como
sigue: la deformacion normal € en una direccion dada se define como el cambio unitario de
longitud de una linea que estaba originalmente orientada segin la mencionada direccion. Es
POSITIVA si el cambio en la longitud consiste en un ALARGAMIENTO, y negativa si se trata
de un acortamiento.
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Fig. 3.2. Deformaciones en un Elemento 2-D

La deformacion tangencial estd asociada con dos direcciones —como ocurria con la tension
tangencial— y se define como el cambio en el angulo recto original entre dos ejes (en radianes).
Es positiva si el angulo original decrece. El signo que se le da depende del sistema de
coordenadas. En la figura 3.2 se aprecia que las componentes de la deformacion referidas a los
ejes coordenados X e Y son:

A'B'-AB _A'B'-dx

Ex =

AB dx
. = A'D'-AD _A'D'-dy
v AD dy

T
=——-B=9-A
Y xvy 5 B

donde el signo negativo de A se basa en el hecho de que, para los giros, son positivos aquellos
que van en sentido contrario a las agujas del reloj.

Referido de nuevo a la figura 3.2, si las componentes del desplazamiento del punto A son «u» y

«v», el punto B se desplazara « u +(2u)dx »Yy « V+(Zvjdx» ya que «y» es constante a lo
X X

largo de la linea AB. Andlogamente, las componentes del desplazamiento del punto D son

«u+ (le]dy »Yy«V+ @V]dy ». En consecuencia se puede escribir:
y y
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(A'B')2 =[dx(1+¢,)f —(dx+2udsz (2\/ dxj

de forma que:
2
gx+2e, +1= 1+28—u+ 3u)’ + v
Sx  \ 8x oy

Pero como se estd considerando deformaciones infinitesimales, los términos elevados al cuadrado
son despreciables —en un orden de magnitud— y se puede escribir finalmente:

du v
8X=67 8Y=87
Y

Por otro lado, también se puede escribir de acuerdo con la fig. 3.2:

(2Vde
e:x8
dx+( u)dx
o

ya que para desplazamientos infinitesimales se considera la tangente igual al dngulo, es decir
«tan 0 = O». Por otro lado el segundo término del denominador también se puede despreciar, ya

que 2“ {( 1. Como lo mismo es cierto en el calculo de A, se puede escribir:
X

0= -
X 8y
con lo que la deformacion tangencial quedara:
py =M Y
oy 5x

donde las dos derivadas parciales son positivas si AB y AD giran «hacia adentro» como es el
caso de la figura.

En el caso de que se esté en un sistema tridimensional en el que el elemento original es un prisma
rectangular, las componentes de la deformacion serian:

. su_ v
o 8x Voo = 8y 8x

oV 6v dw
g, =— 3.1
Y By Yvz = SZ 6y (3.1)
c _dw dw 6u
27 82 T2x = 5 Tz

donde se observa también el efecto simétrico con las tensiones:
Yxy = ¥vx Yvz =Yzv Yzx = ¥xz
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Las ecuaciones 3.1 se denominan relaciones entre Deformacion y Desplazamiento ya que definen
las componentes de la deformacion en términos de las de los desplazamientos.

111.3 Ecuaciones de Compatibilidad

Se va a analizar en detalle las ecuaciones 3.1 que se acaban de obtener. Se trata de un conjunto de
seis ecuaciones para cada componente de la deformacioén, pero en funcion de solo tres
componentes del desplazamiento. Si se especifican estas ultimas en funcion de X, Y, z, se podran
obtener las deformaciones.

Sin embargo se puede razonar «a la inversa» y partir del hecho de que las seis deformaciones —
componentes— sean funciones dadas de las mismas variables X, Y, z. En este caso se tienen seis
ecuaciones para el célculo de tres incognitas: U, V y W. Ese sistema de ecuaciones seria
indeterminado y no tendria solucion para los desplazamientos, a no ser que las componentes de la
deformacion estuvieran relacionadas de alguna otra manera. En otras palabras, las componentes
de las deformaciones no se pueden definir arbitrariamente, si se quiere encontrar funciones de
desplazamiento unicas y continuas. Por tanto, deben existir al menos tres ecuaciones adicionales
que nos permitan establecer la relacion biunivoca entre deformaciones y desplazamientos.

Si se deriva la primera de las ecuaciones 3.1 dos veces con respecto a «y», y la segunda dos veces
respecto a «X» y se suman los resultados, se obtiene:

8%, &%, &u 5°v
+ = +
8. 8, dy’dx Ox*dy

Y X

Y si se deriva la cuarta ecuacion respecto a «X» y respecto a «y», se tendra:
8% Yyy 8% (Bu  dv

+7
Ox8y  oxdy\ dy X

y como el orden de la derivacién es indiferente, se ve que:
8%y . 8%y _ 8"xy
dy?  8x®  Bxdy

De forma similar se pueden obtener cinco ecuaciones mas. Las seis ecuaciones se escriben a
continuacion:
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8%y N 8%y _ 8"uy
dy?  dx*  xdy
8’y . 8%, _ 81y,
8z  dy®  dydz
8%, N 8%y 8%y,
2 2 T
OX oz dz0X (3.2)
2528x =£ _SYYZ +87xz +57><Y .
oydz X OX oy 0z
2628\( 3 (SYYZ _a'sz + SYXYJ

828X B @ OX oy 6z

28282 ) [SYYZ +6'sz +6'YXY}

OXdy B x| ox oy 0z

Estas ecuaciones se denominan: ecuaciones de compatibilidad de Saint-Venant.

Las componentes de las deformaciones deben cumplir estas seis ecuaciones para que exista
solucion en desplazamientos. Sin embargo, se habia dicho que se precisaba de tres ecuaciones
mas, pero ahora se cuenta con seis. La razon de ello estriba en que estas seis ecuaciones son
equivalentes a tres ecuaciones independientes de cuarto orden. Veamos:

La primera de las ecuaciones 3.2 la derivamos dos veces respecto a «2».

La segunda de las ecuaciones 3.2 la derivamos dos veces respecto a «X».

La tercera de las ecuaciones 3.2 la derivamos dos veces respecto a «y».

La cuarta de las ecuaciones 3.2 la derivamos dos veces, una respecto a «y» y otra respecto a «2».
La quinta de las ecuaciones 3.2 la derivamos dos veces, una respecto a «z» y otra respecto a «X».

La sexta de las ecuaciones 3.2 la derivamos dos veces, una respecto a «X» y otra respecto a «y».

El resultado de estas operaciones es que las primeras tres ecuaciones de cuarto orden son
equivalentes a las tres segundas.

Habitualmente es mas conveniente trabajar con las seis ecuaciones de segundo orden que con las
tres de cuarto.
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111.4 Deformacion en un punto

En el capitulo anterior se vio que el estado de tensiones en un punto quedaba determinado si se
conocian las componentes de las tensiones en dos planos —para el caso bidimensional— y lo
mismo puede decirse respecto a las deformaciones. El estado de deformaciones en un punto, en el
caso de la deformacion plana, queda determinado por las componentes de la deformacion en dos
planos que contengan al punto. Por otro lado si se conoce el estado de deformaciones en un
punto, &, & , Yxy , €s posible conocer las deformaciones en un elemento orientado en cualquier
direccion en el punto.

[a)

b}

Fig. 3.3. Deformacion de un punto
Considérese el desplazamiento de las dos esquinas, P, y P del elemento mostrado en la figura 3.3.
Si los ejes X' e y' estan situados como en la figura, se va a tratar de conocer las componentes de

. . . Il S N 11
las deformaciones referidas a este sistema de coordenadas X'y , es decir & , & asi como Yyy .

En la figura 3.3 (b) se ve que:

QR Zudy+gudy
X y
y también
RP' = 8—de+8—vd
dy X

Proyectando QR y RP' en las direcciones X' , y' tenemos:

QRcosa + RP'sena.

P'S= =QRcosa + RP'sena
cosy
ya que cosy = 1 por ser el angulo pequefio. La deformacion normal en la direccion x' es, por
definicion:
PS du dx ov dy 6vdy dv dx
€., cosoa + +——+——[S€Nn

7 ds  (sxds dy ds 8y ds 8x ds

o sea:
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€, =&, COS” oL +&,5eN°C + 7, SeNaL COS O

X I
ya que

OI—y=senoc y Zz=cos<x

ds
En funcioén de 2a. , la deformacion normal, sx' queda:
+ —
€ = Ex ZSY 4 &x ZSY cosZa+%sen2a (3.3)

<z . oy | . T .,
La deformacion normal en la direccion y' se encuentra sustituyendo o por o + 2 en la ecuacion

anterior, lo que da:
€ +&, &y
8Y| = 2 -

;SY cosZa—%senZa (3.4)

Para obtener finalmente la deformacion tangencial y ..., , primero calculamos el desplazamiento
angular y de la linea PP,. En la figura 3.3, se observa que:

Qs _ RP'cosa—QRseno — (P'S)q/

ds ds

fany =y =

pero (PS' )q/ = g, dsy y como estamos tratando con deformaciones pequeiias, este producto es

despreciable con respecto al resto de los términos de la expresion. Por tanto

dvdy &vdx (Su dx du dy]
y=|_ >+ [cosa—| —— + 2 [sena.
dy ds d&x ds ox ds &x ds

o, finalmente

o ou 5
w=—(gx—sY)senacosa+8—xcos a—asen o (3.5)

Esta ecuacion define el desplazamiento angular de X' . Si queremos calcular el de y' basta con

T .
tener en cuenta que ese valor es el valor de y evaluado en [a + 2) . En consecuencia, basta con

(x + w/2)
sustituir ¢ por en la ecuacion anterior, quedando:

W/OH(RJ =—(e, —sx)COSasena+8—Vsen2a—6—uCOSZ )
2 ox oy

y la deformacion tangencial o de cizalladura, viene dada por:

T
fen =v=vi2s(3]
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y operando:

Yoo = 2(ey — €, JsEN@LCOS 0L+ LSV + Esu](cos2 a—sen’a)

ox dy
s . dv 6u
En términos de 2a y sustituyendo v, = x + 5y obtenemos finalmente:
X oy
Y iyt =(8Y —sx)sen20c+yXY cos2a. (3.6)

Las ecuaciones 3.3, 3.4 y 3.6 son las ecuaciones de transformacion de las deformaciones para el
caso de dos dimensiones. Igual que se vio en el estudio de las tensiones, se tienen siete variables
y tres ecuaciones. Es decir, que si cuatro de estas variables son conocidas, el resto estd definido
de acuerdo con las mencionadas ecuaciones. Se puede decir que el estado de deformaciones esta
perfectamente definido si las componentes de la deformacion son conocidas en dos planos.

Como se ve, existe una «correspondencia» entre estas ecuaciones y las referidas a tensiones, 2.9 y

2.10. Si se reemplaza sencillamente la variable ¢ por € y T por %, estas ultimas ecuaciones se

convierten en las anteriores. Esta relacion existente se puede aplicar a todas las formulaciones
analogas. Asi, por ejemplo, las direcciones de deformacion principal —aquellas en que vy, se
anula— vienen dadas por:

tan 2o, = — XY (3.7)

Ex —&y

y los valores de las deformaciones principales son:

€ + 1
1}=8X & = ey —ey ) 15 (3.8)
g, 2 2

Por otro lado, la utilizacion del circulo de Mohr es igualmente efectiva con tensiones y con
deformaciones.

En el estudio tridimensional, las ecuaciones de transformacion de deformaciones se pueden
deducir directamente de las correspondientes ecuaciones de transformacion de tensiones,
empleando el mismo cambio de variable mencionado mas arriba. Asi, de la ecuacion 2.24, por
ejemplo, obtenemos:

_ 2 2 2
€ =ExA T EyAy T E,A5 T Y xy 1Ay + Yy 0545 T Y 40544,
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111.5 Desplazamientos generalizados

Si se especifican las funciones de desplazamiento de un cuerpo, U = U(X, Y, z), V=V(X, Y, Z) y W
= w(X, Y, z), la geometria y las deformaciones de cualquier elemento infinitesimal de ese cuerpo
en su estado deformado, quedan completamente definidas. Por ejemplo, todas las dimensiones de
la figura 3.2, incluyendo los angulos 0 y A, se pueden conocer de las ecuaciones desarrolladas en
la Seccién 3.2. Si lo que se conoce es la distribucion de deformaciones, sin embargo, las
funciones de desplazamiento no quedan totalmente determinadas. Al integrar las relaciones
deformacion-desplazamiento 3.1 para obtener estos ultimos, existen ciertas constantes de
integracioén que son equivalentes a movimientos como sélido rigido, es decir, traslaciones y giros.
Se va a estudiar en lo que sigue la relacion entre esos eventuales giros y traslaciones y las
funciones de desplazamiento, U, Vv, W.

| oy
I

[P . - X
e

- aw
whn = ey

Fig. 3.4. Giro de un elemento

Si el elemento de la figura 3.4 se gira como sélido rigido un pequefio angulo, W, , se puede
escribir:

L _av__
2 8x 8y

En el movimiento como so6lido rigido no existe ningun tipo de deformacién. Sin embargo, si en
un caso determinado existen ambos efectos, movimiento y deformacion, se define w; como:

m—ls—v—s—u 3.9
22\ 8x 8y (3-9)

Y se ve que W, representa una media del desplazamiento angular de dX y del de dy y se le llama
rotacion. Volviendo a la figura 3.2, si la componente X del desplazamiento en A es u, en C el
desplazamiento seria U + du, donde:

ou ou
du=—dx+—d
% Sy y (3.10)

Esta ecuacion puede ser escrita en la forma:

du=8—udx+1 8—u+8—v dy+1 ou_ v dy
X 2{dy ox 2{dy Ox
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o lo que es lo mismo:

du=sxdx+;yxydy—mzdy (3.11)

Los dos primeros términos de la ecuacion 3.11 representan la componente X del desplazamiento
en el punto «C» relativo al punto «A» debido a la deformacién €, ,vy, , es decir, debido a la
deformacion pura que se observa en la figura 3.5.

1.
5Vap N | Iy

ay

Fig. 3.5. Deformacion Pura de un elemento

El ultimo término de la ec. 3.11 representa el desplazamiento debido a la rotacion, de forma que
si se superponen los dos efectos, el elemento quedara en su posicion final.

Analogamente, la componente y del desplazamiento en el punto «C» relativo al «A», se puede
escribir como sigue:

dv=eYdy+;yXde+cozdx (3.12)

Las ecuaciones 3.11 y 3.12 que dan las diferenciales totales de U y V se pueden integrar si las
componentes de la deformacién dada satisfacen las ecuaciones de compatibilidad 3.2. La forma
concreta de efectuar esa integracion se explicarda mas adelante. De momento, es interesante
mencionar que al integrar estas ecuaciones aparecen ciertas funciones arbitrarias del tipo:

*

U'=Ug—®@,0Y ; V' =Vgy+m,X (3.13)

Las funciones u®,Vv® son arbitrarias en el sentido de que no producen ningun tipo de
deformacion, como se puede verificar sustituyendo su valor en las ecuaciones 3.1. Por tanto, se
pueden afadir a cualquier campo de desplazamientos sin modificar la distribucion de
deformaciones. Estas formulas corresponden al desplazamiento del cuerpo como sélido rigido
segun una traslacion (U , Vo) y una pequeria rotacion Wy.
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Si las tres componentes de la deformacion, €, ,e,,Yyy son conocidas, el desplazamiento
correspondiente, (u , V), en términos generales, es indeterminado y arbitrario en el contexto de la
posibilidad de un desplazamiento adicional como sdélido rigido expresado por las ecuaciones
3.13. En estas ecuaciones existen tres constantes arbitrarias, U, , Vo , Wy . Esto significa que si en
un punto del sdlido las componentes de la traslacion U, , Vo y de la rotacion W, —o0 una
informacion equivalente— son conocidas, entonces si que la expresion del desplazamiento para
un estado de deformaciones especifico, sera unico.

Es conveniente dedicar unas lineas a aclarar un aspecto que pudiera resultar confuso. Hay que
hacer una distincion clara entre la funcion w; , ecs. 3.11 y 3.12, y la cantidad W4, de la ec. 3.13.
Esta ultima est4 relacionada con el movimiento de un cuerpo como un todo y, como tal, es un
movimiento de sélido rigido. La funcién w; , por el contrario, estd relacionada con una rotacion
dependiente de la posicion en el espacio, de forma que define la rotacion de un elemento
infinitesimal del s6lido como una funcién de la posicion del elemento.

Por otro lado, en el estudio tridimensional, las ecuaciones a aplicar seran:
1 1
du=g,dx+ 5yXYdy + nyzdz -,dy + o, dz
1 1
dv=sYdy+§yXde+§szdz—a)xdz+oazdx (3.14)

do=¢,dz + ;yxzdx+ ;yYZdy -0, 0Xx+o,dy

donde
1{8w oV
Oy =—| ————
2\ 8y &z
1{6u o
Oy = ————
2\ 8z Ox
1(év ou
®,=—| ————
2| 8x SyJ

son los pequerios angulos de rotacion alrededor de ejes paralelos a X, ¥y Zy se les denomina
componentes de la rotacion. Cada angulo es positivo si gira en sentido contrario a las agujas del
reloj, mirando desde un punto alejado positivo del eje de rotacion hacia el origen.

Como en el caso del estudio en 2-D, si se integran las ecuaciones 3.14, aparecen unas funciones
arbitrarias de la forma:
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U =Ug —®,0Y + ®yoZ
Vi =V — 0,02 + ®,0X (3.15)

O =0y — Dy X+ DyY

Se debe mencionar también, en relacion con estas ltimas ecuaciones, que como el movimiento
como soélido rigido no afecta a las componentes de la deformacion, cuando se tratan problemas de
Elasticidad, a menudo se suele prescindir de ese movimiento.

111.6 Principio de Superposicion

El supuesto de que las deformaciones sean infinitesimales, nos lleva a uno de los principios
basicos de la teoria de la elasticidad lineal, denominado el principio de superposicion. Este
principio establece que dos campos de deformaciones se pueden combinar por superposicion
directa, y que el orden de aplicacion no tiene ningun efecto sobre el estado final.

Supongamos una barra sometida a una carga axial. La barra tiene un alargamiento U; debido a
una deformacion uniforme €; motivada por una carga F1 y tiene un alargamiento U, debido a una
deformacion &, motivada por una carga F», si se aplican las cargas separadamente. Si se aplica
primero la carga F1 y a continuacién y sin descargar previamente, la carga F,, hablando en
términos de deformaciones y desplazamientos, tendremos que el desplazamiento al final sera:

u=u, +&,(L+u,)
=u, +¢,(L+g, L)
=u, +g,L+ege,l

0 S€a
u=u, +u,

El resultado final se obtiene porque el producto €1, es despreciable respecto a cualquiera de sus
factores.

El principio de superposicion es aplicable a todas las ecuaciones lineales. Mas adelante veremos
como se aplica a todas las ecuaciones basicas de elasticidad.

111.7 Resumen

Continuando con la exploracion de las soluciones a los problemas de elasticidad, en este capitulo
se han definido las componentes de las deformaciones y desplazamientos. La interrelacion entre
estas entidades, 3.1, nos da seis ecuaciones mas para describir el comportamiento de un cuerpo
deformado.

También se ha visto que las componentes de las deformaciones deben satisfacer las ecuaciones
de compatibilidad, 3.2, si los desplazamientos existen, son continuos y la solucién es tnica.
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Dado un estado de deformaciones en un punto, sus componentes en planos arbitrarios —que
contengan al punto— pueden ser definidos por las ecuaciones de transformacion de las
deformaciones.

Las sustituciones ¢ —>¢€ y r—)EY , convierten cualquier ecuacion de transformacion de

tensiones a su correspondiente expresion en deformaciones.

Es posible aislar el desplazamiento debido a deformacion pura y a rotacién, como se ha
demostrado en el apartado 3.5. El efecto debido a movimientos de so6lido rigido, también se
puede desgajar en las componentes del desplazamiento.

Finalmente, el hecho de que el orden de aplicacién de sucesivos campos de deformaciones sea

indiferente para el resultado final, constituye el muy importante principio de superposicion,
valido para la teoria lineal.
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CAPITULO IV. RELACIONES TENSION-DEFORMACION
1.1 Introduccién

Hasta ahora, en los dos capitulos precedentes, se han estudiado y desarrollado determinados
conjuntos de ecuaciones en relacion con las tensiones, en concreto las ecuaciones de equilibrio
2.22, que estaban basadas en consideraciones de estatica y continuidad de las tensiones, asi como
otro conjunto de ecuaciones que incluian conceptos en el campo exclusivo de las deformaciones,
como las relaciones entre desplazamiento y deformacion, Eq. 3.1.

Estos dos conjuntos de ecuaciones se han desarrollado con independencia el uno del otro. Ahora
ha llegado el momento de ver como se relacionan entre si las tensiones y las deformaciones.

Bajo el supuesto de deformaciones infinitesimales, las ecuaciones 2.22 y 3.1 son validas para
cualquier sdlido. Sin embargo, la relacion entre tensiones y deformaciones depende de las
propiedades especificas del material del s6lido considerado. En este capitulo se tratara con un
tipo especifico de material que es el material eldstico. Un cuerpo elastico se caracteriza por
«retomar» la configuracion original que tenia antes de ser deformado por el efecto de unas
tensiones, cuando éstas se anulan. Ademas, en lo que sigue, s6lo se considerara, dentro de los
materiales elasticos, aquellos que son linealmente eldsticos, de forma que cuando se aplica el
calificativo «elastico» en realidad sobreentenderemos que estamos utilizando la expresion
«linealmente elasticos».

Las ecuaciones que se han referido mas arriba, 2.22 y 3.1 constituyen un conjunto de nueve
ecuaciones. Se tienen por otro lado quince incognitas, seis componentes de la tension, otras seis
de la deformacion y tres del desplazamiento. En este capitulo se desarrollaran las seis ecuaciones
que faltan para determinar la solucion.

Las ecuaciones que relacionan tensiones y deformaciones se denominan ecuaciones constitutivas,
ya que dependen exclusivamente de las propiedades del material. En el caso de sdlidos elasticos,
las ecuaciones constitutivas toman la forma de la «Ley de Hooke generalizada», que se estudiara
a continuacion.

IVV.2 Ley de Hooke generalizada

De todos es conocida la sencilla formula, conocida como «Ley de Hooke»:
o, =Egy (4.1)

que relaciona la deformacion de una barra sometida a esfuerzo axial, con la tensiébn normal
generada por dicho esfuerzo, y se sabe que a la constante «E» se le denomina Modulo de
elasticidad, y no se va a extender en sus caracteristicas.

Se puede plantear ahora la pregunta: ;Cémo es la relacion tension-deformacion en un estudio en

tres dimensiones? En otras palabras, se quiere saber como relacionar las seis componentes de la
tension en un punto con las seis correspondientes de la deformacion, en ese mismo punto.
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Existen dos caminos para alcanzar ese «desideratumy. Por un lado se tiene el camino matemdtico
y por otro el semiempirico o, se diria, ingenieril. Utilizando el primero, se escribe la relacion
entre tension y deformacion como sigue:

Ox =Cp&yx +Cpp8y +C138; +Cy¥xy +CisYvz +Ci6Y 2x

Oy =Cp8&x +Cp8y +Cp8; +CyYxy +CosYyz +CoY2x
Oy =C38x +C38y +C3387 +C3¥xy +C35Yvz +Cs¥2x
Txy =Cu€x +Cp8y +Cy387 +Cp¥xy +Css¥vz +Cos6Y 2x
Tyz =C58x +C58y +Cs38; +Cs4¥xy +Css5Yvz +Cos6Y 2x
Tzx =Ce8x +Cq8y +Ce387 +Cg¥xy T Co5Yvz T Cos¥ 2x

(4.2)

A su vez, se podria poner las componentes de la deformacion en funcion de las de la tension, lo
que supondria otras 36 constantes en las ecuaciones.

El conjunto de ecuaciones 4.2 es una generalizacion logica de la Ec. 4.1, ya que se supone que
cada componente de la tension es una combinacion lineal de todas las componentes de la
deformacion. Los coeficientes Cjj representan propiedades del material para el que se establecen
las ecuaciones. Si se supone que el material es isétropo, estas constantes deben ser las mismas
para cualquier sistema ortogonal de coordenadas en el punto en cuestion.

En lo que sigue se va a utilizar el camino «semiempirico» para obtener las ecuaciones tension-
deformacion. Y se aclara ya que el nombre semiempirico procede del hecho de considerar ciertos
supuestos cuya validez proviene de las numerosas confirmaciones experimentales llevadas a cabo
en la practica en condiciones adecuadas a las bases de este estudio. Los supuestos en cuestion,
son:

e Una tension normal, ox no produce deformacion de cizalladura en los planos X, Y o Z.

» Una tension tangencial, Tyy s6lo genera una deformacion tangencial, 7yyy.

e Al ser las deformaciones pequerias, el principio de superposicion es valido sin
restricciones.

En relacion con el paralelepipedo elemental de la figura 4.1 bajo una tension oy, la componente

. - (o)
de la deformacion gy de la ecuacion 4.1 toma el valor: g, = =
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Fig. 4.1. Elemento bajo una tension uniaxial

Acompafiando a la elongacion en la direccion X, habré contracciones en las direcciones Y y Z,

que vienen dadas por:
c

Para muchos materiales, p es constante en el estado eldstico y la llamamos coeficiente de
Poisson, como ya se conoce.

Se considerara ahora el elemento anterior sometido a un estado de tension triaxial —ver figura
4.2— en la que la longitud inicial de AB es la unidad.

Fig. 4.2. Elemento bajo una tension triaxial

La componente de la deformacion, &y, la determinamos suponiendo que Gy se aplica primero,

. . ) 1 . .
cambiando la longitud AB una cantidad (EJGX. Luego se aplica oy, que produce un cambio

adicional en la longitud AB igual a — (E)GY (1+ TEX) Pero como (é)c « €s una deformacion

elastica es despreciable con respecto a la unidad y la podemos eliminar. Cuando aplicamos G; ¢
ignorando nuevamente el término de orden superior, el cambio de la longitud AB lo expresamos

por — [E)oz .

La deformacion total en la direccion del eje X, viene dada por:

2 = Clox o, +o,) (43)

Y por un razonamiento analogo se tendran las otras dos deformaciones:
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Fig. 4.3. Elemento bajo cizalladura pura

En lo que se refiere a la relacion fension-deformacion, en un estado bidimensional de cizalladura
pura —figura 4.3— experimentalmente se encuentra que cumple una relacion del tipo:

Yxy = ETXY 4.4)

y analogamente:

=1
Yvz G ?

Yxz = Esz

donde G se denomina mddulo de elasticidad tangencial o mas habitualmente modulo de rigidez.

De acuerdo con los supuestos aceptados en este camino semiempirico, las ecuaciones 4.3 y 4.4
son validas para cualquier estado de tensiones tridimensional.

Como puede verse, se han introducido tres constantes elasticas que definen las relaciones tension-

deformacion para un material elastico isotropo. Ahora se va a ver que s6lo dos de esas constantes
son independientes.
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Fig. 4.4. Tension plana en un elemento
Considérese un estado de tension plana (Fig. 4.4) definido por:

G, =Ty, =Ty, =0
Las componentes de la deformacion segln los planos X e Y vienen dadas por:

1
€x E(Gx _H'GY)

(4.5)
1
ey = 2oy ~poy) (4.6)
1
Yxy = ETXY (4.7)
vienen dadas por:

_ Oy +0y
6x| -

c
4+ 2x

2

Las componentes de las tensiones referidas a los ejes X' e Y', de acuerdo con la ecuacion 2.9,

Y.€0S 20, + T4, SeN2a.

Oy +0,
GY| -

(4.8)
_Oyx-0O
2

Y-C0S 20, — T4, SEN20t

Ey t&y
8X| =

(4.9)

y las ecuaciones de transformacion de la deformacion, 3.3 y 3.4 son:

€
4 &X

2

’-€0S 20 + ¥ .y SEN20L

(4.10)
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_8X+8Y Ey —

(&)
o ) Y-C0S 20, — ¥ ., SEN20 (4.11)

€

Ahora bien, como el material es isotropo las constantes elasticas son las mismas sea el que sea el
. . . ., .y, . . I~ 1
sistema de referencia, y por tanto las relaciones tension-deformacion referidas a los ejes XY,

seran:

£ =é(cx. —po,) (4.12)
€, =|]E'(GY. —ucx.) (4.13)

A continuacidn se sustituyen los valores de o O, Y €8, dados por las ecuaciones 4.8, 4.9,

XI ’
4.10 y 4.11 en las dos ecuaciones 4.12 y 4.13. Las dos ecuaciones obtenidas se restan,
obteniendo:

(6, —&,)cos2a +  ysena = %[(O‘X — 0, 1+ p)cos2a + 27, (1 + p)sen2a | (4.14)

Por otro lado combinando las ecuaciones 4.5 y 4.6:

1
(4 —SY)C0520L=E[(GX —o, \1+p)cos2a] (4.15)
Y se terminan estos juegos malabares restando a la ecuacion 4.14 1a 4.15 y obteniendo:
2(1+p)
xy = ?TXY

Comparando finalmente esta ultima con la ecuacion 4.7, se ve que:

E
G—m (4.16)

Por tanto, existen solo dos constantes elasticas independientes para un material isotropo, tal y
como se habia planteado anteriormente.

Las relaciones entre tension-deformacion que constituyen la Ley de Hooke generalizada —o
simplemente «Ley de Hooke»—, para un estado general de tensiones, consisten en las ecuaciones

siguientes:

Relaciones Tension-Deformacion:
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1

&y = E[GX _H(GY +°'z)]
1

&y = E[GY _”(Gz +G><)]

1
€, = E[o'z _P-(Gx +GY)]

. (4.17)

Y xy

XY

Y zx ZX

=1
G
1
Yvz =6TYZ
1
=1
G

Como se definid en el Capitulo III, las direcciones en las que las deformaciones tangenciales se
anulan se denominan direcciones principales de deformacion. Las deformaciones normales segin
estas direcciones se denominan deformaciones principales. Si se eligen los ejes en la direccion de
las tensiones principales, se tiene que:

Tyy =Tyz =Txz =0
pero, de las ecuaciones 4.17, se ve que en ese caso:

Yxv =Yvz =¥xz =0
lo que pone de manifiesto que las direcciones de las tensiones principales coinciden con las de las
deformaciones principales en materiales isotropos.

Si se despejan las tensiones en funcion de las deformaciones, las ecuaciones 4.17 quedan:

o, =2Ggy +)\.(8X +e +sz)
o, =2Gg, +k(sx +€, +8Z)
o, =2G¢g, +?u(.s>< +&y +sz)

(4.18)
Tyy = GVxy
Tyvz =GYyy
Tzx = G¥ax
donde:
E
A= S (4.19)

(L4 p )L -24)
A las constantes G y A se les denomina constantes de Lameé.

111.3 Mddulo Volumétrico
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Se va a mencionar finalmente, otra constante importante en determinados casos de estudios
elasticos y que puede ser de gran importancia en estudios de plasticidad.

Supongamos que se tiene un estado de tensiones definido por:

Oy =0y =0, =— (p>0)

Txy =Tyz =Tz =0

si se aplican estos valores a las ecuaciones 4.18 se obtienen las componentes de la deformacion:

1-2
8X=8Y=82=_( M)p

E

Yxv =Yvz =Yzx =0
Se define la dilatacion o deformacion volumétrica, « € » como el cambio de volumen unitario —
cambio del volumen total dividido por el volumen original— y lo expresamos mediante:

e=¢gy +e, +&, (4.20)

Para el caso mencionado al comienzo de esta seccion —que podria considerarse de presion
hidrostatica— se tendria:

3 1
e=——|(1-2 =" 421
donde K = ————+ es el Modulo Volumétrico de Elasticidad
[3(1-2p)]

Se ve que esta cantidad representa la razon negativa de la presion hidrostatica con la dilatacion
resultante.

La constante € asi como o, , definida por la ecuacion:
1
(o 8 =§(O'X+GY +0'Z) (4.22)

y como ya se ha dicho antes, es de especial interés en el estudio de la plasticidad. El hecho de que
la dilatacion, bajo cualquier estado de tensiones, venga definida por la ecuacion 4.21 es evidente,
ya que las deformaciones tangenciales no producen cambio alguno en el volumen. En
consecuencia, si se suman las tres primeras de las Ec. 4.17 y observando la Ec. 4.22, se tiene:

e=¢g,+&,+¢€, = 1_E2u(3cm)

es decir, la relacion:
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Se cumple para cualquier estado de tensiones. A la cantidad oy, se le conoce como componente
esférica —o hidrostatica— de la tension. Los valores de € y de o, son invariantes con respecto
a cualquier transformacion de ejes ortogonal.

Se han definido a lo largo de este capitulo, cinco constantes elasticas. Estas cinco constantes
estan interrelacionadas de forma que s6lo hay dos que sean independientes. Las constantes E y G
se determinan con facilidad experimentalmente para un material dado y los valores de u, Ky A se
deducen de las ecuaciones 4.16 y 4.19.

IV.4 Relaciones entre las constantes elasticas

Para un medio is6tropo caracterizado por dos constantes elasticas distintas, existen relaciones de
dependencia entre las diversas constantes que se han introducido en esta seccion. Las relaciones
entre las constantes mas habituales E, G, K, v, A y M vienen dadas en la tabla siguiente:

Tabla 4.1. Relacion entre las constantes elasticas E, G, K, i, Ay M

Modulo de | Modulo de Modulo Modulo Constante de Coeficiente de
corte Young confinado | volumétrico Lamé Poisson
G E M K A U
G, G E GA4G-E) GE G(E-2G) E-2G
E 3G-E 9G —3E 3G-E 2G
G, G G(3M -4G) M 4 M-2G M-=-2G
M _— - M-—G _
M-G 3 2(M -G)
% G 9GK K+EG K K—EG 3K -2G
3K+G 3 3 23K +G)
G, G G(BA+2G) A+ 2G /1+EG A A
A A+G 3 200+G)
G, G 2G (1 +p) 2G(1—p) 2G(1—-p) 2Gu T
[ 1-2u 3(1-2u) 1-2u
E, 3KE E K(9K +3FE) K K(9K —F) 3K-E
Kl 9x-E 9K —E 9K —E 6K
E, E E E(1-p) E UE u
Hop 2(1+ ) (I+)A=2p) | 3(0-2p) | A+ )(1-2p)
K,| 3(K-21) 9K(K—-A) 3K - 2 K A A
A 2 3K-1 3K-1
K, | 3(M-K) 9K(M -K) M K 3K-M 3KQ2M -1)+M
M 4 3K+M 2 3KQ2M +1)-M
K, | 3K(1-2u) 3K(1-2p) 3K(1—p) K 3Ku T
H 21+ ) I+u 1+ u
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1VV.5 Resumen

Las relaciones tension-deformacion 4.17, o las equivalentes 4.18, completan el total de
ecuaciones necesarias para resolver un problema de elasticidad. Se han desarrollado 15
ecuaciones, (2.20), (3.1) y (4.17) que deben ser satisfechas por las quince variables
correspondientes a tension, deformacion y desplazamiento.

Las condiciones restantes que deben satisfacerse se expresan en relacion con las fuerzas

superficiales externas o los desplazamientos impuestos en los bordes. De esto trataremos en el
proximo capitulo.
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CAPITULO V. FORMULACION DE PROBLEMAS
V. 1 Introduccidn

Como ya se ha dicho, la solucidon de un problema en Elasticidad, consiste en la determinacion de
las componentes de la tension, deformacion y desplazamientos como funciones de las
coordenadas del solido elastico. Las ecuaciones necesarias que dichas componentes deben
satisfacer han sido presentadas en los capitulos anteriores. A continuacidn se escribiran en forma
reducida. En primer lugar se tienen las ecuaciones que deben cumplir las tensiones:

ooy N OTyy N 0T,
oX oy 6z

donde el paréntesis (X, Y, z) al final indica que existen dos ecuaciones mas que se obtienen por
permutacion ciclica de estos valores. El segundo grupo de ecuaciones correspondiente a las
deformaciones se escribira:

+Fx=0 (x,y,z) (5.1)

o
X
(x,y,z;u,v,0) (5.2)
_du  ov
Y xy —5"‘87)(

y las relaciones entre tensiones y deformaciones (Ley de Hooke generalizada), quedan:
o, =2Ge, +Ae
(x,y,2) (5.3)
Ty = G¥xy

Donde e=¢, +&, +¢€,.

Estas 15 ecuaciones basicas deben ser satisfechas en todos los puntos del solido en equilibrio y, a
veces, se les llama ecuaciones de campo.

Las ecuaciones de compatibilidad, 3.2, se derivan de las ecuaciones deformacién-desplazamiento,
5.2 y, en consecuencia, no se considera que tengan el mismo rango. Estas ecuaciones se
cumpliran automaticamente si se cumplen las 15 basicas.

En este capitulo se mostrardn varias combinaciones de las ecuaciones basicas que se pueden usar
para resolver varios tipos de problemas de contorno. Se consideraran primero estados de
deformacion plana.

Cualquier conjunto de funciones de tension, deformacion y desplazamiento que cumpla las
ecuaciones basicas, representara la solucion a algun problema de elasticidad. Si se tiene un
problema especifico, por ejemplo una placa sometida a cargas superficiales prescritas, las
tensiones no so6lo deben satisfacer las ecuaciones de campo, sino que ademas deberan estar en
equilibrio con las cargas exteriores si se evaluan en el mismo punto del borde.
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Por tanto, expresado en forma mas especifica, la solucion a un problema de elasticidad
determinado consistirda en la obtencion de las funciones de tension, deformacién y
desplazamiento que satisfagan las ecuaciones de campo y las condiciones prescritas en los
bordes, sea en tensiones o en desplazamientos. Se verd también que las soluciones encontradas
que cumplan los requisitos anteriores, son unicas. Representan la unica solucion al problema
dado.

En este capitulo, se va a concretar mas en la formulacion matemdtica de los problemas de
elasticidad sin una explicacion detallada de sus soluciones. Algunos métodos de solucion se
veran mas adelante.

V. 2 Condiciones de Contorno

Considérese el cuerpo que se muestra en la Fig. 5.1. La distribucion de la fuerza de superficie se
especifica por medio de sus componentes, Ti , T, T%, donde p en el vector unitario normal a la

superficie y en direccidon hacia afuera. Las coordenadas de los puntos en la superficie del
contorno, se denominaran X, , Yo , Zo ; evidentemente, esas coordenadas estan relacionadas por la
ecuacion de la superficie.

T:" T

b P [} e

.-'.__ - - . T:' ¥
/ . L) :
! - . L]

|

S, i+ b X
o _ Iy

Fig. 5.1. Fuerzas de superficie

Aislando el tetraedro infinitesimal OABC de la Fig. 5.2, en el que la cara inclinada se supone que
forma parte del contorno, y expresando el equilibrio de fuerzas, se obtienen las relaciones:

TY = 0oy  Txyolby T Txzohlz
TV = Tyvolx + Oyoly + Tyzohlz (5.4)

Bo_
T7 =Txzolx + Tyzolly Oz M2

donde oy, , Ty, €tc. son componentes de las tensiones evaluadas en el borde y p, ,puy , 1, , son
los cosenos directores de la normal.

En aquellas partes de la superficie contorno en las que las tensiones aplicadas (T>'<L Ty T;) esta
prescrito, las componentes de las tensiones deben satisfacer las ecuaciones anteriores.
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Fig. 5.2. Fuerzas de superficie

Por otro lado, si lo que se prescribe en el contorno —o en parte de ¢l— son los desplazamientos,
se tendran las relaciones:

u(xo’yo’zo)zub ; V(Xo’yo’zo)zvb ; (D(Xo!yo’zo)zwb (55)

donde (Up , Vb , Wp) son las componentes de los desplazamientos prescritos en el borde, y U(Xo , Yo
, Zo)... son las funciones de desplazamiento en el solido, evaluadas en el contorno.

Las condiciones de carga de un problema en elasticidad por tanto, se expresan imponiendo o bien
las componentes de las tensiones o bien las de los desplazamientos —o una combinacion de
ambas— en cada superficie del solido. Las fuerzas de masa se suponen conocidas en todos los
Ccasos.

Se llamara a T fuerza de superficie impuesta y a las Ec. 5.4 las condiciones de las tensiones de
borde. De forma analoga se referirdn los valores de Up... como los desplazamientos impuestos y
las Ec. 5.5 seran las condiciones del desplazamiento en el borde.

Se define como un «problema de contorno de primer orden» en elasticidad, aquel en el que la
tension esta prescrita sobre todo el contorno. Un ejemplo de esto seria una barra prismatica
rectangular con las aristas sobre los ejes coordenados y sometida a una tension uniaxial p en la
direccion X (longitudinal). En los extremos de la barra las fuerzas de superficie aplicadas o
prescritas son:

Ty =xp, TP =T, =0
donde el signo positivo corresponde al plano X positivo y lo contrario con el negativo, de acuerdo
con la definicidon que se dio al comienzo de planos positivos y negativos.

Como en las caras extremas de la barra py, =+1y p, =p, =0, las condiciones de contorno
son:
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Cxo = Txyo = Txzo =0
de forma que si se define el plano X positivo por X = 1, se tiene que
O'X(|,y,Z)= p, rXY(I,y,Z)= rXZ(I,y,Z)= 0 en ese plano. En las caras laterales las fuerzas de
superficie prescritas son:
T,=Ty =T, =0
y los cosenos directores en esas caras, con normales hacia afuera y en las direcciones 1y, son
uy =0,p, =x1,p, =0. De las Ec. 5.4 se ve que las condiciones de contorno en esos planos

SON: Oyy = Tyyo = Tyzo = 0. Y de la misma forma se puede verificar que las condiciones de

contorno en los planos «z» son G, = Tyz, =Tyy, =0 .

En el caso de que sean los desplazamientos los que se imponen sobre toda la superficie del
solido, el problema se clasifica como un «problema de contorno de segundo orden» en
elasticidad. Un ejemplo sencillo seria el que contemplara a un sélido sin posibilidad de expansion
o contraccion de ningln tipo y al que se somete a una variacion de temperatura. En este
especifico caso los desplazamientos prescritos en el contorno serian:

en toda la superficie.

Finalmente, puede darse el caso de que los desplazamientos estén impuestos sobre una parte de la
superficie del solido y en cambio, en otra parte se impongan las tensiones que actiian. En esa
situacion se encontraria con un caso de «problema de contorno mixto» en elasticidad.

Puede que sea ahora conveniente puntualizar un extremo de la maxima importancia para el
manejo de los problemas de elasticidad: en principio, los problemas de elasticidad se tratan de
forma totalmente opuesta a los de Resistencia de Materiales. En Elasticidad, el tratamiento es
practicamente el mismo para todos los casos: se busca una solucion que lo sea de las ecuaciones
basicas o de campo y a su vez que satisfaga las condiciones de contorno. En Resistencia de
Materiales, habitualmente, cada problema se trata de forma unica y la solucidon se basa en
variaciones supuestas de tensiones o deformaciones, siendo los supuestos correctos s6lo en casos
especiales de cargas y formas del cuerpo considerado.

V. 3 Ecuaciones basicas en Deformacion plana

Se dice que existe un estado de deformacion plana cuando las componentes de los
desplazamientos en un cuerpo toman la forma:

u=u(x,y)
V= v(x,y) (5.6)
w=0

es decir, los Unicos desplazamientos que no se anulan son funciones s6lo de X e y. En todos los
problemas de importancia practica que satisfacen la Ec. 5.6 el cuerpo tiene una seccidon constante
que se alarga sobre el eje z.
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Se va a desarrollar las ecuaciones basicas para este supuesto asi como las restricciones que se
deben imponer a un so6lido cargado para que se encuentre en un estado de deformacion plana.

Sustituyendo las Ec. 5.6 en las Ec. 5.2 las componentes de la deformacion vienen dadas por:

. o

%
oV

€y = —
dy (5.7)
_du, v

T =5y 7 ox

€, =Yyz =¥xz =0

Donde €, , €y Y 74y son funciones s6lo de X e y. De la forma generalizada de la ley de Hooke,
Ec. 5.3, las componentes de las tensiones seran:

o, =2Ge, +X(8X +8Y)

o, =2Gg, +7»($>< + aY)

Txy = G¥xy

Tyz =Tyz =0

(5.8)

Sin embargo, no se debe olvidar que estas tensiones van acompafadas de la componente G, que
viene dada por

c, = k(sx +8Y)= v(csX +cY) (5.9

Normalmente, y como ox no aparece en ninguna de las otras ecuaciones, no suele ser preciso
tenerla en cuenta. Conviene recordar no obstante, que en deformacion plana g; es cero pero 6; no
lo es.

Siguiendo con nuestro estudio, las ecuaciones de equilibrio (5.1) se reducen a

oo, Oty +F, =

OX oy (5.10)
8o, 81y, LE - '
sy &

siendo la que seria la tercera: F, = 0, ya que o, es solo funcion de X e Y y Tx; = Ty, = 0. Como
consecuencia, para que exista un caso de deformacién plana, no puede haber fuerzas de masa en
la direccion Z. Por otra parte, en este estado el solido debe ser de tipo cilindrico, o bien de
longitud infinita o bien finita con las secciones extremas fijas, de forma que se cumpla:

0, = OJ(X,y,O)= w(x,y, I—) =Txzo = Tyzo =0
que se satisfacen idénticamente en el estado de deformacion plana.

63



Por tanto, las unicas condiciones de borde que se precisan para la resolucion de problemas en
deformacion plana, son aquellos que se especifican en la superficie lateral. Las fuerzas seran solo
funcion de X e y y se podran expresar:

Tx =T>F<L(Xo 'yo)

v =T¢(Xo 'yo)

T4 =0
Y en la superficie lateral, p, =0, por los que las ecuaciones de contorno, Ec. 5.4 se convierten
en:

T>l<1(xo , YO)= Oyolx + Txyolly

(5.11)
T\lfl(xo ' YO): Ovolly + TxvoMx

La tercera de las Ec. 5.4 se satisface idénticamente.

Si se especifican desplazamientos en vez de fuerzas en la superficie lateral, las ecuaciones de las
condiciones de desplazamiento en el contorno quedan:

u(xo ,yo)=ub
5.12
v(xO ,yo)= ub ( )

Por tanto, la solucion de un problema especifico en deformacion plana consiste en la
determinacion de las ocho variables:

Ox1 Oy, Txy 1 €x, 8y ¥xy U,V
que deben satisfacer las ecuaciones, Ec. 5.7, 5.8 y 5.10, asi como las condiciones de contorno
expresadas segun sea el caso por las Ec. 5.11 o bien 5.12. Como o7 no es cero, es preciso que
exista una fuerza lateral de sujecion —en caso de s6lido NO infinito— que se puede calcular al
final utilizando:

Pz = ”czdxdy

Se van a reducir ahora las ocho ecuaciones basicas de los problemas de deformacién plana a dos
ecuaciones en términos de los desplazamientos U y V. Para ello, se sustituyen los valores de las
componentes de la deformacion dados en la Ec. 5.7 en las Ec. 5.8, lo que da:

Oy =){8u+8\/]+268u

ox 8y OX
ou dv du
=M —+_—|+2G — )
Cy (SX Syj 5y (5.13)
du dv
=G| —+
v (Sx Sy]
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Combinando estas ecuaciones con las Ec. 5.10 y eliminando las variables correspondientes a la
tension, se tiene:

GVf,+(x+G)£ UL Fx=0
ox\ 8x  dy
5 (5 5 (5.14)
GV2 +(A+G) 2| 4+ VL py =0
oy \ dx oy
donde
2 2
V2=672+872
ox° dy

Esta es la forma mas apropiada de las ecuaciones bésicas para problemas de contorno de segundo
orden en elasticidad para deformacion plana.

El sistema de ocho ecuaciones, también se puede reducir a uno de tres ecuaciones en funcion de
las componentes de las tensiones. Si se deriva la primera de las Ec. 5.7 dos veces con respecto a
Yy, la segunda, dos veces con respecto a X y la tercera dos veces, una respecto a X y otra respecto a
Y y se suman, se obtiene la ecuacion de compatibilidad para deformacién plana:

8%ty 8%y _ 8%y
dy?  &x® dxPAy

(5.15)

Esta ecuacion es, en realidad, la misma que la primera de las Ec. 3.2, ya que el resto de las
ultimas se satisfacen idénticamente para problemas en deformacion plana.

Despejando en las Ec. 5.8 las componentes de la deformacion en términos de las de la tension ( o
usando una forma alternativa de la ley de Hooke), sustituyendo el resultado en la Ec. 5.15 y
combinando con las Ec. 5.10, se obtienen las ecuaciones de compatibilidad en funcién de las
tensiones, es decir:

1 (8Fx oF
V2(0X+0Y)=—1_u[ .+ Syy} (5.16)

Las Ec. 5.10 y 5.16 constituyen un sistema completo de tres ecuaciones con tres incognitas,
G, , 0, Y Ty . Este sistema, extremadamente util para resolver problemas de contorno de primer

orden, puede ser reducido a una sola ecuacidon con una sola variable independiente, como se vera
mas adelante.

Las componentes de la tension en un cuerpo en estado de deformacién plana, deben satisfacer las
Ec. 5.10 y 5.16 asi como las condiciones de contorno impuestas. Si se obtiene la solucion a un
problema determinado en estado de deformacion plana en funcién de la tensidon, se puede
determinar la deformacion a través de la ley de Hooke y los desplazamientos a través de las
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relaciones deformacidn-desplazamiento que ya conocemos. Si lo que se determina primeramente
son los desplazamientos a través de las Ec. 5.14, se seguiria el camino inverso para terminar
conociendo las tensiones.

En el proximo capitulo se continuara con el estudio de la elasticidad plana, tension plana, relacion
entre tension y deformacion plana, etc.

V. 4 Ecuaciones basicas en tres dimensiones

Las ecuaciones basicas en tres dimensiones son las Ec. (5.1), (5.2) y (5.3), es decir 15 ecuaciones
con 15 incognitas. Un método de solucion, por tanto, seria tantear soluciones que satisfagan estas
15 ecuaciones y las condiciones de contorno impuestas. Sin embargo este sistema de ecuaciones
no es practico, por lo que se reducird a sistemas mas manejables en funcion de las condiciones de
borde que se tengan. El procedimiento de reduccion es similar al utilizado en la parte que se
acaba de estudiar, de deformacion plana.

Se empezara con la formulacion de los desplazamientos. Sustituyendo las Ec. (5.2) en las (5.3) se
obtendran seis ecuaciones «tension-desplazamientoy» de la forma:

Oy =ls+268—u
dX
cy =7»8+2(3va
dy
c, =?»s+2G8—m
oz
Su SV (5.17)
Ty =G| —+ —
oy OX
1., =G 8—CO+8—V
oy oz
dw  odu
=G| —+ —
fax & 8z
donde, como se sabe,e =g, +&, +¢€, =8—u+8—v+8—®. Junto con las tres ecuaciones de
ox dy oz

equilibrio (5.1), se tendrd un sistema con 9 ecuaciones y 9 incognitas. Una vez resuelto, las
componentes de la deformacion se pueden calcular a través de la ley de Hooke.

Las 9 ecuaciones encontradas en el parrafo anterior pueden ser reducidas mas, eliminando las
tensiones y llegando a tres ecuaciones en desplazamientos con las tres incognitas
correspondientes a éstos. Eliminando las componentes de las tensiones, sustituyendo las Ec.
(5.17) en las (5.1), se encuentra:
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(x+e)§+evzu+Fx=o

dX
o¢c )
(A+G)8—+GV vV+Fy =0 (5.18)
y
(x+G)§8+GV2w+ Fz=0
z

donde se ha utilizado la conocida notacion:
82 8° &°
+ +
5x*  8y®  &z?
Este grupo se llama ecuaciones de equilibrio en términos de los desplazamientos y son mas
conocidas como ecuaciones de Navier.

V2=

Si se utiliza este sistema de ecuaciones para resolver un problema en el que las fuerzas de
superficie estan prescritas sobre una parte del contorno, resulta conveniente expresar los términos
de la derecha de las ecuaciones de las condiciones en el borde, Ec. (5.4), en funcion de las
derivadas de los desplazamientos, o sea:

du du du du dv o)
Tx=hep +G| “py + My +HZJ+G[”x +7XHY +uz)

oX oy " 6z X o OX
oV ov oV ou oV ow
T =A +G| —uy, +—pny +— +G| —pu, +—u, +— .
X o 5x Mx Sy My 5 uz] [Sy My Sy My Sy HZJ (5.19)

dw dw o du dv dw
Ty =A +G| —puy+ —py+ +G| —uxt+ —uy +—
X Elx 5% Hx Sy Hy 57 “’ZJ (52 Hx 57 Ky 57 sz

Una vez obtenida la solucion de u, v, w, las componentes de la deformacion se pueden obtener a
través de las Ec. (5.2) y las de la tension, de las Ec. (5.3) o bien (5.17).

Otra forma de reducir el numero de ecuaciones y variables es la formulacion en términos de las
tensiones, es decir, eliminar todas las variables a excepcion de las componentes de la tension.
Para ello, se eliminarian primero las variables u, v, w, de las ecuaciones deformacion-
desplazamiento (5.2) obteniendo las ecuaciones de compatibilidad (3.2). Como se explicé en el
Apartado 3.3, estas seis ecuaciones equivalen a tres ecuaciones de cuarto orden. Junto con las Ec.
(5.1) y (5.3), forman un grupo de ecuaciones que se pueden resolver para las doce incognitas.

El paso siguiente consiste en eliminar las componentes de la deformacion de este ultimo grupo,
es decir entre las Ec. (5.1), (5.3) y (3.2). Para ello se escriben las dos ultimas de las Ec. (5.1) de la
forma:

éty, _ [ 8oy N OTyy +Fy
0z oy Ox
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o1y, _ (%0, . OT T Fz
Sy oz X

Derivando la primera respecto a y y la segunda respecto a z y sumando, se obtiene:
B 2821:YZ _ 8%c, N 8%c, +£ oty N Oty N OFz N SFy
dydz  8z°  Sy* x| &z dy o5z Oy
y usando la primera de las Ec. (5.1), queda:
5 8°ty, __8%0y N 8°c, N 8°c, OFx L OFy  8Fz
dydz ox* 8y’  8z° dx dy &z

(5.20)

Por otro lado, la segunda de las Ec. (3.2) y utilizando la ley de Hooke, Ec.(5.3), se puede escribir
de la forma:

82
PAy?

F [e+w)oy -]+

oz

_
[(1"' u)O'z - Me] = dy52 [2(1"' H)TYZ] (5:21)

donde
0=0,+0,+0,
Eliminando los términos que contienen ty, de las Ec. (5.20) y (5.21), se obtiene:

5°0 5°0 oFx oFy OFz
1+ V0-Vic, —— |—u V?O- =1+ - -

Operando de la misma forma, se pueden obtener otras dos ecuaciones similares a la (5.22).

Y, finalmente, se tiene el resultado:

, _ (1+p)(8Fx 8Fy  &Fz
vis (1—11)( sx | oy SZJ (5-23)

y sustituyendo este valor de V?@en la Ec. (5.22) se obtiene la primera de las ecuaciones que
vienen a continuacién. Las otras dos se deducen de forma analoga:

Vig 4 L 80 __ p (8Fx 8Fy 8Fz) 8Fx
T 1l4pdx?  1-pl &x 8y 8z 8x
1 8% SFx SFy &Fz SF

Vo, + =t LY _o%Y (a) (5.24)
1+pdy 1-pl X oy oz Sy
vig 4 L 00 _ u (8Fx 8Fy 8Fz) ,8Fz
2 1+pdz2  1-pl dx &y &z A

De la misma manera, se obtendrian tres ecuaciones en funcion de las componentes de las
tensiones tangenciales:
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Vit + =—
1+ dydz oy oz

1 8°0 SFx SFZ)
= +

1 8% _ 8Fx+8FyJ

Vi1, + =—
1+ p 8z0x 8z  oX

1 5% _ 6Fy+8FxJ

(5.25)

Vit + =—
1+ p oxoy oX oy

Las seis ecuaciones (5.25) que son equivalentes a tres ecuaciones independientes de cuarto orden
son las ecuaciones de compatibilidad en tensiones y son habitualmente conocidas como las
ecuaciones de compatibilidad de Beltrami-Michell en tensiones. Estas ecuaciones junto con las
correspondientes al equilibrio, suponen seis ecuaciones independientes de las que se pueden
obtener las seis componentes de las tensiones. Una vez conocidas las tensiones, las
deformaciones se calculan a través de las Ec. (5.3), como ya se ha repetido, y los desplazamientos
se pueden obtener integrando las Ec. (5.2).

V. 5 Principio de superposicion

En el capitulo tercero, se hablo de este principio aplicado a las deformaciones y se demostrd para
un caso particular, que el campo de desplazamientos debido a dos distribuciones de
deformaciones diferentes, pueden sumarse —superponerse— para dar el resultante de la accion
de ambas actuando al mismo tiempo. También se hizo notar que esto era cierto siempre que las
deformaciones o desplazamientos fueran pequerios de forma que la relacion existente entre unas y
otros fuera lineal. En este apartado se va a analizar este principio para las ecuaciones basicas en
elasticidad lineal.

Bajo el supuesto de deformaciones infinitesimales y relaciones tension-deformacién también
lineales, todas las ecuaciones basicas en elasticidad, tal y como se muestran, y las ecuaciones que
establecen las condiciones de contorno, Ec. (5.4) y (5.5), son ecuaciones lineales. Ademas, esas
ecuaciones son o bien homogéneas en las variables dependientes, o bien no homogéneas pero con
los términos correspondientes a las fuerzas externas como unicos términos no homogéneos, como
en las Ec. (5.1), (5.25) y (5.4).

Debido a la naturaleza de estas ecuaciones, las variables dependientes varian linealmente en
funcioén de las cargas externas y pueden, por tanto, superponerse. El principio de superposicion se
puede enunciar como sigue:
«Las variables dependientes obtenidas para cada conjunto de fuerzas externas actuando por
separado, pueden superponerse para obtener el efecto de todas las fuerzas externas actuando en
conjunto.»

Para demostrar lo anterior se considerara la formulacion en tensiones donde las ecuaciones
basicas son las ecuaciones de equilibrio (5.1) y las de compatibilidad en tensiones (5.25). Sean
Oy ...Ty,las componentes de las tensiones que satisfacen las ecuaciones basicas y las condiciones
de contorno impuestas, para un cierto solido elastico sometido a las fuerzas de masa FX... y a las
de superficie T%.... Por otro lado, llamemos o} ...Th a las componentes de las tensiones
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generadas en el mismo sélido por las fuerzasF, .. T,*. Por lo tanto las componentes con o sin
«primay» cumpliran los sistemas de ecuaciones siguientes:

e Ecuaciones de equilibrio,

oo ot ot
X + XY + XZ

Fx=0 Y,
X Sy 8z X (xyz)

So'x N St'xy N &t'xz

Fl=0 Y,
8x Sy 5z X (x.2)

e Ecuaciones de compatibilidad,

2
Vo, + 1 862)=_ n) 8Fx+8Fy+6Fz _28Fx
1+ 8x 1-p{ X 8y oz X
1 8°0 SFz &Fy
+ =— +
1+ p dydz oy 0z

1 8% p [6F;+8F¢+6FZ'}_25F;*

(xy.2)

Vic, + =
1+p 8x 1-p( &x o8y oz OX

1 8% _ (8F, +6F¢
1+ dydz oy 0z

(x,y,2)
VZTIXY +

e Ecuaciones de condiciones de contorno,

OyoMx + Txyoly + Txzolz = Tx (X!y* Z)

G'xolly +T' xvolly +T'xzopt, = T (x,y,2)

y sumando cada grupo de ecuaciones dos a dos, se obtiene:

S(GX +0';()+ S(TXY +’C;(Y)+ S(TXZ +TIXZ)+(FX+ = )= 0
8x 3y 8z %

(xy.2)

V2(0X+c;()+...=— H [S(FXS;F;)_F“}“

Vz(rYZ + TIXY)+ = —[S(F)(—H:ZI)+ i|

y por ultimo
(GXo +G;<o)”x +(Txvo +T;<Y0)HY +(Tx20 +T;<Zo)“z = (-I_;(l +T>I<u) (x,y,z)

(xy.2)

V"

Los resultados muestran que las componentes de las tensiones (O'X +c;()...(rxz + rLZ) son las

soluciones para el solido elastico dado sometido a las fuerzas de masa (FX+ Fy ) y a las
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fuerzas de superficie (T)‘(l +T )En otras palabras, dos 0 mas campos de tensiones pueden ser

superpuestos y el resultado obtenido es el mismo que el que se obtendria partiendo del campo
suma de los primeros.

V. 6 Unicidad de las Soluciones

Se va a demostrar en lo que sigue, que las soluciones obtenidas, en elasticidad, son unicas. Es
decir, para una distribucion de fuerzas de masa y de superficie dada, s6lo existe una solucion para
las componentes de las tensiones que sea consistente con las ecuaciones de equilibrio y de
compatibilidad.

Se considera un solido sometido a una distribucion de fuerzas de contorno T} , Ty , TS, dada, y a

un campo de fuerzas de masa FX, Fy, Fz, también dado. Ahora se supone que hay dos conjuntos
diferentes de componentes de las tensiones que satisfacen las ecuaciones bésicas y las

condiciones de contorno. Si se llama al primer conjunto: G5 ...T%, y al segundo: 65 ...15,y
escribiendo las ecuaciones de equilibrio para cada conjunto, se tendra:

1 1 L
SGX +6TXY +8TXZ +FX=0 (X;yaz)
ox 8y &z

2 2 2
SGX +8TXY +8TXZ +FX=0 (X;ylz)
ox ¥y oz

Analogas ecuaciones se podrian escribir para la compatibilidad y las condiciones de contorno. Si
se restan las dos ecuaciones anteriores, se obtendra:

80)( +8TXY +8TXZ :0 (le’z)
ox ¥y oz

ya que el valor de FX es una constante dada.

Se ve que las tensiones G ,Tyy ,Ty, representan el estado de tensiones de un solido libre sin
carga alguna, luego, es evidente que estas ultimas tensiones son nulas y en consecuencia, como
o, =0y — 64 =0 tendremos que 6} =G4 y lo mismo ocurre con las variables 7..., asi es que

demostramos que esos dos tedricos conjuntos de tensiones coinciden y son iguales. Solo existe
una solucion.

V. 7. Resumen

En este capitulo se ha visto que la solucién de un problema dado en elasticidad, consiste en
determinar el valor de las tensiones, las deformaciones y los desplazamientos que satisfagan las
15 ecuaciones basicas y las tensiones y/o desplazamientos impuestos en el contorno. En la
solucion de un problema determinado, existen cinco conjuntos de ecuaciones que se pueden
utilizar dependiendo la eleccidn, de los datos que se den en el enunciado del problema.

Las ecuaciones de la elasticidad se simplifican de manera importante en determinado tipo de

situaciones en las que las tensiones o desplazamientos deben cumplir unas condiciones
especificas. Asi se tiene el caso estudiado de la deformacion plana.
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Finalmente, se ha visto que la solucién de un problema de elasticidad lineal, es tnica, siendo por
tanto cierto el principio de la unicidad de la solucion.
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CAPITULO VI. CRITERIOS DE FALLAS
V1. 1 Introduccion

Una pieza de una maquina puede fallar por diferentes causas:
e Excesiva deformacion elastica

Excesiva deformacion plastica

Rotura bajo carga estatica

Rotura bajo cargas de impacto

Rotura bajo cargas ciclicas

Desgaste

El objetivo de este capitulo es estudiar ¢l fallo bajo cargas estaticas. Una carga estatica es una
accion estacionaria de una fuerza o un momento que actuan sobre cierto objeto. Para que una
fuerza o momento sean estacionarios o estaticos deben poseer magnitud, direccion y punto (o
puntos) de aplicacion que no varien con el tiempo.

- Distorsion o deformacion plastica: la pieza adquiere una deformacion plastica tal que le impide
cumplir su misién. El por ciento de deformacion admisible depende de cada aplicacion. El limite
elastico nominal de los materiales suele definirse para un 0,2 % de deformacion plastica.

- Rotura: el fallo por rotura puede ser de dos tipos: ductil (precedida de gran deformacion
pléastica) o fragil (no precedida de gran deformacion plastica y por lo tanto muy peligrosa).
Obviamente, dicho comportamiento definira el criterio de fallo a emplear en materiales ductiles y
materiales fragiles.

La resistencia (fluencia y rotura) es una propiedad o caracteristica de un material o elemento
mecanico. Esta propiedad puede ser inherente al material o bien originarse de su tratamiento y
procesado. Habitualmente solo se dispone de informacion correspondiente al ensayo de traccion.
Los componentes de maquinas en general trabajan bajo estados de tension multidireccional. El
objetivo de las teorias de fallo estatico es relacionar el fallo en un estado unidireccional (ensayo
de traccion) con el fallo bajo cualquier estado de tensiones.

En este capitulo se examinaran las relaciones existentes entre la resistencia de una pieza y su
carga estatica previsible, a fin de seleccionar el material y sus dimensiones Optimas para cumplir

el requisito de que la pieza no falle en servicio.

Analizando un estado tensional (ET) complejo:
0,

0,
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0, —0;
2

Para el E.T. lineal, es facil determinar el estado limite del material, como se planted

0, >0,~>03 y 1 =

anteriormente, con solo hacer un ensayo de traccion (Oy 6 Opmax).
Sin embargo, en el caso del E.T. complejo (plano 6 volumétrico) muy frecuentes en elementos de

maquinas, la determinacion de las tensiones limites Oqjims O21im Y O3lim para que ocurra la
rotura o fluencia del material es imposible de realizar, pues los E.T. son infinitos, por lo que
habria que realizar un nimero infinito de experimentos con maquinas y aparatos muy complejos.

Por consiguiente es importante establecer criterios de comportamiento de materiales bajo estados
tensionales complejos, los que se conocen como Teorias de Resistencia o Criterios de Fallas.

Desafortunadamente hasta la fecha son incompletos los criterios cuantitativos para la fluencia y
fractura de los materiales bajo estados multiaxiales de esfuerzos, ya que ciertas cuestiones
permanecen sin establecer y son parte activa de investigacion de los materiales.

Los Criterios de Falla tienen un objetivo comun que es el de sustituir el E.T. complejo por un
E.T. simple equivalente uniaxial, para el que, como ya se ha estudiado, es facil establecer la
condicion de resistencia.

o Oe

< -

Se denomina por tanto Tension Equivalente o Patron a la tension que se debe crear en una barra
sometida a traccidon para que su estado tensional sea tan peligroso como el E.T. en cuestion. De

modo que una vez establecida la O el chequeo de resistencia se realiza como en el caso del E.T.
uniaxial.

Por lo tanto el problema se reduce a expresar O¢q en funciéon de Gy, O y O3.

O =f(01,(72,63)

La seguridad de una u otra hipdtesis de resistencia se comprueba experimentalmente a partir de
ensayos de E.T. biaxiales, los que se obtienen cuando se ensayan tubos de paredes delgadas
sometidos a una presion interna y una fuerza axial simultanea. Variando la relacion entre las

tensiones principales se puede plantear una curva sobre la base de las tensiones principales
limites dadas por el momento de la rotura o el comienzo de la fluencia.

De esta forma se pueden construir los Diagramas de las Tensiones Limites:
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A continuacion se estudiaran las teorias de resistencia de acuerdo al orden de aparicion de cada
una.

V1.2- Primera teoria o Teoria de la tension Normal Maxima

Surgid en el siglo XVl y la plante6 Galileo Galilei.

“Un material sometido a un estado tensional completo no fallard si la tension normal maxima que
actiia sobre el mismo no excede a la tensidon normal admisible para el estado uniaxial de

tensiones”.

Condicion de resistencia:

Geq - 01 < [G]T

Si |al| < |03| entonces ademas se debe cumplir que:

Geq = 0-3 < [O-]C

—
~ _—

DUCTIL FRAGIL

Esta hipotesis considera solamente la influencia de la tension principal maxima y prescinde de las
otras dos para evaluar la resistencia del material.

Aplicacion actual: NINGUNA

V1.3. Segunda teoria de resistencia o Teoria de las deformaciones lineales maximas.
Surge en el siglo XVI'y fue planteada por Edmund Mariotte:
“Un material sometido a un estado tensional complejo no fallara si la deformacion lineal unitaria

maxima no excede a la deformacion unitaria admisible para el estado tensional simple”.

La condicion de resistencia se obtiene aplicando la Ley de Hooke generalizada:

Estado lineal — ¢ :%

Estado volumétrico — ¢, = % (Gl — U (0'2 + 0, ))
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|
E[O-l —/1(0'2 +O_3)]:%

o, =0 —,u(a2 +G3)S [G]T
Al graficar los resultados se obtiene:

DUCTIL
Al principio esta teoria fue muy utilizada, pero se desechd debido a su inexactitud.
V1.4. Tercera teoria de resistencia.
Desarrollado en el siglo xviil por Coulomb. Utiliza como criterio la tension tangencial maxima.

“Un material sometido a un E.T. complejo no fallara si la tension tangencial maxima que actia
sobre el mismo no excede la tension tangencial admisible para el E.T. simple”.

o
E.T. simple — Toaxy = E
E.T. complejo — 7, = i ;U3
2 2
Opp =003 S[O-]T
T~ o
W \ /
v | i
/ / | |
/ / e
/ 7 | |
[ % | J
\ ~ \ J
// L L~
DUCTIL FRAGIL
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La teoria es segura para los materiales ductiles pero se desaprovecha mucho el material en los de
comportamiento fragil en caso de existir compresiones.

Esta teoria se utiliza actualmente para el caso de materiales ductiles.

V1.5- Cuarta teoria

Desarrollada en el siglo XX por Nises, Hubert y Hencky. Utiliza como criterio de resistencia la
energia potencial unitaria por cambio de forma.

“Un material sometido a un E.T. complejo no fallard si la energia potencial de deformacion
unitaria por cambio de forma maxima no excede al valor de la energia potencial de cambio de
forma admisible para el E.T. uniaxial”.

1+ 1+
6_:[(0-1_0_2)2+(0_1_0'3)2 ] Iu

Si una de ellas es nula:
2 2 2 2
Opg =0, tO03 —0,0; =0y

Lo que corresponde a la ecuacion de una elipse.

DUCTIL FRAGIL
Siendo mas exacta la 4ta que la 3ra pues coincide exactamente.
V1.6- Teoria de Mohr

Desarrollada por Otto Mohr en el siglo XX. A partir del diagrama circular del E.T. de Mohr para
el caso de Traccidon y compresion uniaxial se llega a la condicion de resistencia.
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DUCTIL FRAGIL

Opp =0,—ko; < [O']T

Para el caso de materiales ductiles esta teoria se comporta similar a la 3ra, pero en el caso de
materiales fragiles aprovecha mucho mejor la zona.

V1.7- Criterio de Mohor modificado

Este criterio representa una modificacion del criterio de Coulomb-Mohr. El criterio de resistencia
se escribe matematicamente mediante tres condiciones que deben cumplirse para que el punto
resista:

o, (oyr
0;)—Ouc
Oyc —Oyr

O
o, -—(1
Ouyc* Ouyr Oyc

Donde:
o,, 0, y 0, son las tensiones principales en el punto analizado, ordenadas de forma que:

O-1>(72>(73

Este criterio de resistencia puede representarse graficamente en un diagrama c;-G3, como se
indica en la figura, representando la zona sombreada la zona segura, para la cual el material
resiste de acuerdo con dicho criterio.

79



031

_-Slm'- S.-n’ _"’.m" "’Irn‘ St Sur
Sllt stress £ Sy 140D
i : a)
1 0 -
: E ————— Coulomb-Mohr theory
1 Sut =10 '"'*;‘ —=cbil S S
1 : l— modified-Mohr theory

Gl -0 = ~ normal-stress theory

for even material

3.0+ normal-stress theory

S =S for wneven matenal
i ht [

40 30 -20 -10 0 10 stress/ Sy

80



CAPITULO VII. APLICACION EN EXTENSOMETRIA
VII. 1. Introduccién

El objetivo que se persigue con los métodos experimentales es el conocimiento de la distribucion
de tensiones en un so6lido elastico. Con la extensometria se llega al conocimiento del estado
tensional mediante la obtencion experimental de los desplazamientos dada la relacion lineal que
existe entre tensiones y deformaciones.
Se supone, por ejemplo, el solido representado en la Fig. (a) y se considerard un punto M, en el
que se desea conocer el valor de la deformacion longitudinal unitaria en la direccion del eje x. Si
se procede experimentalmente, se marcan los puntos A y B que determinan un segmento en la
direccion del eje x y tales que M es el punto medio. Al cargar el s6lido y deformarse, la distancia
AB =1, ha experimentado una variacion de longitud A 1,, por lo que la deformacién longitudinal
unitaria en M, en la direccion del eje x sera:
Al

X 10
Pero el valor de &, obtenido operando de la forma indicada no es exacto, salvo en el caso que sea
una funcion lineal de la abscisa x. Se habrd cometido un error, que depende del gradiente de
deformaciones y de la longitud I, del segmento.

if) )
Vemos, pues, una primera particularidad que se presenta en los métodos extensométricos: la
dificultad de calcular con exactitud la matriz de deformacion en un determinado punto del solido
elastico.

Definicion de Extensometria:

Robert Hooke establecié en 1678 la relacion que existe entre tensiones y deformaciones en los
cuerpos sometidos a solicitaciones mecanicas. Si el material es is6tropo y homogéneo y no se
sobrepasa su limite elastico, entonces la relacion es lineal.

Basandonos en este principio, la extensometria es el método que tiene por objeto la medida de las
deformaciones superficiales de los cuerpos.

Principio de funcionamiento de los extensometros eléctricos.

Los extensometros eléctricos se basan en el principio de que los metales cambian su resistencia
eléctrica cuando sufren una deformacion.
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Fig.7.1. Deformacion de un alambre sometido a traccion

En la Fig. la linea continua muestra parte de un alambre metalico, como los usados en los
extensometros, donde / es la longitud original antes de la deformacion, y en ese momento tiene
una resistencia eléctrica R. La linea de trazos representa el alambre estirado, su longitud ahora es
igual a/ + A4l y la resistencia igual a R + 4R. La resistencia R es dada por:

/
R=p —
P A
Donde:

- A: area de la seccion transversal del alambre.

- p: resistencia del metal del alambre.

Las galgas extensométricas eléctricas fueron introducidas en 1939 por Runge y Simmons. Una
galga extensométrica de resistencia eléctrica esta constituida por un hilo metalico muy fino y
dispuesto formando una rejilla continua, como se indica en la Fig. 7.1, es decir, que la mayor
parte de su longitud esté distribuida paralelamente a una direccion fija, y esta adherida a una base
muy delgada no conductora. Los extremos del hilo, més gruesos, sirven para soldar los terminales
a los cables de conexion de los instrumentos de medida.

Estos extensometros pueden ser de seccidn transversal circular o rectangular.

Extensometro Extensometro
de fio de lamina
- foil -
Vista Superior Vista Superior

l-Y

Vista Transversal Vista Transversal
Ampliada Ampliada
L ® [ (] e . Em -m - |

Fig. 7.2. ExtensOmetros eléctricos de resistencia

Las deformaciones especificas pueden ser determinadas por medio de la variacion de la
resistencia eléctrica dada por la ecuacion siguiente:
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Donde:

R es la resistencia eléctrica del alambre, en Q.

AR es la variacion de la resistencia eléctrica del alambre, en Q.

€ es la deformacion unitaria del alambre, en mm. En este caso, se denomina alambre al conductor
de la red de medida del extensémetro.

K es la constante caracteristica del extensometro:

P

&
Que depende, como se ve, del cambio de dimensiones del conductor y de la variacion de la
resistividad. Se denomina factor de sensibilidad del extensémetro, y es un valor que siempre lo
proporciona el fabricante.

Seleccién de los extensdmetros

Existe una gran cantidad de extensometros de diferentes especificaciones en dependencia del
proposito y de las condiciones de medicion. Una seleccion incorrecta resultard en una adquisicion
de medidas no efectiva. Para la correcta seleccion de los extensdmetros es necesario tener en
cuenta algunas caracteristicas de operacion tales como:

e Rango de temperaturas a que el extensOmetro estard sometido.
Limite maximo de deformacion del propio extensoémetro.
Corriente (amperaje) maximo soportado por el extensémetro.
Resistencia a la humedad.
Durabilidad necesaria.

Cada fabricante brinda las especificaciones mas precisas sobre cada tipo fabricado, asi la tabla
que sigue es solamente una indicacion sobre los tipos mas usados de extensdémetros y sus
caracteristicas.

Tabla. 7.1. Especificaciones sobre tipos de extensoémetros

83



Temperatura Mudanca da
Tipo P N Alongamento Corrente resisténcia do Co _—
de operacio P o . - Principais aplicacdes
(base) ” maximo (%) maxima (md) extensometro
(0) comn a idade
Lamina Medidas gerais de tensdo,
(Phestsr) S50~ 180 2 30 ou menos Pequena fransdutores, medidas de
aEs e -~ - -
rensdes residuais.
Limina Medidas gerais de fensdo,
(poliamida) -io~ =200 2 30 ou menos Peguena transdutores, medidas de
fensdes residuais.
Limina
o Medidas macdes
(poliamida para 10~=120 $—10 30 ou menos Paquena AMedidas 1‘.@' dqfoJ Mmagoe.
grandes plasticas
defarmacdes)
Fios* - e Ligsi .
=50~ +50 1,2 25 ou menos ] et Medidas usuais de tensdes
(papel) variagdo
1 - - 45 Medi 5 de fensd
) F.il.DS §0~=<170 ] 25 ou menos Pequena fedidas usuais de fensdo em
(poliéster) esfrufuras no campo

Es importante resaltar que cabe al especialista la correcta seleccion del extensdmetro para el fin
deseado, y como se indico anteriormente, un error en este sentido dara como resultado que las
lecturas podran ser perjudicadas, haciendo que los datos obtenidos no coincidan con el fendmeno
estudiado.

Anélisis de los datos obtenidos con galgas extensométricas

Los extensometros eléctricos se adhieren normalmente a la superficie libre de un sélido elastico,
sobre el punto en el que se quiere calcular su estado tensional. Si se toma un sistema de ejes x e y
con origen en dicho punto, dado que las galgas miden las deformaciones longitudinales unitarias
y la expresion de €, para una determinada direccion en el plano, definida por u (o, f), viene dada
por:

2 2
E,=&xa +&, Pty af

Es evidente que se tendrd que hacer tres medidas, es decir, colocar tres extensémetros para
determinar &, &y y Yxy

i - i

Fig. 7.3. Colocacion de tres extensémetros
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Si €a, €p & son las lecturas de los extensometros A, B y C, respectivamente, se tiene el siguiente
sistema de tres ecuaciones con tres incognitas:

_ 2 2

g,=&yc08° 0,+¢, sen"0,+y,, cosl, -senb,
_ 2 2

Ep =&y COS Oy +&, sen 0, +y,, cos 0, -sen O,
- 2 2

Ec =&y CcOs 0. +¢&, sen"O. +y,, cosb. senb,

cuyas soluciones son las componentes de la matriz de deformacion en el punto considerado.

Conocida ésta queda perfectamente determinado el estado de deformacion en dicho punto.

Las tres galgas suelen venir montadas en rosetas, como indica la Fig. 7.4. a). En casos
particulares es posible la determinacion de las tensiones mediante rosetas de menos de tres
elementos, como ocurriria en el caso de una pieza sometida a traccion o compresion axial, en el
que bastaria colocar una sola galga, o en caso de un estado tensional isotropico
c,=0,=0=0, y 7,=0 en el que la lectura de una sola galga en una direccion

cualquiera da la tension en cualquier direccion:

E
O = &
1—u
ThzM o L
ANy | s
' Rectangular
L 1 2 3 4 Rosette MEM
3 1
0°-60°-120° 0°-90°
’ * | Delta "Tee"
2 Rosette Rosette
a) b)

Fig. 7.4. Rosetas

Si fueran necesarias dos galgas, una disposicion de las galgas en direcciones ortogonales es la
indicada Fig. 7.4. b).

A partir de las componentes de la matriz de deformacion obtenidas se pueden calcular las
deformaciones principales mediante el Circulo de Mohr, o con las ecuaciones:

Ey +¢& 1
& = X Y+7\/(8X_8Y)2+7/)2(Y
2 2
Ey+¢& 1
gzzg_*\/(‘g)(_gy)z"']/)z(y
2 2
y las direcciones principales:
1g20= Vay
Ex — &y
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La forma mas simple de obtener las tensiones principales es despejarlas de las leyes de Hooke:

1
& = S lay — Hr,) &y =

E

|
5 la, — pay)

E E
e + pey) 10y = ——— (8, + ugy)

E.Tt - —
I e I T

Por su amplia utilizacion se particularizaran los casos de las rosetas siguientes:
a) Roseta rectangular de tres elementos.
b) Roseta en delta.

Calculando en cada caso los valores de las tensiones y deformaciones principales, asi como las
direcciones correspondientes.

a) Roseta rectangular de tres elementos
En esta roseta dos galgas estan colocadas ortogonalmente y la tercera en la bisectriz de las otras

dos, es decir, las tres galgas forman angulos de 45° y 90° con el eje X, como se indica en la Fig
7.5.
v |

f-— 5

T

4
T
.

M <£> \\ 45°

C

e

v _4\
=] P 2

Fig 7.5. Roseta de 45°

o oh

El sistema aplicado a este caso se reduce a:

E4=Ey

&y =€ 1+g 1+7

B~ °x o Y A XY ~
2 2

Ec =&y

Cuyas soluciones son inmediatas:

(C,‘X =gA
8Y:gC
Yy =265—6,—&¢

Con estos valores se puede construir el circulo de Mohr y a partir de €l calcular las deformaciones
principales:
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€ :%"‘%\/(5}1 _gc)2 +(2¢e;— ¢, _‘g'c)2
E,+& 1
&, :%_E\/(SA —e) +Q2e,—e,—6c)

Y las direcciones principales:

26,—€,—¢
tg20=""8 "4 ~“C
E,—Ec
Las tensiones principales tendran por expresiones:

E,téc 1 Y EPY
o, = {2(1—,u)+2(1+,u) \/(gA Ec) +2ey—€,—¢&c) }
Eatéc 1 o \2 Y
O-Z_E{2(l—lu) 20+ 1) \/(5/1 ) +(2ey—¢e,-¢0) }

b) Roseta en delta

En esta roseta los ejes de las tres galgas forman angulos 6, =0°; 8, =1207; 6. =240° con el eje
x. (Fig. 7.6)

Fig. 7.6. Roseta de 120°

Las componentes de la matriz de deformacion en el punto en el que se ha colocado la roseta seran
las soluciones del sistema de ecuaciones aplicado a este caso:

EA ZEX
V3
Ep =&y +‘9YZ _7XYT
3 V3
Ec =&y +8YZ+7/XY?

Es decir:
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Ey =&,
1
&y 23[2(53""%)_5/1]

2
Y xy :—\/5(50_83)

3

Con estos valores se puede construir el circulo de Mohr y a partir de €l calcular las deformaciones
principales:

1 2
& :E(EA +&p +gc)+7\/(5}1 _‘93)2 +(&g _‘s'c)2 +(&c _EA)Z

2
&, :g(";A T Ep +8C)_T\/(€A —&,) + (85 —60) + (60 —8,)°
Y las direcciones principales:

23
g20= 3 ’ V3 (ec ~¢5)

€A—§(283+28C—€A) 2é,-85 =8¢

Finalmente, las tensiones principales se obtienen aplicando las ecuaciones:

_ | fatépTéC V2 2 2 Y
al—E{ TR e»}

_ | faTEpTE V2 .\ Y Y
az—E{ 0w 3 Ve e e e en}
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