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Caṕıtulo 3

• V. F. Cardone, R. P. Cardenas, and Y. Leyva Nodal, “Halting eternal acceleration
with an effective negative cosmological constant,” Class. Quant. Grav. 25 (2008)
135010, arXiv:0805.1267 [astro-ph].

• Y. Leyva Nodal, V. F. Cardone, and R. P. Cardenas, “Halting eternal acceleration
with a negative cosmological constant,” AIP Conf. Proc. 1083 (2008) 128–135.
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ŚINTESIS

En este trabajo se estudian modelos del Universo con inclusión de enerǵıa oscura, tanto

del tipo quintaesencia como enerǵıa oscura compuesta tipo quintante. Los modelos de

enerǵıa oscura se estudian desde el punto de vista de la formación de las estructuras del

Universo. Con ayuda de esta prueba observacional se logra restringir el espacio de los

parámetros libres de dos modelos de quintaesencia. Además se demuestra que el modelo

quintante tiene predicciones satisfactorias en el régimen lineal pero falla en las relativas al

régimen no lineal, especialmente en el conteo del número de cúmulos de galaxias, entrando

en contradicción con el modelo jerárquico de formación de estructuras en el Universo.

Se investiga la equivalencia entre los modelos de enerǵıa oscura y de gravedad modificada

tipo f(R) mediante el modelo quintante. Las teoŕıas f(R) son estudiadas en detalle desde

el punto de vista de la existencia y estabilidad de las soluciones de Sitter. Se demuestra que

una amplia variedad de modelos f(R) no son capaces de tener soluciones de Sitter estables

y que existe una clase de estos modelos que pueden describir, en un marco unificado, la

inflación temprana y la expansión acelerada, presente y futura, del Universo.
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1. INTRODUCCIÓN

La impresionante cantidad de datos astrof́ısicos que se han acumulado en los últimos 10

años han conducido hacia un nuevo paradigma cosmológico, de acuerdo con el cual, el

universo es espacialmente plano y se halla en una fase de expansión acelerada. Fuertes

evidencias en este sentido son el diagrama de Hubble de las Supernovas Ia [1, 2, 3] y

las anisotroṕıas observadas en la radiación cósmica de fondo [4, 5, 6]. Por otro lado,

la abundancia de los cúmulos de galaxias [7, 8] y la fracción de masa de gas en ellos,

restringen el parámetro adimensional de la densidad de materia (Ωm ∼ 0,3) conduciendo

a la necesidad de una nueva componente con presión negativa para, al mismo tiempo,

cerrar el universo (Ωm ≈ 1) y conducir su expansión acelerada. Esta nueva componente

recibe el nombre de enerǵıa oscura.

La explicación más simple exige tomar en cuenta la constante cosmológica Λ [9, 10] y

aśı de esta manera se obtiene el modelo ΛMOF (contante cosmológica + materia oscura

fŕıa). A pesar de ser el modelo que mejor ajusta la mayoŕıa de los datos astrof́ısicos, el

modelo ΛMOF tiene varios problemas teóricos.

Como respuesta a estos problemas, mucho interés ha sido dedicado a los modelos con

enerǵıa de vaćıo dinámica, llamados quintaesencia [11, 12, 13]. Estos modelos t́ıpicamente

involucran campos escalares con una clase de potenciales que le permiten, a la enerǵıa

oscura, ser la componente dominante de la dinámica cósmica solo recientemente [14, 15,

1
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16, 17, 18]. Otros candidatos para la enerǵıa oscura son, por ejemplo, el gas de Chaplygin

[19, 20, 21], la K-esencia [22, 23, 24], etc. No obstante, los modelos de quintaesencia han

sido, entre todos los posibles, los más estudiados.

En aras de obtener modelos de enerǵıa oscura viables, se requiere que la densidad de

enerǵıa del campo escalar permanezca subdominante, durante los peŕıodos donde dominan

la radiación y la materia, emergiendo solamente para una época muy reciente de la historia

del universo y siendo la responsable de la aceleración del universo.

Esta viabilidad ha sido estudiada desde el punto de vista de los sistemas dinámicos,

estudiándose el comportamiento del sistema en los estados asintóticos. Los resultados

obtenidos, en general, dependen de la forma del potencial del campo escalar [25, 26,

27, 28]. El primer caso de los modelos de quintaesencia, estudiado bajo esta óptica, fue

el potencial exponencial [29], luego estos estudios se han extendido a modelos donde

el campo escalar está acoplado de forma mı́nima y no mı́nima con el fluido de fondo,

básicamente materia oscura [30]. Obteniéndose como resultado que los problemas básicos

de la constante cosmológica pueden ser suavizados o eliminados para determinados tipos

de modelos.

No obstante, como se mencionó anteriormente, existen una gran cantidad de modelos de

enerǵıa oscura que en principio podŕıan ser viables. ¿Cómo discriminar entre todos los

posibles miembros de esta fauna cósmica? Una forma, muy extendida y bien estudiada,

de poder discernir entre que modelos de enerǵıa oscura predicen descripciones acertadas

y cuales no, es comparar sus predicciones con las observaciones cosmológicas.

Estas observaciones se pueden dividir en dos grupos: las que dependen de la historia de la

expansión y las que dependen de la historia de la formación de las grandes estructuras del

universo. Entre ellas, las más usadas y de las cuales se espera más en un futuro inmediato

son [31]:
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• Supernovas Ia: esta es quizás la más usada y probada prueba que deben pasar los

modelos de enerǵıa oscura. Se espera que en los próximos años se incremente el

número de Supernovas Ia observadas en un orden de magnitud.

• Oscilaciones acústicas de los bariones: es una prueba relativamente reciente.

• Lentes gravitacionales: a través de esta prueba se observa como las estructuras

evolucionan en el tiempo, aún cuando no es una prueba firmemente establecida se

espera mucho de ella en el futuro.

• Conteos del número de cúmulos: esta prueba usa el conteo de la densidad del número

de objetos colapsados, como los cúmulos de galaxias, para probar la dinámica de la

formación de las estructuras del universo.

El desaf́ıo con estas pruebas observacionales es usarlas de forma combinada, tratando de

restringir el espacio de los parámetros libres de los modelos bajo estudio. En este sentido

queda mucho trabajo por hacer y hoy, diez años después de ser cambiado de forma radical

el entendimiento sobre el estado presente y futuro de universo, no todos los modelos han

sido puestos bajo la lupa de estas pruebas y por lo tanto, confirmados o descartados.

A pesar de los éxitos de la enerǵıa oscura, sus propiedades f́ısicas aún no son muy conocidas

a un nivel fundamental. De ella sólo conocemos que es una componente que no muestra

capacidad de aglomeración y que es la responsable de la expansión acelerada del universo

[32, 33]. Estas consideraciones han motivado un reciente interés hacia otras aproximaciones

diferentes a la enerǵıa oscura.

¿Es la enerǵıa oscura o las modificaciones a las leyes de la gravedad? Quizás esta debió ser

la primera pregunta por responder, pero sin dudas, es la más crucial.

En lugar de introducir una nueva y misteriosa componente, se ha sugerido que las leyes

de la gravedad quizás no puedan ser aplicadas con precisión cuando son extrapoladas a
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grandes escalas. La analoǵıa es hecha frecuentemente a los esfuerzos, del siglo XIX, para

explicar el salto del perihelio de Mercurio mediante la introducción de un planeta oscuro

llamado Vulcan. Al final, la solución al problema fue realmente cambiar las leyes de la

gravedad (de la newtoniana a la Relatividad General) en lugar de introducir una nueva

componente en forma de planeta.

Numerosos modos de modificar la gravedad han sido considerados, pero todas estas teoŕıas

deben ser restringidas y ser capaces de recuperar a la Relatividad General en las escalas

del sistema solar, donde esta última ha sido bien comprobada [34, 35, 36].

Una de las opciones para modificar la Relatividad General lo constituyen las llamadas

teoŕıas f(R) de gravedad modificada [37, 38, 39]. Estas formas están basadas en la in-

troducción de correcciones al esquema tradicional de Einstein-Hilbert1 y son capaces de

explicar la aceleración cósmica de forma simple por el hecho que algunos términos sub-

dominantes (como 1/R) se convierten en esenciales para curvaturas pequeñas conduciendo

a la expansión actual.

Las teoŕıas f(R) podŕıan además presentar una unificación natural de las fases de in-

flación del universo temprano y de aceleración actual y futura del universo gracias a los

roles diferentes de términos gravitacionales que se hagan relevantes a pequeñas y grandes

curvaturas.

El objeto de esta investigación es profundizar en el conocimiento del origen y la

naturaleza de la expansión acelerada del universo desde la perspectiva de los modelos de

enerǵıa oscura y de teoŕıas f(R) de gravedad modificada, tratando de dar respuesta a las

interrogantes antes formuladas.

Sobre esta base se formulan los siguientes objetivos:

• Estudiar las consecuencias de tomar en cuenta las condiciones de existencia y es-

1este tema es tratado con más profundidad en la sección (3).
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tabilidad de las soluciones de Sitter en las teoŕıas f(R) aśı como la equivalencia

dinámica de estas teoŕıas con los modelos de enerǵıa oscura.

• Investigar cómo el proceso de formación de estructuras, en sus reǵımenes lineal y no

lineal, puede contribuir a discriminar entre diferentes modelos de enerǵıa oscura.

Teniendo en cuenta los objetivos anteriores se plantean las siguientes hipótesis:

• Si se selecciona una misma dinámica cósmica es posible construir una teoŕıa f(R)

equivalente a un modelo de enerǵıa oscura compuesta.

• El estudio de las condiciones de existencia y estabilidad de las soluciones de Sitter

permiten discriminar entre teoŕıas f(R) de gravedad modificada.

• Las predicciones relativas a la formación de las grandes estructuras del Universo

permiten restringir el espacio de los parámetros libres de los modelos de enerǵıa

oscura y discriminar entre modelos de enerǵıa oscura con predicciones similares

relativas a la expansión del Universo.

Para trabajar las hipótesis planteadas se obtuvieron las ecuaciones del campo usando

el Principio Variacional. Las soluciones de las ecuaciones de Friedmann se hallaron de

forma numérica, seleccionando, de forma adecuada, las condiciones de frontera para cada

modelo estudiado. Además se hizo uso de la Teoŕıa de las Perturbaciones Cosmológicas

para trabajar los reǵımenes lineales y no lineales en la evolución de las sobredensidades.

La novedad de esta investigación radica en los siguientes resultados:

• Se obtiene por primera vez una teoŕıa f(R) a partir de una dinámica de un modelo

de enerǵıa oscura compuesta (quintaesencia + constante cosmológica negativa), eva-

diéndose, de este modo, los problemas asociados a la constante cosmológica negativa

[40, 41].

• Se demuestra la existencia de una clase de modelos que exhiben una descripción
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unificada de la evolución del Universo: inflación de tiempo temprano a expansión

acelerada de tiempo tard́ıo. También se demuestra que una amplia variedad de

modelos no son capaces de exhibir soluciones de Sitter estables [42].

• Se refinan en buena medida el espacio de los parámetros libres de dos modelos

de quintaesencia, ambos con potenciales doble exponenciales, basados en la Teoŕıa

de Einstein y de Brans-Dicke [43]. Se obtiene que un tercer modelo de enerǵıa

oscura compuesta es capaz de reproducir, razonablemente bien, las predicciones de

la formación de estructuras en su régimen lineal, pero falla en el régimen no lineal

para corrimientos al rojo mayores que la unidad [44].

Esta Tesis está estructurada de la siguiente forma: En el Caṕıtulos 1 se hace una breve

revisión acerca del Modelo Cosmológico Estándar y de la Relatividad General. Una in-

troducción a las teoŕıas de gravedad modificada es desarrollada en el Caṕıtulo 2. En el

Caṕıtulo 3 se deriva una teoŕıa f(R) a partir de conocer la dinámica de un modelo de

enerǵıa oscura compuesta. En el Caṕıtulo 4 se hace un estudio de la existencia y estabili-

dad de las soluciones de Sitter para una amplia variedad de teoŕıas f(R). Finalmente, en el

Caṕıtulo 5 se estudian varios modelos de enerǵıa oscura desde la perspectiva de la forma-

ción de estructuras en el régimen lineal y no lineal. Las Conclusiones, Recomendaciones,

Referencias Bibliográficas y Anexos se ubican a continuación.



2. COSMOLOGÍA EN POCAS

PALABRAS

La comprensión de la génesis y evolución del Universo es uno de los grandes éxitos de la

ciencia del siglo XX. Este conocimiento proviene de décadas de creativos experimentos y

teoŕıas. Los telescopios modernos en la tierra y en el espacio detectan la luz de galaxias

alejadas millones de años luz de nosotros, mostrando como el Universo lućıa cuando era

joven. Los aceleradores de part́ıculas prueban la f́ısica básica de las condiciones de altas

enerǵıas del Universo temprano. Los satélites detectan la radiación cósmica de fondo,

testigo sobreviviente de los estados iniciales de la expansión, suministrando una imagen del

Universo en la mayor escala que podemos observar. Los mejores esfuerzos encaminados a

explicar esta riqueza de datos es una teoŕıa conocida como Modelo Cosmológico Estándar.

En este Caṕıtulo se introducen, brevemente, las bases fundamentales de la Cosmoloǵıa.

2.1. Cosmoloǵıa del Big Bang

En 1922 el teórico ruso Alexander A. Friedmann se dio cuenta que la descripción del

Universo, de acuerdo a las ecuaciones de Einstein, era inestable: pequeñas perturbaciones

podŕıan causar que se expandiera o se contrajese. Por esa época, Vesto M. Slipher del

7
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Observatorio Lowell recolectaba la primera evidencia de que las galaxias se estaban, en

realidad, alejando. Entonces, en 1929, el eminente astrónomo Edwin P. Hubble mostró que

la velocidad con que las galaxias de alejan de nosotros es aproximadamente igual a la

distancia que nos separa.

La existencia de un Universo que se expande implica que el cosmos ha evolucionado,

desde un estado de una densidad muy elevada de materia, hacia uno caracterizado por

una amplia propagación de galaxias. Fred Hoyle, un cosmólogo inglés, fue el primero en

llamar a este proceso Big Bang. Hoyle teńıa originalmente la intensión de desacreditar a

esta teoŕıa, pero el nombre fue tan contagioso y las observaciones tan contundentes que

ganó gran popularidad [45].

Es un hecho bien establecido que la Teoŕıa del Big Bang está sustentada en tres pilares

observacionales:

• la expansión de Hubble observada en el corrimiento al rojo de las galaxias,

• las mediciones detalladas de la Radiación Cósmica de Fondo,

• la abundancia de los elementos ligeros producidos durante la Nucleośıntesis Primor-

dial.

Veamos brevemente los detalles de cada uno de ellos:

Ley de Expansión de Hubble

Las observaciones de las galaxias y quásares distantes muestran que la luz que proviene

de estos objetos están corridas al rojo, esto significa que la luz emitida desde ellas se

han movido hacia mayores longitudes de onda. Este corrimiento de la frecuencia, o efecto

Doppler, es proporcional a la velocidad relativa entre el emisor y la fuente y por lo tanto,

puede ser usado para medir la velocidad a un objeto remoto. Cuando se construye un

diagrama de estas velocidades contra las distancias de los objetos se observa una relación
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lineal conocida como Ley de Hubble:

v = H0D, (2.1)

donde v es la velocidad de alejamiento de la galaxia y otro objeto distante, D es la

distancia al objeto y H0 = 71,9+2,6
−2,7 km/s/Mpc es el valor del parámetro de Hubble hoy en

d́ıa [6].

La Ley de Hubble observada tiene dos posibles explicaciones. La primera es que somos

observadores privilegiados y nos encontramos en el centro de una explosión de galaxias,

lo cual es inaceptable desde el punto de vista del Principio Cosmológico1. La segunda

explicación es que el Universo se está expandiendo uniformemente por todas partes como

una propiedad única del espacio tiempo. Este tipo de Universo en expansión fue desarro-

llado matemáticamente en el contexto de la Teoŕıa General de la Relatividad mucho antes

que Edwin P. Hubble hiciera sus análisis y observaciones, y permanece como la piedra

angular de la Teoŕıa del Big Bang tal y como fue desarrollada por Friedmann-Lemâıtre-

Robertson-Walker.

Radiación Cósmica de Fondo

La Teoŕıa del Big Bang predećıa la existencia de la Radiación Cósmica de Fondo (RCF en

lo adelante), la cual está compuesta por fotones emitidos durante la bariogénesis. Debido

a que el Universo temprano estaba en equilibrio térmico, la temperatura de la radiación

y del plasma fueron iguales hasta que el plasma se recombinó. Antes que los átomos se

formaran la radiación era constantemente absorbida y re-emitida mediante la dispersión

de Compton: el Universo temprano era opaco a la luz. Sin embargo, el enfriamiento debido

a la expansión del Universo le permitió a la temperatura caer eventualmente por debajo

de los 3,000 K, para este momento los electrones y los átomos se combinaron para formar

1este Principio también se conoce como Principio de Copérnico.



2.1. COSMOLOGÍA DEL BIG BANG 10

los átomos y el plasma primordial se convirtió en una gas neutral en un proceso conocido

como recombinación y desacople de los fotones. Un Universo con sólo átomos neutrales le

permite a la radiación viajar sin grandes impedimentos.

Debido a que el Universo temprano estaba en equilibrio térmico, la radiación que proviene

de esa época teńıa un espectro de emisión de cuerpo negro que se ha trasmitido hasta nue-

stros d́ıas, presentando un corrimiento al rojo debido a la expansión de Hubble, reduciendo

la temperatura máxima del espectro de radiación de cuerpo negro.

En 1964, Arno Penzias y Robert Wilson descubrieron accidentalmente la Radiación Cósmi-

ca de Fondo [46]. Su descubrimiento aportó una confirmación sustancial a las predicciones

generales de la RCF. La radiación encontrada correspond́ıa con una distribución isotrópica

y consistente con el espectro de radiación de un cuerpo negro a 3 K aproximadamente.

EN 1989, la NASA lanzó el satélite COBE con la misión de explorar la Radiación Cósmica

de Fondo. Sus hallazgos fueron consistentes con las predicciones de la Teoŕıa del Big Bang

en lo referente a la RCF. El COBE halló que la temperatura de la RCF era de 2,726 K y

determinó que la misma era isótropa con una precisión de 1/105 [47].

Las mediciones más recientes corresponden al satélite WMAP, el cual ha obtenido las

mediciones más precisas de muchos de los parámetros cosmológicos. Las observaciones

de este satélite también han refutado varios modelos espećıficos de inflación, pero los

resultados son consistentes con la teoŕıa inflacionaria en general [6].

Nucleośıntesis Primordial

Usando el modelo del Big Bang es posible calcular las concentraciones de 4He, 3He, 2H

y 7Li como proporción con respecto a la cantidad de hidrógeno ordinario (H). Todas las

abundancias dependen de un único parámetro, la razón de los fotones con respecto a los

bariones. Las predicciones de las abundancias son de: 4He/H ≈ 0,25, 2H/H ≈ 10−3,

3He/H ≈ 10−4 y 7Li/H ≈ 10−9 [48].
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Las mediciones de todas las abundancias coinciden con las predicciones del Big Bang

para un único valor de la razón de los fotones con respecto a los bariones. Este aspecto

es considerado como una fuerte evidencia en favor del Big Bang, como teoŕıa es la única

explicación conocida para las abundancias relativas de los elementos ligeros [49].

Mientras que actualmente casi nadie duda de que el Big Bang ocurrió, en el pasado la

comunidad de cient́ıficos estaba dividida entre aquellos que apoyaban el Big Bang y los

que apoyaban modelos cosmológicos alternativos. A través del desarrollo histórico del

tema, los problemas con la Teoŕıa del Big Bang fueron colocados en el contexto de la

controversia cient́ıfica acerca de cual modelo podŕıa describir mejor las observaciones

cosmológicas. Con el abrumador consenso actual respaldando al modelo del Big Bang,

muchos de esos problemas son recordados como de interés histórico. Las soluciones a ellos

han sido obtenidas a través de modificaciones a la teoŕıa o como resultado de mejorar las

observaciones. Otros problemas, como el de la materia oscura fŕıa, no son considerados

como fatales ya que pueden ser abordados a través de refinamientos ulteriores de la teoŕıa.

Los dos problemas actuales más importantes son2:

a) Materia oscura

En los años 30 del siglo pasado, el astrónomo suizo F. Zwicky observó que en el cúmulo de

Coma hab́ıa aparentemente un déficit de masa [50, 51], al ver que las galaxias del cúmulo

se mov́ıan con velocidades demasiado elevadas, las cuales no pod́ıan ser explicadas con la

masa observada. Estas observaciones quedaron un tanto olvidadas hasta que, en los años

70, Vera Rubin y sus colaboradores observaron algo semejante en las galaxias [52]. Estas

observaciones mostraron que deb́ıa existir una cantidad enorme de materia no visible

en las galaxias para que estas pudieran mantener su equilibrio. En la actualidad se han

observado miles de galaxias comprobando que la discrepancia existe normalmente. En los

2una lista completa de todos los problemas, históricos y actuales, de la Teoŕıa del Big Bang se pueden
encontrar en [30].
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cúmulos de galaxias la discrepancia es semejante a la observada en las galaxias, pero más

pronunciada.

Esto condujo a la idea de que hasta un 90 % de la materia en el Universo no es materia

común o bariónica, sino materia oscura. En los inicios su presencia era polémica debido a

su naturaleza oscura, sin embargo, hoy es parte aceptada de la cosmoloǵıa estándar aún

cuando se ha detectado, únicamente, a través de su huella gravitacional. A nivel de labo-

ratorio no ha sido encontrada ninguna part́ıcula que le pueda corresponder, no obstante,

varios candidatos de la f́ısica de part́ıculas pujan por ser los elegidos. La respuesta a cual

será la part́ıcula que pueda encajar dentro de la materia oscura quizás demore algunos

años más, por el momento es un ingrediente fundamental en la Teoŕıa del Big Bang.

b) Enerǵıa oscura

A finales de los años 90 del siglo pasado dos equipos de cazadores de supernovas lidera-

dos por Saul Perlmutter y Brian Schmidt reportaron que la expansión del Universo era

acelerada [53, 54, 55]. Para explicar esta aceleración, la Teoŕıa General de la Relatividad

necesita que una gran parte del Universo consista en un componente energético con gran

presión negativa. Este problema parece tener relación con el hecho que el Universo es

plano, tal y como indica la RCF, y que la densidad de masa del Universo es aproximada-

mente de un 30 % de la densidad cŕıtica [14]. El 70 % restante se cree corresponde a esa

componente misteriosa responsable de la fase actual de expansión acelerada y que es lla-

mada enerǵıa oscura. Aún cuando se manejan varios candidatos tales como: la constante

cosmológica, los campos escalares, los campos fantasmas, etc, la naturaleza de la enerǵıa

oscura continúa siendo un misterio.
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2.2. Teoŕıa General de la Relatividad vs descripción del

Universo

El Universo puede ser visto desde varios puntos de vista: mı́sticos, teológicos, filosóficos o

cient́ıficos. En la ciencia se sigue el camino dif́ıcil: se aceptan solamente aquello que pueda

ser probado por los experimentos o por la observación. Albert Einstein dejó como legado

la bien probada y aceptada Teoŕıa General de la Relatividad, la cual establece la relación

entre la masa, la enerǵıa, el espacio y el tiempo, a partir de la cual se puede estudiar la

dinámica de la expansión del Universo.

La Teoŕıa de la Relatividad General está basada en tres principios fundamentales:

• El Principio General de la Relatividad : Las leyes de la f́ısica deben ser las mismas

para todos los observadores (inerciales o no).

• El Principio General de la Covarianza: Las leyes de la f́ısica deben tomar la misma

forma en todos los sistemas de coordenadas.

• El Principio de la Invarianza Local de Lorentz : Las leyes de la relatividad especial

se aplican localmente para todos los observadores inerciales.

Conjuntamente con esto principios, Einstein propuso que el espacio-tiempo está curvado

por la interacción de este con la densidad de masa y enerǵıa contenida en él. Esta curvatura

permite explicar los efectos gravitacionales como movimientos inerciales a través de las

trayectorias geodésicas del espacio-tiempo.

Las ecuaciones del campo de Einstein se pueden escribir como:

Rµν −
R

2
gµν =

8πG

c4
Tµν + Λgµν , (2.2)

donde Rµν es el tensor de curvatura de Ricci, R es el escalar de curvatura, gµν es el
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tensor métrico, Tµν es el tensor de enerǵıa-momentos, c es la velocidad de la luz y G es

la Constante de Gravitación Universal y los ı́ndices griegos se definen como µ = 0, i y

ν = 0, j y los latinos como i, j = 1, 2, 3. El último término de la derecha, Λ, es la constante

cosmológica, que inicialmente fue introducida por Einstein para que las soluciones a sus

ecuaciones reprodujeran un Universo estático. En estas ecuaciones se percibe la relación

entre la geometŕıa del espacio-tiempo (parte izquierda) y el contenido de masa-enerǵıa

(parte derecha) del Universo.

Con el objetivo de poder hallar las cantidades covariantes implicadas en la ecuación (2.2),

se define la métrica que caracterizará el espacio-tiempo. De acuerdo al Principio Cos-

mológico el Universo es homogéneo e isótropo para grandes escalas. La métrica más general

para tal espacio-tiempo de cuatro dimensiones (4D en lo adelante) es la de Friedmann-

Robertson-Walker (FRW), para la cual, el elemento de ĺınea que mide la distancia entre

dos puntos cercanos, se define como:

ds2 = −dt2 + a2(t)

[
1

1 −Kr2
dr2 + r2dΩ2

]
, (2.3)

donde t es el tiempo cosmológico, a(t) es el factor de escala (magnitud que permite dar

una medida de la evolución de las distancias entre dos puntos fijos en una sección espacial

dada), K es el parámetro de curvatura de la sección espacial dada, r es la coordenada

radial, mientras que:

dΩ2 = dθ2 + sin2(θ)dϑ2, (2.4)

donde θ es la coordenada azimutal y ϑ es la coordenada angular polar.

A partir de la métrica y de sus derivadas podemos construir los objetos covariantes que

caracterizan la geometŕıa del espacio tiempo3. Tanto el tensor como el escalar de Ricci4

3la métrica del espacio-tiempo tiene signatura (-,+,+,+). Las métricas con signaturas como estas se
llaman Lorentzianas o también pseudo-Riemannianas.

4el escalar de Ricci se construye como la contracción R ≡ gµνRµν del tensor de Ricci.
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son construidos a partir de la métrica a través de:

Rµν ≡ Γα
µν,α − Γα

µα,ν + Γα
αλ − Γα

µλΓ
λ
α,ν , (2.5)

donde Γ esta asociado a las conexiones de Levi-Civita de la métrica (estas Γ también son

conocidas por el nombre de śımbolos de Christoffel). Esto śımbolos son obtenidos a través

de las derivadas parciales de la métrica con respecto a las coordenadas:

Γα
βγ ≡ 1

2
gαλ (gλβ,γ + gλ,γ,β − gβλ,γ) . (2.6)

Con ayuda de los śımbolos de Christoffel se construye la derivada covariante, en el caso

de un vector arbitrario Vβ se define como:

∇αVβ =
∂Vβ

∂xα
− Γλ

αβVλ, (2.7)

aplicada al tensor de enerǵıa momentos Tµν obtenemos la generalización de la ley de

conservación de enerǵıa y momentos en forma covariante:

∇µTµν = 0. (2.8)

2.3. Modelos de la expansión del Universo con inclusión

de la enerǵıa oscura

Dentro de la pléyade de modelos, con base en la inclusión de la enerǵıa oscura, que explican

la expansión del Universo, el más conocido es el ΛMOF.

Tomando como elemento de partida la métrica FRW dada por el elemento de ĺınea (2.3)
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ENERGÍA OSCURA 16

y resolviendo las ecuaciones de Einstein (2.2), se obtiene que las dos únicas componentes

no nulas son: (0 − 0) y (i− j).

La componente (0 − 0) aporta la ecuación de Friedmann:

H2 =
8πG

3
ρm +

Λ

3
− K

a2
, (2.9)

donde ρm es la densidad de materia oscura y se ha introducido al parámetro de Hubble

a través de su definición con respecto al factor de escala H = ȧ/a, significando el punto

derivación con respecto al tiempo cosmológico. La constante cosmológica se relaciona con

la densidad de enerǵıa del vaćıo como:

ρvac = Λ/8πG. (2.10)

La ecuación (2.9) también puede ser escrita de la siguiente forma:

Ω(t) − 1 =
K

(aH)2
, (2.11)

donde Ω(t) ≡ ρ(t)/ρc es el parámetro adimensional de la densidad de enerǵıa y

ρc = 3H2(t)/8πG es la densidad cŕıtica. El contenido material claramente determina

la geometŕıa espacial del Universo:

Ω > 1 o ρ > ρc → K = +1, (2.12)

Ω = 1 o ρ = ρc → K = 0, (2.13)

Ω < 1 o ρ < ρc → K = −1, (2.14)

Las observaciones han mostrado que el Universo actual esta muy cercano a la geometŕıa

espacial plana (Ω ≈ 1) [6]. Por lo que, en lo adelante se considera que el Universo es plano
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(K = 0).

La otra componente no nula de las ecuaciones de Einstein (2.2) aporta la ecuación de

Raychaudhuri:

ä

a
= −4πG

3
(ρm + 3pm) +

Λ

3
, (2.15)

donde el término pm representa la presión de la materia oscura. Por otro lado se nota

que la constante la cosmológica da lugar a una fuerza repulsiva que puede contrarrestar

la atracción gravitacional generada por la materia oscura. De esta ecuación la condición

para que ocurra una expansión acelerada se verifica si Λ > 4πG (ρm + 3pm)

De la conservación del tensor de enerǵıa-momentos (2.8) se obtiene la ecuación de con-

tinuidad:

ρ̇m + 3H(ρm + pm) = 0. (2.16)

Se puede apreciar que (2.9) y (2.16) forman un sistema de ecuaciones independientes y

al mismo tiempo hay que lidiar con tres incógnitas: a, ρm y pm. Por lo que es necesario

proponer una ecuación de estado que relacione a ρm y pm
5:

ωm =
pm

ρm

, (2.17)

en el caso particular de la materia oscura ωm = 0, lo que implica que pm = 0. La constante

cosmológica está caracterizada por ωΛ = −1, esto implica que pΛ = −ρΛ por lo que esta

componente viola la llamada condición fuerte de enerǵıa (ρ+ p ≥ 0) ya que:

ρΛ + 3pΛ = −2ρΛ < 0. (2.18)

La idea f́ısica del modelo está basada en que una vez que la materia se desacopla de

5todo el desarrollo anterior es válido si además de la materia oscura se considera otro fluido de fondo,
como por ejemplo la radiación. En ese caso se toma en cuenta que ωrad = 1/3.
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la radiación, esto ocurre un instante de tiempo después que ρm = ρrad, la densidad de

materia oscura comienza a dominar la dinámica del Universo6 y lo hace con una expansión

desacelerada. A medida que el Universo continúa con su expansión la ρm va disminuyendo,

mientras que la densidad de enerǵıa de la constante cosmológica permanece constante. A

partir del momento en que ρm < Λ/4πG, la expansión se torna acelerada. Ese momento,

de acuerdo a las observaciones, ocurrió para un tiempo cercano al actual (corrimiento al

rojo aproximadamente igual a z = 0,5).

A pesar de las bondades desde el punto de vista observacional de este modelo, que no por

gusto se llama también Modelo de Concordancia, el mismo presenta tres problemas serios:

i) Problema del ajuste fino. El valor de la constante cosmológica debe ser ajustado de

forma tal que que su valor esté entre −10−47 < Λ < −1047 para que sea capaz de describir

el Universo tal y como es hoy.

ii) Problema de la constante cosmológica. Existe una discrepancia de 123 órdenes

de magnitud entre el valor teórico y el observado para ρΛ.

iii) Problema de de la coincidencia. ¿Será una coincidencia que las densidades de

enerǵıa de la materia oscura y la enerǵıa oscura sean del mismo orden hoy en d́ıa?

Los problemas antes mencionados pueden ser suavizados e incluso alguno de ellos evadido

si se consideran otras alternativas a la constante cosmológica, como por ejemplo los campos

escalares. Una revisión exhaustiva sobre la dinámica de los modelos de enerǵıa oscura

puede ser encontrada en [32].

6como ρrad ∝ a−4 y ρm ∝ a−3 la radiación se diluye más rápido con la expansión.



3. TEOŔIAS DE GRAVEDAD

MODIFICADA

¿Puede la aceleración del Universo actual ser la primera señal de una insuficiente compren-

sión de las interacciones gravitacionales? Después de presentar en el Caṕıtulo precedente

los aspectos más generales de la Relatividad General y de la Cosmoloǵıa actual, ahora, la

atención estará enfocada en un grupo de teoŕıas de gravedad modificada en las que podŕıa

descansar la respuesta a la pregunta anterior.

3.1. Teoŕıas escalares-tensoriales de gravitación

Uno de los pioneros en la discusión de las bases conceptuales de las teoŕıas de gravitación

ha sido Dicke. En 1961 motivado por el principio de Mach introdujo, junto a su estudiante

Carls Brans, lo que hoy es conocido como la Teoŕıa de Brans-Dicke [56, 57]. Esta teoŕıa

incluye, además de la métrica, también un campo escalar.

La acción de Brans-Dicke en el marco de Jordan (MJ) es:

SMJ
BD =

1

16πG

∫
d4x

√−g
[
φR− ω0

φ
(∂µφ∂

µφ)

]
+ SM(gµν , ψ), (3.1)

donde φ es el campo escalar, ω0 es el parámetro de Brans-Dicke y G es la Constante

19
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Gravitacional de Newton. Es importante notar que φ no está presente en la acción de la

materia, es decir el campo escalar no está acoplado con la materia, pero si lo está, de

forma no mı́nima, a la gravedad.

Es apreciable de la acción (3.1) porque la Teoŕıa de Brans-Dicke puede ser considerada

como una teoŕıa con una constante gravitacional variable, ya que se siempre se puede

definir una constante gravitacional efectiva:

Geff =
G

φ
. (3.2)

En consecuencia, esta teoŕıa puede ciertamente ser pensada como una manifestación de

la formulación del principio de Mach hecho por Dicke.

Esta teoŕıa puede ser generalizada a lo que comúnmente se conoce como Teoŕıa Escalar-

Tensorial de Gravitación. La acción general para esta teoŕıa es:

SMJ
BD =

1

16πG

∫
d4x

√−g
[
φR− ω(φ)

φ
(∂µφ∂

µφ) − V (φ)

]
+ SM(gµν , ψ), (3.3)

donde V (φ) es el potencial del campo escalar φ y ω(φ) es una función de φ. La acción (3.1)

puede ser recuperada si fijamos ω(φ) = ω0 y excluimos al término V (φ). Es importante

aclarar que la Teoŕıa de Brans-Dicke y cualquier otra versión de la Teoŕıa Escalar-Tensorial

son teoŕıas métricas de gravedad: el campo escalar no está acoplada directamente con la

materia y debido a esto la materia sólo responde a la métrica. El rol del campo escalar

es justamente intervenir en la generación de la curvatura del espacio-tiempo asociado con

la métrica [58]. Los campos escalares acoplados no mı́nimamente con la gravedad están

presentes en las acciones efectivas de bajas enerǵıas de teoŕıas más fundamentales, tales

como la Teoŕıa de Cuerdas [59, 60].
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3.1.1. Ecuaciones del Campo

Con ayuda del principio variacional se obtiene las siguientes ecuaciones del campo:

Gµν =
8πG

φ
Tµν +

w(φ)

φ2

(
∇µφ∇νφ− 1

2
gµν∇λφ∇λφ

)
+

1

φ
(∇µ∇νφ−gµν2φ)− V

2φ
gµν , (3.4)

2φ = − φ

2ω
(R− V ′) − 1

2
∇µφ∇µφ

(
w′(φ)

w(φ)
− 1

φ

)
, (3.5)

donde Gµν = Rµν − 1
2
gµνR es el tensor de Einstein, Tµν ≡ −2√

−g
δSM

δgµν es el tensor de

enerǵıa-momento, ∇ indica diferenciación covariante, 2 ≡ ∇µ∇µ y la prima (′) deno-

ta diferenciación con respecto al argumento.

Con ayuda de una transformación conforme de la métrica del espacio-tiempo, la Teoŕıa

Escalar-Tensorial puede ser reformulada en el marco de Einstein (ME), donde el acoplamien-

to entre el campo escalar y la curvatura desaparecen (las ecuaciones del campo se escriben

de forma más secilla), pero en su lugar, el acoplamiento entre el campo escalar y la materia

es no mı́nimo. La acción escrita en el marco de Einstein se escribe de la siguiente forma:

SME
BD =

1

16πG

∫
d4x

√−g
[
R−

(
ω +

3

2

)
(∇φ)2 − V (φ)

]
+ e2φSM(gµν , e

−φ). (3.6)

3.2. Teoŕıas f(R)

Una clase diferente de enfoque que se desv́ıa de la Teoŕıa General de la Relatividad son

las llamadas teoŕıas f(R) de gravedad modificada, las cuales se obtienen mediante una

generalización directa del lagrangiano en la acción de Einstein-Hilbert:

SEH =
1

2k

∫
d4x

√−gR, (3.7)
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donde k = 8πG (G es la Constante Gravitacional), c = ~ = 1 y R es el escalar de Ricci,

para convertirse en una función general de R:

SEH =
1

2k

∫
d4x

√−gf(R). (3.8)

La introducción de estas modificaciones están motivadas por muchas razones, entre ellas

podemos mencionar que cuando son tomadas en cuenta la teoŕıa de cuerdas o correcciones

cuánticas, la acción efectiva de bajas enerǵıas para la gravedad admite invariantes de

curvatura de órdenes superiores [61].

Por otro lado, más recientemente se ha sugerido que la actual expansión acelerada del

Universo podŕıa tener su origen, entre otras muchas posibilidades, en correcciones a las

ecuaciones de movimiento de la Relatividad General, generadas por contribuciones no li-

neales del escalar de curvatura R en el lagrangiano puramente gravitacional de las teoŕıas

f(R) [62, 63, 64, 65]. Esta última motivación tiene el incentivo adicional de no tener que

recurrir a componentes exóticas (por ejemplo: la enerǵıa oscura o la constante cosmológica

y los problemas que de ellas se derivan). Sin embargo, se ha demostrado que los experi-

mentos del sistema solar parecen descartar las teoŕıas f(R) que son capaces de acomodar

la expansión acelerada que se observa hoy en d́ıa [66, 67, 68]1. La demostración de este

último aspecto descansa en la expansión, en el ĺımite de campos débiles, del lagrangiano

f(R) y el consecuente cálculo de las contribuciones post-newtonianas de los coeficientes

afines [66, 67, 68, 38].

Sin embargo, aún cuando las teoŕıas f(R) no sean un alternativa viable para explicar

el estado actual de la expansión acelerada del Universo, su relevancia para estudiar la

inflación de tiempo temprano [71] podŕıa constituir un est́ımulo adicional en el interés por

estas alternativas a la Relatividad General.

1una revisión profunda de este tópico puede ser encontrada en [39, 38, 69, 70].
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El prototipo de acción de las teoŕıas f(R) es el modelo [72, 65]:

f(R) = R− µ4

R
, (3.9)

donde µ es una escala de masa del orden del valor hoy en d́ıa del parámetro de Hubble

µ ≈ H0 ≈ 10−33 eV. A pesar de estar excluido debido a su ĺımite de campos débiles [73]

y la inestabilidad de sus soluciones [74], este modelo muestra la idea subyacente de los

modelos f(R) de gravedad modificada: el término 1/R es despreciable en comparación con

R para los grandes valores de la curvatura correspondientes a un Universo temprano y

entra en acción sólo cuando R → 0, tarde en la historia del Universo.

3.2.1. Ecuaciones del Campo

Las teoŕıas f(R) de gravedad modificada se dividen en tres grupos, en dependencia de la

forma en que se obtienen las ecuaciones del campo:

• formalismo métrico

• formalismo de Palatini

• formalismo métrico-conexiones afines

en lo adelante sólo se muestra el primero de ellos2. En el formalismo métrico y añadiendo

la acción de la materia, la ecuación (3.8) se transforma en:

Smetric =
1

2k

∫
d4x

√−gf(R) + Smateria, (3.10)

2una revisión detallada de los dos últimos formalismos puede ser encontrada en [38].
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y aplicando el principio variacional se obtienen las siguientes ecuaciones del campo:

f ′(R)Rµν −
f(R)

2
gµν = ∇µ∇νf

′(R) − gµν2f
′(R) + kTµν , (3.11)

donde la prima (′) denota diferenciación con respecto a R. Los primeros dos términos

de la derecha introducen derivadas de cuarto orden de la métrica, de aqúı el nombre de

teoŕıas de gravedad de cuarto orden con que algunas veces se denomina a estas teoŕıas.

La traza de la ecuación (3.11) conduce a:

32f ′(R) +Rf ′(R) − 2f(R) = kT, (3.12)

donde T ≡ T µ
µ es la traza del tensor de enerǵıa-momento de la materia. Esta ecuación

diferencial de segundo orden para f ′(R) difiere profundamente de la traza de la ecuación

de Einstein R = kT , la cual, en cambio, relaciona algebraicamente al escalar de Ricci con

T.

Formalmente se puede reescribir la ecuación del campo (3.11) en la forma de una ecuación

de Einstein efectiva como:

Gµν = k
(
Tµν + T (eff)

µν

)
, (3.13)

donde

T (eff)
µν =

1

k

[
f(R) −Rf ′(R)

2
gµν + ∇µ∇νf

′(R) − gµν2f
′(R)

]
, (3.14)

es un tensor de enerǵıa momento efectivo debido a términos geométricos. Como es usual

cuando se adopta este tipo de procedimiento, T
(eff)
µν no satisface ninguna condición ener-

gética y la densidad de enerǵıa efectiva no se define, en general, como una cantidad posi-

tiva. De estas ecuaciones se infiere que en las teoŕıas f(R) de gravedad es también posible

definir un acoplamiento gravitacional efectivo Geff ≡ G/f ′(R), de un modo análogo a
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como es hecho en las Teoŕıas Escalares Tensoriales vistas en la sección anterior. En con-

secuencia, f ′(R) debe ser una cantidad positiva con el propósito de que el gravitón porte

enerǵıa cinética positiva.

Para una métrica plana de FRW (2.3) las ecuaciones del campo de la cosmoloǵıa f(R)

toman la forma:

H2 =
k

3f ′(R)

[
ρmateria +

Rf ′(R) − f(R)

2
− 3HṘf ′′(R)

]
, (3.15)

2Ḣ + 3H2 = − k

f ′(R)

[
pmateria + f ′′′(R)

(
Ṙ
)2

+ 2HṘf ′′(R) + R̈f ′′(R)+

+
f(R) −Rf ′(R)

2

]
, (3.16)

donde el punto ( ˙ ) denota diferenciación con respecto al tiempo comóvil.

3.3. Mundos Branas

Otra de las ideas que se ha propuesto en los últimos años, es la concerniente a que

el Universo observable pudiera ser una hipersuperficie tipo 1 + 3 (llamada brana), que

está empotrada en un espacio-tiempo de dimensión D > 4 (bulk por su nombre en in-

glés). Es común en estos modelos que las part́ıculas y campos del modelo estándar estén

atrapados en la brana, mientras que la gravedad, comportándose como una verdadera

interacción universal, es libre de poder acceder al bulk.

Las motivaciones para introducir este nuevo punto de vista vienen del hecho que para

enerǵıas suficientemente altas (ĺımite ultravioleta), la Teoŕıa General de la Relatividad

(en lo adelante TGR) deja de funcionar y debe ser sustituida por una Teoŕıa Cuántica de
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la Gravedad. Esta nueva teoŕıa debe eliminar las singularidades predichas por la TGR, por

ejemplo: las relacionada con el Big Bang. Además deben aparecer correcciones apreciables

a la TGR cuando crucemos la escala que marca la transición hacia la gravedad cuántica.

En este sentido el estudio de los modelos fenomenológicos de branas puede ayudar a

apreciar la magnitud de estás correcciones.

Por otro lado, los modelos de branas también pueden introducir correcciones a la TGR

en el ĺımite de bajas enerǵıas (ĺımite infrarojo), debido al escape de la gravedad hacia la

dimensión extra (fuga hacia el bulk) lo cual conlleva a que se pueda obtener, de forma

natural, un Universo con expansión acelerada.

3.3.1. Modelos Randall-Sundrum 2 (RS2)

Los modelos de branas de Randall-Sundrum (RS ) tienen un impacto apreciable en la

cosmoloǵıa del Universo temprano, en particular, sobre el paradigma inflacionario. Una

caracteŕıstica distintiva de una cosmoloǵıa de campo escalar confinado en una brana RS

es que la velocidad de expansión del Universo difiere, a altas enerǵıas, de la vaticinada por

la TGR. Esto es debido a un término cuadrático en la densidad de enerǵıa, el cual produce

un incremento en la fricción que actúa sobre el campo escalar. Esto quiere decir que, en

la cosmoloǵıa de mundos branas de RS, la inflación es posible para una variedad más

amplia de potenciales que los presentes en el modelo cosmológico estándar [75]. Incluso

potenciales que no son lo suficientemente planos, desde el punto de vista del paradigma

inflacionario convencional, pueden producir inflación. Para enerǵıas suficientemente bajas

(mucho menores que la tensión de la brana), el comportamiento cósmico estándar es

recuperado antes de la escala de la nucleośıntesis primordial (T≈ 1 MeV ) ocurriendo una

salida natural de la inflación ya que el potencial es acelerado hacia la cuesta del potencial

de auto-interacción [76]. Por otro lado el mismo campo escalar puede jugar el papel de
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quintaesencia y explicar el proceso de la expansión acelerada del Universo, toda vez que el

campo de inflatón no necesariamente decae durante la inflación en los modelos de branas

RS2 [76, 77, 78, 79, 80, 81, 82]

El modelo RS2 se compone de una sola brana dotada de una tensión positiva λ, donde

están confinados los grados de libertad del Modelo Estándar y que se empotra es un

espacio tiempo 5D anti-de Sitter (bulk con constante cosmológica negativa). Para este

modelo la ecuación generalizada de Friedmann en la brana considerando una métrica

FRW es3:

H2 =
κ2

6
ρbulk +

κ4

36
ρ2

brana +
ǫ

a4
− K

a2
, (3.17)

si se define 8πGN = κ4λ/6 y si en la densidad de materia de la brana se toma en cuenta

la contribución de la tensión de la brana ρbrana = λ + ρT , donde ρT es la densidad de la

materia atrapada en la brana, entonces la ecuación anterior queda como:

H2 =
κ2

6

(
ρbulk +

κ2

6
λ2

)
+

8π

3
GN

(
ρT +

ρ2
T

2λ

)
+

ǫ

a4
− K

a2
, (3.18)

si se tiene en cuenta la condición impuesta a su modelo por Randall y Sundrum (con el

objetivo de recuperar la gravedad estándar) en relación a que la constante cosmológica

negativa del bulk esté ajustada finamente con relación a la tensión de la brana de forma

tal que ρbulk = −κ2λ/6 entonces el primer término de la derecha se anula quedando

finalmente la ecuación de Friedmann generalizada para la brana como:

H2 =
8π

3
GNρT

(
1 +

ρT

2λ

)
+

ǫ

a4
− K

a2
, (3.19)

donde el término ǫ/a4 se asocia con la reacción del bulk al ser influenciado por la gravedad

de la brana, el mismo usualmente se llama radiación oscura por la forma en que evoluciona

3ver [83] para una descripción detallada de la obtención de estas ecuaciones.
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con el factor de escala (a−4). Este término decae muy rápidamente con la expansión y

bajo este argumento podŕıa ser despreciado.

Otro aspecto importante a señalar con relación a la ecuación (3.19) es que se diferencia de

la ecuación de Friedman de la TGR en el término que muestra una dependencia cuadrática

con relación a la densidad de enerǵıa de la materia atrapada en la brana, ρT . Para tiempos

tempranos de la evolución cósmica ρT ≫ λ, lo cual implica que ρT/2λ ≫ 1 y con ello el

parámetro de Hubble evoluciona de forma proporcional a la densidad de materia atrapada

en la brana:H ∝ ρT . A medida que avanza la evolución del Universo la densidad de enerǵıa

de la materia se diluye y para tiempos tard́ıos, cuando ρT ≪ λ entonces ρT/2λ ≪ 1 y

H ∝ ρ
1/2
T recuperándose el comportamiento estándar de la Relatividad General.

Finalmente si se desprecia el término de la radiación oscura y se considera el caso K = 0,

correspondiente a una métrica plana en la brana, las ecuaciones de Einstein generalizadas

para los modelos RS2 quedaŕıan como la ecuación de Friedmann:

H2 =
8π

3
GNρT

(
1 +

ρT

2λ

)
, (3.20)

la ecuación de Raychaudhuri:

2Ḣ = −8πGN(ρT + pT )(1 + 2λρT ), (3.21)

donde GN = 1/m2
pl y m2

pl es la masa de 4D efectiva de Planck.

En caso en que la materia atrapada en la brana fuese un campo escalar con un potencial4

de auto interacción arbitrario y un fluido barotrópico el set de ecuaciones lo completaŕıan

la ecuación de Klein Gordon:

φ̈+ 3Hφ̇+
dV

dφ
, (3.22)

4una revisión exhaustiva de la dinámica de los modelos RS2 con campos escalares atrapados en la brana
4D, para una amplia variedad de potenciales de autointeracción, puede ser encontrada en [84].
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y la ecuación de continuidad:

ρ̇m = −3γHρm, (3.23)

donde γ es el ı́ndice barotrópico del fluido.

3.3.2. Modelos de Dvali-Gabadadze-Porrati (DGP)

Otro modelo de mundos branas que ha recibido mucha atención en los últimos años, es el

modelo de Dvali-Gabadadze-Porrati (DGP) [85, 86, 87, 88, 89] . El mismo describe una

brana 4D, empotrada en un bulk 5D tipo Minkowski, que permite introducir modifica-

ciones en el ĺımite infrarrojo (bajas enerǵıas), correspondiente a grandes escalas, para las

leyes de la gravedad. Un ingrediente distintivo de este modelo es la acción inducida de

Einstein-Hilbert sobre la brana, la cual es responsable de recuperar, para escalas moder-

adas, la TGR de Einstein en 4D. La aceleración de la expansión del Universo, para tiempos

tard́ıos, es explicada como consecuencia de la fuga de la gravedad hacia dentro del bulk

para escalas cosmológicas grandes; constituyendo esto un efecto geométrico puramente

5D el cual no está relacionado con ningún tipo de fluido exótico de enerǵıa oscura.

Considerando una métrica FRW plana en la brana, las ecuaciones de Friedmann quedaŕıan

como:

H2 ± H

rc

=
8πG

3
ρ, (3.24)

ρ̇+ 3(ρ+ p)H = 0, (3.25)

donde la segunda de estas es la ecuación de continuidad. Sin embargo, la primera ecuación

es ciertamente una nueva ecuación de Friedmann5 que constituye una modificación de la

ecuación convencional de Friedmann, en 4D, del modelo cosmológico estándar.

5se ha despreciado el término de radiación oscura ǫ/a4 usando los mismos argumento esgrimidos en los
modelos RS2.
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Examinemos en detalle la ecuación (3.24). La nueva contribución del escenario de DGP

es la introducción del término ±H/rc en la parte izquierda de la ecuación de Friedmann

generalizada, donde rc es la longitud de cruce y marca la escala a partir de la cual los efec-

tos 5D se comienzan a hacer apreciables sobre la dinámica 4D. Para tiempos tempranos,

cuando H ≫ rc, se recupera la ecuación de Friedmann estándar, pero para tiempos tard́ıos

en la evolución del Universo el término H/rc es importante y la ecuación de Friedmann

sufre modificaciones de origen extra-dimensional.

La elección del signo representa dos fases cosmológicas distintas. Deffayet [90] fue el

primero que notó la existencia de ambas fases. La primera de ellas, tomando el signo

positivo (+) es comúnmente llamada como fase normal y no muestra aceleración cósmica

inducida de forma espontánea, sino que requiere que exista enerǵıa oscura atrapada en

la brana DGP para que la expansión ocurra a ritmo acelerado. A pesar de esto tiene

algunas caracteŕısticas atractivas, entre ellas el hecho que el parámetro de la ecuación de

estado efectiva ωeff es capaz de cruzar la frontera ωeff = −1 sin tener que recurrir a la

enerǵıa oscura fantasma [91]. La segunda rama es la que posee signo negativo (−). En

ella, la cosmoloǵıa para el Universo temprano se comporta de acuerdo a la ecuación de

Friedmann convencional en 4D, pero para tiempos tard́ıos tiende asintóticamente a una

rama auto-acelerada.

En esta última rama, el modelo DGP provee de una explicación alternativa para acel-

eración cósmica actual. Si tomamos la fase cosmológica auto-acelerada y fijamos la longitud

de cruce (rc) que sea del orden de H−1
0 , donde H0 es el valor actual de la escala de Hubble,

entonces el modelo DGP podŕıa ser el responsable de la aceleración cósmica actual debido

a la existencia de una dimensión extra y las modificaciones a las leyes de la gravedad que

ella introduce.

En caso en que la materia atrapada en la brana DGP fuese un campo escalar autointe-
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ractuante6 y un fluido barotrópico (con densidad de enerǵıa ρm) el set de ecuaciones

quedaŕıa como:

Q2 =
8πG

3

(
ρm +

φ̇2

2
+ V (φ)

)
, (3.26)

ρ̇m = −3γHρm, (3.27)

φ̈+ ∂φV = −3Hφ̇, (3.28)

donde γ es el ı́ndice barotrópico del fluido de fondo, V es el potencial de autointeracción,

φ el campo escalar atrapado en la brana DGP y:

Q2
± ≡ H2 ± H

rc

. (3.29)

6una revisión exhaustiva de la dinámica de los modelos DGP con campos escalares atrapados en la
brana 4D, para una amplia variedad de potenciales de autointeracción, puede ser encontrada en [84].



4. ACELERACIÓN DEL UNIVERSO Y

TEOŔIAS f(R)

Las teoŕıas f(R) de gravedad modificada fueron introducidas en el Caṕıtulo precedente,

como alternativa para explicar la aceleración actual del Universo. El principal problema

en estas teoŕıas radica en la adecuada selección de la función genérica del escalar de Ricci

f(R), debido a que la misma debe cumplir una serie de requisitos para que el modelo

construido sea consistente desde el punto de vista teórico y al mismo tiempo, compatible

con las observaciones y experimentos cosmológicos [92].

El modelo debe, entre otras caracteŕısticas:

• tener una correcta dinámica cosmológica,

• ser compatible, en el ĺımite de campos débiles, con los experimentos del Sistema

Solar (recuperación de la acción de Einstein-Hilbert para curvaturas pequeñas),

• estar libre de fantasmas,

• ser ajustable para ciertas singularidades (por ejemplo la singularidad de Schwarzs-

child)

Una de las opciones desarrolladas en los últimos tiempos para lidiar con estos requeri-

mientos es construir un f(R) a partir de conocer la evolución del parámetro de Hubble

32
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(H(z)) del Universo. En lugar de proponer una teoŕıa y comprobarla con las observaciones

se sigue el camino opuesto: comenzar por las observaciones y determinar que teoŕıa f(R)

es capaz de reproducirlas. En este sentido, se trabaja con el problema inverso.

Aunque este formalismo puede concebirse como un método basado en las observaciones

[63, 93, 94, 95], la aproximación que se mostrará sigue un camino un tanto diferente. Como

se mostró anteriormente para reconstruir la función f(R) lo que se precisa es conocer una

expresión para H(z). Como consecuencia se puede adoptar una expresión para H(z) que

halla sido obtenida como predicción de un modelo de enerǵıa oscura y determinar cual es

el f(R) que brinda la misma evolución del Universo.

Con este fin se selecciona un modelo de enerǵıa oscura compuesta: campo escalar de

quintaesencia + una constante cosmológica negativa, al que se ha llamado modelo quin-

tante. Este modelo propuesto originalmente en [96] está caracterizado por explicar de

forma satisfactoria la presente expansión acelerada del Universo y al mismo tiempo, pre-

decir que está aceleración no será eterna y el Universo terminará en una singularidad tipo

Gran Compresión en un tiempo finito. El ingrediente clave en este modelo es el hecho de

asumir que una de las dos componentes de la enerǵıa oscura es una constante cosmológica

negativa. No obstante sus virtudes desde el punto de vista de la historia de la expan-

sión del Universo, existen dificultades para reconciliar esta última componente dentro del

marco de la Teoŕıa Cuántica del Campo. Motivados por este último aspecto, se usará el

método antes mencionado para obtener una teoŕıa f(R) que tenga las mismas bondades

de este modelo, sin tener que lidiar con los problemas antes mencionados.

El modelo quintante fue sometido recientemente a un refinamiento de sus parámetros

libres usando una amplia variedad de pruebas observacionales [40], garantizando con ello,

una adecuada expresión para H(z).

Los resultados que se muestran en este Caṕıtulo han sido publicados previamente en
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[40, 41].

4.1. Ecuaciones y formalismo básico

Las ecuaciones de Friedmann (3.15) y (3.16) escritas en una forma más compacta1:

H2 =
1

3

[
ρm

f ′(R)
+ ρcurv

]
, (4.1)

2
ä

a
+H2 = −ωcurvρcurv, (4.2)

donde la prima (́) denota derivadas con respecto a R, ρcurv es la densidad de enerǵıa de

un fluido efectivo de curvatura expresada como:

ρcurv =
1

f ′(R)

(
1

2
[f(R) −Rf ′(R)] − 3HṘf ′′(R)

)
, (4.3)

y el factor barotrópico del fluido de curvatura es:

ωcurv = −1 +
R̈f ′′(R) + Ṙ[Ṙf ′′′(R) −Hf ′′(R)]

[f(R) −Rf ′(R)]/2 − 3HṘf ′′(R)
. (4.4)

Asumiendo que no hay interacción entre la materia y el término de curvatura, la ecuación

de continuidad para el fluido efectivo de curvatura queda como [94]:

ρ̇curv + 3H(1 + ωcurv)ρcurv =
3H2

0ΩmṘf
′′(R)

[f ′(R)]2
a−3. (4.5)

1es este Caṕıtulo se usa el sistema de unidades naturales, en las cuales 8πG = c = 1.
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Usando las ecuaciones (4.1) y (4.2) y la definición de H, se puede obtener la ecuación

maestra para la evolución del parámetro de Hubble:

Ḣ = − 1

2f ′(R)
3H2

0Ωma
−3 + R̈f ′′(R) + Ṙ[Ṙf ′′′(R) −Hf ′′(R)], (4.6)

si en la ecuación precedente se inserta la expresión del escalar de curvatura R como función

del parámetro de Hubble:

R = −6(Ḣ + 2H2), (4.7)

se obtiene una ecuación diferencial no lineal de cuarto orden para el factor de escala

a(t), la cual no puede ser resuelta anaĺıticamente ni tan siquiera para los casos más

simples (por ejemplo, f(R) ∝ Rn) a menos que la contribución de la materia oscura sea

despreciada. Por otra parte, aunque técnicamente sea abordable, una solución numérica

para la ecuación (4.6) estaŕıa plagada por una gran incertidumbre, debido a las condiciones

de frontera (valor actual del factor de escala y sus derivadas hasta tercer orden) que deben

ser impuestas para hallar a(t).

Este problema matemático no está presente cuando se obtiene, a partir de la misma

ecuación, el f(R) que es capaz de reproducir un a(t) dado por el modelo bajo estudio. En

este sentido se reagrupan los diferentes términos de la ecuación (4.6) para obtener una

ecuación diferencial lineal de tercer orden en función del tiempo2:

H3(t)
d3f

dt3
+ H2(t)

d2f

dt2
+ H1(t)

df

dt
= −3H2

0ΩmṘ
2a−3(t), (4.8)

con

H1 = 2ḢṘ +HR̈ + 2R̈2Ṙ−1 − d3R

dt3
, (4.9)

2el método desarrollado en [94] usa el corrimiento al rojo, z, como variable de integración ya que es
común en los modelos obtener expresiones anaĺıticas para el parámetro de Hubble como función de z

en lugar del tiempo. Sin embargo, ese no es el caso para el modelo quintante, por lo que extenderá el
análisis usando a t como variable de integración.
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H2 = −(2R̈ +HṘ), (4.10)

H3 = Ṙ, (4.11)

donde se ha introducido la notación f(t) = f [R(t)] y R está dada por la ecuación (4.7).

Para integrar la ecuación (4.8) se necesitan especificar las condiciones de frontera, estas

son más convenientes asignarlas para el tiempo presente.

4.2. Condiciones de Frontera

En las teoŕıas f(R) la constante gravitacional efectiva se define como Geff = G/f ′(R),

donde G es la constante gravitacional de Newton. Su evolución en el tiempo viene dada

por la siguiente expresión:

Ġeff

Geff

= − 1

t0

f ′′(R)

f ′(R)

dR

dt
. (4.12)

Es muy natural asumir que el acoplamiento gravitacional Newtoniano y el efectivo tomen

los mismos valores hoy en d́ıa3, esto se traduce en la siguiente condición:

f ′(R0) = 1. (4.13)

Evaluando la ecuación (4.12) para t = t0 podremos determinar f ′′(R0) siempre que se

conozca una estimación de (Ġeff/Geff )t=t0 . De esta forma se obtiene la condición de

frontera:

f ′′(R0) = −t0
(
Ġeff

Geff

)

obs

(
dR

dt

)−1

. (4.14)

3el sub́ındice 0 indica evaluaciones de las magnitudes involucradas para el tiempo presente.
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Finalmente, insertando las ecuaciones (4.13) y (4.14) en (4.3) y esta última en (4.1) y

evaluando para tiempo presente se obtiene:

f(R0) = 6H2
0

(
1 − Ωm +

R0

6H2
0

)
f ′(R0) + 6H0

(
dR

dt

)

t=t0

f ′′(R0). (4.15)

De las ecuaciones (4.14) y (4.15) las siguientes condiciones de frontera se obtienen de

forma directa:

(
df

dt

)

t=t0

=

(
dR

dt

)

t=t0

f ′(R0), (4.16)

(
d2f

dt2

)

t=t0

=

(
dR

dt

)2

t=t0

f ′′(R0) +

(
d2R

dt2

)

t=t0

f ′(R0), (4.17)

las que deben ser usadas junto a la ecuación (4.15) para resolver de forma numérica la

ecuación (4.8). Combinando la solución obtenida para f(t) con R(t), evaluada esta última

a través de la ecuación (4.7) se halla, finalmente, la función f(R) que recupera la teoŕıa de

orden superior que simula el modelo de enerǵıa oscura quintante escogido. Otros ejemplos

de la aplicación de esta metodoloǵıa se pueden encontrar en [94, 97, 98].

4.3. Reconstrucción del f(R)

Todo lo que se necesita para aplicar el procedimiento descrito en la sección anterior es

una expresión del parámetro de Hubble, H, como función del tiempo cósmico aśı como

escoger el valor de Ġeff/Geff con el objetivo de fijar la condición inicial para f ′′(R0). El

parámetro de Hubble para el modelo quintante fue obtenido de forma numérica [40, 41] y

de acuerdo con la mayoŕıa de las estimaciones reportadas en [99]4, se fija Ġeff/Geff = 0.

4cambiar el valor de Ġeff/Geff dentro del rango de incertidumbre reportado en [99] no afecta de forma
significativa los resultados obtenidos.



4.3. RECONSTRUCCIÓN DEL F(R) 38
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Figura 4.1.: η como función del corrimiento al rojo z para el f(R) reconstruido usando los
mejores valores de ajuste del modelo quintante.

Más que reconstruir al f(R) directamente, es más conveniente considerar primero:

η =

[
f(R)

R

]
×
[
f(R)

R

]−1

z=0

, (4.18)

esta magnitud es igual a 1 para el lagrangiano de Einstein-Hilbert, f(R) = R. Desviaciones

de η de la unidad cuantifican cuanto el lagrangiano modificado debe desviarse del estándar

para poder ajustar los datos, aśı como el parámetro de Hubble de entrada. La figura. (4.1)

muestra la evolución de η con el corrimiento al rojo sobre el rango 0 ≤ z ≤ 6. Es evidente

que el f(R) reconstruido difiere dramáticamente del Einsteniano a medida que z aumenta.

Esto no es un resultado inesperado, ya que para poder fijar los datos, con un Universo

lleno solamente con materia, se debe modificar el lagrangiano estándar de la Relatividad

General y esto es precisamente lo que muestra la figura. (4.1).

A pesar que el f(R) reconstruido es obtenido de forma numérica usando el procedimiento

mostrado en el eṕıgrafe anterior, es útil tener una aproximación anaĺıtica. Para ello se usa

la ecuación (4.18), a partir de cual se obtiene:

f(R) = ηf0Rs, (4.19)
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donde f0 = f(R)z=0, Rs = R/R0 y se procede a parametrizar la curva η vs Rs a partir de

proponer como modelo5:

η(Rs) = 1 +
(
αRn

s + βR−m
s

)
lnRs, (4.20)

donde (α, β, n,m) son parámetros reales que son fijados con los datos numéricos en el

proceso de minimizar la función χ2. Finalmente se obtiene que:

f(R) = f0Rs

[
1 +

(
αRn

s + βR−m
s

)
lnRs

]
, (4.21)

lográndose el mejor ajuste con los siguientes valores de los parámetros libres:6

(α; β;n;m) = (−0,39;−0,61;−0,15; 0,71). (4.22)

La aproximación anaĺıtica dada por la ecuación (4.21) reproduce el f(R) reconstruido

dentro del 6 % sobre el rango completo del corrimiento al rojo explorado. A pesar de la

excelente aproximación obtenida, la ecuación (4.21) solo ha sido probada en el rango de

corrimiento al rojo de (0, 6), por lo que no puede ser extrapolada para valores superiores

de z.

Es interesante considerar el parámetro de la ecuación de estado wcurv del fluido efectivo

de curvatura, el cual a aparece en el figura. (4.2). Esta figura muestra que el fluido de

curvatura se comporta realmente como una especie de constante cosmológica, con un

parámetro de la ecuación de estado que aumenta con z, pero permanece muy cercano al

valor de Λ (ω = −1) sobre el rango de corrimiento al rojo explorado por los datos. Las

pequeñas fluctuaciones que aparecen son debidas el ruido del cálculo numérico.

5esta curva se construye a partir de las curvas η vs z y Rs vs z.
6el Anexo 1 muestra el comportamiento estad́ıstico del ajuste del modelo.
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Figura 4.2.: El parámetro de la ecuación de estado wcurv del fluido efectivo de curvatura
para la teoŕıa f(R) reconstruida.

4.4. Conclusiones Parciales

En este Caṕıtulo se ha reconstruido un f(R) imponiendo la condición de tener la misma

dinámica cósmica que la determinada por la acción de un campo escalar y una constante

cosmológica negativa.

Como el parámetro de Hubble es el mismo en los dos escenarios, ambos modelos son

capaces de ajustar los datos observacionales de la misma forma. Por otra parte el f(R)

reconstruido no incluye ningún término de enerǵıa oscura mostrando que la constante

cosmológica negativa podŕıa ser la consecuencia de forzar un lagrangiano de cuarto orden

a transformase en uno linear tipo Einstein.



5. ESTABILIDAD DE LAS

SOLUCIONES DE SITTER EN LAS

TEOŔIAS f(R)

En el Caṕıtulo precedente se obtuvo una teoŕıa f(R) compatible con la expansión acelerada

del Universo actual, sobre la base de conocer la dinámica de un modelo de enerǵıa oscura.

Es obvio que en principio se podŕıa construir tantas teoŕıas f(R) como modelos de enerǵıa

oscura conozcamos, extrapolando de esta forma la degeneración1 que existe entre estos

últimos al terreno de esta alternativa para modificar las ecuaciones de Einstein de la

Relatividad General.

En el presente Caṕıtulo se estudiará la estabilidad de la correspondencia de las soluciones

locales de las teoŕıas f(R) con las del espacio-tiempo de fondo. Aspecto este que es fun-

damental en el estudio del ĺımite de campos débiles y de la métrica post-newtoniana de

estas teoŕıas. Este estudio se basará en el formalismo métrico y se enfocará en las restric-

ciones que imponen la existencia y la estabilidad de las soluciones de Sitter de las teoŕıas

f(R) sobre los parámetros del lagrangiano2. Aunque las condiciones para la existencia y la

1por degeneración se entiende la existencia de una amplia gama de modelos de enerǵıa oscura, construidos
con motivaciones diferentes y con predicciones similares en lo relativo a la expansión del Universo. Un
mecanismo para lidiar con este problema es mostrado en el próximo Caṕıtulo.

2la estabilidad de los espacios de Sitter fue estudiado por primera vez en [100].
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estabilidad de estas soluciones son usualmente asumidas como que se cumplen, una con-

sideración profunda de las mismas en los cálculos estándares de los parámetros relevantes

está casi siempre ausente. Un análisis riguroso de las condiciones que hacen coincidir las

soluciones locales con las del espacio de Sitter máximamente simétrico pueden ahorrar su-

posiciones adicionales, en su mayoŕıa innecesarias, sobre la dinámica cósmica y alcanzar

sólidas conclusiones f́ısicas.

En aras de poder juzgar acerca de la viabilidad teórica de un modelo f(R) dado, las

restricciones impuestas para hacer coincidir las soluciones locales de las ecuaciones de

la teoŕıa con las soluciones asintóticas de curvatura constante R = Rc, en un fondo

máximamente simétrico, son usadas para ajustar los parámetros efectivos que caracterizan

las no-linealidades de la teoŕıa f(R), tales como el acoplamiento gravitacional efectivo

y la masa efectiva del grado escalar de libertad adicional, φ = f ′(R). En particular

se mostrará que varios lagrangianos comunes de f(R) o no admiten soluciones estables

de Sitter (dS ), o admiten en su lugar una coincidencia asintóticamente estable de las

soluciones locales con la métrica de fondo de un espacio anti-de Sitter (AdS ).

Los resultados que se muestran en este Caṕıtulo han sido publicados previamente en [42].

5.1. Condiciones de frontera

Una descripción completa de un sistema f́ısico tiene que tomar en cuenta no sólo al

sistema sino también su interacción con el medio. En este sentido, cualquier sistema f́ısico

está rodeado por el resto del Universo. La relación del sistema local con el resto del

Universo se manifiesta por si misma en una serie de condiciones de frontera. En este caso,

de acuerdo con las ecuaciones (3.11) y (3.12), la métrica y la función f(R) están sujetas a

condiciones de frontera dado que ambas cantidades son campos dinámicos.
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Las condiciones de frontera para la métrica pueden ser halladas mediante un adecuado

cambio de coordenadas. En otras palabras, se puede considerar que la métrica es tipo

Minkowski en la región asintótica y se fija sus primeras derivadas a cero [58]. Por otra

parte, la función f ′(R) debe tender al valor cósmico f ′(Rc)
3 a medida que que nos ale-

jamos del sistema local. El valor preciso de f ′(Rc) es obtenido hallando la solución de las

ecuaciones de movimiento para la cosmoloǵıa correspondiente. De acuerdo a esto, el siste-

ma local interactuará con la cosmoloǵıa asintótica de fondo mediante el valor de frontera

f ′(Rc) y sus derivadas con respecto al tiempo. Debido a que las escalas de tiempo cósmicas

son mucho mayores que las escalas de tiempo t́ıpicas de los sistemas locales (billones de

años los primeros, por años los segundos), se pueden asumir una interacción adiabática

entre el sistema local y la cosmoloǵıa de fondo. Aśı, de esta manera, se desprecian los

términos del tipo ḟ ′(Rc), donde el punto denota derivada con respecto al tiempo cósmico.

Con vistas a obtener soluciones de las ecuaciones (3.11) se debe expandir la métrica

alrededor del métrica asintótica de Minkowski4 ηµν :

gµν = ηµν + hµν(t, x), (5.1)

donde hµν representa pequeñas perturbaciones alrededor de la métrica de fondo de forma

tal que (|hµν | ≪ 1) y al mismo tiempo, se expande el grado de libertad del campo escalar

φ = f ′:

φ = φc + ϕ(t, x). (5.2)

3Rc es el valor cósmico del escalar de curvatura de Ricci.
4la expansión alrededor de la métrica de Minkowski no conlleva realmente a la existencia de soluciones

globales de Minkowski. De hecho, las soluciones generales del presente problema resultan ser asintótica-
mente espacio-tiempos de Sitter [68]. La expansión alrededor de la métrica de Minkowski es local, con
el espacio-tiempo de Sitter proporcionando la métrica de fondo.
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La ecuación de la traza (3.12) tiende a:

32cf
′
c + f ′

cRc − 2fc = κ2Tc, (5.3)

donde para un fondo de vaćıo Tc = 0. Aqúı fc = f(Rc), f
′
c = f ′(Rc), etc. Se puede

también calcular el cuadrado de la masa efectiva de la perturbación del campo escalar

que se propaga en el fondo [66, 67, 101, 34]:

m2
ϕ =

f ′
c −Rcf

′′
c

3f ′′
c

, (5.4)

la cual puede ser usado como criterio para juzgar la viabilidad de la teoŕıa. Sólo per-

turbaciones del campo escalar con valor positivo (m2
ϕ > 0) tienen sentido f́ısico (las

perturbaciones se amortiguan exponencialmente). De lo contrario, para valores negativos

(m2
ϕ < 0), las perturbaciones del grado de liberta del campo escalar oscilan. Estas últimas

corresponden a soluciones carentes de sentido f́ısico, como ha sido demostrado por [66].

5.2. La cuestión de la estabilidad

Un criterio independiente para evaluar la viabilidad de una coincidencia asintótica da-

da de soluciones locales está basada en la estabilidad de Ricci de las teoŕıas f(R). La

condición de estabilidad f ′′(Rc) ≥ 0 expresa el hecho de que el grado de libertad escalar

φ(R) = f ′(R) no sea fantasma [102]. Adicionalmente, estudios de la estabilidad lineal de

las perturbaciones escalares conducen a la siguiente condición [38], la cual fue obtenida

por primera vez por [103]:

f ′
c ≥ Rcf

′′
c . (5.5)
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El requerimiento simultáneo de la estabilidad lineal y de Ricci

(f ′
c ≥ Rcf

′′
c f ′′

c ≥ 0),

conducen a que el cuadrado de la masa efectiva del grado de libertad del campo escalar sea

positiva (m2
ϕ ≥ 0). Sin embargo, nótese que el enunciado contrario no es cierto de forma

general. De hecho, el cuadrado de la masa efectiva también es positiva si, simultáneamente,

se cumple que: f ′
c < Rcf

′′
c y f ′′

c < 0. Para evitar resultados engañosos, se usará como

criterio independiente para juzgar acerca de la existencia y estabilidad de las soluciones

de Sitter los siguientes requerimientos:

• Valor positivo del cuadrado de la masa efectiva (m2
ϕ ≥ 0),

• Estabilidad de Ricci (f ′′
c ≥ 0).

El cumplimiento simultáneo de los requerimientos antes mencionados conducen a que la

estabilidad lineal también se satisfaga.

5.3. Existencia y estabilidad de las soluciones de Sitter

El objetivo será fijar los parámetros efectivos que caracterizan la no-linealidad de las

teoŕıas f(R) en el entorno de soluciones con curvatura constante R = Rc en un fondo

máximamente simétrico con T = 0 [104, 105, 106]. De acuerdo con la ecuación de la traza

(3.12), la condición para estas soluciones queda como:

f ′
cRc − 2fc = 0 ⇒ Rc = 2

fc

f ′
c

, (5.6)

la cual, para una función f(R) dada, es una ecuación algebraica en R que constituye una

ecuación de restricción. Si R = 0 es una ráız de esta ecuación y se toma esa ráız, entonces



5.3. EXISTENCIA Y ESTABILIDAD DE LAS SOLUCIONES DE SITTER 46

la ecuación (3.11) se reduce a Rµν = 0 y la solución máximamente simétrica es el espacio-

tiempo de Minkowski. Por otro lado, si la ráız de la ecuación (5.6) es un valor constante

de la curvatura R = Rc, entonces la ecuación (3.11) se reduce a:

Rµν =
Rcgµν

4
, (5.7)

y la solución máximamente simétrica es el espacio-tiempo de Sitter (dS ) o de anti-de

Sitter (AdS ), dependiendo del signo de Rc.

La condición que establece la ecuación de restricción (5.6), junto a los requerimientos de

que el cuadrado de la masa cumpla con m2
ϕ ≥ 0, y la estabilidad de Ricci (f ′′

c ≥ 0), son

los puntos centrales en el análisis subsiguiente ya que, en general, (5.6) se reduce a una

ecuación de restricciones sobre todos los parámetros libres del lagrangiano de f(R).

Por ejemplo, si se toma una teoŕıa f(R) que pueda ser escrita en la forma f(R) = R +

αg(R), donde α es un parámetro pequeño5, la condición (5.6) se transforma en la siguiente

restricción sobre el valor en la frontera de g′:

g′c − 2
gc

Rc

=
1

α
. (5.8)

Para ver como esta condición previa restringe los parámetros globales de una teoŕıa dada,

se considera, como ejemplo, la teoŕıa f(R) = R + αR2 propuesta en [71]. En este caso

g(R) = R2 ⇒ g′c = 2Rc, mientras que gc/Rc = Rc, de forma tal que la condición (5.8)

implica que:

g′c − 2
gc

Rc

= 0 =
1

α
⇒ α = ∞, (5.9)

contrario al requerimiento que α sea una cantidad pequeña. Esto significa que para este

modelo la correspondencia de las soluciones locales con las soluciones asintóticas de vaćıo

5en el ĺımite cuando α → 0 se recupera la Relatividad General.
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de curvatura constante no están permitidas. Expresado de otra manera: las soluciones de

Sitter no existen para el modelo propuesto en [71].

Una conclusión un tanto similar es obtenida para modelos genéricos con g(R) = Rn

(n > 2). Sin embargo, en este caso las condiciones de correspondencia de las soluciones

locales con las del espacio de fondo de curvatura constante conducen a:

Rc =

[
1

(n− 2)α

]1/n−1

, (5.10)

de forma tal que como α es una cantidad muy pequeña, la correspondencia sólo puede ser

consistente para curvaturas muy grandes.

5.4. Teoŕıas genéricas de f(R)

Como ejemplos adicionales de la importancia de la condición (5.6) para juzgar acerca de

la existencia y estabilidad de las soluciones de Sitter, en esta sección se exploran varios

casos de teoŕıas genéricas f(R) que han sido estudiadas de forma amplia, por ejemplo, en

las referencias [65, 66, 67, 38, 107, 108, 109, 110].

5.4.1. Potencias positivas de R

Ejemplos de teoŕıas f(R) con potencias positivas de R han sido introduccidos por [65, 66,

67] y tienen la siguiente forma:

f(R) = R +
ǫRn

M2n−2
, (5.11)

donde M representa una escala de masa muy grande, ǫ ≡ ±1 ⇒ ǫ2 = 1 y n ≥ 0. La

función f(R) en la ecuación (5.11) abarca varios casos estudiados con anterioridad por
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[71, 107, 108, 109]. Por ejemplo, el modelo propuesta por [71] se recupera si en (5.11)

fijamos n = 2.

En el caso general de la ecuación (5.11) la restricción (5.6) puede ser escrita como:

2
fc

f ′
c

=
2M2n−2Rc + 2ǫRn

c

M2n−2 + ǫnRn−1
= Rc,

la cual conduce a la siguiente relación entre el valor de frontera Rc y el parámetro M :

(
M2

Rc

)n−1

= ǫ(n− 2). (5.12)

Por otro lado, para el cuadrado de la masa efectiva de la perturbación del campo escalar

dada por la ecuación (5.4) se obtiene [66, 67]:

m2
ϕ =

Rc

3ǫ(n− 1)

[
1

n

(
M2

Rc

)n−1

− ǫ(n− 2)

]
. (5.13)

Si se sustituye la ecuación (5.12) en (5.13), obtenemos la siguiente expresión para el

cuadrado de la masa:

m2
ϕ = −

(
n− 2

3n

)
Rc, (5.14)

mientras que por otro lado:

f ′′
c =

ǫn(n− 1)

Rc

(
Rc

M2

)n−1

=
n

Rc

(
n− 1

n− 2

)
. (5.15)

Nótese que en las expresiones de más arriba param2
ϕ y f ′′

c no hay una dependencia expĺıcita

de ǫ, implicando que los resultados del estudio de la estabilidad son independientes del

signo del segundo término en el lado derecho de la ecuación (5.11).

Como claramente se puede apreciar que para n > 2 la correspondencia asintótica de
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las soluciones locales con el espacio de Sitter (Rc > 0) son inestables, puesto que los

requerimientos del signo positivo del cuadrado de la masa y de la estabilidad de Ricci no

pueden ser satisfechos simultáneamente. Lo mismo se verifica para las soluciones anti-de

Sitter (Rc < 0). Para afirmarlo más claramente: para la región del espacio de parámetros

n > 2 el espacio máximamente simétrico de vaćıo con curvatura constante no puede ser

solución de los modelos f(R) dados por la ecuación (5.11). Vale la pena mencionar que

la misma conclusión es válida para 1 < n < 2 ya que en este caso, m2
ϕ y f ′′

c son de signo

opuesto.

Sólo en la región del espacio de parámetros 0 ≤ n < 1 la correspondencia es posible.

Este es un resultado importante pues como fue discutido en [38], teoŕıas con f(R) dados

por la ecuación (5.11) son compatibles con las observaciones en la región del espacio de

parámetros 0 < n ≤ 0,25. Sin embargo, en este caso M tiene que ser una escala de masa

lo suficientemente pequeña.

5.4.2. Potencias negativas de R

Una alternativa interesante a las potencias positivas dadas por la ecuación (5.11) puede

ser construida como [66, 67]:

f(R) = R +
ǫµ2n+2

Rn
, (5.16)

donde, como en el caso anterior, ǫ = ±1 y µ2 es una escala muy pequeña de masa (n ≥ 0).

La expresión anterior para f(R) contiene como caso particular, por ejemplo, el estudiado

en [110]. En el caso general dado por la ecuación (5.16) la restricción (5.6) se convierte

en:

2
fc

f ′
c

=
2Rc + 2ǫµ2n+2/Rn

c

1 − ǫµ2n+2/Rn+1
c

= Rc, (5.17)
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conduciendo a la siguiente relación:

(
Rc

µ2

)n+1

= −ǫ(n+ 2), (5.18)

la que, en general, es cierta para el signo negativo de ǫ = −1. Cuando esta restricción

es sustituida en la expresión para el cuadrado de la masa efectiva de las perturbaciones

escalares [66, 67]:

m2
ϕ =

Rc

3ǫ(n+ 1)

[
1

n

(
Rc

µ2

)n+1

− ǫ(n+ 2)

]
, (5.19)

se obtiene la siguiente expresión:

m2
ϕ = −

(
n+ 2

3n

)
Rc, (5.20)

mientras que por otro lado:

f ′′
c = −

(
n+ 1

n+ 2

)
n

Rc

. (5.21)

Nótese que al igual que suced́ıa en el caso anterior, las expresiones para m2
ϕ y f ′′

c no

contienen a ǫ, significando que la existencia y estabilidad de las soluciones de Sitter no

dependen del signo del segundo término de la parte derecha de la ecuación(5.16).

De las ecuaciones (5.20) y (5.21), considerando los requerimientos m2
ϕ ≥ 0, f ′′

c ≥ 0, es

evidente que las soluciones dS son inestables, mientras que la correspondencia asintótica

AdS de las soluciones locales son estables. En consecuencia, las soluciones locales de

las ecuaciones de la teoŕıa f(R) dada por (5.16), puede ser correspondidas de forma

consistente sólo con un espacio de fondo asintóticamente AdS.
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5.4.3. Potencias combinadas de R

Una generalización natural de los modelos dados por las ecuaciones (5.11) y (5.16), puede

estar basada en la siguiente forma de la función f(R) [111, 112]:

f(R) = R± µ2n+2

Rn
+

Rm

M2m−2
, (5.22)

donde, como antes, µ y M son escalas de masas pequeñas y grandes respectivamente y

se considera que n ≥ 0 y m ≥ 2. La expresión anterior contiene como caso particular la

función [38]:

f(R) = R− µ4

R
+ αR2.

Para el caso general dado por la ecuación (5.22) la condición (5.6), para que el espacio

asintótico de curvatura constante sea una solución de este modelo f(R), puede ser escrita

en la forma siguiente:

(
Rc

M2

)m−1

=
1 ± (n+ 2) (µ2/Rc)

n+1

m− 2
, (5.23)

mientras que el cuadrado de la masa efectiva de la perturbación escalar esta dada por:

m2
ϕ =

1 ± n(n+ 2)
(

µ2

Rc

)n+1

+m(m− 2)
(

Rc

M2

)m−1

3f ′′(Rc)
,

donde:

f ′′(Rc) =
±n(n+ 1)

Rc

(
µ2

Rc

)n+1

+
m(m− 1)

Rc

(
Rc

M2

)m−1

.

Cuando la condición (5.23) es sustituida en las expresiones anteriores se obtiene:

m2
ϕ =

m+ 1 ± (m− n)(n+ 2) (µ2/Rc)
n+1

3f ′′(Rc)
, (5.24)
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f ′′(Rc) =
m(m− 1)

Rc(m− 2)

[
1 ± k

(
µ2

Rc

)n+1
]
, (5.25)

donde, para acortar, se ha introducido el siguiente parámetro:

k ≡ n(n+ 1)(m− 2) +m(m− 1)(n+ 2)

m(m− 1)
,

y se ha considerado sólo los casos donde m > n.

De estas ecuaciones, es evidente que cuando es considerado el signo positivo del segundo

término en el miembro derecho de la ecuación (5.22), las soluciones de Sitter de la teoŕıa

f(R) son estables. En cambio, si se selecciona el signo negativo en la ecuación (5.22):

f(R) = R− µ2n+2

Rn
+

Rm

M2m−2
,

entonces puede ser demostrado que:

k >
(m− n)(n+ 2)

m+ 1
,

implica que la estabilidad de las soluciones de Sitter correspondientes a la teoŕıa f(R)

puede ser lograda solamente si:

(Rc/µ
2)n+1 ≥ k.

En los resultados mostrados anteriormente, el caso m = 2 no puede ser considerado

debido a que varias expresiones se indefinen. A pesar de esto, este caso (con n = 1) ha

sido estudiado en [38].
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5.5. Modificaciones de Dirac-Born-Infeld a la Relatividad

General

Una teoŕıa que es capaz de cumplir con los requerimientos que, desde el punto de vista

fenomenológico, deben satisfacer modificaciones no-lineales a la Relatividad General6,

está contenida en la siguiente acción del tipo Dirac-Born-Infeld [113]:

S =
1

κ4

∫
d4x
√
|g|
(
1 −

√
1 − ακ2R + βκ4G

)
, (5.26)

donde:

G ≡ R2 − 4RµνR
µν +RµνσυR

µνσυ,

es el invariante de Gauss-Bonnet. En [113] se demuestra que esta acción recupera la acción

de Einstein-Hilbert para pequeñas curvaturas, es libre de fantasmas y muestra indicios

de ser capaz de anular la singularidad de Schwarzschild tipo Coulomb para una región

apropiada del espacio de parámetros.

Con el propósito de aplicar de forma expresa la aproximación abordada en las secciones

precedentes, primero la atención estará enfocada en la siguiente modificación simplificada

tipo Dirac-Born-Infeld (en lo adelante DBI) de la acción de Einstein-Hilbert:

Sg =
1

κ4

∫
d4x
√

|g|
(
1 −

√
1 − ακ2R

)
, (5.27)

esta modificación a la acción de Einstein-Hilbert es un caso particular de (5.26) para

β = 0. En consecuencia la acción (5.27) cumple con los requerimientos esbozados en la

introducción del Caṕıtulo 3. En particular, como fue demostrado en [113], tiene un ĺımite

correcto de Einstein-Hilbert para curvaturas pequeñas y esta libre de fantasmas.

6una lista completa de estos requerimientos puede ser hallada en la introducción del Caṕıtulo 3.
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Usando la aproximación mostrada en las secciones precedentes, se mostrará que la afirma-

ción hecha anteriormente acerca de que la acción (5.27) esta libre de fantasmas es inco-

rrecta para valores positivos del parámetro α. En realidad la teoŕıa dada por la ecuación

(5.27) puede ser reescrita dentro de una teoŕıa f(R) del tipo dado por la ecuación (3.8)

con:

f(R) =
2

κ2

(
1 −

√
1 − ακ2R

)
. (5.28)

Para este caso, la condición (5.6) para la existencia y estabilidad de la correspondencia

asintótica de las soluciones locales de la teoŕıa f(R), con el espacio de fondo máximamente

simétrico (de vaćıo) de curvatura constante, conduce a la siguiente relación entre los

valores de frontera de la curvatura Rc y los parámetros α, κ2:

2
fc

f ′
c

= Rc ⇒ Rc =
8

9

1

ακ2
, (5.29)

cuando este valor de frontera de Rc es sustituido en la definición del cuadrado de la masa

efectiva del grado de libertad del campo escalar se obtiene que:

m2
ϕ =

f ′
c −Rcf

′′
c

3f ′′
c

= −Rc

4

(
= −2

9

1

ακ2

)
, (5.30)

donde se ha tomado en cuenta que:

f ′′
c =

27α2κ2

2
,

esta expresión conduce a que la teoŕıa dada por la teoŕıa (5.28) tiene estabilidad de Ricci

para cualquier valor de los parámetros del modelo, sin embargo la ecuación (5.30) nos

muestra que esta teoŕıa puede ser asintóticamente correspondida sólo con un fondo tipo

AdS (α < 0). De lo contrario, para valores positivos de α el grado de libertad escalar, que

acarrea las contribuciones no lineales en R, es un grado de libertad fantasma y por tanto
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carente se sentido f́ısico. Este hecho excluye a este tipo de modificación a la Relatividad

General como un candidato para explicar la fase actual de expansión acelerada.

Sin embargo, hay que señalar que la inclusión de un término tipo Gauss Bonnet en una

acción más general como la (5.26) podŕıa cambiar esta imagen pesimista. Algunas indi-

caciones en este sentido para un modelo general del tipo:

S =
1

2κ2

∫
d4x
√

|g|f(R,G)

=
1

2κ2

∫
d4x
√
|g|f(R,P,Q), (5.31)

donde P ≡ RµνR
µν , Q ≡ RµνστR

µνστ han sido dadas, por ejemplo, en [114]7 Para este caso

general la condición para la existencia de soluciones de vaćıo, máximamente simétricas

con curvatura constante Rc, pueden ser escritas del modo siguiente (fR ≡ ∂Rf , fP ≡ ∂Pf ,

fQ ≡ ∂Qf): [
2f −RfR − R2

2
fP − R2

3
fQ

]

Rc

= 0. (5.32)

Para espacios máximamente simétricos de curvatura constante se tiene que: P = R2
c/4,

Q = R2
c/6,G = Q = R2

c/6 y para el caso dada por la acción (5.26) donde:

f(R,P,Q) =
2

κ2
(1 − s), (5.33)

s ≡
√

1 − ακ2R + βκ4G, (5.34)

se obtiene que:

sc =
√

1 − ακ2Rc + βκ4R2
c/6. (5.35)

Por lo tanto, la condición para la existencia de soluciones máximamente simétricas de

7en términos de los invariantes P y Q, el invariante de Gauss-Bonnet puede ser escrito como G =
R2 − 4P + Q.
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curvatura constante (5.32) conducen a la siguiente ecuación de restricción sobre Rc:

βκ4R2
c − 3ακ2Rc = 12sc(sc − 1),

o alternativamente:

βκ4R2
c − 9ακ2Rc + 12 = 12sc. (5.36)

Ha sido demostrado en [113] que no hay fantasmas asociados el grado de libertad adicional

de spin−2 de esta teoŕıa (5.31). Sin embargo, nada concreto se ha dicho acerca del grado

de libertad escalar. El cuadrado de la masa efectiva de este último puede ser escrito de la

siguiente forma:

m2
ϕ =

[fR −RfRR]Rc

Σc
ϕ

, (5.37)

donde se ha introduccido que:

Σc
ϕ ≡

[
3fRR + 2(fP + fQ) +R(3fRP + 2fRQ) +R2(

3

4
fPP + fPQ +

1

3
fQQ)

]

Rc

, (5.38)

Si se sustituye la condición (5.36) en la expresiones anteriores se obtiene que:

m2
ϕ =

3Rc(2βκ
4Rc − ακ2)2

23β2κ8R2
c − 18αβκ6Rc − α2κ4

. (5.39)

Para cumplir con la condición de que el cuadrado de la masa efectiva sea positiva se

requiere que:

Rc >
(9 + 5

√
6)α

23βκ2
,

para un espacio de fondo tipo de Sitter o en su lugar

Rc <
(9 − 5

√
6)α

23βκ2
,
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para una solución anti-de Sitter. Aqúı se está asumiendo que tanto α como β son positivos.

En consecuencia no existen grados de libertad escalares asociados a comportamientos

fantasmas, dado que la condición antes mencionada se cumple para la teoŕıa descrita por

la acción (5.26).

5.6. Consideraciones finales

Un tratamiento adecuado de las condiciones de frontera en las teoŕıas f(R) requiere

resolver las ecuaciones(3.11) y (3.12)8, para la métrica y el campo escalar φ = f ′(R)

respectivamente, en el régimen cósmico, donde la homogeneidad e isotroṕıa conducen a

la métrica de Friedman-Robertson-Walker:

gc
µν = diag(−1, a(t)2δij),

y a un valor del campo escalar independiente del espacio φc = φc(t) [66, 67]. Para escalas

más pequeñas las desviaciones locales a partir de los valores cósmicos de los campos se

hacen apreciables. Entonces, usualmente, se invoca el ĺımite de campos débiles y se tratan

estas desviaciones como pequeñas perturbaciones alrededor de los valores de frontera del

fondo gc
µν y φc [66, 67, 68, 58].

Por consiguiente, está claro el rol que juegan la existencia y estabilidad de las soluciones

de Sitter en los modelos fenomenológicos de f(R): ellas actúan como reglas de selección

para escoger una teoŕıa cuyas soluciones locales puedan ser asintóticamente correspondi-

das con modelos fenomenológicos cosmologicamente viables. Esta es la razón por la cual

se opta por buscar correspondencias estables de las soluciones locales con espacios de

fondos asintóticos (máximamente simétricos) con curvatura constante (positiva) Rc > 0:

8igualmente se pueden usar las ecuaciones (3.13) y (3.14).
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en el marco cosmológico tales espacios se ajustan muy bien a la evidencia observacional

existente sobre la fase actual de expansión cósmica acelerada.

Se ha investigado las condiciones para la existencia y estabilidad del fondo de Sitter (de

vaćıo), impuestas sobre los parámetros del lagrangiano f(R). Aunque estas condiciones

son asumidas usualmente como que se cumplen, su consideración de forma rigurosa en los

cálculos estándares de los parámetros relevantes está ausente. En [66, 67], por ejemplo,

las expresiones para el cuadrado de la masa efectiva del grado de libertad del campo es-

calar están dadas, pero las condiciones de existencia y estabilidad de espacios de fondo

de Sitter no están sustituidas en estas expresiones, en consecuencia, el autor fue capaz

de hacer conclusiones f́ısicas sólo después de asumir una solución cosmológica dada (para

la época de dominio de la materia, en este caso particular). Por el contrario, una minu-

ciosa consideración de la condición (5.6) permite ahorrar las suposiciones (la mayoŕıa de

ellas innecesarias) adicionales sobre la dinámica cósmica para alcanzar conclusiones f́ısicas

robustas.

Los modelos de f(R) fueron inicialmente introducidos para explicar la aceleración cósmica

actual. La razón detrás de este efecto es que, durante el curso de la expansión cósmica, la

curvatura se diluye y los términos no-lineales en R comienzan a dominar la dinámica de

la expansión del Universo actual, actuando como una fuente de enerǵıa oscura escondida

en el tensor de enerǵıa momentos efectivo (3.14). Sin embargo, existen varios modelos de

f(R) que fallan en ser compatibles con la dinámica cosmológica actual. La aproximación

asumida en este Caṕıtulo permite tener una prueba adicional de consistencia. Por ejemplo,

el modelo de f(R) dado por la ecuación (5.16):

f(R) = R + ǫ
µ2n+2

Rn
,

donde ǫ = ±1. En la sección (5.4.2) se demostró que presenta soluciones estables tipo anti-
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de Sitter. De lo contrario, las soluciones locales de la teoŕıa correspondiente no pueden

ser correspondidas de forma asintótica con los espacios de Sitter, lo cual significa que

cualquier solución de las ecuaciones de la teoŕıa que sea compatible con la aceleración

cósmica, o no existe o tiene que ser necesariamente inestable. Este resultado deber se

considerado como un criterio adicional para juzgar acerca de la viabilidad fenomenológica

de la teoŕıa f(R) dada por la ecuación (5.16).

Para modelos donde la función f(R) esté dada por (5.11):

f(R) = R + ǫ
Rn

M2n−2
,

se puede encontrar una región del espacio de parámetros, 0 ≤ n < 1, donde las soluciones

de Sitter de fondo son estables. Nunca antes se hab́ıa dado un argumento tan conclusivo

sobre teoŕıas f(R) del tipo (5.11). Una circunstancia afortunada está relacionada con el

hecho que, la región del espacio de parámetros donde el modelo dado por la ecuación

(5.11) es compatible con las observaciones cosmológicas (0 < n ≤ 0,25) está contenida

dentro de la región que permiten soluciones de Sitter estables.

En ambos casos (teoŕıas f(R) dadas por las ecuaciones (5.11) o (5.16)), la existencia y

estabilidad de las soluciones de Sitter son independientes del signo de ǫ en el término no-

lineal en R. Constituyendo esta otra conclusión robusta sobre el espacio de parámetros

de ambas teoŕıas.

Unos comentarios adicionales merecen los modelos de f(R) dados por la ecuación (5.22)

[111, 112] los cuales contienen potencias combinadas de R. Como fue señalado anterior-

mente, si se considera solamente el signo positivo en frente del segundo término en el

miembro derecho de la ecuación (5.22):

f(R) = R +
µ2n+2

Rn
+

Rm

M2m−2
,
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el correspondiente modelo admite soluciones estables de Sitter, por lo que puede ser una

alternativa apropiada para tratar con la expansión acelerada observada en la actualidad

en el Universo. Debido a la existencia de dos escalas de masa: M para las escalas grandes

(la cual establece la escala para cuando la inflación de tiempo temprano ocurre) y µ

para las escalas pequeñas (la cual establece la escala donde la expansión acelerada ocurre

para tiempos actuales), este modelo puede representar una alternativa interesante para

conducir una descripción unificada de la inflación de tiempo temprano (sin el inflatón),

y la expansión acelerada del Universo correspondiente a tiempo presente (sin enerǵıa

oscura). Para enerǵıas suficientemente altas el tercer término ∝ Rm en el lado derecho

de la ecuación antes mencionadas provoca la inflación en el Universo, mientras que el

segundo término ∝ R−n domina desde una época reciente.

La aproximación asumida en este Caṕıtulo permite además demostrar que las modifica-

ciones tipo DBI de la Relatividad General, propuestas en [113], puede estar libre de fan-

tasmas implicando esto que ciertas restricciones sobre la curvatura de Sitter se mantienen

ciertas, mientras que el caso particular de esta teoŕıa, dado por la acción (5.27)), es libre

de fantasmas sólo para valores negativos del parámetro α < 0. El posible conflicto de

este resultado, con el mostrado en [113], es debido a que, en aras de garantizar que la

teoŕıa este libre de fantasmas, el autor sólo demanda que la masa del grado de libertad

adicional, asociado con una part́ıcula de spin-2 (grado de libertad que no está presente en

esta versión más simple) m2 → ∞. Sin embargo no proporciona ningún criterio adicional

acerca del grado de libertad escalar (spin-0) m2
0 (m2

ϕ según la notación empleada en este

Caṕıtulo), aspecto este central en la presente discusión.

Finalmente, es importante notar que si fueran tomados en consideración modelos f(R)

realmente viables9, la condición (5.6) se convierte en una ecuación algebraica de orden

superior y sus ráıces no pueden ser halladas de forma algebraica, por lo que los métodos

9como el hallado en el Caṕıtulo anterior o los propuestos en [37, 115].
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numéricos, como el Teorema de Sturm o la Regla de los Signos de Descartes, son necesa-

rios para hallarlas. Un ejemplo de los problemas de este tipo que pueden aparecer debido

a la estructura altamente no-lineal de las teoŕıas en discusión es mostrado en [37], donde

las herramientas de los sistemas dinámicos son usandas para estudiar el problema de la

estabilidad de las soluciones de Sitter para varios modelos f(R). En este ejemplo, los Uni-

versos de Sitter tienen que ser construidos con las herramientas numéricas principalmente

y para simplificar el problema no tomaron en cuenta la contribución de la materia.

5.7. Conclusiones Parciales

En este Caṕıtulo se han explorado las consecuencias fenomenológicas de tomar en cuenta,

de forma rigurosa, las condiciones para la existencia y estabilidad de las soluciones de

Sitter para una clase extensa de teoŕıas f(R). Además, la interacción del sistema local con

la cosmoloǵıa de fondo, impone condiciones de frontera las cuales, cuando son tomadas en

cuenta, imponen restricciones sobre los parámetros globales del lagrangiano f(R). Aunque

este es un hecho bien conocido, no es usado de forma rigurosa para restringir el espacio

de parámetros de los modelos.

Se ha demostrado que una amplia variedad de modelos no son capaces de pasar la prue-

ba de estabilidad de Sitter. Hay modelos que admiten la correspondencia de las solu-

ciones locales con cosmoloǵıas de fondo tipo anti-de Sitter. Otros, en general, no admiten

correspondencia asintótica estable de las soluciones locales con la cosmoloǵıa de fondo

máximamente simétrica de curvatura constante Rµν = Rcgµν/4. Adicionalmente, se ha

demostrado que la no existencia de soluciones fantasmas en las modificaciones tipo DBI a

la Relatividad General estudiadas con anterioridad en [113] demandan ciertas restricciones

sobre la curvatura del espacio de Sitter. Para el modelo más simple donde el invariante de

Gauss-Bonnet es fijado como nulo, la ausencia de fantasmas se alcanza sólo para valores
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negativos de uno de los parámetros del lagrangiano (α < 0). Este último resultado entra

en conflicto con el encontrado en [113], donde se afirma que las teoŕıas basadas en La-

grangianos del tipo (5.26), que incluye como caso particular al dado por (5.27), son libres

de fantasmas en general.

Existe una clase de modelos f(R) donde los términos no-lineales en R poseen tanto po-

tencias positivas como negativas (ver la ecuación (5.22)). Debido a la coexistencia de dos

escalas de masas diferentes en (5.22), para una región apropiada del espacio de paráme-

tros, estos modelos podŕıan proporcionar un escenario atractivo para tratar, en una ima-

gen unificada, la inflación de tiempo temprano y la expansión acelerada del Universo

actual.



6. FORMACIÓN DE ESTRUCTURAS

Como se ha visto en los Caṕıtulos precedentes la fase actual de expansión acelerada puede

ser explicada desde diferentes puntos de vistas (modelos) con diferentes motivaciones

f́ısicas de fondo. Para distinguir entre las muchas posibilidades teóricas se requieren ob-

servaciones más refinadas de la historia de la expansión del Universo, pero incluso estas

dejarán algunas degeneraciones entre las alternativas. Por fortuna, este conjunto de ca-

racteŕısticas del Universo no son las únicas observables. El contenido de la densidad de

enerǵıa ha evolucionado a partir de un estado extremadamente caliente, denso y casi uni-

forme en el comienzo del Universo hasta uno relativamente fŕıo, difuso y de agrupamiento

en el caso de la materia. Mientras que las dos primeras propiedades son debidas pura-

mente a la expansión de un Universo homogéneo, siendo cualitativamente una propiedad

cinemática, la última propiedad se origina a partir de un Universo no homogéneo, que

presenta fluctuaciones, siendo esta esencialmente una propiedad dinámica.

El crecimiento de las grandes estructuras del Universo constituye una importante prueba

de compañ́ıa, ella junto a la historia de la expansión forman un criterio sólido para discernir

acerca de la naturaleza de la nueva razón f́ısica que está detrás de la expansión acelerada.

En este Caṕıtulo se presenta este tema desde dos enfoques diferentes. El primer enfoque

usa la formación de estructuras como prueba observacional que puede ayudar a restringir

el espacio de valores de los parámetros libres de los modelos (se muestran los resultados

63
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para dos modelos diferentes de quintaesencia con potenciales doble exponenciales). El

segundo la usa como prueba discriminante entre modelos de predicciones similares desde

el punto de vista de la historia de la expansión.

6.1. Evolución de las perturbaciones de densidad en

modelos de quintaesencia de doble exponencial

En esta sección se muestran los resultados de utilizar el análisis del régimen lineal del

crecimiento de las fluctuaciones para limitar el espacio de los parámetros libres en dos

modelos cosmológicos. Ambos modelos parten de usar campos escalares con potencial

doble exponencial de la forma:

V = V1e
−αφ + V2e

−βφ, (6.1)

donde V1, V2, α, β son parámetros libres. El uso de este tipo de potencial resulta muy

atractivo ya que permite obtener un escenario donde el Universo puede evolucionar a

través de un régimen radiación-materia (solución atractora de pasado) y desde una época

reciente evolucionar hacia un régimen dominado por un campo escalar (solución atractora

de futuro). Estos modelos donde la enerǵıa oscura está mı́nimamente acoplada han sido

investigados en [116, 117] mientras que, los modelos de Brans-Dicke con este tipo de

potencial han sido estudiados por ejemplo en [116].

Los resultados de esta sección fueron publicados previamente en [43].
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6.1.1. Teoŕıa de Einstein

En este eṕıgrafe la atención se centra en las soluciones a las ecuaciones de Einstein para

una métrica plana de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) con dos fluidos: un fluido

barotrópico de fondo (caracterizado por el ı́ndice barotrópico γ) y un campo escalar como

enerǵıa oscura.

En [116] se demostró que si en este modelo se selecciona la siguiente relación entre el

ı́ndice barotrópico del fluido de fondo (γ) y los parámetros libres del modelo:

β =
3γ

α
, (6.2)

entonces:

a(τ) = {
√

1

2 − 3ε
sinh[µE(τ + τ0)]}

2
3γ−α2 , (6.3)

es una solución exacta de las ecuaciones del campo de Einstein con potencial dado por

(6.1) donde:

µE = (3γ − α2)

√
γ(2 − 3ε)

3γ − α2
, (6.4)

τ0 es una constante de integración y en lugar del tiempo cósmico se ha introducido una

nueva coordenada de tiempo τ definida como:

dt = a
α2

2 dτ. (6.5)

Otros parámetros de interés observacional, obtenidos a partir de (6.3), son el parámetro

de Hubble:

H(τ) =

√
γ(2 − 3ε)

3γ − α2
a(τ)−

α2

2 coth[µE(τ − τ0)], (6.6)
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el parámetro de densidad de materia:

Ωm(τ) = (1 − ε) coth[µE(τ − τ0)], (6.7)

y el parámetro de la ecuación de estado:

ωφ(τ) = −1 +
α2

3(1 − Ωm(τ))
. (6.8)

Esta solución depende sólo de dos parámetros (α, ε), toda vez que se ha fijado γ = 1

(esto corresponde a considerar materia oscura fŕıa) y ε es la densidad de la enerǵıa oscura

Ωm(z) en los primeros momentos de la evolución (z >> 1). Usando los resultados de

las pruebas observacionales de la radiación cósmica de fondo [118] y la nucleośıntesis

primordial [119, 120] se pudo limitar el espacio de parámetros en el rango: (0 < α < ∞)

y (0 ≤ ε ≤ 0,045) [116].

6.1.2. Modelo de Brans-Dicke(BD)

En este caso los fluidos son: un fluido barotrópico de fondo (caracterizado por el ı́ndice

barotrópico γ) y un campo escalar autointeractuante de BD como enerǵıa oscura. En este

caso el modelo es desarrollado en el marco de Einstein (en este marco las ecuaciones son

más simples de tratar).

Si se escoge en este marco [116] la siguiente relación entre los parámetros libres del modelo:

β =
3γ

α
+

4 − 3γ

2
√
ω + 3

2

, (6.9)
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donde ω es el parámetro de acoplamiento de BD, entonces:

ā(r) = {
√

1

2 − 3ε
sinh[µB(r + r0)]}

2
α(β−α) , (6.10)

es una solución exacta con:

µB =
α(β − α)

2

√
2 − 3ε

3n2(1 − ε)
, (6.11)

n =
2
√
ω + 3

2
− α

2
√
ω + 3

2

. (6.12)

La coordenada del tiempo r y el tiempo cósmico en el marco de Einstein t̄ están rela-

cionados mediante la siguiente expresión: dt̄ = ā
α2

2 dr. La notación con la barra encima

significa que se está trabajando en el marco de Einstein de la Teoŕıa de BD. Los otros

parámetros útiles son el parámetro de Hubble:

H̄(r) =

√
2 − 3ε

3n2(1 − ε)
ā(τ)−

α2

2 coth[µB(r − r0)], (6.13)

el parámetro de densidad de masa:

Ω̄m(r) = n2(1 − ε){cosh[µB(r + r0)]}−2, (6.14)

el parámetro de la ecuación de estado:

ω̄φ(r) = −1 +
α2

3(1 − Ω̄m(r))
. (6.15)

Como en el caso anterior se fija γ = 1 por lo que el espacio de los parámetros libres

queda determinado por (α, ε) y siguiendo un análisis similar al anterior los parámetros



6.1. EVOLUCIÓN DE LAS PERTURBACIONES DE DENSIDAD EN MODELOS DE

QUINTAESENCIA DE DOBLE EXPONENCIAL 68

son limitados a: (0 < α < 0,37) y (0 ≤ ε ≤ 0,045) [116].

6.1.3. Crecimiento lineal de las fluctuaciones

En este eṕıgrafe se desarrollará el estudio de la evolución el contraste de densidad (δ =

δρ/ρ) en la distribución de masa, modelada como materia oscura, en la teoŕıa de las

perturbaciones lineales. La evolución de la densidad de quintaesencia no es modelada ya

que en general no exhibe formación de cúmulos para escalas menores de 100 Mpc [121].

La ecuación de la evolución en el tiempo del contraste de densidad [122, 123, 124, 125]

está dada por:

δ̈m + 2Hδ̇m − 4πGρmδm = 0, (6.16)

donde el punto significa derivada con respecto al tiempo comóvil. En estas ecuaciones la

contribución relativa de la enerǵıa oscura a la evolución del contraste de densidad está dada

por la expresión del parámetro de Hubble (H). Se debe considerar esta ecuación a partir

del periodo en que domina la materia, cuando la contribución de la radiación es realmente

despreciable1.

La teoŕıa lineal de perturbaciones relaciona el campo de velocidades peculiares v y el

contraste de densidad [126, 127] mediante:

v(x) = H0
f

4π

∫
δm(y)

x− y

|x− y|3d
3y, (6.17)

donde el contraste de densidad es definido como:

f ≡ d ln δm
d ln a

. (6.18)

1los dos modelos en consideración sólo pueden ser tomados como válidos después del desacople de la
materia y la radiación.
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Tabla 6.1.: Parámetros caracteŕısticos para cada modelo

Parámetros Teoŕıa de Einstein Modelo de BD

X sinh[µE(τ + τ0)] sinh[µB(r + r0)]

c 10−3α2

2(3−α2)
α(β−2α)+4

α(β−α)

d 4−α2

2(3−α2)
4−α2

α(β−α)

e 1
2(3−α2)

6n2(1−ε)
α2(β−α)2

Resulta muy útil reescribir la ecuación (6.16) en términos de variables adecuadas que

permitan simplificarla con vistas a hallar la evolución del contraste de densidad:

X2(1 +X2)
d2δm
dX2

+X
dδm
dX

(X2c+ d) − eδm = 0, (6.19)

donde la nueva variable X y los parámetros (c, d, e) son diferentes para cada modelo (ver

Tabla 6.1). La ecuación (6.19) tiene dos soluciones linealmente independiente, el modo

creciente δm+ y el modo decreciente δm−. Ambos pueden ser expresados en términos de

la función hipergeométrica de segunda clase 2F1:

δm+ ∝ X
1
2
(1−D+g).2F1[

1

4
− d

4
+

1

4
g,−1

4
+
c

2
− d

4
+

1

4
g, 1 +

1

2
g,−X2], (6.20)

δm− ∝ X
1
2
(1−D−g).2F1[

1

4
− d

4
− 1

4
g,−1

4
+
c

2
− d

4
− 1

4
g, 1 − 1

2
g,−X2], (6.21)

donde:

g =
√

(d− 1)2 + 4e.

Para τ ≪ 1 y r ≪ 1 podemos escribir:

δm+ ∝ X
1
2
(1−D+g), (6.22)
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δm− ∝ X
1
2
(1−D−g). (6.23)

Para determinar el ı́ndice de crecimiento de las fluctuaciones se usa el modo creciente δm+

(ecuación (6.22)) y se sustituye en la ecuación (6.18). Como se observa el modo creciente

depende de los parámetros libres (α, ε) por lo que usando el valor de las estimaciones

observacionales del ı́ndice de crecimiento f se puede restringir aún más los parámetros

libres de los modelos bajo estudio. Para un valor de z = 0,15 el valor estimado del ı́ndice

de crecimiento es de f = 0,51 ± 0,11 [128, 129, 130].

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
1
����
Α

0
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0.03

0.04

Ε

Figura 6.1.: Espacio de parámetros para el modelo basado en la gravedad de Einstein.

Aunque el cálculo del ı́ndice de crecimiento no restringe más al parámetro ε en el modelo

basado en la Teoŕıa de Einstein, como muestra la Figura. 6.1, si limita al parámetro α a

una región más estrecha.

En este caso el parámetro ε = Ωφ(z → ∞) representa la cantidad de enerǵıa oscura en

los primeros momentos del Universo, la cual no puede ser una cantidad apreciable ya que
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Figura 6.2.: Espacio de parámetros para el modelo de BD obtenido usando el análisis del
ı́ndice de crecimiento.
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Figura 6.3.: Espacio de parámetros final para el modelo de BD. Esta región obedece a la
unión de todos los análisis hechos en [116] + ı́ndice de crecimiento.
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de serlo, en esa época, la expansión del Universo seŕıa lo suficientemente rápida como

para evitar la formación de estructuras. Por otro lado, el uso del ı́ndice de crecimiento

permite localizar al parámetro α en una región más limitada, y de ese modo actúa como

un selector de una clase de soluciones atractoras del tipo halladas en [29, 131, 117, 116].

La Figura. 6.2 muestra el espacio de parámetros obtenido para el modelo basado en

BD. Como se observa en la figura. 6.3 los parámetros (α, β) fueron considerablemente

restringido en comparación con el rango reportado en [116].

6.2. Influencia de la enerǵıa oscura en la formación de

estructuras

En esta sección se estudia un modelo del Universo que posee tres componentes no inter-

actuantes: materia oscura, un campo escalar de quintaesencia con potencial exponencial

y la presencia de una constante cosmológica negativa2. Este es un modelo bien estudiado,

que es capaz de pasar exitosamente las pruebas observacionales que tienen en cuanta la

historia de la expansión del Universo, los resultados de las mismas han sido publicadas

en [96, 40, 41]. En esta ocasión se mostrarán sus predicciones con relación a la formación

de estructuras en el régimen lineal y no lineal. Los resultados que se muestran en esta

sección fueron publicados previamente en [44].

En este modelo el potencial viene dado por la siguiente expresión [117, 132]:

V (φ) ∝ exp{−
√

3

2
φ}. (6.24)

2este modelo recibe el nombre de quintante debido a las dos últimas componentes.
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Para este potencial las siguientes substituciones:

a3 = uv, (6.25)

φ = −
√

2

3
ln(

u

v
), (6.26)

donde a es el factor de escala, u1 y u2 son funciones del tiempo, hacen posible integrar

la ecuación de Friedmann de forma exacta. Si se fija para hoy en d́ıa(τ = 0): a(0) = 1,

ȧ(0) = 1 y H(0) = 1 se obtiene la evolución del factor de escala en función del tiempo:

a =

[
cos2 ωτ

2ω
√
−ΩΛ

(a1 + b1 tan ωτ)(a2 + b2 tan ωτ)

]
, (6.27)

con:

a1 = 1, (6.28)

b1 = u1/u2, (6.29)

a2 = w(2
√
−ΩΛ − u1u2τ), (6.30)

b2 = 2
√
−ΩΛ(3 − u1ω/u2) + u1u2 + u2

2ωτ, (6.31)

w = 2
√
−ΩΛ/2. (6.32)

6.2.1. Parametrización de la ecuación de estado

Las ecuaciones de la evolución del contraste de densidad de la materia, tanto en su régimen

lineal (6.16) como en el no lineal, resultan dif́ıciles de resolver en general. Sólo en contados

casos (como el visto en el eṕıgrafe anterior) tienen soluciones anaĺıticas ya que dependen

de la expresión del parámetro de Hubble (H = ȧ/a). De la ecuación (6.27) se aprecia

que la expresión para H será compleja de tratar por eso en lugar de obtener su expresión
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a través de su definición se obtendrá mediante la expresión de la primera ecuación de

Friedmann. La dificultad que tiene este proceder es que se necesita considerar el efecto de

los dos fluidos que actúan como enerǵıa oscura (campo escalar + constante cosmológica

negativa) como un solo fluido efectivo [40, 41] y para este último obtener la expresión de

la evolución del parámetro de la ecuación de estado ω con respecto al factor de escala.

Esto último exige parametrizar la curva ω vs a ya que esta, para el caso de este modelo,

se obtiene de forma numérica. El tema de obtener una parametrización del parámetro de

la ecuación de estado ω es un tópico muy socorrido en los últimos años, las expresiones

más comunes han sido desarrolladas en [133, 134, 135, 136, 137, 138] donde los ajustes

propuestos poseen, en general, entre dos y cuatro parámetros libres.

En el caso del modelo quintante las parametrizaciones antes señaladas no funcionan de

forma adecuada3 debido a la rápida evolución ω vs a. En este caso la opción más factible

es usar la parametrización propuesta en [139], la cual tiene la caracteŕıstica de ser una

ecuación de cuatro parámetros que se ajustan a la forma de la curva ω vs a. Esta idea es

similar a la aproximación Kink propuesta en [140, 141, 142]:

ω(a) = ω0 +
ωm − ω0

1 + ( a
aT

)1/τ
, (6.33)

donde en esta parametrización los cuatro parámetros no pueden tomar valores arbitrarios

ya que cada unos de ellos está relacionado con periodos importantes de la evolución de ω

vs a. En este sentido, aT es el valor del factor de escala en el punto de transición entre la

época en que domina la materia, caracterizada por ω = ωm, y la época presente en que

domina la enerǵıa oscura, ω = ω0. La rapidez de esta evolución es medida por τ .

La figura 6.4 muestra la parametrización donde el mejor ajuste se logra con los siguientes

3el análisis estad́ıstico de esta aseveración aparece en el Anexo B.



6.2. INFLUENCIA DE LA ENERGÍA OSCURA EN LA FORMACIÓN DE
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Figura 6.4.: Comportamiento del parámetro de la ecuación de estado ω vs a. La ĺıneas
discontinuas corresponden a los casos ĺımites, de arriba a abajo: a) ω = 1 ma-
teria ŕıgida, b) ω = 0 Materia Oscura Fŕıa, c) ω = −1 constante cosmológica.

valores de los parámetros:

ω0 = −0,98794 ± 0,00064, (6.34)

ωm = 0,97944 ± 0,00097, (6.35)

aT = 0,49939 ± 0,00012, (6.36)

τ = 0,10254 ± 0,00021. (6.37)

Como se aprecia la curva es capaz de describir el comportamiento de ω(a) de forma

satisfactoria durante la mayor parte de la evolución del Universo, con excepción de la

época más reciente en que las diferencias entre la curva real y la del ajuste pueden llegar

a valores un poco menores que el 10 %. Esto último ocurre en el rango de 0,82 ≤ a ≤ 1 que

expresado en función del corrimiento al rojo corresponde a 0 ≤ z ≤ 0,22. Si se toma en

cuenta que la casi totalidad de las grandes estructuras del Universo se han formado para
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valores del corrimiento al rojo z ≥ 14 [143, 144] pues entonces se puede usar la anterior

parametrización para estudiar el proceso de evolución de las fluctuaciones de la densidad

de materia, tanto en el régimen lineal como no lineal, ya que en la época en que ambos

procesos se desarrollan la parametrización propuesta es capaz de reproducir la curva real.

Esta parametrización permite escribir el parámetro de Hubble de forma expĺıcita:

(
H

H0

)2 = Ωm0a
−3 + (1 − Ωm0)a

−3(1+ωm)
(
1 + a

−1/τ
T

)−3τ∆ω
(

1 + (
a

aT

)1/τ

)3τ∆ω

, (6.38)

esta expresión será fundamental en lo adelante para poder hacer las estimaciones de la

evolución de las fluctuaciones en el régimen lineal y no lineal.

6.2.2. Crecimiento lineal de las fluctuaciones

En el régimen lineal las fluctuaciones evolucionan en el tiempo de acuerdo con la ecuación

(6.16). Desde el punto de vista f́ısico resulta conveniente estudiar las fluctuaciones en

términos del factor de escala a en lugar del tiempo t. Como en la época en que domina

la materia se verifica que δm ∼ a es también útil introducir una nueva variable que

caracterice el crecimiento de las fluctuaciones D(a) ≡ δm

a
. Usando esta nueva variable la

ecuación (6.16) queda como:

D′′ +D′
[
5

a
+

(ln E2)′

2

]
+
D

a

[
3

a

(
1 − ΩM

2E2a3

)
+

(ln E2)′

2

]
= 0, (6.39)

donde la prima (′) denota derivadas con respecto al factor de escala a y se ha introducido

a E2 ≡ ( H
H0

)2. Esta ecuación se resuelve numéricamente usando las condiciones iniciales:

D(aLSS) = 1 y D′(aLSS) = 0. Aqúı aLSS = 1
1+zLSS

es el factor de escala evaluado en el

4para valores del corrimiento al rojo entre 0 ≤ z ≤ 1 la enerǵıa oscura se vuelve dominante sobre las
demás componentes del Universo y debido a su naturaleza repulsiva las estructuras apenas incrementan
su tamaño.
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Figura 6.5.: La historia del crecimiento es mostrada para el modelo quintante.

valor del corrimiento al rojo para la superficie de la última dispersión. En estos cálculos

se toma el valor aproximado de zLSS ≈ 1089 [127, 145].

La historia del crecimiento es mostrada en la figura. 6.5. La desviación porcentual (∆D(a) =

1−D(a)/DΛ(a)) del factor de crecimiento, para el modelo quintante con respecto al mode-

lo de concordancia ΛMOF es mostrada en la figura. 6.6; se puede apreciar que la desviación

actual es menor del 8 %.

En la teoŕıa lineal de las perturbaciones el ı́ndice de crecimiento puede ser medido mediante

el campo de las velocidades peculiares v, somo se mostró en la sección precedente. Sin

embargo, es mejor resolver directamente una ecuación para f con el propósito de evitar

la propagación de errores numéricos procedentes del cálculo de δm. Con este propósito,

simplemente se usará la definición de f (ver ecuación (6.18)) simultáneamente con (6.39)

para finalmente obtener la ecuación de la evolución del ı́ndice de crecimiento:

f ′ +
f 2

a
+

[
2

a
+

(ln E2)′

2

]
f − 3ΩM

2E2a4
= 0. (6.40)
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Figura 6.6.: Desviación porcentual de la variable de crecimiento D con respecto a las
predicciones del modelo ΛMOF.
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Figura 6.7.: El ı́ndice de crecimiento como función de z para el modelo quintante.

Esta ecuación se resuelve numéricamente usando la condición inicial f(aLSS) = 1 y la

ecuación (6.38). El resultado es mostrado en la figura 6.7. Para analizar el comportamiento

de las predicciones de f entre el escenario de concordancia y el modelo quintante se
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Figura 6.8.: Desviación porcentual del ı́ndice de crecimiento f con respecto a las prediccio-
nes del modelo ΛMOF.

calcula la desviación porcentual entre sus predicciones como ∆f(z) = 1 − f(z)/fΛ(z).

Este resultado es mostrado en la figura 6.8. Podemos notar que ∆f siempre es negativa,

lo cual es consecuencia de que el ı́ndice de crecimiento es mayor en el modelo de enerǵıa

oscura compuesta que en ΛMOF. A pesar de este resultado las predicciones del valor del

ı́ndice de crecimiento para z = 0,15 concuerdan muy bien con los valores estimados en

[145].

6.2.3. Evolución no lineal de fluctuaciones esféricas

Otra herramienta poderosa para comprender como una pequeña porción esférica de sobre-

densidad homogénea es capaz de formar un sistema enlazado, a través de la inestabilidad

gravitacional, es el modelo del collapso esférico [146, 147, 148, 149, 150]. Desde el punto

de vista matemático, las ecuaciones cosmológicas básicas mencionadas en Caṕıtulo 2 son

válidas lo mismo para todo el Universo que para las fluctuaciones homogéneas esféricas
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(reemplazando al factor de escala global a por el radio de la sobredensidad r):

r̈

r
= −4πG

3
(ρcluster + ρX,eff ), (6.41)

donde ρcluster es la densidad de materia dentro del cúmulo formado y:

ρX,eff = ρX + 3pX = (3ω(r) + 1)ρX , (6.42)

es la densidad de enerǵıa efectiva de la enerǵıa oscura (componente X). Para el caso en que

está componente sea modelada como una constante cosmológica, ρX,eff será constante.

Nótese que para ω(r) 6= −1 y ω(r) 6= −1/3 la densidad de la componente X dentro de la

sobredensidad depende de la evolución del fondo.

Se debe seguir la evolución de la sobredensidad esférica partiendo que posee una sobre-

densidad inicial. Para tiempos tempranos, en los comienzos de la evolución del Universo,

esta región que posee la sobredensidad se expandirá junto con el fluido de fondo. Si la

sobredensidad inicial excede cierto valor cŕıtico, la región donde está contenida la sobre-

densidad se separará de la evolución general del Universo y pasará a través de tres fases:

(i) expansión hasta el punto de retorno5, (ii) colapso y (iii) virialización.

En lo adelante se definirá a: zta como el valor del corrimiento al rojo para el punto de

retorno, zcoll el corrimiento al rojo para el cual la esfera inmediatamente alcanzará la

virialización, rta y rcoll los radios correspondientes de la esfera en ambos momentos.

5este punto también es conocido mediante el término equivalente en inglés: punto de turnaround.
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6.2.3.1. Evolución hasta el punto de retorno

Si se ejecutan las siguientes transformaciones:

x =
a

ata

, (6.43)

y =
r

rta

, (6.44)

donde ata es el factor de escala de la evolución del Universo evaluado en el punto de

retorno. La evolución de las cantidades arriba definidas, usando las ecuaciones (6.38) y

(6.41) y considerando una cosmoloǵıa plana (K = 0), viene dada por [146, 148]:

ẋ = HtaΩ
1/2
ta [Ω(x)x]−1/2, (6.45)

ÿ = −HtaΩ
1/2
ta

2

[
ζ

y2
+

ΩX,ta

Ωta

y[1 + 3ω(x)]f(x)

]
, (6.46)

donde se ha considerado que las sobredensidades esféricas evolucionan en presencia de en-

erǵıa oscura homogénea (se considera que la enerǵıa oscura no forma estructuras enlazadas

para escalas menores que 100 Mpc [121]) y que además la masa del cúmulo formado se

conserva:

ρclusterr
3 = ρcluster,tar

3
ta, (6.47)

y donde la sobredensidad de la masa del cúmulo formado para el punto de retorno es:

ζ =

(
ρcluster

ρbackg

)

zta

. (6.48)

El valor de ζ puede ser hallado integrando las ecuaciones diferenciales (6.45) y (6.46)

usando simultáneamente las condiciones de frontera (dy/dt)x=1 = 0 y yx=0 = 0.

Las variaciones de las perturbaciones para colapsos que ocurren hoy en d́ıa para diferentes
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ESTRUCTURAS 82

cosmoloǵıas son comparadas en la figura 6.9. Los valores ω0 = −0,75 y ω1 = 0,4 fueron

usados para la parametrización ω = ω0 + ω1(1 − a) mientras que, el eje x muestra el

tiempo normalizado para el tiempo en que ocurre el retorno en el modelo de concordancia

ΛMOF (ωΛ = −1). El modelo quintante alcanza el punto de retorno y el colapso antes que

los demás modelos, este comportamiento es debido al efecto de la constante cosmológica

negativa, la cual contribuye con una presión positiva durante toda la evolución.
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Figura 6.9.: Evolución de las perturbaciones que colapsan hoy en d́ıa (zcoll = 0) para
diferentes cosmoloǵıas.

La evolución de la sobredensidad ζ en función del corrimiento al rojo del colapso es mostra-

do en la figura 6.10. Todos los modelos de quintaesencia muestra que las perturbaciones

que colapsan para un determinado corrimiento al rojo son más densas en el momento del

retorno, relativas al valor del fondo, que las que muestra el modelo ΛMOF. Estos modelos

tienden para valores altos del corrimiento al rojo al valor de 5,6 el cual corresponde a

un Universo Einstein-de Sitter. Sin embargo, el modelo quintante muestra una evolución
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ESTRUCTURAS 83

inusual debido a que su densidad relativa crece mientras el corrimiento al rojo aumenta.
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Figura 6.10.: Evolución de la sobredensidad para diferentes cosmoloǵıas.

Este comportamiento preocupante es más evidente en la figura 6.11. Esta es la primera

desviación importante del modelo quintante de enerǵıa oscura con respecto a la corriente

principal de la interpretación de las observaciones astrof́ısicas.

6.2.3.2. Contraste de densidad para la virialización

Para poder obtener más información acerca de las predicciones del modelo bajo estudio

desde el punto de vista de la historia del crecimiento de las estructuras, se necesita calcular

el contraste de densidad de los cúmulos virializados como función del corrimiento al rojo

que corresponde al colapso:

∆vir =
ρvir

ρbg,vir

= η−3ζ

(
1 + zta

1 + zcoll

)3

, (6.49)
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Figura 6.11.: Evolución de la sobredensidad para el modelo quintante de enerǵıa oscura.

donde η = ρvir/ρta es la razón de la densidad de la esfera virializada con respecto su

densidad en el momento del retorno. Para determinar a este parámetro es preciso combinar

la ecuación que se obtiene de aplicar el teorema del virial a la estructura final enlazada6 y la

conservación de la enerǵıa, para obtener una relación entre la enerǵıa potencial de la esfera

colapsada en el momento del retorno y en el momento de la virialización. En este proceso

la enerǵıa potencial de la sobredensidad de la materia oscura será modificada por un nuevo

término debido al efecto que sobre ella causa la enerǵıa oscura [148, 149, 150, 151].

En el contexto de una componente de enerǵıa oscura dinámica (por ejemplo: quintaesen-

cia), que está distribuida de forma homogénea, se considera que las part́ıculas de la materia

oscura pueden alcanzar un estado de quasi-equilibrio [150, 151] en el cual el teorema del

virial se alcanza instantáneamente, debido a que en la época en que domina la materia

6ambas componentes del modelo quintante tienen sus enerǵıas potenciales proporcionales a R2.
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Figura 6.12.: Evolución del parámetro q con respecto a zcoll.

los efectos de la enerǵıa oscura siguen siendo pequeños y por tanto despreciables. De esta

manera, asumiendo que la materia oscura ha alcanzado este estado de quasi-equilibrio, η

puede ser calculada mediante la siguiente ecuación cúbica [150]:

4q(1 + 3ωX,vir)η
3 − 2(1 + (1 + 3ωX,ta)q)x+ 1 = 0, (6.50)

donde q = ρX,ta/ρmc,ta caracteriza la fuerza de la enerǵıa oscura en el momento del retorno.

La figura 6.12 muestra la evolución de q en función del zcoll para diferentes cosmoloǵıas.

El efecto de la enerǵıa oscura sobre la estructuras virializadas decrece a medida que

estas alcanzan el estado de virialización para corrimientos al rojo mayores. En el modelo

quintante la contribución de ρX,ta < 2 % para zcoll ≥ 1.

Las variaciones de la razón del radio de la virialización con respecto al radio del punto

de retorno es mostrado en la figura 6.13. La forma de la evolución del modelo quintante
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Figura 6.13.: η = rvir/rta como función de zcoll.

está sobre el valor estándar de un Universo tipo Einstein-de Sitter. El valor de η > 0,5 es

debido al hecho que la fuerza repulsiva efectiva de la enerǵıa oscura sobre las part́ıculas de

la materia oscura les permite alcanzar el estado de quasi-equilibrio con un radio mayor.

Este comportamiento es menos marcado en el caso del modelo quintante de enerǵıa oscura

que en el resto, debido a que la constante cosmológica negativa contribuye a la evolución

con una presión positiva en contraste con la presión negativa de la quintaesencia.

Finalmente, el contraste de densidad en el momento de la virialización se muestra en la

figura 6.14. Todos los modelos tienen sobredensidades que decrecen con el valor de zcoll

sin embargo, el modelo quintante de enerǵıa oscura tiene un comportamiento diferente:

∆vir crece a medida que zcoll aumenta. Este resultado inusual, que aleja a este modelo de

la corriente principal de la interpretación de las observaciones astrof́ısicas, es consistente

con los mostrados en las figuras 6.10 y 6.11.
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Figura 6.14.: Sobredensidad ∆vir como función de zcoll para varios modelos cosmológicos.

6.2.4. Conteo del número de clusters

Con el objetivo de estimar el número de cúmulos de materia oscura fŕıa para diferentes

rangos de corrimiento al rojo y de masa de los cúmulos se usará la aproximación de Press-

Schechter [152]. Para esta estimación podŕıan ser usadas funciones de masa más realistas7

pero el ánimo de esta sección es obtener una comparación entre las predicciones generales

del conteo del número de cúmulos del modelo quintante de enerǵıa oscura compuesta en

relación con el modelo ΛMOF.

El formalismo de Press-Schechter asume que la fracción de masa del Universo, contenida

en sistemas enlazados gravitacionalmente con masas mayores que M, está dada por la

fracción del espacio donde el contraste de densidad que ha evolucionado de forma lineal

7es posible usar una función de masa más realista que tiene su justificación f́ısica en el modelo del colapso
elipsoidal [153, 154].
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excede un umbral δc y que el contraste de densidad está distribuido de forma normal con

µ = 0 y con varianza σ2(M). Como cada escala de masa M colapsa para un determinado

corrimiento al rojo (los cuerpos con masas mayores, correspondientes a escalas mayores,

colapsan más tarde), el contraste de densidad cŕıtica es una función del corrimiento al

rojo, δc = δc(z). Estas suposiciones conducen a la conocida fórmula para la densidad del

número clusters de masa comprendida en el rango de m y M + dM para un corrimiento

al rojo dado:

dn

dM
(M, z) = −

√
2

π

ρm0

M

δc(z, ω)

σ(M, z)

d ln σ(M, z)

dM
e
− δ2(z)

2σ2(M,z) , (6.51)

donde ρm0 es la densidad actual de materia del Universo, δc(z) es la sobredensidad lineal

de las fluctuaciones que colapsan para un corrimiento al rojo z: δc(z, ω) = δlin(z = zcoll).

Para determinar la δc(z, ω) se usa el ajuste propuesto en [155] debido a que este parámetro

muestra una dependencia muy débil con respecto al modelo cosmológico que se estudie y

su valor hoy en d́ıa es muy cercano al de un Universo Einstein-de Sitter de 1,68:

δc(z, ω) =
3(12π)2/3

20
[1 + α log10 Ωm(z)], (6.52)

donde:

α = 0,353w2 + 1,044w3 + 1,128w2 + 0,555w + 0,131. (6.53)

La cantidad:

σ(M, z) = D(z)σM , (6.54)

es la desviación t́ıpica de las fluctuaciones de la densidad de la esfera de radio R que

contiene la masa M, donde Dn(z) ≡ δm(z)/δz(z = 0) es la función de crecimiento lineal

normalizada con respecto al valor presente del contrate de densidad lineal obtenida a
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partir de la ecuación (6.39) y se usa el ajuste propuesto en [156] para obtener a:

σM = σ8

(
M

M8

)− γ(M)
3

, (6.55)

donde M8 = 6 x 1014Ωm0h
−1M⊙ es la masa dentro de una esfera de radio R8 = 8h−1Mpc,

y σ8 es la desviación t́ıpica de la sobredensidad sobre una escala de tamaño R8. El ı́ndice

γ(M) es una función de la escala de masas en la que se trabaje y del llamado parámetro

de formación:

γ(M) = (0,3Γ + 0,2)

[
2,92 +

1

3
log

(
M

M8

)]
, (6.56)

donde se ha fijado Γ = 0,149 [156].

Para poder comparar a modelos diferentes se usa la ecuación de normalización (aqúı el

sub́ındice mod es sinónimo de modelo):

σ8,mod =
δc,M(z = 0)

δc,Λ(z = 0)
σ8,Λ. (6.57)

El valor de σ8,Λ = 0,796 es restringido por las observaciones del WMAP[6]. El efecto de la

enerǵıa oscura sobre el número de cúmulos de materia oscura fŕıa es analizado mediante

el cálculo del número de cúmulos por unidad de corrimiento al rojo, para un rango de

masa dado:

Nbin =
dN

dz

∫

4π

dΩ

∫ Msup

Minf

dn

dM

d2V

dzdΩ
dM, (6.58)

donde el volumen comóvil es:

d2V

dzdΩ
= c

dA(z)2(1 + z)2

H(z)
, (6.59)

y dA(z) es la distancia diámetro angular.

El número de conteo de cúmulos de galaxias virializadas, Nbin = dN/dz, obtenidas a partir
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de (6.58), son mostrados en las figuras 6.15, 6.16 y 6.17. Todos los modelos exhiben un

comportamiento similar: las estructuras más masivas son menos abundantes y se forman

más tarde. Este es un resultado en concordancia con el modelo jerárquico de formación

de estructuras8.

0 1 2
0,0

2,0x107

4,0x107

6,0x107

8,0x107

 z

 w =-1

 w =-0,8
 w =w0+w1(1-a)

 Modelo quintante

 

 

N
b
in
(z
)

Figura 6.15.: Evolución del conteo del número de cúmulos de galaxias virializadas con
masas dentro del rango 1013 < M/(h−1M⊙) < 1014.

El modelo quintante de enerǵıa oscura es capaz de reproducir los resultados de los demás

modelos de un modo satisfactorio para la época más reciente de la formación de estruc-

turas. Esto es para valores del corrimiento al rojo no mucho mayores de z = 1 para los tres

rangos de valores. Sin embargo, para corrimientos al rojo mayores muestra picos abrup-

tos de la formación de estructuras, constituyendo esto una seria desviación del modelo

jerárquico de las estructuras de gran escala. Esto parece ser causado por el valor inusual

que muestra el parámetro de la ecuación de estado de la enerǵıa oscura quintante, la

cual se comporta como materia ŕıgida (stiff). Esto podŕıa traer consigo una acumulación

8en [157] se discuten estos efectos para otras parametrizaciones de modelos de enerǵıa oscura.
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Figura 6.16.: Evolución del conteo del numero de cúmulos de galaxias virializadas con
masas dentro del rango 1014 < M/(h−1M⊙) < 1015.
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Figura 6.17.: Evolución del conteo del número de cúmulos de galaxias virializadas con
masas dentro del rango 1015 < M/(h−1M⊙) < 1016.
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mejorada de las estructuras que se forman por el efecto gravitacional y de las fuerzas

viscosas.

6.3. Conclusiones Parciales

En este Caṕıtulo se han estudiados tres modelos del Universo, desde la perspectiva de la

formación de las estructuras en el Universo.

Los dos primeros casos poseen en común que la enerǵıa oscura es modelada usando un

campo escalar con potenciales doble exponencial pero son estudiados siguiendo modelos

basados en la Teoŕıa de Einstein y de Brans-Dicke. En ambos casos los parámetros libres

fueron refinados en mayor grado, usando el ı́ndice de crecimiento de las fluctuaciones

cosmológicas en su régimen lineal. Estos parámetros hab́ıan sido refinados con anterioridad

usando los resultados observacionales de la radiación cósmica de fondo y la nucleośıntesis

primordial.

Finalmente el modelo quintante fue sometido al análisis del la evolución lineal y no lineal

de las fluctuaciones cosmológicas aśı como a las predicciones del número de cúmulos de

galaxias y se compararon sus resultados con los de otros modelos, entre ellos el modelo de

concordancia ΛMOF. Aún cuando fue capaz de pasar la primera prueba de forma razon-

ablemente bien, en las dos últimas mostró serias discrepancias con la corriente principal

de la interpretación de las observaciones astrof́ısicas, por ejemplo con el modelo jerárquico

de formación de estructuras.



7. CONCLUSIONES

Esta Tesis ha estado dirigida a ahondar en el conocimiento del origen y naturaleza de

la fase actual de expansión acelerada del Universo, mediante el estudio de dos clases de

modelos: las teoŕıas f(R) de gravedad modificada y los modelos de enerǵıa oscura. Ambas

aproximaciones están motivadas, entre otras razones, por la capacidad que tienen de poder

explicar dicha fase.

En el caso de teoŕıas f(R), el estudio se centró en la posibilidad de encontrar un marco

donde la enerǵıa oscura es reemplazada por una función genérica de R cuyo efecto so-

bre la expansión global del Universo es equivalente y en el estudio de las consecuencias

fenomenológicas de tomar en cuenta , de forma rigurosa, las condiciones de existencia y

estabilidad de las soluciones de Sitter para una clase extensa de teoŕıas f(R). En este

sentido se logró la reconstrucción de una teoŕıa f(R) a partir de una dinámica conocida

de un modelo de enerǵıa oscura imponiendo la condición de que tuviesen la misma depen-

dencia del parámetro de Hubble con el tiempo. Esto último implica que el nuevo modelo

no sólo será capaz de pasar las pruebas observacionales que dependen de la expansión del

Universo, sino que además, estará libre de términos de enerǵıa oscura y con ello de los

problemas teóricos que presenta la presencia de una constante cosmológica.

Además se demostró que una amplia gama de modelos f(R) o no admiten soluciones

estables de Sitter (dS ), o admiten en su lugar una coincidencia asintóticamente estable
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de las soluciones locales con la métrica de fondo de un espacio anti-de Sitter (AdS ).

Quedando descartados estos modelos como solución a la expansión acelerada del Universo.

Con relación a las teoŕıas f(R) cuyos términos no lineales posean potencias combinadas de

R se demostró que pueden constituir escenarios atractivos de unificación de la dinámica de

inflación temprana y de la expansión acelerada de Universo tard́ıo. Esto se logra para una

región del espacio de parámetros debido a la existencia de dos escalas de masa diferentes.

Finalmente, se generalizó la condición de no existencias de grados de libertad fantasmas

para las modificaciones tipo DBI a la Relatividad General, hallándose que esta implica

una restricción sobre uno de los parámetros del modelo.

Con relación a los modelos de enerǵıa oscura se estudiaron tres de ellos desde el punto de

vista de la formación de estructuras, desarrollándose un formalismo efectivo, que permi-

tió usar la historia de la formación de las grandes estructuras del Universo como prueba

de compañ́ıa capaz de ayudar a refinar los parámetros libres del modelo bajo estudio.

Esto último se logró en dos modelos de enerǵıa oscura cuyos campos escalares tienen

potenciales doble exponenciales.

Se investigaron las evoluciones de las fluctuaciones cosmológicas en los reǵımenes lineal

y no lineal para un modelo de enerǵıa oscura compuesta. Se compararon sus análisis con

los del modelo de concordancia ΛMOF y con otros dos modelos cuyos parámetros de la

ecuación de estado obedecen a parametrizaciones conocidas. Las predicciones del modelo

de enerǵıa oscura compuesta fueron aceptables dentro del régimen lineal pero mostraron

serias discrepancias en el régimen no lineal. Estas discrepancias se hicieron más evidentes

cuando el modelo fue sometido al cálculo del número de cúmulos de galaxias mostrando

un comportamiento que no se corresponde con el modelo jerárquico de formación de

estructuras.



8. RECOMENDACIONES

Luego de realizar un estudio de modelos del Universo en los marcos de las teoŕıas f(R) de

gravedad modificada y de modelos de enerǵıa oscura se realizan las siguientes recomen-

daciones:

• Extender el estudio de la formación de estructuras al caso de las teoŕıas f(R) capaces

admitir soluciones estables de Ricci.

• Extender el estudio de los modelos de enerǵıa oscura a los Mundos Branas y con ayu-

da de las herramientas de los sistemas dinámicos, estudiar las propiedades asintóticas

de los modelos cosmológicos con campo escalar auto-interactuante con potencial ar-

bitrario, atrapado en una brana de Randall-Sundrum (RS) y en una brana Dvali-

Gabadadze-Porrati (DGP).
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[16] S.-Y. Zhou, “A New Approach to Quintessence and a Solution of Multiple

Attractors,” Phys. Lett. B660 (2008) 7–12, arXiv:0705.1577 [astro-ph].

[17] E. V. Linder, “The Dynamics of Quintessence, The Quintessence of Dynamics,”

Gen. Rel. Grav. 40 (2008) 329–356, arXiv:0704.2064 [astro-ph].

[18] T. Gonzalez and I. Quiros, “Exact models with non-minimal interaction between

dark matter and (either phantom or quintessence) dark energy,”

Class. Quant. Grav. 25 (2008) 175019, arXiv:0707.2089 [gr-qc].

[19] M. Bouhmadi-Lopez and R. Lazkoz, “Chaplygin DGP cosmologies,”

Phys. Lett. B654 (2007) 51–57, arXiv:0706.3896 [astro-ph].

[20] Z.-K. Guo and Y.-Z. Zhang, “Cosmology with a variable Chaplygin gas,”

Phys. Lett. B645 (2007) 326–329, arXiv:astro-ph/0506091.

[21] H. Garcia-Compean, G. Garcia-Jimenez, O. Obregon, and C. Ramirez, “Crossing

the phantom divide in an interacting generalized Chaplygin gas,”

JCAP 0807 (2008) 016, arXiv:0710.4283 [hep-th].

[22] P. Jorge, J. P. Mimoso, and D. Wands, “On the dynamics of k-essence models,”

J. Phys. Conf. Ser. 66 (2007) 012031.

[23] R. de Putter and E. V. Linder, “Kinetic k-essence and Quintessence,”

Astropart. Phys. 28 (2007) 263–272, arXiv:0705.0400 [astro-ph].

[24] S. Sur and S. Das, “Multiple kinetic k-essence, phantom barrier crossing and

stability,” JCAP 0901 (2009) 007, arXiv:0806.4368 [astro-ph].

[25] R. Lazkoz, G. Leon, and I. Quiros, “Quintom cosmologies with arbitrary

potentials,” Phys. Lett. B649 (2007) 103–110, arXiv:astro-ph/0701353.

[26] T. Matos, A. Vazquez-Gonzalez, and J. Magana, “Study of several potentials as

scalar field dark matter candidates,” AIP Conf. Proc. 1083 (2008) 144–170.

http://dx.doi.org/10.1016/j.physletb.2007.12.020
http://arxiv.org/abs/0705.1577
http://dx.doi.org/10.1007/s10714-007-0550-z
http://arxiv.org/abs/0704.2064
http://dx.doi.org/10.1088/0264-9381/25/17/175019
http://arxiv.org/abs/0707.2089
http://dx.doi.org/10.1016/j.physletb.2007.07.063
http://arxiv.org/abs/0706.3896
http://dx.doi.org/10.1016/j.physletb.2006.12.063
http://arxiv.org/abs/astro-ph/0506091
http://dx.doi.org/10.1088/1475-7516/2008/07/016
http://arxiv.org/abs/0710.4283
http://dx.doi.org/10.1088/1742-6596/66/1/012031
http://dx.doi.org/10.1016/j.astropartphys.2007.05.011
http://arxiv.org/abs/0705.0400
http://dx.doi.org/10.1088/1475-7516/2009/01/007
http://arxiv.org/abs/0806.4368
http://dx.doi.org/10.1016/j.physletb.2007.03.060
http://arxiv.org/abs/astro-ph/0701353
http://dx.doi.org/10.1063/1.3058564


REFERENCIAS BIBLIOGRÁFICAS 99
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A. AJUSTE ESTADÍSTICO DEL

MODELO f (R)

Los valores de los parámetros libres del mejor ajuste del modelo dado por la ecuación

(4.20) son los siguientes:

a = −0,388125 ± 0,000468

b = −0,609366 ± 0,000431

n = −0,15342 ± 0,000206

m = 0,712558 ± 0,000424

La correspondencia entre la data real y la ajustada mediante la ecuación (4.20) es mostrada

en la figura A.1. La desviación porcentual entre ambas es presentada en la figura A.2, se

puede apreciar que la desviación es menor que el 6 % para el intervalo estudiado.

La tabla A.1 muestra otros parámetros de interés estad́ıstico como son: el coeficiente de

múltiple determinación (R2), el Criterio de Infomación de Akaike (AIC, por sus siglas en

inglés), el Criterio de Información Bayesiano (BIC, por sus siglas en inglés) y el error de

la varianza ( σ̂2).
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Figura A.1.: Comportamiento del parámetro η vs Rs. La ĺınea discontinua muestra el com-
portamiento real. La ĺınea de puntos muestra la evolución de la aproximación
anaĺıtica dada por la ecuación (4.20).
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Figura A.2.: Desviación porcentual entre la curva real y el modelo anaĺıtico dado por la
ecuación (4.20).
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Tabla A.1.: Parámetros de interés estad́ıstico

Parámetros Valor

R2 0.999999

AIC -13651.9

BIC -13627.8

σ̂2 1.83496∗10−8
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Figura A.3.: Dispersión de los residuos para el ajuste del modelo anaĺıtico.



B. AJUSTE ESTADÍSTICO DE LA

CURVA w vs a

Las parametrizaciones más usadas en cosmoloǵıa para describir la evolución del parámetro

de la ecuación de estado ω como función del factor de escala a son:

(a) 2 parámetros: ω(a) = ω0 + ω1(1 − a)

(b) 3 parámetros: ω(a) = ω0 + ω1(1 − ab)

(c) 3 parámetros: ω(a) = ω0 + ω1(1 − a) + ω2(1 − a)3

(d) 3 parámetros: ω(a) = ω0 + ω1(1 − a) + ω2

(
e1−1/a

1
− 1
)

(e) 4 parámetros: ω(a) = ω0 + ωm−ω0

1+( a
aT

)1/τ

Para obtener la mejor parametrización que ajusta la curva ω vs a se siguieron los siguientes

criterios estad́ısticos:

• Minimizar la función χ2 =
∑N

i=1

(
yi−y(xi,a)

σi

)2

• Suma de Residuales al Cuadrado: SRC =
∑N

i=1 (yi − ŷi)
2. Este parámetro da la

suma de los cuadrados de las diferencias entre los puntos de la data real y los

valores pronosticados. (Suma Total de Cuadrados: STC =
∑N

i=1 (yi − yi)
2)

• Coeficiente de múltiple determinación: R2 = 1 − SRC
STC

. Este parámetro mide la

proporción de variación en los puntos yi de la data que son explicados por el modelo
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de regresión. R2 = 1 significa que la curva de del modelo teórico pasa por todos los

puntos de la data.

• Criterio de información de Akaike (AIC, por sus siglas en inglés): AIC = N ln σ̂2 +

2P , donde N es el número de puntos de la curva real, P es el número de parámetros

libres del modelo y σ̂2 = SRC
N

. Este criterio penaliza la adición de parámetros y

selecciona a aquel modelo que mejor ajusta (primer término de la expresión para el

AIC) y que tenga el menor número de parámetros libres. En general el modelo más

simple es preferible, a menos que el modelo más complicado ajuste mucho mejor y

sea mucho más probable. El modelo con menor AIC será el modelo más probable de

ser el correcto entre todos los modelos especificados para esa data, es decir será el

modelo preferido.

La tabla B.1 muestra los resultados del estudio estad́ıstico para seleccionar la parametrización

que mejor ajusta la curva ω vs a apreciándose que el modelo de 4 parámetros es el que

mejor ajusta la curva real. El ajuste visual se puede observar en la figura B.1.

Tabla B.1.: Parámetros de interés estad́ıstico

Modelo R2 SRC AIC ∆AIC Pesadas AIC

(a) 0,8229 1058,23 -22485,12 43592,68 9.32∗10−9467

(b) 0,8436 934,62 -23728,36 42349,44 5.49∗10−8974

(c) 0,8558 843,59 -24754,41 41323,39 5.49∗10−8974

(d) 0,8953 625,67 -27743,11 38334,69 5.34∗10−8325

(e) 0,9989 12,5358 -66077,80 0 1.00
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Figura B.1.: Ajustes a la curva real de las diferentes parametrizaciones.
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