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SINTESIS

En este trabajo se estudian modelos del Universo con inclusiéon de energia oscura, tanto
del tipo quintaesencia como energia oscura compuesta tipo quintante. Los modelos de
energia oscura se estudian desde el punto de vista de la formacion de las estructuras del
Universo. Con ayuda de esta prueba observacional se logra restringir el espacio de los
parametros libres de dos modelos de quintaesencia. Ademas se demuestra que el modelo
quintante tiene predicciones satisfactorias en el régimen lineal pero falla en las relativas al
régimen no lineal, especialmente en el conteo del nimero de cimulos de galaxias, entrando

en contradiccion con el modelo jerarquico de formacién de estructuras en el Universo.

Se investiga la equivalencia entre los modelos de energia oscura y de gravedad modificada
tipo f(R) mediante el modelo quintante. Las teorias f(R) son estudiadas en detalle desde
el punto de vista de la existencia y estabilidad de las soluciones de Sitter. Se demuestra que
una amplia variedad de modelos f(R) no son capaces de tener soluciones de Sitter estables
y que existe una clase de estos modelos que pueden describir, en un marco unificado, la

inflacién temprana y la expansion acelerada, presente y futura, del Universo.
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1. INTRODUCCION

La impresionante cantidad de datos astrofisicos que se han acumulado en los tltimos 10
anos han conducido hacia un nuevo paradigma cosmolédgico, de acuerdo con el cual, el
universo es espacialmente plano y se halla en una fase de expansion acelerada. Fuertes
evidencias en este sentido son el diagrama de Hubble de las Supernovas Ia [I 2, B] y
las anisotropias observadas en la radiacién césmica de fondo [4, [, 6]. Por otro lado,
la abundancia de los cimulos de galaxias [7, 8] y la fraccién de masa de gas en ellos,
restringen el pardmetro adimensional de la densidad de materia (€2, ~ 0,3) conduciendo
a la necesidad de una nueva componente con presion negativa para, al mismo tiempo,
cerrar el universo (£, &~ 1) y conducir su expansién acelerada. Esta nueva componente

recibe el nombre de energia oscura.

La explicaciéon més simple exige tomar en cuenta la constante cosmolégica A [0, [10] y
asi de esta manera se obtiene el modelo AMOF (contante cosmoldgica + materia oscura
fria). A pesar de ser el modelo que mejor ajusta la mayoria de los datos astrofisicos, el

modelo AMOF tiene varios problemas tedricos.

Como respuesta a estos problemas, mucho interés ha sido dedicado a los modelos con
energia de vacio dindmica, llamados quintaesencia [11), 12, [13]. Estos modelos tipicamente
involucran campos escalares con una clase de potenciales que le permiten, a la energia

oscura, ser la componente dominante de la dindmica césmica solo recientemente [14] [15]
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16, 17, [18]. Otros candidatos para la energfa oscura son, por ejemplo, el gas de Chaplygin
[19, 20, 21], la K-esencia [22, 23], 24], etc. No obstante, los modelos de quintaesencia han

sido, entre todos los posibles, los mas estudiados.

En aras de obtener modelos de energia oscura viables, se requiere que la densidad de
energia del campo escalar permanezca subdominante, durante los periodos donde dominan
la radiacién y la materia, emergiendo solamente para una época muy reciente de la historia

del universo y siendo la responsable de la aceleracion del universo.

Esta viabilidad ha sido estudiada desde el punto de vista de los sistemas dinamicos,
estudiandose el comportamiento del sistema en los estados asintoticos. Los resultados
obtenidos, en general, dependen de la forma del potencial del campo escalar [25, 20,
27, 2§]. El primer caso de los modelos de quintaesencia, estudiado bajo esta éptica, fue
el potencial exponencial [29], luego estos estudios se han extendido a modelos donde
el campo escalar estd acoplado de forma minima y no minima con el fluido de fondo,
basicamente materia oscura [30]. Obteniéndose como resultado que los problemas béasicos
de la constante cosmoldgica pueden ser suavizados o eliminados para determinados tipos

de modelos.

No obstante, como se mencion6 anteriormente, existen una gran cantidad de modelos de
energia oscura que en principio podrian ser viables. ;Cémo discriminar entre todos los
posibles miembros de esta fauna césmica? Una forma, muy extendida y bien estudiada,
de poder discernir entre que modelos de energia oscura predicen descripciones acertadas

y cuales no, es comparar sus predicciones con las observaciones cosmolégicas.

Estas observaciones se pueden dividir en dos grupos: las que dependen de la historia de la
expansion y las que dependen de la historia de la formaciéon de las grandes estructuras del
universo. Entre ellas, las mas usadas y de las cuales se espera mas en un futuro inmediato

son [31]:
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e Supernovas la: esta es quizas la mas usada y probada prueba que deben pasar los
modelos de energia oscura. Se espera que en los préximos anos se incremente el

nimero de Supernovas la observadas en un orden de magnitud.
e Oscilaciones actusticas de los bariones: es una prueba relativamente reciente.

e Lentes gravitacionales: a través de esta prueba se observa como las estructuras
evolucionan en el tiempo, aun cuando no es una prueba firmemente establecida se

espera mucho de ella en el futuro.

e Conteos del nimero de cimulos: esta prueba usa el conteo de la densidad del niimero
de objetos colapsados, como los cimulos de galaxias, para probar la dindmica de la

formacién de las estructuras del universo.

El desafio con estas pruebas observacionales es usarlas de forma combinada, tratando de
restringir el espacio de los parametros libres de los modelos bajo estudio. En este sentido
queda mucho trabajo por hacer y hoy, diez anos después de ser cambiado de forma radical
el entendimiento sobre el estado presente y futuro de universo, no todos los modelos han

sido puestos bajo la lupa de estas pruebas y por lo tanto, confirmados o descartados.

A pesar de los éxitos de la energia oscura, sus propiedades fisicas atin no son muy conocidas
a un nivel fundamental. De ella s6lo conocemos que es una componente que no muestra
capacidad de aglomeracion y que es la responsable de la expansion acelerada del universo
[32,133]. Estas consideraciones han motivado un reciente interés hacia otras aproximaciones

diferentes a la energia oscura.

.Es la energia oscura o las modificaciones a las leyes de la gravedad? Quizas esta debio ser

la primera pregunta por responder, pero sin dudas, es la mas crucial.

En lugar de introducir una nueva y misteriosa componente, se ha sugerido que las leyes

de la gravedad quizas no puedan ser aplicadas con precision cuando son extrapoladas a
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grandes escalas. La analogia es hecha frecuentemente a los esfuerzos, del siglo XIX, para
explicar el salto del perihelio de Mercurio mediante la introduccién de un planeta oscuro
llamado Vulcan. Al final, la solucién al problema fue realmente cambiar las leyes de la
gravedad (de la newtoniana a la Relatividad General) en lugar de introducir una nueva

componente en forma de planeta.

Numerosos modos de modificar la gravedad han sido considerados, pero todas estas teorias
deben ser restringidas y ser capaces de recuperar a la Relatividad General en las escalas

del sistema solar, donde esta tltima ha sido bien comprobada [34] [35], 36].

Una de las opciones para modificar la Relatividad General lo constituyen las llamadas
teorfas f(R) de gravedad modificada [37, 38, 39]. Estas formas estdn basadas en la in-
troduccién de correcciones al esquema tradicional de Einstein—Hilber y son capaces de
explicar la aceleracion cosmica de forma simple por el hecho que algunos términos sub-
dominantes (como 1/R) se convierten en esenciales para curvaturas pequenas conduciendo

a la expansion actual.

Las teorias f(R) podrian ademds presentar una unificacién natural de las fases de in-
flacién del universo temprano y de aceleraciéon actual y futura del universo gracias a los
roles diferentes de términos gravitacionales que se hagan relevantes a pequenas y grandes

curvaturas.

El objeto de esta investigacion es profundizar en el conocimiento del origen y la
naturaleza de la expansion acelerada del universo desde la perspectiva de los modelos de
energia oscura y de teorfas f(R) de gravedad modificada, tratando de dar respuesta a las

interrogantes antes formuladas.
Sobre esta base se formulan los siguientes objetivos:

e Estudiar las consecuencias de tomar en cuenta las condiciones de existencia y es-

leste tema es tratado con méas profundidad en la seccién (B)).
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tabilidad de las soluciones de Sitter en las teorfas f(R) asi como la equivalencia

dindmica de estas teorias con los modelos de energia oscura.

e Investigar como el proceso de formacion de estructuras, en sus regimenes lineal y no

lineal, puede contribuir a discriminar entre diferentes modelos de energia oscura.
Teniendo en cuenta los objetivos anteriores se plantean las siguientes hipétesis:

e Si se selecciona una misma dindmica césmica es posible construir una teoria f(R)

equivalente a un modelo de energia oscura compuesta.

e El estudio de las condiciones de existencia y estabilidad de las soluciones de Sitter

permiten discriminar entre teorias f(R) de gravedad modificada.

e Las predicciones relativas a la formacién de las grandes estructuras del Universo
permiten restringir el espacio de los pardmetros libres de los modelos de energia
oscura y discriminar entre modelos de energia oscura con predicciones similares

relativas a la expansiéon del Universo.

Para trabajar las hipdtesis planteadas se obtuvieron las ecuaciones del campo usando
el Principio Variacional. Las soluciones de las ecuaciones de Friedmann se hallaron de
forma numérica, seleccionando, de forma adecuada, las condiciones de frontera para cada
modelo estudiado. Ademas se hizo uso de la Teoria de las Perturbaciones Cosmoldgicas

para trabajar los regimenes lineales y no lineales en la evolucién de las sobredensidades.
La novedad de esta investigacién radica en los siguientes resultados:

e Se obtiene por primera vez una teoria f(R) a partir de una dindmica de un modelo
de energia oscura compuesta (quintaesencia + constante cosmolégica negativa), eva-
diéndose, de este modo, los problemas asociados a la constante cosmoldgica negativa

40, @1].

e Se demuestra la existencia de una clase de modelos que exhiben una descripcién
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unificada de la evolucién del Universo: inflacién de tiempo temprano a expansion
acelerada de tiempo tardio. También se demuestra que una amplia variedad de

modelos no son capaces de exhibir soluciones de Sitter estables [42].

e Se refinan en buena medida el espacio de los parametros libres de dos modelos
de quintaesencia, ambos con potenciales doble exponenciales, basados en la Teoria
de Einstein y de Brans-Dicke [43]. Se obtiene que un tercer modelo de energia
oscura compuesta es capaz de reproducir, razonablemente bien, las predicciones de
la formacion de estructuras en su régimen lineal, pero falla en el régimen no lineal

para corrimientos al rojo mayores que la unidad [44].

Esta Tesis esta estructurada de la siguiente forma: En el Capitulos 1 se hace una breve
revisién acerca del Modelo Cosmologico Estandar y de la Relatividad General. Una in-
troduccion a las teorias de gravedad modificada es desarrollada en el Capitulo 2. En el
Capitulo 3 se deriva una teoria f(R) a partir de conocer la dindmica de un modelo de
energia oscura compuesta. En el Capitulo 4 se hace un estudio de la existencia y estabili-
dad de las soluciones de Sitter para una amplia variedad de teorfas f(R). Finalmente, en el
Capitulo 5 se estudian varios modelos de energia oscura desde la perspectiva de la forma-
cién de estructuras en el régimen lineal y no lineal. Las Conclusiones, Recomendaciones,

Referencias Bibliograficas y Anexos se ubican a continuacién.



2. COSMOLOGIA EN POCAS
PALABRAS

La comprension de la génesis y evolucion del Universo es uno de los grandes éxitos de la
ciencia del siglo XX. Este conocimiento proviene de décadas de creativos experimentos y
teorias. Los telescopios modernos en la tierra y en el espacio detectan la luz de galaxias
alejadas millones de anos luz de nosotros, mostrando como el Universo lucia cuando era
joven. Los aceleradores de particulas prueban la fisica basica de las condiciones de altas
energias del Universo temprano. Los satélites detectan la radiacion césmica de fondo,
testigo sobreviviente de los estados iniciales de la expansién, suministrando una imagen del
Universo en la mayor escala que podemos observar. Los mejores esfuerzos encaminados a

explicar esta riqueza de datos es una teoria conocida como Modelo Cosmolégico Estandar.

En este Capitulo se introducen, brevemente, las bases fundamentales de la Cosmologia.

2.1. Cosmologia del Big Bang

En 1922 el tedrico ruso Alexander A. Friedmann se dio cuenta que la descripcion del
Universo, de acuerdo a las ecuaciones de Einstein, era inestable: pequenas perturbaciones

podrian causar que se expandiera o se contrajese. Por esa época, Vesto M. Slipher del
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Observatorio Lowell recolectaba la primera evidencia de que las galaxias se estaban, en
realidad, alejando. Entonces, en 1929, el eminente astronomo Edwin P. Hubble mostré que
la velocidad con que las galaxias de alejan de nosotros es aproximadamente igual a la

distancia que nos separa.

La existencia de un Universo que se expande implica que el cosmos ha evolucionado,
desde un estado de una densidad muy elevada de materia, hacia uno caracterizado por
una amplia propagacion de galaxias. Fred Hoyle, un cosmélogo inglés, fue el primero en
llamar a este proceso Big Bang. Hoyle tenia originalmente la intension de desacreditar a
esta teoria, pero el nombre fue tan contagioso y las observaciones tan contundentes que

gané gran popularidad [45].
Es un hecho bien establecido que la Teoria del Big Bang esté sustentada en tres pilares
observacionales:

e la expansion de Hubble observada en el corrimiento al rojo de las galaxias,

e las mediciones detalladas de la Radiacion Césmica de Fondo,

e la abundancia de los elementos ligeros producidos durante la Nucleosintesis Primor-

dial.
Veamos brevemente los detalles de cada uno de ellos:
Ley de Expansién de Hubble

Las observaciones de las galaxias y quésares distantes muestran que la luz que proviene
de estos objetos estan corridas al rojo, esto significa que la luz emitida desde ellas se
han movido hacia mayores longitudes de onda. Este corrimiento de la frecuencia, o efecto
Doppler, es proporcional a la velocidad relativa entre el emisor y la fuente y por lo tanto,
puede ser usado para medir la velocidad a un objeto remoto. Cuando se construye un

diagrama de estas velocidades contra las distancias de los objetos se observa una relacion
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lineal conocida como Ley de Hubble:
V= H()D, (21)

donde v es la velocidad de alejamiento de la galaxia y otro objeto distante, D es la
distancia al objetoy Hy = 71,93:? km/s/Mpc es el valor del pardmetro de Hubble hoy en
dia [6].

La Ley de Hubble observada tiene dos posibles explicaciones. La primera es que somos
observadores privilegiados y nos encontramos en el centro de una explosién de galaxias,
lo cual es inaceptable desde el punto de vista del Principio Cosmolégic. La segunda
explicacion es que el Universo se esta expandiendo uniformemente por todas partes como
una propiedad tnica del espacio tiempo. Este tipo de Universo en expansion fue desarro-
llado matematicamente en el contexto de la Teoria General de la Relatividad mucho antes
que Edwin P. Hubble hiciera sus analisis y observaciones, y permanece como la piedra
angular de la Teoria del Big Bang tal y como fue desarrollada por Friedmann-Lemaitre-

Robertson-Walker.
Radiacién Césmica de Fondo

La Teoria del Big Bang predecia la existencia de la Radiacién Césmica de Fondo (RCF en
lo adelante), la cual estd compuesta por fotones emitidos durante la bariogénesis. Debido
a que el Universo temprano estaba en equilibrio térmico, la temperatura de la radiacion
y del plasma fueron iguales hasta que el plasma se recombind. Antes que los atomos se
formaran la radiacién era constantemente absorbida y re-emitida mediante la dispersion
de Compton: el Universo temprano era opaco a la luz. Sin embargo, el enfriamiento debido
a la expansiéon del Universo le permitio a la temperatura caer eventualmente por debajo

de los 3,000 K, para este momento los electrones y los atomos se combinaron para formar

Leste Principio también se conoce como Principio de Copérnico.
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los atomos y el plasma primordial se convirtié en una gas neutral en un proceso conocido
como recombinacion y desacople de los fotones. Un Universo con sélo atomos neutrales le

permite a la radiaciéon viajar sin grandes impedimentos.

Debido a que el Universo temprano estaba en equilibrio térmico, la radiacién que proviene
de esa época tenia un espectro de emisién de cuerpo negro que se ha trasmitido hasta nue-
stros dias, presentando un corrimiento al rojo debido a la expansion de Hubble, reduciendo

la temperatura maxima del espectro de radiacién de cuerpo negro.

En 1964, Arno Penzias y Robert Wilson descubrieron accidentalmente la Radiacién Cosmi-
ca de Fondo [46]. Su descubrimiento aporté una confirmacién sustancial a las predicciones
generales de la RCF. La radiacion encontrada correspondia con una distribucion isotrépica

y consistente con el espectro de radiacion de un cuerpo negro a 3 K aproximadamente.

EN 1989, la NASA lanzé el satélite COBE con la mision de explorar la Radiacién Césmica
de Fondo. Sus hallazgos fueron consistentes con las predicciones de la Teoria del Big Bang
en lo referente a la RCF. El COBE hall6 que la temperatura de la RCF era de 2,726 K y

determiné que la misma era isétropa con una precision de 1/105 [47].

Las mediciones mas recientes corresponden al satélite WMAP, el cual ha obtenido las
mediciones méas precisas de muchos de los parametros cosmoldgicos. Las observaciones
de este satélite también han refutado varios modelos especificos de inflacién, pero los

resultados son consistentes con la teorfa inflacionaria en general [6].
Nucleosintesis Primordial

Usando el modelo del Big Bang es posible calcular las concentraciones de *He, *He, 2H
y "Li como proporcién con respecto a la cantidad de hidrégeno ordinario (H). Todas las
abundancias dependen de un tnico parametro, la razén de los fotones con respecto a los
bariones. Las predicciones de las abundancias son de: *He/H ~ 0,25, 2H/H =~ 1073,

SHe/H ~ 10~* y "Li/H ~ 107° [48].
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Las mediciones de todas las abundancias coinciden con las predicciones del Big Bang
para un unico valor de la razén de los fotones con respecto a los bariones. Este aspecto
es considerado como una fuerte evidencia en favor del Big Bang, como teoria es la tnica

explicacién conocida para las abundancias relativas de los elementos ligeros [49].

Mientras que actualmente casi nadie duda de que el Big Bang ocurrié, en el pasado la
comunidad de cientificos estaba dividida entre aquellos que apoyaban el Big Bang y los
que apoyaban modelos cosmoldgicos alternativos. A través del desarrollo histérico del
tema, los problemas con la Teoria del Big Bang fueron colocados en el contexto de la
controversia cientifica acerca de cual modelo podria describir mejor las observaciones
cosmolégicas. Con el abrumador consenso actual respaldando al modelo del Big Bang,
muchos de esos problemas son recordados como de interés historico. Las soluciones a ellos
han sido obtenidas a través de modificaciones a la teoria o como resultado de mejorar las
observaciones. Otros problemas, como el de la materia oscura fria, no son considerados

como fatales ya que pueden ser abordados a través de refinamientos ulteriores de la teoria.
Los dos problemas actuales méas importantes SOHQ:
a) Materia oscura

En los anos 30 del siglo pasado, el astronomo suizo F. Zwicky observé que en el cimulo de
Coma habia aparentemente un déficit de masa [50, 51, al ver que las galaxias del cimulo
se movian con velocidades demasiado elevadas, las cuales no podian ser explicadas con la
masa observada. Estas observaciones quedaron un tanto olvidadas hasta que, en los anos
70, Vera Rubin y sus colaboradores observaron algo semejante en las galaxias [52]. Estas
observaciones mostraron que debia existir una cantidad enorme de materia no visible
en las galaxias para que estas pudieran mantener su equilibrio. En la actualidad se han

observado miles de galaxias comprobando que la discrepancia existe normalmente. En los

2una lista completa de todos los problemas, histdricos y actuales, de la Teoria del Big Bang se pueden
encontrar en [30].
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cumulos de galaxias la discrepancia es semejante a la observada en las galaxias, pero mas

pronunciada.

Esto condujo a la idea de que hasta un 90 % de la materia en el Universo no es materia
comun o bariénica, sino materia oscura. En los inicios su presencia era polémica debido a
su naturaleza oscura, sin embargo, hoy es parte aceptada de la cosmologia estandar atin
cuando se ha detectado, inicamente, a través de su huella gravitacional. A nivel de labo-
ratorio no ha sido encontrada ninguna particula que le pueda corresponder, no obstante,
varios candidatos de la fisica de particulas pujan por ser los elegidos. La respuesta a cual
sera la particula que pueda encajar dentro de la materia oscura quizas demore algunos

anos mas, por el momento es un ingrediente fundamental en la Teoria del Big Bang.
b) Energia oscura

A finales de los anos 90 del siglo pasado dos equipos de cazadores de supernovas lidera-
dos por Saul Perlmutter y Brian Schmidt reportaron que la expansién del Universo era
acelerada [53, 54, [55]. Para explicar esta aceleracién, la Teoria General de la Relatividad
necesita que una gran parte del Universo consista en un componente energético con gran
presiéon negativa. Este problema parece tener relacion con el hecho que el Universo es
plano, tal y como indica la RCF, y que la densidad de masa del Universo es aproximada-
mente de un 30 % de la densidad critica [14]. El 70 % restante se cree corresponde a esa
componente misteriosa responsable de la fase actual de expansion acelerada y que es lla-
mada energia oscura. Aun cuando se manejan varios candidatos tales como: la constante
cosmoldgica, los campos escalares, los campos fantasmas, etc, la naturaleza de la energia

oscura continua siendo un misterio.
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2.2. Teoria General de la Relatividad vs descripcion del

Universo

El Universo puede ser visto desde varios puntos de vista: misticos, teolégicos, filosoficos o
cientificos. En la ciencia se sigue el camino dificil: se aceptan solamente aquello que pueda
ser probado por los experimentos o por la observacion. Albert Einstein dejé como legado
la bien probada y aceptada Teoria General de la Relatividad, la cual establece la relacion
entre la masa, la energia, el espacio y el tiempo, a partir de la cual se puede estudiar la

dindmica de la expansion del Universo.
La Teoria de la Relatividad General estd basada en tres principios fundamentales:

o Ll Principio General de la Relatividad: Las leyes de la fisica deben ser las mismas

para todos los observadores (inerciales o no).

e Ll Principio General de la Covarianza: Las leyes de la fisica deben tomar la misma

forma en todos los sistemas de coordenadas.

e Fl Principio de la Invarianza Local de Lorentz: Las leyes de la relatividad especial

se aplican localmente para todos los observadores inerciales.

Conjuntamente con esto principios, Einstein propuso que el espacio-tiempo esta curvado
por la interaccion de este con la densidad de masa y energia contenida en él. Esta curvatura
permite explicar los efectos gravitacionales como movimientos inerciales a través de las

trayectorias geodésicas del espacio-tiempo.

Las ecuaciones del campo de Einstein se pueden escribir como:

R 8rG
9w = 7Tp,u + Ag/.l,lu (22>

R, — 5

donde R, es el tensor de curvatura de Ricci, R es el escalar de curvatura, g, es el
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tensor métrico, 1), es el tensor de energfa-momentos, ¢ es la velocidad de la luz y G es
la Constante de Gravitacion Universal y los indices griegos se definen como p = 0,7 y
v = 0,7 y los latinos como i, j = 1,2, 3. El dltimo término de la derecha, A, es la constante
cosmoldgica, que inicialmente fue introducida por Einstein para que las soluciones a sus
ecuaciones reprodujeran un Universo estatico. En estas ecuaciones se percibe la relacion
entre la geometria del espacio-tiempo (parte izquierda) y el contenido de masa-energia

(parte derecha) del Universo.

Con el objetivo de poder hallar las cantidades covariantes implicadas en la ecuacién (2.2]),
se define la métrica que caracterizara el espacio-tiempo. De acuerdo al Principio Cos-
molégico el Universo es homogéneo e isétropo para grandes escalas. La métrica mas general
para tal espacio-tiempo de cuatro dimensiones (4D en lo adelante) es la de Friedmann-
Robertson-Walker (FRW), para la cual, el elemento de linea que mide la distancia entre

dos puntos cercanos, se define como:

ds® = —dt* + a*(t) dr® + r?dQ?| (2.3)

1 — Kr?

donde ¢ es el tiempo cosmoldgico, a(t) es el factor de escala (magnitud que permite dar
una medida de la evolucion de las distancias entre dos puntos fijos en una seccién espacial
dada), K es el pardmetro de curvatura de la seccién espacial dada, r es la coordenada

radial, mientras que:
dQ* = df* + sin®(0)dv?, (2.4)
donde @ es la coordenada azimutal y 9 es la coordenada angular polar.

A partir de la métrica y de sus derivadas podemos construir los objetos covariantes que

caracterizan la geometria del espacio tiempoH. Tanto el tensor como el escalar de Ricci

3la métrica del espacio-tiempo tiene signatura (-,+,+,+). Las métricas con signaturas como estas se
llaman Lorentzianas o también pseudo-Riemannianas.
el escalar de Ricci se construye como la contraccién R = g*"" Ry, del tensor de Ricci.
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son construidos a partir de la métrica a través de:

Ry, =10, —T0  +T% -, (2.5)

Qo o, a,v)

donde I' esta asociado a las conexiones de Levi-Civita de la métrica (estas I' también son
conocidas por el nombre de simbolos de Christoffel). Esto simbolos son obtenidos a través

de las derivadas parciales de la métrica con respecto a las coordenadas:

g (938~ + 9rm8 — G8rn) - (2.6)

N | —

[0 Z—
ry, =

Con ayuda de los simbolos de Christoffel se construye la derivada covariante, en el caso

de un vector arbitrario Vg se define como:

oV
VoV =50 — sV, (2.7)

aplicada al tensor de energfa momentos 7, obtenemos la generalizacién de la ley de

conservaciéon de energia y momentos en forma covariante:

V*T,, = 0. (2.8)

2.3. Modelos de la expansidon del Universo con inclusion

de la energia oscura

Dentro de la pléyade de modelos, con base en la inclusion de la energia oscura, que explican

la expansion del Universo, el mas conocido es el AMOF.

Tomando como elemento de partida la métrica FRW dada por el elemento de linea (2.3))
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y resolviendo las ecuaciones de Einstein (2.2)), se obtiene que las dos tinicas componentes

no nulas son: (0 —0) y (i — 7).

La componente (0 — 0) aporta la ecuacién de Friedmann:

(G A K
H2:7T_pm+___27
3 a

; (2.9)

donde p,, es la densidad de materia oscura y se ha introducido al parametro de Hubble
a través de su definicién con respecto al factor de escala H = a/a, significando el punto
derivacion con respecto al tiempo cosmologico. La constante cosmoldgica se relaciona con

la densidad de energia del vacio como:
Pvac = N/8TG. (2.10)

La ecuaciéon (2.9]) también puede ser escrita de la siguiente forma:

K
A~ 1= (2.11)

donde Q(t) = p(t)/pe es el pardmetro adimensional de la densidad de energia y
pe = 3H*(t)/87G es la densidad critica. El contenido material claramente determina

la geometria espacial del Universo:

Q>10 p>p.— K=+1, (2.12)
Q=10 p=p.— K=0, (2.13)
N<lop<p.— K=-1, (2.14)

Las observaciones han mostrado que el Universo actual esta muy cercano a la geometria

espacial plana (€2 = 1) [6]. Por lo que, en lo adelante se considera que el Universo es plano
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La otra componente no nula de las ecuaciones de Einstein (2:2) aporta la ecuacién de
Raychaudhuri:
a e

A
= — = (pm + 3pm) + =, 2.15
% 2 (- 30) + 5 (215)

donde el término p,, representa la presion de la materia oscura. Por otro lado se nota
que la constante la cosmoldgica da lugar a una fuerza repulsiva que puede contrarrestar
la atraccion gravitacional generada por la materia oscura. De esta ecuacion la condicion

para que ocurra una expansion acelerada se verifica si A > 47G (p, + 3pm)

De la conservacién del tensor de energia-momentos (2.8]) se obtiene la ecuacién de con-
tinuidad:

pm + 3H (pm + pm) = 0. (2.16)

Se puede apreciar que (Z9) y (ZI0) forman un sistema de ecuaciones independientes y
al mismo tiempo hay que lidiar con tres incognitas: a, p,, ¥ pm. Por lo que es necesario

proponer una ecuacion de estado que relacione a p,, vy p"E:

=2 (2.17)

Pm

en el caso particular de la materia oscura w,, = 0, lo que implica que p,, = 0. La constante
cosmoldgica esta caracterizada por wy = —1, esto implica que py = —pp por lo que esta

componente viola la llamada condicién fuerte de energia (p + p > 0) ya que:
pA + 3pa = —2pp < 0. (2.18)

La idea fisica del modelo esta basada en que una vez que la materia se desacopla de

5todo el desarrollo anterior es valido si ademds de la materia oscura se considera otro fluido de fondo,
como por ejemplo la radiacién. En ese caso se toma en cuenta que wyqq = 1/3.
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la radiacién, esto ocurre un instante de tiempo después que p,, = prqq, la densidad de
materia oscura comienza a dominar la dindmica del UniverS(H y lo hace con una expansion
desacelerada. A medida que el Universo continiia con su expansion la p,, va disminuyendo,
mientras que la densidad de energia de la constante cosmoldgica permanece constante. A
partir del momento en que p,, < A/4rG, la expansién se torna acelerada. Ese momento,
de acuerdo a las observaciones, ocurrié para un tiempo cercano al actual (corrimiento al

rojo aproximadamente igual a z = 0,5).

A pesar de las bondades desde el punto de vista observacional de este modelo, que no por

gusto se llama también Modelo de Concordancia, el mismo presenta tres problemas serios:

i) Problema del ajuste fino. El valor de la constante cosmoldgica debe ser ajustado de
forma tal que que su valor esté entre —107%" < A < —10%" para que sea capaz de describir

el Universo tal y como es hoy.

ii) Problema de la constante cosmolégica. Existe una discrepancia de 123 érdenes

de magnitud entre el valor tedrico y el observado para py.

iii) Problema de de la coincidencia. ;Serd una coincidencia que las densidades de

energia de la materia oscura y la energia oscura sean del mismo orden hoy en dia?

Los problemas antes mencionados pueden ser suavizados e incluso alguno de ellos evadido
si se consideran otras alternativas a la constante cosmologica, como por ejemplo los campos
escalares. Una revision exhaustiva sobre la dinamica de los modelos de energia oscura

puede ser encontrada en [32].

6como praq x a=* y pm o< a2 la radiacién se diluye més rapido con la expansion.



3. TEORIAS DE GRAVEDAD
MODIFICADA

,Puede la aceleracion del Universo actual ser la primera senial de una insuficiente compren-
sion de las interacciones gravitacionales? Después de presentar en el Capitulo precedente
los aspectos mas generales de la Relatividad General y de la Cosmologia actual, ahora, la
atencién estara enfocada en un grupo de teorias de gravedad modificada en las que podria

descansar la respuesta a la pregunta anterior.

3.1. Teorias escalares-tensoriales de gravitacion

Uno de los pioneros en la discusién de las bases conceptuales de las teorias de gravitacion
ha sido Dicke. En 1961 motivado por el principio de Mach introdujo, junto a su estudiante
Carls Brans, lo que hoy es conocido como la Teoria de Brans-Dicke [50], 57]. Esta teoria

incluye, ademas de la métrica, también un campo escalar.

La accién de Brans-Dicke en el marco de Jordan (MJ) es:

Wo

5 (0,00" @) | + St (G, V), (3.1)

1
MJ _ 4, = _
5D = 167G /d VI [¢R

donde ¢ es el campo escalar, wy es el parametro de Brans-Dicke y G es la Constante

19
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Gravitacional de Newton. Es importante notar que ¢ no esta presente en la acciéon de la
materia, es decir el campo escalar no esta acoplado con la materia, pero si lo esta, de

forma no minima, a la gravedad.

Es apreciable de la accién ([B.0]) porque la Teoria de Brans-Dicke puede ser considerada
como una teoria con una constante gravitacional variable, ya que se siempre se puede

definir una constante gravitacional efectiva:

G

Geff - g (32)

En consecuencia, esta teoria puede ciertamente ser pensada como una manifestacién de

la formulacién del principio de Mach hecho por Dicke.

Esta teoria puede ser generalizada a lo que comunmente se conoce como Teoria Escalar-

Tensorial de Gravitacion. La accién general para esta teoria es:

donde V' (¢) es el potencial del campo escalar ¢ y w(¢) es una funcién de ¢. La accién (B)
puede ser recuperada si fijamos w(¢) = wy y excluimos al término V' (¢). Es importante
aclarar que la Teoria de Brans-Dicke y cualquier otra version de la Teoria Escalar-Tensorial
son teorias métricas de gravedad: el campo escalar no esta acoplada directamente con la
materia y debido a esto la materia solo responde a la métrica. El rol del campo escalar
es justamente intervenir en la generaciéon de la curvatura del espacio-tiempo asociado con
la métrica [58]. Los campos escalares acoplados no minimamente con la gravedad estan
presentes en las acciones efectivas de bajas energias de teorias mas fundamentales, tales

como la Teorfa de Cuerdas [59, 60].
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3.1.1. Ecuaciones del Campo

Con ayuda del principio variacional se obtiene las siguientes ecuaciones del campo:

G w(¢) 1 1 1%
GW = 5 T+ 2 (VM¢VV¢ - iguuVA¢VA¢> +5<V#VV¢—QWD¢)—%Q,W, (3'4>
¢ n oL w'(g) 1
O¢p=——(R—V')— =V¥ _Z ‘
donde G,, = R, — %gWR es el tensor de Einstein, T, = %gg% es el tensor de

energfa-momento, V indica diferenciacién covariante, O = V*V,, y la prima (") deno-

ta diferenciacién con respecto al argumento.

Con ayuda de una transformacién conforme de la métrica del espacio-tiempo, la Teoria
Escalar-Tensorial puede ser reformulada en el marco de Einstein (ME), donde el acoplamien-
to entre el campo escalar y la curvatura desaparecen (las ecuaciones del campo se escriben
de forma mas secilla), pero en su lugar, el acoplamiento entre el campo escalar y la materia
es no minimo. La accién escrita en el marco de Einstein se escribe de la siguiente forma:

SYE = 15 [ AovTa R (w4 (67 = VIo)| + #Sulgune ). (30)

3.2. Teorias f(R)

Una clase diferente de enfoque que se desvia de la Teoria General de la Relatividad son
las llamadas teorfas f(R) de gravedad modificada, las cuales se obtienen mediante una

generalizacion directa del lagrangiano en la accion de Einstein-Hilbert:

1
SEH = ﬁ d4ZE\/ —gR, (37)
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donde k = 817G (G es la Constante Gravitacional), c = h =1y R es el escalar de Ricci,

para convertirse en una funcién general de R:
1
SEH = ﬁ d4x\/ —gf(R) (38)

La introduccién de estas modificaciones estan motivadas por muchas razones, entre ellas
podemos mencionar que cuando son tomadas en cuenta la teoria de cuerdas o correcciones
cuanticas, la accion efectiva de bajas energias para la gravedad admite invariantes de

curvatura de érdenes superiores [61].

Por otro lado, méas recientemente se ha sugerido que la actual expansion acelerada del
Universo podria tener su origen, entre otras muchas posibilidades, en correcciones a las
ecuaciones de movimiento de la Relatividad General, generadas por contribuciones no li-
neales del escalar de curvatura R en el lagrangiano puramente gravitacional de las teorias
f(R) [62, [63] 64, 65]. Esta tltima motivacién tiene el incentivo adicional de no tener que
recurrir a componentes exdticas (por ejemplo: la energia oscura o la constante cosmoldgica
y los problemas que de ellas se derivan). Sin embargo, se ha demostrado que los experi-
mentos del sistema solar parecen descartar las teorias f(R) que son capaces de acomodar
la expansion acelerada que se observa hoy en dia [66], [67, 68]. La demostracion de este
ultimo aspecto descansa en la expansion, en el limite de campos débiles, del lagrangiano
f(R) y el consecuente calculo de las contribuciones post-newtonianas de los coeficientes

afines [66], 67, (68, [38].

Sin embargo, aiun cuando las teorias f(R) no sean un alternativa viable para explicar
el estado actual de la expansién acelerada del Universo, su relevancia para estudiar la
inflacién de tiempo temprano [71] podria constituir un estimulo adicional en el interés por

estas alternativas a la Relatividad General.

lina revisiéon profunda de este tépico puede ser encontrada en [39, 38, [69] [70].
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El prototipo de accién de las teorfas f(R) es el modelo [72] [65]:
1t
R)=R—-— 3.9
fR) =R~ (39)

donde p es una escala de masa del orden del valor hoy en dia del parametro de Hubble
pa Hy~ 10733 eV. A pesar de estar excluido debido a su limite de campos débiles [73]
y la inestabilidad de sus soluciones [74], este modelo muestra la idea subyacente de los
modelos f(R) de gravedad modificada: el término 1/R es despreciable en comparacién con
R para los grandes valores de la curvatura correspondientes a un Universo temprano y

entra en accién sélo cuando R — 0, tarde en la historia del Universo.

3.2.1. Ecuaciones del Campo

Las teorias f(R) de gravedad modificada se dividen en tres grupos, en dependencia de la

forma en que se obtienen las ecuaciones del campo:
e formalismo métrico
e formalismo de Palatini
e formalismo métrico-conexiones afines

en lo adelante s6lo se muestra el primero de ellog. En el formalismo métrico y anadiendo

la accién de la materia, la ecuacién (B.8)) se transforma en:

1 .
Smetrc = 31 / /=g f(R) + Smateria (3.10)

Zuna revisién detallada de los dos tltimos formalismos puede ser encontrada en [3].
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y aplicando el principio variacional se obtienen las siguientes ecuaciones del campo:

f(R)

f/(R)R/w o 9

9w = Vi Vo f'(R) = 9B f (R) + kT, (3.11)

donde la prima (') denota diferenciacién con respecto a R. Los primeros dos términos
de la derecha introducen derivadas de cuarto orden de la métrica, de aqui el nombre de

teorias de gravedad de cuarto orden con que algunas veces se denomina a estas teorias.

La traza de la ecuacion (3.I1]) conduce a:
30f/(R) + Rf'(R) — 2f(R) = kT, (3.12)

donde T' = T* , es la traza del tensor de energia-momento de la materia. Esta ecuacion
diferencial de segundo orden para f’(R) difiere profundamente de la traza de la ecuacién
de Einstein R = kT, la cual, en cambio, relaciona algebraicamente al escalar de Ricci con

T.

Formalmente se puede reescribir la ecuacién del campo (3.10]) en la forma de una ecuacién

de Einstein efectiva como:

G =k (T + T, (3.13)

donde

T = % s _2Rf W+ 9,90 (R) = 007 (R)] (3.14)

es un tensor de energia momento efectivo debido a términos geométricos. Como es usual
cuando se adopta este tipo de procedimiento, T;E,e,f D 1o satisface ninguna condicién ener-
gética y la densidad de energia efectiva no se define, en general, como una cantidad posi-

tiva. De estas ecuaciones se infiere que en las teorias f(R) de gravedad es también posible

definir un acoplamiento gravitacional efectivo G.;y = G/f'(R), de un modo andlogo a
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como es hecho en las Teorias Escalares Tensoriales vistas en la seccion anterior. En con-
secuencia, f'(R) debe ser una cantidad positiva con el propésito de que el gravitén porte

energia cinética positiva.

Para una métrica plana de FRW (23)) las ecuaciones del campo de la cosmologia f(R)

toman la forma:

H2 _ 3f/]{(:R) |:pmate7’ia + Rf/(R>2_ f(R) o 3HRfH<R) : (315)
’ 2 k teri " 5) 2 S D £
24 =~ [pma eria 4 $"(R) (R) +2HRf"(R) + Rf"(R)+
meic _2Rf /(R)] : (3.16)

donde el punto () denota diferenciaciéon con respecto al tiempo comévil.

3.3. Mundos Branas

Otra de las ideas que se ha propuesto en los tultimos anos, es la concerniente a que
el Universo observable pudiera ser una hipersuperficie tipo 1 4+ 3 (llamada brana), que
estd empotrada en un espacio-tiempo de dimensién D > 4 (bulk por su nombre en in-
glés). Es comun en estos modelos que las particulas y campos del modelo estandar estén
atrapados en la brana, mientras que la gravedad, comportandose como una verdadera

interaccién universal, es libre de poder acceder al bulk.

Las motivaciones para introducir este nuevo punto de vista vienen del hecho que para
energias suficientemente altas (limite ultravioleta), la Teorfa General de la Relatividad

(en lo adelante TGR) deja de funcionar y debe ser sustituida por una Teoria Cudntica de
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la Gravedad. Esta nueva teoria debe eliminar las singularidades predichas por la TGR, por
ejemplo: las relacionada con el Big Bang. Ademéds deben aparecer correcciones apreciables
a la TGR cuando crucemos la escala que marca la transicion hacia la gravedad cuantica.
En este sentido el estudio de los modelos fenomenolégicos de branas puede ayudar a

apreciar la magnitud de estas correcciones.

Por otro lado, los modelos de branas también pueden introducir correcciones a la TGR
en el limite de bajas energias (limite infrarojo), debido al escape de la gravedad hacia la
dimensién extra (fuga hacia el bulk) lo cual conlleva a que se pueda obtener, de forma

natural, un Universo con expansién acelerada.

3.3.1. Modelos Randall-Sundrum 2 (RS2)

Los modelos de branas de Randall-Sundrum (RS) tienen un impacto apreciable en la
cosmologia del Universo temprano, en particular, sobre el paradigma inflacionario. Una
caracteristica distintiva de una cosmologia de campo escalar confinado en una brana RS
es que la velocidad de expansion del Universo difiere, a altas energias, de la vaticinada por
la TGR. Esto es debido a un término cuadratico en la densidad de energia, el cual produce
un incremento en la friccion que actia sobre el campo escalar. Esto quiere decir que, en
la cosmologia de mundos branas de RS, la inflacién es posible para una variedad més
amplia de potenciales que los presentes en el modelo cosmoldgico estandar [75]. Incluso
potenciales que no son lo suficientemente planos, desde el punto de vista del paradigma
inflacionario convencional, pueden producir inflacion. Para energias suficientemente bajas
(mucho menores que la tensién de la brana), el comportamiento césmico estandar es
recuperado antes de la escala de la nucleosintesis primordial (T~ 1 MeV) ocurriendo una
salida natural de la inflacion ya que el potencial es acelerado hacia la cuesta del potencial

de auto-interaccién [76]. Por otro lado el mismo campo escalar puede jugar el papel de
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quintaesencia y explicar el proceso de la expansion acelerada del Universo, toda vez que el
campo de inflatén no necesariamente decae durante la inflacién en los modelos de branas

RS2[76, 77, 178, [79, B0, 81, 2]

El modelo RS2 se compone de una sola brana dotada de una tensién positiva A\, donde
estan confinados los grados de libertad del Modelo Estandar y que se empotra es un
espacio tiempo 5D anti-de Sitter (bulk con constante cosmolégica negativa). Para este
modelo la ecuacién generalizada de Friedmann en la brana considerando una métrica
FRW es?:

K2 4 € K

K
H? = g Poutk + %pl%rana T @ (3.17)

si se define 87Gx = £?)\/6 y si en la densidad de materia de la brana se toma en cuenta
la contribucién de la tensién de la brana pyrene = A + pr, donde pr es la densidad de la

materia atrapada en la brana, entonces la ecuaciéon anterior queda como:

/{/2 /ﬁ}2 87T p2 € K
H? = 3 (pbulk + E)\Z) + ?GN (pT + i) + 22 (3.18)

si se tiene en cuenta la condicién impuesta a su modelo por Randall y Sundrum (con el
objetivo de recuperar la gravedad estandar) en relacién a que la constante cosmoldgica
negativa del bulk esté ajustada finamente con relacién a la tension de la brana de forma
tal que ppur = —kK>A/6 entonces el primer término de la derecha se anula quedando

finalmente la ecuacién de Friedmann generalizada para la brana como:

8 K
H2:_7TGNPT (1-i-p—T>—i-i

3 2\ at  a?’ (3.19)

donde el término €/a* se asocia con la reaccién del bulk al ser influenciado por la gravedad

de la brana, el mismo usualmente se llama radiacion oscura por la forma en que evoluciona

3ver [83] para una descripcién detallada de la obtencién de estas ecuaciones.
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con el factor de escala (a~?). Este término decae muy rapidamente con la expansién y

bajo este argumento podria ser despreciado.

Otro aspecto importante a senalar con relacién a la ecuacién ([B.19) es que se diferencia de
la ecuacién de Friedman de la TGR en el término que muestra una dependencia cuadratica
con relacion a la densidad de energia de la materia atrapada en la brana, pr. Para tiempos
tempranos de la evolucién césmica pr > A, lo cual implica que pr/2A > 1y con ello el
parametro de Hubble evoluciona de forma proporcional a la densidad de materia atrapada
en la brana: H o« pr. A medida que avanza la evolucién del Universo la densidad de energia
de la materia se diluye y para tiempos tardios, cuando pr < A entonces pr/2XA < 1y

H x plT/ 2 recuperandose el comportamiento estandar de la Relatividad General.

Finalmente si se desprecia el término de la radiacion oscura y se considera el caso K = 0,
correspondiente a una métrica plana en la brana, las ecuaciones de Einstein generalizadas

para los modelos RS2 quedarian como la ecuacion de Friedmann:

8T T
= (1+5) 2
la ecuacion de Raychaudhuri:
2H = —87Gn(pr + pr)(1 + 2\pr), (3.21)

donde Gy = 1/m2; y m?; es la masa de 4D efectiva de Planck.

En caso en que la materia atrapada en la brana fuese un campo escalar con un potencialg

de auto interaccién arbitrario y un fluido barotrépico el set de ecuaciones lo completarian
la ecuacién de Klein Gordon:

) . dV

+3Hp + —,

una revisién exhaustiva de la dinamica de los modelos RS2 con campos escalares atrapados en la brana
4D, para una amplia variedad de potenciales de autointeraccién, puede ser encontrada en [84].

(3.22)

4



3.3. MUNDOS BRANAS 29

y la ecuaciéon de continuidad:

pm = —37H pu, (3.23)

donde v es el indice barotrépico del fluido.

3.3.2. Modelos de Dvali-Gabadadze-Porrati (DGP)

Otro modelo de mundos branas que ha recibido mucha atencion en los tltimos anos, es el
modelo de Dvali-Gabadadze-Porrati (DGP) [85], 86, [87, 88, [89] . El mismo describe una
brana 4D, empotrada en un bulk 5D tipo Minkowski, que permite introducir modifica-
ciones en el limite infrarrojo (bajas energias), correspondiente a grandes escalas, para las
leyes de la gravedad. Un ingrediente distintivo de este modelo es la acciéon inducida de
Einstein-Hilbert sobre la brana, la cual es responsable de recuperar, para escalas moder-
adas, la TGR de Einstein en 4D. La aceleracién de la expansién del Universo, para tiempos
tardios, es explicada como consecuencia de la fuga de la gravedad hacia dentro del bulk
para escalas cosmoldgicas grandes; constituyendo esto un efecto geométrico puramente

5D el cual no estd relacionado con ningin tipo de fluido exdtico de energia oscura.

Considerando una métrica FRW plana en la brana, las ecuaciones de Friedmann quedarian

Ccomo:
H 8mG
H>*+—=— 3.24
Te 3 P ( )
p+3(p+pH=0, (3.25)

donde la segunda de estas es la ecuacion de continuidad. Sin embargo, la primera ecuacion
es ciertamente una nueva ecuacion de FriedmannH que constituye una modificacion de la

ecuacion convencional de Friedmann, en 4D, del modelo cosmolégico estandar.

%se ha despreciado el término de radiacion oscura €/a* usando los mismos argumento esgrimidos en los
modelos RS2.
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Examinemos en detalle la ecuacién (B.24]). La nueva contribucién del escenario de DGP
es la introduccién del término +£H/r. en la parte izquierda de la ecuacién de Friedmann
generalizada, donde r. es la longitud de cruce y marca la escala a partir de la cual los efec-
tos 5D se comienzan a hacer apreciables sobre la dinamica 4D. Para tiempos tempranos,
cuando H > r., se recupera la ecuacién de Friedmann estandar, pero para tiempos tardios
en la evolucién del Universo el término H/r. es importante y la ecuacién de Friedmann

sufre modificaciones de origen extra-dimensional.

La eleccién del signo representa dos fases cosmoldgicas distintas. Deffayet [90] fue el
primero que notd la existencia de ambas fases. La primera de ellas, tomando el signo
positivo (+) es cominmente llamada como fase normal y no muestra aceleracién césmica
inducida de forma espontanea, sino que requiere que exista energia oscura atrapada en
la brana DGP para que la expansién ocurra a ritmo acelerado. A pesar de esto tiene
algunas caracteristicas atractivas, entre ellas el hecho que el pardmetro de la ecuacion de
estado efectiva w.rs es capaz de cruzar la frontera w.fy = —1 sin tener que recurrir a la
energia oscura fantasma [91]. La segunda rama es la que posee signo negativo (—). En
ella, la cosmologia para el Universo temprano se comporta de acuerdo a la ecuacién de
Friedmann convencional en 4D, pero para tiempos tardios tiende asintéticamente a una

rama auto-acelerada.

En esta ultima rama, el modelo DGP provee de una explicacion alternativa para acel-
eracion cosmica actual. Sitomamos la fase cosmoldgica auto-acelerada y fijamos la longitud
de cruce (r.) que sea del orden de H; ', donde Hy es el valor actual de la escala de Hubble,
entonces el modelo DGP podria ser el responsable de la aceleracién césmica actual debido
a la existencia de una dimension extra y las modificaciones a las leyes de la gravedad que

ella introduce.

En caso en que la materia atrapada en la brana DGP fuese un campo escalar autointe-
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ractuantg y un fluido barotrépico (con densidad de energia p,,) el set de ecuaciones

quedaria como:

12
Pm = —3vH pp, (3.27)
b+ 0V = —3H¢, (3.28)

donde 7 es el indice barotrépico del fluido de fondo, V es el potencial de autointeraccion,

¢ el campo escalar atrapado en la brana DGP y:

H
QL =H"+—. (3.29)
Te

Suna revisién exhaustiva de la dindmica de los modelos DGP con campos escalares atrapados en la

brana 4D, para una amplia variedad de potenciales de autointeraccién, puede ser encontrada en [84].



4. ACELERACION DEL UNIVERSO Y
TEORIAS f(R)

Las teorias f(R) de gravedad modificada fueron introducidas en el Capitulo precedente,
como alternativa para explicar la aceleracion actual del Universo. El principal problema
en estas teorias radica en la adecuada selecciéon de la funciéon genérica del escalar de Ricci
f(R), debido a que la misma debe cumplir una serie de requisitos para que el modelo
construido sea consistente desde el punto de vista tedrico y al mismo tiempo, compatible

con las observaciones y experimentos cosmoldgicos [92].
El modelo debe, entre otras caracteristicas:
e tener una correcta dindmica cosmolégica,

e ser compatible, en el limite de campos débiles, con los experimentos del Sistema

Solar (recuperacion de la accién de Einstein-Hilbert para curvaturas pequenas),
e estar libre de fantasmas,

e ser ajustable para ciertas singularidades (por ejemplo la singularidad de Schwarzs-

child)

Una de las opciones desarrolladas en los tltimos tiempos para lidiar con estos requeri-

mientos es construir un f(R) a partir de conocer la evolucién del pardmetro de Hubble

32
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(H(z)) del Universo. En lugar de proponer una teoria y comprobarla con las observaciones
se sigue el camino opuesto: comenzar por las observaciones y determinar que teoria f(R)

es capaz de reproducirlas. En este sentido, se trabaja con el problema inverso.

Aunque este formalismo puede concebirse como un método basado en las observaciones
[63, 193] 941, 95], la aproximacién que se mostrard sigue un camino un tanto diferente. Como
se mostrd anteriormente para reconstruir la funcién f(R) lo que se precisa es conocer una
expresion para H(z). Como consecuencia se puede adoptar una expresién para H(z) que
halla sido obtenida como prediccion de un modelo de energia oscura y determinar cual es

el f(R) que brinda la misma evolucién del Universo.

Con este fin se selecciona un modelo de energia oscura compuesta: campo escalar de
quintaesencia + una constante cosmoldgica negativa, al que se ha llamado modelo quin-
tante. Este modelo propuesto originalmente en [96] estd caracterizado por explicar de
forma satisfactoria la presente expansion acelerada del Universo y al mismo tiempo, pre-
decir que esta aceleracién no serd eterna y el Universo terminard en una singularidad tipo
Gran Compresion en un tiempo finito. El ingrediente clave en este modelo es el hecho de
asumir que una de las dos componentes de la energia oscura es una constante cosmologica
negativa. No obstante sus virtudes desde el punto de vista de la historia de la expan-
sion del Universo, existen dificultades para reconciliar esta ultima componente dentro del
marco de la Teoria Cuantica del Campo. Motivados por este ultimo aspecto, se usara el
método antes mencionado para obtener una teoria f(R) que tenga las mismas bondades

de este modelo, sin tener que lidiar con los problemas antes mencionados.

El modelo quintante fue sometido recientemente a un refinamiento de sus parametros
libres usando una amplia variedad de pruebas observacionales [40], garantizando con ello,

una adecuada expresion para H(z).

Los resultados que se muestran en este Capitulo han sido publicados previamente en
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40, @1].

4.1. Ecuaciones y formalismo basico

Las ecuaciones de Friedmann (B.15) y (B.16]) escritas en una forma més compact:

Ll p
== m curv 4.1
3 i o] -y
ZQ + H2 = —WeurvPeurvs (42)
a

donde la prima () denota derivadas con respecto a R, peu es la densidad de energia de

un fluido efectivo de curvatura expresada como:

1 1 / _ S it
pra = g (U = RFR) - 3HRS®)), (1)

y el factor barotrépico del fluido de curvatura es:

__,, RER)+ RIBS(R) - PR )
F(R) = R'(R) /2= 3HRF"(R)

curv

Asumiendo que no hay interaccion entre la materia y el término de curvatura, la ecuacion

de continuidad para el fluido efectivo de curvatura queda como [94]:

3H2Q,Rf"(R) _,

pcurv + 3H<1 + Wcurv)pcurv - [f,(R)]Q

les este Capitulo se usa el sistema de unidades naturales, en las cuales 87G = ¢ = 1.
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Usando las ecuaciones (1)) y (£2) y la definicién de H, se puede obtener la ecuacién

maestra para la evolucién del parametro de Hubble:

: 1 2 — D ! ST £ "
H = —WSHOQma P+ Rf'(R) + R[Rf"(R) — Hf"(R)], (4.6)

si en la ecuacion precedente se inserta la expresion del escalar de curvatura R como funcion
del parametro de Hubble:
R = —6(H +2H?), (4.7)

se obtiene una ecuacién diferencial no lineal de cuarto orden para el factor de escala
a(t), la cual no puede ser resuelta analiticamente ni tan siquiera para los casos més
simples (por ejemplo, f(R) o< R") a menos que la contribucién de la materia oscura sea
despreciada. Por otra parte, aunque técnicamente sea abordable, una soluciéon numérica
para la ecuacién (4.0) estarfa plagada por una gran incertidumbre, debido a las condiciones
de frontera (valor actual del factor de escala y sus derivadas hasta tercer orden) que deben

ser impuestas para hallar a(t).

Este problema matematico no esta presente cuando se obtiene, a partir de la misma
ecuacion, el f(R) que es capaz de reproducir un a(t) dado por el modelo bajo estudio. En
este sentido se reagrupan los diferentes términos de la ecuacién (A6]) para obtener una

ecuacién diferencial lineal de tercer orden en funcién del tiempa:

d*f df

H(t) 23 + Halt) 73 + Ha(t) - = —3H2Q,, R*a73(1), (4.8)
con
. } .. . @R

2el método desarrollado en [94] usa el corrimiento al rojo, z como variable de integracién ya que es
comun en los modelos obtener expresiones analiticas para el parametro de Hubble como funcién de z
en lugar del tiempo. Sin embargo, ese no es el caso para el modelo quintante, por lo que extenderd el
analisis usando a t como variable de integracién.
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Hy = —(2R+ HR), (4.10)
Hs = R, (4.11)

donde se ha introducido la notacién f(t) = f[R(t)] y R estda dada por la ecuacién (4.7).
Para integrar la ecuacién (4.8]) se necesitan especificar las condiciones de frontera, estas

son mas convenientes asignarlas para el tiempo presente.

4.2. Condiciones de Frontera

En las teorfas f(R) la constante gravitacional efectiva se define como G.rr = G/f'(R),
donde G es la constante gravitacional de Newton. Su evolucién en el tiempo viene dada

por la siguiente expresion:

Gegy _ 1 ["(R)dR
Gorr ~ do [(R) dt (4.12)

Es muy natural asumir que el acoplamiento gravitacional Newtoniano y el efectivo tomen

los mismos valores hoy en dl'aH, esto se traduce en la siguiente condicién:
f'(Ry) = 1. (4.13)

Evaluando la ecuacién (£I2]) para t = ¢, podremos determinar f”(Ry) siempre que se

conozca una estimacién de (Gesp/Gefs)iet,- De esta forma se obtiene la condicién de

1" _ Geff @ -
f"(Ro) = —to (Geff>obs(dt) : (4.14)

frontera:

3¢l subfndice 0 indica evaluaciones de las magnitudes involucradas para el tiempo presente.



4.3. RECONSTRUCCION DEL F(R) 37

Finalmente, insertando las ecuaciones ([AI3) y (AI4)) en (A3) y esta dltima en (@) y

evaluando para tiempo presente se obtiene:

dR

R
f(Ro) = 6H? (1 — O+ 6_HO§) f'(Ro) + 6Hy (E)t:to F"(Ro). (4.15)

De las ecuaciones (£I4)) y (£IH) las siguientes condiciones de frontera se obtienen de

forma directa:

d? dR\ > d?
(d—tf) _ (d—f) f”(Ro)+<£>t:tof/(Ro), (4.17)

t=to

las que deben ser usadas junto a la ecuacién (LIH) para resolver de forma numérica la
ecuacion (4.8)). Combinando la solucién obtenida para f(t) con R(t), evaluada esta tltima
a través de la ecuacién (7)) se halla, finalmente, la funcién f(R) que recupera la teoria de
orden superior que simula el modelo de energia oscura quintante escogido. Otros ejemplos

de la aplicacién de esta metodologia se pueden encontrar en [94], 97, [98].

4.3. Reconstruccion del f(R)

Todo lo que se necesita para aplicar el procedimiento descrito en la secciéon anterior es
una expresion del parametro de Hubble, H, como funcién del tiempo coésmico asi como
escoger el valor de Gefs/G.s; con el objetivo de fijar la condicién inicial para f”(Ry). El
parametro de Hubble para el modelo quintante fue obtenido de forma numérica [40, 41] y

de acuerdo con la mayoria de las estimaciones reportadas en [99]@, se fija G, #7/Gesr = 0.

4cambiar el valor de G, #f/Gefy dentro del rango de incertidumbre reportado en [99] no afecta de forma
significativa los resultados obtenidos.
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0.02

0.01 ¢

Figura 4.1.:  como funcién del corrimiento al rojo z para el f(R) reconstruido usando los
mejores valores de ajuste del modelo quintante.

Maés que reconstruir al f(R) directamente, es més conveniente considerar primero:

) — [f(R)} y F(R)}‘l (418

esta magnitud es igual a 1 para el lagrangiano de Einstein-Hilbert, f(R) = R. Desviaciones
de n de la unidad cuantifican cuanto el lagrangiano modificado debe desviarse del estandar
para poder ajustar los datos, asi como el pardmetro de Hubble de entrada. La figura. (1)
muestra la evolucion de 7 con el corrimiento al rojo sobre el rango 0 < z < 6. Es evidente
que el f(R) reconstruido difiere dramaticamente del Einsteniano a medida que z aumenta.
Esto no es un resultado inesperado, ya que para poder fijar los datos, con un Universo
lleno solamente con materia, se debe modificar el lagrangiano estandar de la Relatividad

General y esto es precisamente lo que muestra la figura. ([&1]).

A pesar que el f(R) reconstruido es obtenido de forma numérica usando el procedimiento
mostrado en el epigrafe anterior, es 1til tener una aproximacion analitica. Para ello se usa

la ecuacién (4.18), a partir de cual se obtiene:

f(R) = nfols, (4.19)
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donde fy = f(R).—0, Rs = R/ R y se procede a parametrizar la curva n vs R, a partir de

proponer como modela?:
n(Rs) =1+ (aR} + BR;™) In R,, (4.20)

donde («, 3,n,m) son pardmetros reales que son fijados con los datos numéricos en el

proceso de minimizar la funcién y2. Finalmente se obtiene que:

f(R) = foRs [1+ (aR! + BR;™) In R,] , (4.21)
lograndose el mejor ajuste con los siguientes valores de los parametros libresH

(cv; B5m;m) = (—0,39; —0,61; —0,15; 0,71). (4.22)

La aproximacién analitica dada por la ecuacién (£2I]) reproduce el f(R) reconstruido
dentro del 6 % sobre el rango completo del corrimiento al rojo explorado. A pesar de la
excelente aproximacién obtenida, la ecuacién (4.2]]) solo ha sido probada en el rango de
corrimiento al rojo de (0,6), por lo que no puede ser extrapolada para valores superiores

de z.

Es interesante considerar el pardmetro de la ecuacion de estado wey,, del fluido efectivo
de curvatura, el cual a aparece en el figura. (£2]). Esta figura muestra que el fluido de
curvatura se comporta realmente como una especie de constante cosmoldgica, con un
parametro de la ecuacién de estado que aumenta con z, pero permanece muy cercano al
valor de A (w = —1) sobre el rango de corrimiento al rojo explorado por los datos. Las

pequenas fluctuaciones que aparecen son debidas el ruido del cdlculo numérico.

Sesta curva se construye a partir de las curvas n vs z y Ry vs z.
6el Anexo 1 muestra el comportamiento estadistico del ajuste del modelo.
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Figura 4.2.: El pardametro de la ecuacion de estado w.,,, del fluido efectivo de curvatura
para la teorfa f(R) reconstruida.

4.4. Conclusiones Parciales

En este Capitulo se ha reconstruido un f(R) imponiendo la condicién de tener la misma
dindmica coésmica que la determinada por la accién de un campo escalar y una constante

cosmolégica negativa.

Como el parametro de Hubble es el mismo en los dos escenarios, ambos modelos son
capaces de ajustar los datos observacionales de la misma forma. Por otra parte el f(R)
reconstruido no incluye ningin término de energia oscura mostrando que la constante
cosmoldgica negativa podria ser la consecuencia de forzar un lagrangiano de cuarto orden

a transformase en uno linear tipo Einstein.



5. ESTABILIDAD DE LAS
SOLUCIONES DE SITTER EN LAS
TEORIAS f(R)

En el Capitulo precedente se obtuvo una teoria f(R) compatible con la expansién acelerada
del Universo actual, sobre la base de conocer la dindmica de un modelo de energia oscura.
Es obvio que en principio se podria construir tantas teorfas f(R) como modelos de energia
oscura conozcamos, extrapolando de esta forma la degeneracié que existe entre estos
ultimos al terreno de esta alternativa para modificar las ecuaciones de Einstein de la

Relatividad General.

En el presente Capitulo se estudiara la estabilidad de la correspondencia de las soluciones
locales de las teorfas f(R) con las del espacio-tiempo de fondo. Aspecto este que es fun-
damental en el estudio del limite de campos débiles y de la métrica post-newtoniana de
estas teorias. Este estudio se basard en el formalismo métrico y se enfocard en las restric-
ciones que imponen la existencia y la estabilidad de las soluciones de Sitter de las teorias

f(R) sobre los pardmetros del lagrangiaan. Aunque las condiciones para la existencia y la

Lpor degeneracién se entiende la existencia de una amplia gama de modelos de energia oscura, construidos
con motivaciones diferentes y con predicciones similares en lo relativo a la expansién del Universo. Un
mecanismo para lidiar con este problema es mostrado en el préximo Capitulo.

%]a estabilidad de los espacios de Sitter fue estudiado por primera vez en [100].

41
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estabilidad de estas soluciones son usualmente asumidas como que se cumplen, una con-
sideracion profunda de las mismas en los calculos estandares de los parametros relevantes
estd casi siempre ausente. Un analisis riguroso de las condiciones que hacen coincidir las
soluciones locales con las del espacio de Sitter maximamente simétrico pueden ahorrar su-
posiciones adicionales, en su mayoria innecesarias, sobre la dinamica césmica y alcanzar

sélidas conclusiones fisicas.

En aras de poder juzgar acerca de la viabilidad tedérica de un modelo f(R) dado, las
restricciones impuestas para hacer coincidir las soluciones locales de las ecuaciones de
la teoria con las soluciones asintéticas de curvatura constante R = R., en un fondo
maximamente simétrico, son usadas para ajustar los parametros efectivos que caracterizan
las no-linealidades de la teorfa f(R), tales como el acoplamiento gravitacional efectivo
y la masa efectiva del grado escalar de libertad adicional, ¢ = f’(R). En particular
se mostrara que varios lagrangianos comunes de f(R) o no admiten soluciones estables
de Sitter (dS), o admiten en su lugar una coincidencia asintéticamente estable de las

soluciones locales con la métrica de fondo de un espacio anti-de Sitter (AdS).

Los resultados que se muestran en este Capitulo han sido publicados previamente en [42].

5.1. Condiciones de frontera

Una descripciéon completa de un sistema fisico tiene que tomar en cuenta no sélo al
sistema sino también su interaccién con el medio. En este sentido, cualquier sistema, fisico
estd rodeado por el resto del Universo. La relacién del sistema local con el resto del
Universo se manifiesta por si misma en una serie de condiciones de frontera. En este caso,
de acuerdo con las ecuaciones [B.I1]) y (312), la métrica y la funcién f(R) estan sujetas a

condiciones de frontera dado que ambas cantidades son campos dinamicos.
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Las condiciones de frontera para la métrica pueden ser halladas mediante un adecuado
cambio de coordenadas. En otras palabras, se puede considerar que la métrica es tipo
Minkowski en la regién asintética y se fija sus primeras derivadas a cero [58]. Por otra
parte, la funcién f'(R) debe tender al valor césmico f'(R.)] a medida que que nos ale-
jamos del sistema local. El valor preciso de f'(R,) es obtenido hallando la solucién de las
ecuaciones de movimiento para la cosmologia correspondiente. De acuerdo a esto, el siste-
ma local interactuard con la cosmologia asintética de fondo mediante el valor de frontera
f'(R.) y sus derivadas con respecto al tiempo. Debido a que las escalas de tiempo cdsmicas
son mucho mayores que las escalas de tiempo tipicas de los sistemas locales (billones de
anos los primeros, por anos los segundos), se pueden asumir una interaccién adiabética
entre el sistema local y la cosmologia de fondo. Asi, de esta manera, se desprecian los

términos del tipo f’ (R.), donde el punto denota derivada con respecto al tiempo césmico.

Con vistas a obtener soluciones de las ecuaciones (B.II]) se debe expandir la métrica

alrededor del métrica asintética de Minkowskid 7,,,:

Juv = N + h,ul/(tv ZL’), (51>

donde h,,, representa pequenas perturbaciones alrededor de la métrica de fondo de forma
tal que (|h,| < 1) y al mismo tiempo, se expande el grado de libertad del campo escalar
o=/

¢ = ¢+ ¢(t, x). (5.2)

3R, es el valor césmico del escalar de curvatura de Ricci.

4la expansién alrededor de la métrica de Minkowski no conlleva realmente a la existencia de soluciones
globales de Minkowski. De hecho, las soluciones generales del presente problema resultan ser asintética-
mente espacio-tiempos de Sitter [68]. La expansion alrededor de la métrica de Minkowski es local, con
el espacio-tiempo de Sitter proporcionando la métrica de fondo.
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La ecuacion de la traza ([B.12) tiende a:

30.f) + fiR. — 2f. = K*T,, (5.3)

donde para un fondo de vacio T, = 0. Aqui f. = f(R.), f. = f'(R.), etc. Se puede
también calcular el cuadrado de la masa efectiva de la perturbacién del campo escalar

que se propaga en el fondo [66] 67, 10T, 34]:

fc, — RCfé/

la cual puede ser usado como criterio para juzgar la viabilidad de la teoria. Solo per-
turbaciones del campo escalar con valor positivo (mZ > 0) tienen sentido fisico (las
perturbaciones se amortiguan exponencialmente). De lo contrario, para valores negativos
(mfo < 0), las perturbaciones del grado de liberta del campo escalar oscilan. Estas ltimas

corresponden a soluciones carentes de sentido fisico, como ha sido demostrado por [66].

5.2. La cuestion de la estabilidad

Un criterio independiente para evaluar la viabilidad de una coincidencia asintética da-
da de soluciones locales estd basada en la estabilidad de Ricci de las teorfas f(R). La
condicién de estabilidad f”(R.) > 0 expresa el hecho de que el grado de libertad escalar
¢(R) = f'(R) no sea fantasma [102]. Adicionalmente, estudios de la estabilidad lineal de
las perturbaciones escalares conducen a la siguiente condicién [3§], la cual fue obtenida
por primera vez por [103]:

F> Rf. (5.5)

c — C



5.3. EXISTENCIA Y ESTABILIDAD DE LAS SOLUCIONES DE SITTER 45

El requerimiento simultaneo de la estabilidad lineal y de Ricci

(fez Refe f020),

conducen a que el cuadrado de la masa efectiva del grado de libertad del campo escalar sea
positiva (m;i > 0). Sin embargo, nétese que el enunciado contrario no es cierto de forma
general. De hecho, el cuadrado de la masa efectiva también es positiva si, simultaneamente,
se cumple que: f. < R.f! y f/ < 0. Para evitar resultados enganosos, se usard como
criterio independiente para juzgar acerca de la existencia y estabilidad de las soluciones

de Sitter los siguientes requerimientos:
e Valor positivo del cuadrado de la masa efectiva (mZ, > 0),
e Estabilidad de Ricci (f” > 0).

El cumplimiento simultaneo de los requerimientos antes mencionados conducen a que la

estabilidad lineal también se satisfaga.

5.3. Existencia y estabilidad de las soluciones de Sitter

El objetivo sera fijar los parametros efectivos que caracterizan la no-linealidad de las
teorfas f(R) en el entorno de soluciones con curvatura constante R = R, en un fondo
méximamente simétrico con 7' = 0 [104, [105, [106]. De acuerdo con la ecuacién de la traza

(B12), la condicién para estas soluciones queda como:

fe
C

la cual, para una funcién f(R) dada, es una ecuacién algebraica en R que constituye una

ecuaciéon de restriccion. Si R = 0 es una raiz de esta ecuacion y se toma esa raiz, entonces
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la ecuacién (B.11]) se reduce a R, = 0y la solucién méximamente simétrica es el espacio-
tiempo de Minkowski. Por otro lado, si la raiz de la ecuacién (5.6) es un valor constante

de la curvatura R = R,, entonces la ecuacién ([B.I1]) se reduce a:

chuu

R,uu = 4

(5.7)

y la solucién maximamente simétrica es el espacio-tiempo de Sitter (dS) o de anti-de

Sitter (AdS), dependiendo del signo de R..

La condicién que establece la ecuacién de restriccion (B.6]), junto a los requerimientos de
que el cuadrado de la masa cumpla con mi > 0, y la estabilidad de Ricci (f” > 0), son
los puntos centrales en el andlisis subsiguiente ya que, en general, (5.6]) se reduce a una

ecuacion de restricciones sobre todos los pardmetros libres del lagrangiano de f(R).

Por ejemplo, si se toma una teoria f(R) que pueda ser escrita en la forma f(R) = R +
ag(R), donde « es un parametro pequend?, la condicién (5.6]) se transforma en la siguiente

restriccion sobre el valor en la frontera de ¢’

ge 1

Para ver como esta condicion previa restringe los parametros globales de una teoria dada,
se considera, como ejemplo, la teorfa f(R) = R + aR? propuesta en [71]. En este caso
g(R) = R* = g¢. = 2R, mientras que g./R. = R,, de forma tal que la condicién (5.J)
implica que:

= o= o9, (5.9)

contrario al requerimiento que « sea una cantidad pequena. Esto significa que para este

modelo la correspondencia de las soluciones locales con las soluciones asintéticas de vacio

Sen el limite cuando o — 0 se recupera la Relatividad General.
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de curvatura constante no estan permitidas. Expresado de otra manera: las soluciones de

Sitter no existen para el modelo propuesto en [71].

Una conclusién un tanto similar es obtenida para modelos genéricos con g(R) = R"
(n > 2). Sin embargo, en este caso las condiciones de correspondencia de las soluciones
locales con las del espacio de fondo de curvatura constante conducen a:

R, = {(n_;m} "t (5.10)

de forma tal que como « es una cantidad muy pequena, la correspondencia solo puede ser

consistente para curvaturas muy grandes.

5.4. Teorias genéricas de f(R)

Como ejemplos adicionales de la importancia de la condicién (5.6]) para juzgar acerca de
la existencia y estabilidad de las soluciones de Sitter, en esta seccién se exploran varios
casos de teorias genéricas f(R) que han sido estudiadas de forma amplia, por ejemplo, en

las referencias [65], 66], (67, [38], 107, 108, 109} [110].

5.4.1. Potencias positivas de R

Ejemplos de teorfas f(R) con potencias positivas de R han sido introduccidos por [65] 60,
67] y tienen la siguiente forma:

eR"™

f(R):R+W,

(5.11)

donde M representa una escala de masa muy grande, e = +1 = & =1y n > 0. La

funcién f(R) en la ecuacién (G.I]) abarca varios casos estudiados con anterioridad por
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[71, 107, 108, 109]. Por ejemplo, el modelo propuesta por [71] se recupera si en (5.11)

fijamos n = 2.

En el caso general de la ecuacién (5.I0]) la restriccién (5.6) puede ser escrita como:

oo _ 2M" R, + 2Ry
fé - M2n72_{_€an71

= Rc7

la cual conduce a la siguiente relacién entre el valor de frontera R. y el parametro M:

(Aéj)nl = e(n—2). (5.12)

Por otro lado, para el cuadrado de la masa efectiva de la perturbacién del campo escalar

dada por la ecuacién (B.4]) se obtiene [66, [67]:

R

Si se sustituye la ecuacién (B.12) en (5.I3]), obtenemos la siguiente expresion para el

—2
m? = — (”3n ) R., (5.14)

R,
m2 =

¥ 3e(n—1)

cuadrado de la masa:

mientras que por otro lado:

s en(n—1) (R, n_l_n n—1
r=Gn) R () o1

Notese que en las expresiones de més arriba para mfo v f” no hay una dependencia explicita

de e, implicando que los resultados del estudio de la estabilidad son independientes del

signo del segundo término en el lado derecho de la ecuacién (5.IT]).

Como claramente se puede apreciar que para n > 2 la correspondencia asintética de
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las soluciones locales con el espacio de Sitter (R. > 0) son inestables, puesto que los
requerimientos del signo positivo del cuadrado de la masa y de la estabilidad de Ricci no
pueden ser satisfechos simultaneamente. Lo mismo se verifica para las soluciones anti-de
Sitter (R. < 0). Para afirmarlo més claramente: para la regién del espacio de pardmetros
n > 2 el espacio méaximamente simétrico de vacio con curvatura constante no puede ser
solucién de los modelos f(R) dados por la ecuacién (5.I1]). Vale la pena mencionar que
la misma conclusion es valida para 1 < n < 2 ya que en este caso, mi y f” son de signo

opuesto.

Sélo en la regién del espacio de parametros 0 < n < 1 la correspondencia es posible.
Este es un resultado importante pues como fue discutido en [3§], teorias con f(R) dados
por la ecuacién (B.IT]) son compatibles con las observaciones en la regién del espacio de
pardmetros 0 < n < 0,25. Sin embargo, en este caso M tiene que ser una escala de masa

lo suficientemente pequena.

5.4.2. Potencias negativas de R

Una alternativa interesante a las potencias positivas dadas por la ecuacién (B.I1) puede

ser construida como [66, [67]:
2n+2

_ g

(5.16)

donde, como en el caso anterior, € = +1 y p? es una escala muy pequena de masa (n > 0).
La expresién anterior para f(R) contiene como caso particular, por ejemplo, el estudiado
en [110]. En el caso general dado por la ecuacién (5.16) la restriccion (5.6]) se convierte

en:
ofe _ 2R+ 2Ry (517
ST TR |
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conduciendo a la siguiente relacion:

Rc n+1
(—2) = —e(n+2), (5.18)
W
la que, en general, es cierta para el signo negativo de ¢ = —1. Cuando esta restriccion

es sustituida en la expresién para el cuadrado de la masa efectiva de las perturbaciones

escalares [66, [67]:

R, 1 (R\""
se obtiene la siguiente expresion:
2
mg = — (n; > R, (5.20)
n

mientras que por otro lado:

n+1\ n
"= _ — 5.21
Je (n—|—2) R, ( )

Notese que al igual que sucedia en el caso anterior, las expresiones para mfo y f/ no
contienen a ¢, significando que la existencia y estabilidad de las soluciones de Sitter no

dependen del signo del segundo término de la parte derecha de la ecuacién (5.16]).

De las ecuaciones (5.20) y (521]), considerando los requerimientos m? > 0, f! >0, es
evidente que las soluciones dS son inestables, mientras que la correspondencia asintética
AdS de las soluciones locales son estables. En consecuencia, las soluciones locales de
las ecuaciones de la teorfa f(R) dada por (5.I6]), puede ser correspondidas de forma

consistente sélo con un espacio de fondo asintéticamente AdS.
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5.4.3. Potencias combinadas de R

Una generalizacién natural de los modelos dados por las ecuaciones (5.10) y (516), puede

estar basada en la siguiente forma de la funcién f(R) [111) 112]:

2n+-2 m
1 R
f(R) =R+ Rn + M2m—2’

(5.22)

donde, como antes, ; y M son escalas de masas pequenas y grandes respectivamente y
se considera que n > 0y m > 2. La expresion anterior contiene como caso particular la
funcién [38]:

4

_p_H 2
J(R) =R~ "5 +aR.

Para el caso general dado por la ecuacién (.22) la condicién (B.6]), para que el espacio
asintético de curvatura constante sea una solucién de este modelo f(R), puede ser escrita

en la forma siguiente:

, (5.23)

(& )m _ L (2R

mientras que el cuadrado de la masa efectiva de la perturbacion escalar esta dada por:

2

, lEn(n+2) (%)nﬂ +m(m —2) ()"
e 3/"(R.) |

donde:

2\ n+1 . m—1
(R, = in(ZH) <%> +m(n;% 1) (%) ‘

Cuando la condicién (5.23) es sustituida en las expresiones anteriores se obtiene:

o, mA+1E(m—n)(n+2)(p?/R)""

mSD 3f//<Rc) ’

(5.24)
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14k (%i)nH] , (5.25)

donde, para acortar, se ha introducido el siguiente parametro:

m(m — 1)

R.(m — 2)

nn+1)(m—2)+m(m —1)(n+ 2)
m(m — 1)

k

?

y se ha considerado sélo los casos donde m > n.

De estas ecuaciones, es evidente que cuando es considerado el signo positivo del segundo
término en el miembro derecho de la ecuacién (5.22), las soluciones de Sitter de la teoria

f(R) son estables. En cambio, si se selecciona el signo negativo en la ecuacién (5.22):

2n+2 m
L R
f(R) =R- Rn + M2m—2"
entonces puede ser demostrado que:
. (m—n)(n+2),
m+1

implica que la estabilidad de las soluciones de Sitter correspondientes a la teoria f(R)

puede ser lograda solamente si:

(Re/p*)"™ > k.

En los resultados mostrados anteriormente, el caso m = 2 no puede ser considerado
debido a que varias expresiones se indefinen. A pesar de esto, este caso (con n = 1) ha

sido estudiado en [3§].
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5.5. Modificaciones de Dirac-Born-Infeld a la Relatividad

General

Una teoria que es capaz de cumplir con los requerimientos que, desde el punto de vista
fenomenolégico, deben satisfacer modificaciones no-lineales a la Relatividad Genera!H,

estd contenida en la siguiente accién del tipo Dirac-Born-Infeld [T13]:

1
S = E/d% lg| (1 — /1 —ar?R + ﬁ/{‘lg) , (5.26)

donde:
G=R>—4R,,R" + Reu R"",

es el invariante de Gauss-Bonnet. En [113] se demuestra que esta accién recupera la accién
de Einstein-Hilbert para pequenas curvaturas, es libre de fantasmas y muestra indicios
de ser capaz de anular la singularidad de Schwarzschild tipo Coulomb para una region

apropiada del espacio de parametros.

Con el propdsito de aplicar de forma expresa la aproximacién abordada en las secciones
precedentes, primero la atencién estard enfocada en la siguiente modificaciéon simplificada

tipo Dirac-Born-Infeld (en lo adelante DBI) de la accién de Einstein-Hilbert:
1
Sg=— /d4x lg] (1 —V1- a/<a2R> : (5.27)
K

esta modificacién a la accién de Einstein-Hilbert es un caso particular de (5.26]) para
B = 0. En consecuencia la accién (5.27]) cumple con los requerimientos esbozados en la
introduccién del Capitulo 3. En particular, como fue demostrado en [113], tiene un limite

correcto de Einstein-Hilbert para curvaturas pequenas y esta libre de fantasmas.

6una lista completa de estos requerimientos puede ser hallada en la introduccién del Capitulo 3.
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Usando la aproximacion mostrada en las secciones precedentes, se mostrara que la afirma-
cién hecha anteriormente acerca de que la accién (.27) esta libre de fantasmas es inco-
rrecta para valores positivos del parametro a. En realidad la teoria dada por la ecuacién
(527)) puede ser reescrita dentro de una teoria f(R) del tipo dado por la ecuacién (3.8

con:

f(R) =2 <1 - m) . (5.28)

K

Para este caso, la condicién (5.6) para la existencia y estabilidad de la correspondencia
asintética de las soluciones locales de la teoria f(R), con el espacio de fondo maximamente
simétrico (de vacio) de curvatura constante, conduce a la siguiente relacién entre los
valores de frontera de la curvatura R, y los pardmetros o, x%:

QE:RC = R—8 L

f/ c = §m, (529)

cuando este valor de frontera de R, es sustituido en la definicién del cuadrado de la masa

efectiva del grado de libertad del campo escalar se obtiene que:

o fl—R.f R, 2 1
"= g 71 T Toam) (5:30)

donde se ha tomado en cuenta que:

esta expresién conduce a que la teorfa dada por la teorfa (5.28)) tiene estabilidad de Ricci
para cualquier valor de los pardmetros del modelo, sin embargo la ecuacién (5.30) nos
muestra que esta teoria puede ser asintéticamente correspondida sélo con un fondo tipo
AdS (a0 < 0). De lo contrario, para valores positivos de « el grado de libertad escalar, que

acarrea las contribuciones no lineales en R, es un grado de libertad fantasma y por tanto
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carente se sentido fisico. Este hecho excluye a este tipo de modificacion a la Relatividad

General como un candidato para explicar la fase actual de expansion acelerada.

Sin embargo, hay que senalar que la inclusiéon de un término tipo Gauss Bonnet en una
accién més general como la (5.20) podria cambiar esta imagen pesimista. Algunas indi-

caciones en este sentido para un modelo general del tipo:

S = Q%/d‘*x\/@f(}z,g)
L d*z/|g|f (R, P, Q), (5.31)

T k2

donde P = R,,,R", Q) = R, R"°" han sido dadas, por ejemplo, en [I 14]H Para este caso
general la condicién para la existencia de soluciones de vacio, médximamente simétricas

con curvatura constante R, pueden ser escritas del modo siguiente (fr = Orf, fp = Opf,

fo =9q1): , i
R R
2f —Rfr— Tfp - ?f@ = 0. (5.32)

R
Para espacios méximamente simétricos de curvatura constante se tiene que: P = R?/4,

Q= R?/6,G = Q = R?/6 y para el caso dada por la accién (5.26) donde:

2
f(R.P.Q)= —(1-5), (5.:3)
s =+/1 — ar?R + (KG, (5.34)
se obtiene que:
se=1+/1—ar?R, + Br4R2/6. (5.35)

Por lo tanto, la condicién para la existencia de soluciones maximamente simétricas de

“en términos de los invariantes P y @, el invariante de Gauss-Bonnet puede ser escrito como G =
R?2 — 4P+ Q.



5.5. MODIFICACIONES DE DIRAC-BORN-INFELD A LA RELATIVIDAD
GENERAL o6

curvatura constante (0.32]) conducen a la siguiente ecuacion de restriccién sobre R..:

ﬁ/#R? —3ar’R, = 125.(s, — 1),

o alternativamente:

Br*R? — 9ak®*R. + 12 = 12s,. (5.36)

Ha sido demostrado en [113] que no hay fantasmas asociados el grado de libertad adicional
de spin—2 de esta teoria (.31]). Sin embargo, nada concreto se ha dicho acerca del grado
de libertad escalar. El cuadrado de la masa efectiva de este ultimo puede ser escrito de la
siguiente forma:

o [fr — RfRrlp, (5.37)

¥ c ’
E@

donde se ha introduccido que:

Yo = [3frr +2(fp + fo) + R(3frp + 2frq) + RQ(Z,}CPP + fro + %fQQ) , o (5:38)
R

Si se sustituye la condicién (5.36]) en la expresiones anteriores se obtiene que:

) 3R.(26K*R, — ak?)?
me = , :
¥ 230%k8R? — 18afKS R, — a?k?

(5.39)

Para cumplir con la condicién de que el cuadrado de la masa efectiva sea positiva se

requiere que:
R > (9+ 5\/6)04’
233K?2

para un espacio de fondo tipo de Sitter o en su lugar

R < (9 — 5\/6)04’
230k2
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para una solucion anti-de Sitter. Aqui se estd asumiendo que tanto o como 3 son positivos.
En consecuencia no existen grados de libertad escalares asociados a comportamientos

fantasmas, dado que la condicién antes mencionada se cumple para la teoria descrita por

la accién (B.26]).

5.6. Consideraciones finales

Un tratamiento adecuado de las condiciones de frontera en las teorias f(R) requiere
resolver las ecuaciones(@.I1)) y (B.I2), para la métrica y el campo escalar ¢ = f'(R)
respectivamente, en el régimen césmico, donde la homogeneidad e isotropia conducen a

la métrica de Friedman-Robertson-Walker:
gy, = diag(—1, a(t)?;;),

y a un valor del campo escalar independiente del espacio ¢. = ¢.(t) [66} [67]. Para escalas
mas pequenas las desviaciones locales a partir de los valores cosmicos de los campos se
hacen apreciables. Entonces, usualmente, se invoca el limite de campos débiles y se tratan
estas desviaciones como pequenas perturbaciones alrededor de los valores de frontera del

fondo ¢, v ¢. [66, 67, 63, 58]

Por consiguiente, esta claro el rol que juegan la existencia y estabilidad de las soluciones
de Sitter en los modelos fenomenolégicos de f(R): ellas actian como reglas de seleccién
para escoger una teoria cuyas soluciones locales puedan ser asintéticamente correspondi-
das con modelos fenomenolégicos cosmologicamente viables. Esta es la razon por la cual
se opta por buscar correspondencias estables de las soluciones locales con espacios de

fondos asintéticos (maximamente simétricos) con curvatura constante (positiva) R, > 0:

8igualmente se pueden usar las ecuaciones [B.13) y (B.14).
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en el marco cosmoldgico tales espacios se ajustan muy bien a la evidencia observacional

existente sobre la fase actual de expansién cosmica acelerada.

Se ha investigado las condiciones para la existencia y estabilidad del fondo de Sitter (de
vacio), impuestas sobre los pardmetros del lagrangiano f(R). Aunque estas condiciones
son asumidas usualmente como que se cumplen, su consideracion de forma rigurosa en los
célculos estdndares de los pardmetros relevantes esta ausente. En [60] [67], por ejemplo,
las expresiones para el cuadrado de la masa efectiva del grado de libertad del campo es-
calar estan dadas, pero las condiciones de existencia y estabilidad de espacios de fondo
de Sitter no estan sustituidas en estas expresiones, en consecuencia, el autor fue capaz
de hacer conclusiones fisicas s6lo después de asumir una solucién cosmoldgica dada (para
la época de dominio de la materia, en este caso particular). Por el contrario, una minu-
ciosa consideracién de la condicién (B.6]) permite ahorrar las suposiciones (la mayoria de
ellas innecesarias) adicionales sobre la dindmica césmica para alcanzar conclusiones fisicas

robustas.

Los modelos de f(R) fueron inicialmente introducidos para explicar la aceleracién césmica
actual. La razon detras de este efecto es que, durante el curso de la expansién césmica, la
curvatura se diluye y los términos no-lineales en R comienzan a dominar la dindmica de
la expansion del Universo actual, actuando como una fuente de energia oscura escondida
en el tensor de energia momentos efectivo (BI4]). Sin embargo, existen varios modelos de
f(R) que fallan en ser compatibles con la dindmica cosmolégica actual. La aproximacion

asumida en este Capitulo permite tener una prueba adicional de consistencia. Por ejemplo,

el modelo de f(R) dado por la ecuacién (5.16]):

2n+2

R’

f(R)=R+e¢

donde € = £1. En la seccién (5.4.2) se demostré que presenta soluciones estables tipo anti-
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de Sitter. De lo contrario, las soluciones locales de la teoria correspondiente no pueden
ser correspondidas de forma asintética con los espacios de Sitter, lo cual significa que
cualquier solucién de las ecuaciones de la teoria que sea compatible con la aceleracion
coésmica, 0 no existe o tiene que ser necesariamente inestable. Este resultado deber se

considerado como un criterio adicional para juzgar acerca de la viabilidad fenomenolégica

de la teoria f(R) dada por la ecuacién (G.10).

Para modelos donde la funcién f(R) esté dada por (5.11)):

mn

f(R):R+€W,

se puede encontrar una region del espacio de parametros, 0 < n < 1, donde las soluciones
de Sitter de fondo son estables. Nunca antes se habia dado un argumento tan conclusivo
sobre teorfas f(R) del tipo (5I0]). Una circunstancia afortunada estd relacionada con el
hecho que, la regién del espacio de pardmetros donde el modelo dado por la ecuacion
(5.10) es compatible con las observaciones cosmoldgicas (0 < n < 0,25) esta contenida

dentro de la regién que permiten soluciones de Sitter estables.

En ambos casos (teorfas f(R) dadas por las ecuaciones (5.I1]) o (5.16])), la existencia y
estabilidad de las soluciones de Sitter son independientes del signo de € en el término no-
lineal en R. Constituyendo esta otra conclusiéon robusta sobre el espacio de parametros

de ambas teorias.

Unos comentarios adicionales merecen los modelos de f(R) dados por la ecuacién (5.22))
[TT1), 112] los cuales contienen potencias combinadas de R. Como fue sefialado anterior-
mente, si se considera solamente el signo positivo en frente del segundo término en el

miembro derecho de la ecuacién (5.22):
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el correspondiente modelo admite soluciones estables de Sitter, por lo que puede ser una
alternativa apropiada para tratar con la expansién acelerada observada en la actualidad
en el Universo. Debido a la existencia de dos escalas de masa: M para las escalas grandes
(la cual establece la escala para cuando la inflacién de tiempo temprano ocurre) y p
para las escalas pequenas (la cual establece la escala donde la expansion acelerada ocurre
para tiempos actuales), este modelo puede representar una alternativa interesante para
conducir una descripcién unificada de la inflacién de tiempo temprano (sin el inflatén),
y la expansién acelerada del Universo correspondiente a tiempo presente (sin energia
oscura). Para energias suficientemente altas el tercer término o< R™ en el lado derecho
de la ecuacién antes mencionadas provoca la inflacion en el Universo, mientras que el

segundo término o< R~ domina desde una época reciente.

La aproximacion asumida en este Capitulo permite ademéds demostrar que las modifica-
ciones tipo DBI de la Relatividad General, propuestas en [113], puede estar libre de fan-
tasmas implicando esto que ciertas restricciones sobre la curvatura de Sitter se mantienen
ciertas, mientras que el caso particular de esta teoria, dado por la accién (527])), es libre
de fantasmas sélo para valores negativos del parametro a < 0. El posible conflicto de
este resultado, con el mostrado en [I13], es debido a que, en aras de garantizar que la
teoria este libre de fantasmas, el autor s6lo demanda que la masa del grado de libertad
adicional, asociado con una particula de spin-2 (grado de libertad que no esté presente en
esta versién mds simple) my — 00. Sin embargo no proporciona ningin criterio adicional
acerca del grado de libertad escalar (spin-0) m? (mi segtn la notaciéon empleada en este

Capitulo), aspecto este central en la presente discusion.

Finalmente, es iljgportante notar que si fueran tomados en consideracién modelos f(R)
realmente viables), la condicién (5.6]) se convierte en una ecuacién algebraica de orden

superior y sus raices no pueden ser halladas de forma algebraica, por lo que los métodos

9como el hallado en el Capitulo anterior o los propuestos en [37, [115].



5.7. CONCLUSIONES PARCIALES 61

numeéricos, como el Teorema de Sturm o la Regla de los Signos de Descartes, son necesa-
rios para hallarlas. Un ejemplo de los problemas de este tipo que pueden aparecer debido
a la estructura altamente no-lineal de las teorfas en discusién es mostrado en [37], donde
las herramientas de los sistemas dinamicos son usandas para estudiar el problema de la
estabilidad de las soluciones de Sitter para varios modelos f(R). En este ejemplo, los Uni-
versos de Sitter tienen que ser construidos con las herramientas numéricas principalmente

y para simplificar el problema no tomaron en cuenta la contribucion de la materia.

5.7. Conclusiones Parciales

En este Capitulo se han explorado las consecuencias fenomenoldgicas de tomar en cuenta,
de forma rigurosa, las condiciones para la existencia y estabilidad de las soluciones de
Sitter para una clase extensa de teorfas f(R). Ademas, la interaccién del sistema local con
la cosmologia de fondo, impone condiciones de frontera las cuales, cuando son tomadas en
cuenta, imponen restricciones sobre los parametros globales del lagrangiano f(R). Aunque
este es un hecho bien conocido, no es usado de forma rigurosa para restringir el espacio

de parametros de los modelos.

Se ha demostrado que una amplia variedad de modelos no son capaces de pasar la prue-
ba de estabilidad de Sitter. Hay modelos que admiten la correspondencia de las solu-
ciones locales con cosmologias de fondo tipo anti-de Sitter. Otros, en general, no admiten
correspondencia asintética estable de las soluciones locales con la cosmologia de fondo
maximamente simétrica de curvatura constante R, = R.g,, /4. Adicionalmente, se ha
demostrado que la no existencia de soluciones fantasmas en las modificaciones tipo DBI a
la Relatividad General estudiadas con anterioridad en [I13] demandan ciertas restricciones
sobre la curvatura del espacio de Sitter. Para el modelo mas simple donde el invariante de

Gauss-Bonnet es fijado como nulo, la ausencia de fantasmas se alcanza sélo para valores
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negativos de uno de los parametros del lagrangiano (a < 0). Este ltimo resultado entra
en conflicto con el encontrado en [113], donde se afirma que las teorias basadas en La-
grangianos del tipo (B.20]), que incluye como caso particular al dado por (5.27), son libres

de fantasmas en general.

Existe una clase de modelos f(R) donde los términos no-lineales en R poseen tanto po-
tencias positivas como negativas (ver la ecuacién (5.22])). Debido a la coexistencia de dos
escalas de masas diferentes en (5.:22)), para una regién apropiada del espacio de pardme-
tros, estos modelos podrian proporcionar un escenario atractivo para tratar, en una ima-
gen unificada, la inflacion de tiempo temprano y la expansion acelerada del Universo

actual.



6. FORMACION DE ESTRUCTURAS

Como se ha visto en los Capitulos precedentes la fase actual de expansién acelerada puede
ser explicada desde diferentes puntos de vistas (modelos) con diferentes motivaciones
fisicas de fondo. Para distinguir entre las muchas posibilidades tedricas se requieren ob-
servaciones mas refinadas de la historia de la expansion del Universo, pero incluso estas
dejaran algunas degeneraciones entre las alternativas. Por fortuna, este conjunto de ca-
racteristicas del Universo no son las tnicas observables. El contenido de la densidad de
energia ha evolucionado a partir de un estado extremadamente caliente, denso y casi uni-
forme en el comienzo del Universo hasta uno relativamente frio, difuso y de agrupamiento
en el caso de la materia. Mientras que las dos primeras propiedades son debidas pura-
mente a la expansion de un Universo homogéneo, siendo cualitativamente una propiedad
cinemadtica, la dltima propiedad se origina a partir de un Universo no homogéneo, que

presenta fluctuaciones, siendo esta esencialmente una propiedad dinamica.

El crecimiento de las grandes estructuras del Universo constituye una importante prueba
de compania, ella junto a la historia de la expansién forman un criterio sélido para discernir

acerca de la naturaleza de la nueva razoén fisica que esté detréds de la expansion acelerada.

En este Capitulo se presenta este tema desde dos enfoques diferentes. El primer enfoque
usa la formacién de estructuras como prueba observacional que puede ayudar a restringir

el espacio de valores de los pardmetros libres de los modelos (se muestran los resultados

63
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para dos modelos diferentes de quintaesencia con potenciales doble exponenciales). El
segundo la usa como prueba discriminante entre modelos de predicciones similares desde

el punto de vista de la historia de la expansién.

6.1. Evoluciéon de las perturbaciones de densidad en

modelos de quintaesencia de doble exponencial

En esta seccion se muestran los resultados de utilizar el analisis del régimen lineal del
crecimiento de las fluctuaciones para limitar el espacio de los parametros libres en dos
modelos cosmolégicos. Ambos modelos parten de usar campos escalares con potencial

doble exponencial de la forma:
V =Vie ™ + Vae P9, (6.1)

donde Vi, Vs, a, 3 son parametros libres. El uso de este tipo de potencial resulta muy
atractivo ya que permite obtener un escenario donde el Universo puede evolucionar a
través de un régimen radiacion-materia (solucién atractora de pasado) y desde una época
reciente evolucionar hacia un régimen dominado por un campo escalar (solucién atractora
de futuro). Estos modelos donde la energia oscura estd minimamente acoplada han sido
investigados en [116], [17] mientras que, los modelos de Brans-Dicke con este tipo de

potencial han sido estudiados por ejemplo en [116].

Los resultados de esta seccién fueron publicados previamente en [43].
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6.1.1. Teoria de Einstein

En este epigrafe la atencion se centra en las soluciones a las ecuaciones de Einstein para
una métrica plana de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) con dos fluidos: un fluido
barotrépico de fondo (caracterizado por el indice barotrépico ) y un campo escalar como

energia oscura.

En [IT6] se demostré que si en este modelo se selecciona la siguiente relacién entre el

indice barotrépico del fluido de fondo () y los parametros libres del modelo:

_3
==L (6.2)
entonces:
() = {1/ s simbus(r + )]} 77, (6.3)

es una solucién exacta de las ecuaciones del campo de Einstein con potencial dado por

(610) donde:
v(2 — 3¢)

6.4
- (64)

HE = (3’7 - 042)

To es una constante de integracion y en lugar del tiempo césmico se ha introducido una

nueva coordenada de tiempo 7 definida como:
dt = a = dr. (6.5)

Otros pardmetros de interés observacional, obtenidos a partir de (€3]), son el pardmetro

de Hubble:

H(r) = | 22239 0% cothlpun(r — )], (6.6)

3y — a?
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el parametro de densidad de materia:
(1) = (1 — €) coth[ug(T — 10)], (6.7)
y el pardmetro de la ecuacién de estado:
we(T) =14+ . (6.8)

Esta solucién depende sélo de dos parametros (a,e), toda vez que se ha fijado v = 1
(esto corresponde a considerar materia oscura fria) y ¢ es la densidad de la energia oscura
2,,(2) en los primeros momentos de la evolucién (z >> 1). Usando los resultados de
las pruebas observacionales de la radiaciéon césmica de fondo [II8] y la nucleosintesis
primordial [IT9) 120] se pudo limitar el espacio de pardmetros en el rango: (0 < o < 00)

y (0 <& <0,045) [116].

6.1.2. Modelo de Brans-Dicke(BD)

En este caso los fluidos son: un fluido barotrépico de fondo (caracterizado por el indice
barotrépico ) y un campo escalar autointeractuante de BD como energia oscura. En este
caso el modelo es desarrollado en el marco de Einstein (en este marco las ecuaciones son

més simples de tratar).

Si se escoge en este marco [116] la siguiente relacién entre los parametros libres del modelo:

5:3_7+ﬂ (6.9)

@ 2y/w+ 3
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donde w es el pardmetro de acoplamiento de BD, entonces:

1
2— 3¢

a(r) = { sinhlju(r + 7o)]} 77, (6.10)

es una solucién exacta con:

iy — Oz(ﬁ; @) l3n22<—1 ?:86)’ (6.11)

2 w—i—%—a
n—=——m——. (6.12)
2 w—i—%

La coordenada del tiempo 7 y el tiempo césmico en el marco de Einstein ¢ estdn rela-
2
. . . . . T o ., .
cionados mediante la siguiente expresion: dt = a 2 dr. La notacion con la barra encima
significa que se esta trabajando en el marco de Einstein de la Teoria de BD. Los otros

parametros ttiles son el parametro de Hubble:

H(r) = /%a(f)—“ﬁ coth[us (r — o), (6.13)

el pardmetro de densidad de masa:
Qu(r) = n?(1 — ){cosh[up(r +10)]} 2, (6.14)
el parametro de la ecuaciéon de estado:
wp(r) = -1+ ————. (6.15)

Como en el caso anterior se fija v = 1 por lo que el espacio de los parametros libres

queda determinado por (a,e) y siguiendo un andlisis similar al anterior los pardmetros
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son limitados a: (0 < @ < 0,37) y (0 < e < 0,045) [116].

6.1.3. Crecimiento lineal de las fluctuaciones

En este epigrafe se desarrollara el estudio de la evolucién el contraste de densidad (§ =
dp/p) en la distribucién de masa, modelada como materia oscura, en la teoria de las
perturbaciones lineales. La evolucion de la densidad de quintaesencia no es modelada ya

que en general no exhibe formacién de ciimulos para escalas menores de 100 Mpc [121].

La ecuacién de la evolucién en el tiempo del contraste de densidad [122] 123, 124, [125]

esta dada por:

Om + 2H by, — ATG Py = 0, (6.16)

donde el punto significa derivada con respecto al tiempo comovil. En estas ecuaciones la
contribucion relativa de la energia oscura a la evolucién del contraste de densidad esta dada
por la expresién del pardmetro de Hubble (H). Se debe considerar esta ecuacién a partir
del periodo en que domina la materia, cuando la contribucién de la radiacién es realmente

despreciabl.

La teoria lineal de perturbaciones relaciona el campo de velocidades peculiares v y el

contraste de densidad [126], 127] mediante:

vle) = o [ 8,00 =Ly (6.17)

donde el contraste de densidad es definido como:

dlnd,,
f= dlna

(6.18)

os dos modelos en consideracién sélo pueden ser tomados como validos después del desacople de la
materia y la radiacion.
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Tabla 6.1.: Parametros caracteristicos para cada modelo
Parametros Teoria de Einstein  Modelo de BD

X sinh[pg(T + 70)]  sinh[ug(r + ro)]
C 10-302 a(B-2a)+4
2(3—a?) a(f—a)
4—a? 4—a?
d 2(3—a?) a(B—a)
1 6n2(1—¢)
¢ 23—a?) a2(B—a)?

Resulta muy 1til reescribir la ecuacién (6.I6) en términos de variables adecuadas que

permitan simplificarla con vistas a hallar la evolucion del contraste de densidad:

d? d
O + Xﬁ(x% +d) —ed, =0, (6.19)

2 2
X(l—l—X)dX2 e

donde la nueva variable X y los parametros (¢, d, ) son diferentes para cada modelo (ver
Tabla [6.1]). La ecuacién (6.19) tiene dos soluciones linealmente independiente, el modo
creciente d,, vy el modo decreciente 9,,_. Ambos pueden ser expresados en términos de

la funcion hipergeométrica de segunda clase o F7:

1 d 1 1 ¢ d 1 _ 1

6 o X2+ o pi— 2 g 4 C T 14 g —X? 2
+ox X2 21[4 TR S TR a1 ], (6.20)
1 d d 1
O o¢ X207P=9) \ (2 — = = —— == 1——g,—X? 21

X 2 2 1[4 4 497 4+2 4 497 297 ]7 (6 )

donde:

Para 7 < 1y r < 1 podemos escribir:

Gy o X 2(7DF9), (6.22)
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G o X2017D=9), (6.23)

Para determinar el indice de crecimiento de las fluctuaciones se usa el modo creciente 9,
(ecuacién ([6.22))) y se sustituye en la ecuacién (6I8]). Como se observa el modo creciente
depende de los pardmetros libres («,e) por lo que usando el valor de las estimaciones
observacionales del indice de crecimiento f se puede restringir ain mas los parametros
libres de los modelos bajo estudio. Para un valor de z = 0,15 el valor estimado del indice

de crecimiento es de f = 0,51 4+ 0,11 [128], 129, [130].

0.03

Figura 6.1.: Espacio de parametros para el modelo basado en la gravedad de Einstein.

Aunque el calculo del indice de crecimiento no restringe mas al parametro € en el modelo
basado en la Teoria de Einstein, como muestra la Figura. [6.1l si limita al parametro a a

una region mas estrecha.

En este caso el pardmetro ¢ = Q4(z — 00) representa la cantidad de energia oscura en

los primeros momentos del Universo, la cual no puede ser una cantidad apreciable ya que
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0.04 ‘
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o

Figura 6.2.: Espacio de parametros para el modelo de BD obtenido usando el anélisis del
indice de crecimiento.
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Figura 6.3.: Espacio de parametros final para el modelo de BD. Esta region obedece a la
unién de todos los anédlisis hechos en [116] + indice de crecimiento.
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de serlo, en esa época, la expansion del Universo seria lo suficientemente rapida como
para evitar la formacién de estructuras. Por otro lado, el uso del indice de crecimiento
permite localizar al pardmetro a en una regién mas limitada, y de ese modo actiia como

un selector de una clase de soluciones atractoras del tipo halladas en [29] 131, 117, [116].

La Figura. muestra el espacio de parametros obtenido para el modelo basado en
BD. Como se observa en la figura. los pardametros (a, 3) fueron considerablemente

restringido en comparacién con el rango reportado en [116].

6.2. Influencia de la energia oscura en la formacién de

estructuras

En esta seccion se estudia un modelo del Universo que posee tres componentes no inter-
actuantes: materia oscura, un campo escalar de quintaesencia con potencial exponencial
y la presencia de una constante cosmoldgica negativald. Este es un modelo bien estudiado,
que es capaz de pasar exitosamente las pruebas observacionales que tienen en cuanta la
historia de la expansién del Universo, los resultados de las mismas han sido publicadas
en [90, 40, [41]. En esta ocasién se mostraran sus predicciones con relacién a la formacién
de estructuras en el régimen lineal y no lineal. Los resultados que se muestran en esta

seccién fueron publicados previamente en [44].

En este modelo el potencial viene dado por la siguiente expresion [117, 132]:

V(p) x exp{—\/gqﬁ}. (6.24)

2este modelo recibe el nombre de quintante debido a las dos dltimas componentes.
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Para este potencial las siguientes substituciones:

a® = uv, (6.25)

¢ = —/=In(-), (6.26)

donde a es el factor de escala, u; y us son funciones del tiempo, hacen posible integrar
la ecuacién de Friedmann de forma exacta. Si se fija para hoy en dia(r = 0): a(0) = 1,

a(0) = 1y H(0) =1 se obtiene la evolucién del factor de escala en funcién del tiempo:

2
a= QZ,O\S/—_WTTA(QI + by tan w)(az + by tan wr)| (6.27)
con:
ay = 1, (628)
b1 = ul/u2, (629)
ag = w(2y/ =0 — ugusT), (6.30)
by = 2v/—Qa(3 — ww/uy) + urug + uswT, (6.31)

w o= 2y/—0/2. (6.32)

6.2.1. Parametrizacion de la ecuacion de estado

Las ecuaciones de la evolucion del contraste de densidad de la materia, tanto en su régimen
lineal ([6.16) como en el no lineal, resultan dificiles de resolver en general. Sélo en contados
casos (como el visto en el epigrafe anterior) tienen soluciones analiticas ya que dependen
de la expresién del pardmetro de Hubble (H = a/a). De la ecuacién (6.27)) se aprecia

que la expresion para H serd compleja de tratar por eso en lugar de obtener su expresion
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a través de su definiciéon se obtendra mediante la expresién de la primera ecuacién de
Friedmann. La dificultad que tiene este proceder es que se necesita considerar el efecto de
los dos fluidos que actian como energia oscura (campo escalar + constante cosmoldgica
negativa) como un solo fluido efectivo [40, 41] y para este tltimo obtener la expresién de

la evolucién del parametro de la ecuacién de estado w con respecto al factor de escala.

Esto tultimo exige parametrizar la curva w vs a ya que esta, para el caso de este modelo,
se obtiene de forma numérica. El tema de obtener una parametrizacién del parametro de
la ecuacion de estado w es un topico muy socorrido en los ultimos anos, las expresiones
més comunes han sido desarrolladas en [133], 134, [135], [136], 137, 138] donde los ajustes

propuestos poseen, en general, entre dos y cuatro parametros libres.

En el caso del modelo quintante las parametrizaciones antes senaladas no funcionan de
forma adecuadaH debido a la rapida evolucién w vs a. En este caso la opcién mas factible
es usar la parametrizacién propuesta en [139], la cual tiene la caracteristica de ser una
ecuacion de cuatro parametros que se ajustan a la forma de la curva w vs a. Esta idea es

similar a la aproximacién Kink propuesta en [140, 14T, T42]:

Wm — Wo

w(a) =wo + 777
1 + <E)1/T

(6.33)

donde en esta parametrizacion los cuatro parametros no pueden tomar valores arbitrarios
ya que cada unos de ellos esta relacionado con periodos importantes de la evolucion de w
vs a. En este sentido, ar es el valor del factor de escala en el punto de transicién entre la
época en que domina la materia, caracterizada por w = w,,, y la época presente en que

domina la energia oscura, w = wy. La rapidez de esta evolucién es medida por 7.

La figura muestra la parametrizacion donde el mejor ajuste se logra con los siguientes

3el analisis estadistico de esta aseveracién aparece en el Anexo [Bl
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— Modelo quintante
----- Ajuste de 4 parametros |

Figura 6.4.: Comportamiento del parametro de la ecuacién de estado w vs a. La lineas
discontinuas corresponden a los casos limites, de arriba a abajo: a) w = 1 ma-
teria rigida, b) w = 0 Materia Oscura Fria, ¢) w = —1 constante cosmolégica.

valores de los parametros:

wy = —0,98794 + 0,00064, (6.34)
wm = 0,97944 & 0,00097, (6.35)
ar = 0,49939 & 0,00012, (6.36)
7 = 0,10254 & 0,00021. (6.37)

Como se aprecia la curva es capaz de describir el comportamiento de w(a) de forma
satisfactoria durante la mayor parte de la evolucién del Universo, con excepcién de la
época mas reciente en que las diferencias entre la curva real y la del ajuste pueden llegar
a valores un poco menores que el 10 %. Esto ltimo ocurre en el rango de 0,82 < a < 1 que
expresado en funcién del corrimiento al rojo corresponde a 0 < z < 0,22. Si se toma en

cuenta que la casi totalidad de las grandes estructuras del Universo se han formado para
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valores del corrimiento al rojo z > ]H [143, [144] pues entonces se puede usar la anterior
parametrizacién para estudiar el proceso de evolucion de las fluctuaciones de la densidad
de materia, tanto en el régimen lineal como no lineal, ya que en la época en que ambos
procesos se desarrollan la parametrizacién propuesta es capaz de reproducir la curva real.

Esta parametrizaciéon permite escribir el parametro de Hubble de forma explicita:

H

—31Aw 3TAw
(F>2 = Qo> + (1 — Qo) a30Fwm) (1 + a;”T) (1 + (1)1/7> ., (6.38)
0

ar

esta expresion serda fundamental en lo adelante para poder hacer las estimaciones de la

evolucion de las fluctuaciones en el régimen lineal y no lineal.

6.2.2. Crecimiento lineal de las fluctuaciones

En el régimen lineal las fluctuaciones evolucionan en el tiempo de acuerdo con la ecuacion
(6.16]). Desde el punto de vista fisico resulta conveniente estudiar las fluctuaciones en
términos del factor de escala a en lugar del tiempo t. Como en la época en que domina
la materia se verifica que ¢,, ~ a es también util introducir una nueva variable que
caracterice el crecimiento de las fluctuaciones D(a) = %m. Usando esta nueva variable la

ecuacién (6.16]) queda como:

y ,[5  (In E?Y D |3 Qur (In E?Y B
D"+ D [E_FT}—FE[E(l_ZEQa‘g | =0 (6.39)

donde la prima (') denota derivadas con respecto al factor de escala a y se ha introducido

a E? = (Hﬂo)2 Esta ecuacion se resuelve numéricamente usando las condiciones iniciales:

1

——— es el factor de escala evaluado en el
1+z155

D(CLLSS) = 1 y D/(aLgs) = 0 Aqul' arss —

4para valores del corrimiento al rojo entre 0 < z < 1 la energia oscura se vuelve dominante sobre las
demés componentes del Universo y debido a su naturaleza repulsiva las estructuras apenas incrementan
su tamano.
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Figura 6.5.: La historia del crecimiento es mostrada para el modelo quintante.

valor del corrimiento al rojo para la superficie de la tltima dispersién. En estos calculos

se toma el valor aproximado de zpgs ~ 1089 [127, [145].

La historia del crecimiento es mostrada en la figura.[6.5l La desviacién porcentual (AD(a) =
1—D(a)/Dx(a)) del factor de crecimiento, para el modelo quintante con respecto al mode-
lo de concordancia AMOF es mostrada en la figura. [6.6; se puede apreciar que la desviacion

actual es menor del 8 %.

En la teoria lineal de las perturbaciones el indice de crecimiento puede ser medido mediante
el campo de las velocidades peculiares v, somo se mostrd en la seccién precedente. Sin
embargo, es mejor resolver directamente una ecuacion para f con el propésito de evitar
la propagacion de errores numéricos procedentes del calculo de é,,. Con este proposito,
simplemente se usard la definicién de f (ver ecuacién ([6.I8))) simultaneamente con ([6.39)

para finalmente obtener la ecuacién de la evolucién del indice de crecimiento:

(6.40)

a

f? 2 (In E?Y 30,
/ P — — _— pr—
F+ a + + 2 / 2F2q4
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Figura 6.6.: Desviacion porcentual de la variable de crecimiento D con respecto a las
predicciones del modelo AMOF.

1,00

0,75 |

f(z)

B —— Modelo AMOF, w, = -1
os0p Modelo quintante

2 3

Figura 6.7.: El indice de crecimiento como funciéon de z para el modelo quintante.

Esta ecuacién se resuelve numéricamente usando la condicién inicial f(arss) = 1y la
ecuacion ([6.38)). El resultado es mostrado en la figura[6.7l Para analizar el comportamiento

de las predicciones de f entre el escenario de concordancia y el modelo quintante se
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Af(Z)

-10 I I 1

Figura 6.8.: Desviacion porcentual del indice de crecimiento f con respecto a las prediccio-
nes del modelo AMOF.

calcula la desviacién porcentual entre sus predicciones como Af(z) = 1 — f(2)/fa(2).
Este resultado es mostrado en la figura [6.8. Podemos notar que Af siempre es negativa,
lo cual es consecuencia de que el indice de crecimiento es mayor en el modelo de energia
oscura compuesta que en AMOF. A pesar de este resultado las predicciones del valor del
indice de crecimiento para z = 0,15 concuerdan muy bien con los valores estimados en

[145].

6.2.3. Evolucién no lineal de fluctuaciones esféricas

Otra herramienta poderosa para comprender como una pequena porcion esférica de sobre-
densidad homogénea es capaz de formar un sistema enlazado, a través de la inestabilidad
gravitacional, es el modelo del collapso esférico [146], 147, 148, 149, [150]. Desde el punto
de vista matematico, las ecuaciones cosmoldgicas basicas mencionadas en Capitulo 2] son

validas lo mismo para todo el Universo que para las fluctuaciones homogéneas esféricas
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(reemplazando al factor de escala global a por el radio de la sobredensidad r):

7 47G

- = — cluster e ) 641
L= =22 (e + Pxer) (6.41)

donde peysier €8 la densidad de materia dentro del cimulo formado y:

Px.efr = px +3px = (Bw(r) + 1)px, (6.42)

es la densidad de energfa efectiva de la energfa oscura (componente X). Para el caso en que
estd componente sea modelada como una constante cosmolégica, px ¢ sera constante.
Noétese que para w(r) # —1 y w(r) # —1/3 la densidad de la componente X dentro de la

sobredensidad depende de la evolucién del fondo.

Se debe seguir la evolucién de la sobredensidad esférica partiendo que posee una sobre-
densidad inicial. Para tiempos tempranos, en los comienzos de la evolucién del Universo,
esta regién que posee la sobredensidad se expandira junto con el fluido de fondo. Si la
sobredensidad inicial excede cierto valor critico, la region donde esta contenida la sobre-
densidad se separard de la evolucion general del Universo y pasard a través de tres fases:

(i) expansién hasta el punto de retornoH, (ii) colapso y (iii) virializacién.

En lo adelante se definira a: z;, como el valor del corrimiento al rojo para el punto de
retorno, z.y el corrimiento al rojo para el cual la esfera inmediatamente alcanzara la

virializacion, 74, v 7eon los radios correspondientes de la esfera en ambos momentos.

Seste punto también es conocido mediante el término equivalente en inglés: punto de turnaround.
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6.2.3.1. Evolucién hasta el punto de retorno

Si se ejecutan las siguientes transformaciones:

a
= — 6.4
v ata, ( 3>
r
= — 44
y Tta’ <6 )

donde a4, es el factor de escala de la evolucion del Universo evaluado en el punto de
retorno. La evolucién de las cantidades arriba definidas, usando las ecuaciones (638) y
(641) y considerando una cosmologia plana (K = 0), viene dada por [146], [148]:

& = Hu Q2 [Q ()] 2, (6.45)

ta

1/2
CHuWlhy” | € + QX’my[l + 3w()]f(2) ], (6.46)

YT T

donde se ha considerado que las sobredensidades esféricas evolucionan en presencia de en-
ergia oscura homogénea (se considera que la energia oscura no forma estructuras enlazadas
para escalas menores que 100 Mpc [121]) y que ademés la masa del cimulo formado se

conserva:

3 3
Pcluster” = Pcluster,tal tq» (647)

y donde la sobredensidad de la masa del cimulo formado para el punto de retorno es:

C _ (pcluster> ‘ (648)
Poackg 2ta

El valor de ¢ puede ser hallado integrando las ecuaciones diferenciales (6.43]) y (G.46))

usando simultdneamente las condiciones de frontera (dy/dt),—1 =0y y,—o = 0.

Las variaciones de las perturbaciones para colapsos que ocurren hoy en dia para diferentes
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cosmologias son comparadas en la figura [6.9. Los valores wy = —0,75 y w; = 0,4 fueron
usados para la parametrizacién w = wg + w1(1 — a) mientras que, el eje z muestra el
tiempo normalizado para el tiempo en que ocurre el retorno en el modelo de concordancia
AMOF (wp = —1). El modelo quintante alcanza el punto de retorno y el colapso antes que
los demés modelos, este comportamiento es debido al efecto de la constante cosmolégica

negativa, la cual contribuye con una presion positiva durante toda la evolucion.

1,5 P—r—m—mm—m———————"—"————
—w =-1
A

—s—w =-0.8
—°o—Ww = wg + wjy(1-a) |

----- Modelo quintante | -

0,0 ; M M M M 1 M M M M 1 " " " " 1

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0
t/ tta, w=-1
Figura 6.9.: Evolucién de las perturbaciones que colapsan hoy en dia (z.; = 0) para

diferentes cosmologias.

La evolucion de la sobredensidad ¢ en funcion del corrimiento al rojo del colapso es mostra-
do en la figura [6.10l Todos los modelos de quintaesencia muestra que las perturbaciones
que colapsan para un determinado corrimiento al rojo son més densas en el momento del
retorno, relativas al valor del fondo, que las que muestra el modelo AMOF. Estos modelos
tienden para valores altos del corrimiento al rojo al valor de 5,6 el cual corresponde a

un Universo Einstein-de Sitter. Sin embargo, el modelo quintante muestra una evolucion
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inusual debido a que su densidad relativa crece mientras el corrimiento al rojo aumenta.

—w =-1
A
15,0 ': s

, - —°c—w =wgp+ W1(1'a) )

------ Modelo quintante | |
-2

2 12,5} ’
Q
~
g
3
Q-U

S 10,0 )
3I\Ip

e
b

2 4 6 8 10 12

coll

Figura 6.10.: Evolucién de la sobredensidad para diferentes cosmologias.

Este comportamiento preocupante es mas evidente en la figura [6.11l Esta es la primera
desviacién importante del modelo quintante de energia oscura con respecto a la corriente

principal de la interpretacion de las observaciones astrofisicas.

6.2.3.2. Contraste de densidad para la virializacion

Para poder obtener mas informacién acerca de las predicciones del modelo bajo estudio
desde el punto de vista de la historia del crecimiento de las estructuras, se necesita calcular
el contraste de densidad de los ciimulos virializados como funcién del corrimiento al rojo

que corresponde al colapso:

vir 1 a ’
Avir = P = 77734- (l) ’ (649>
Phbg,vir 1+ Zeoll
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Figura 6.11.: Evolucién de la sobredensidad para el modelo quintante de energia oscura.

donde 1 = puir/pia €s la razén de la densidad de la esfera virializada con respecto su
densidad en el momento del retorno. Para determinar a este pardmetro es preciso combinar
la ecuacién que se obtiene de aplicar el teorema del virial a la estructura final enlazadaH y la
conservacién de la energia, para obtener una relacion entre la energia potencial de la esfera
colapsada en el momento del retorno y en el momento de la virializacién. En este proceso
la energia potencial de la sobredensidad de la materia oscura sera modificada por un nuevo

término debido al efecto que sobre ella causa la energia oscura [148], 149, 150, 151].

En el contexto de una componente de energia oscura dindmica (por ejemplo: quintaesen-
cia), que esta distribuida de forma homogénea, se considera que las particulas de la materia
oscura pueden alcanzar un estado de quasi-equilibrio [150], [151] en el cual el teorema del

virial se alcanza instantaneamente, debido a que en la época en que domina la materia

6ambas componentes del modelo quintante tienen sus energias potenciales proporcionales a R2.
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Figura 6.12.: Evolucién del parametro ¢ con respecto a z.-

los efectos de la energia oscura siguen siendo pequenos y por tanto despreciables. De esta
manera, asumiendo que la materia oscura ha alcanzado este estado de quasi-equilibrio, n

puede ser calculada mediante la siguiente ecuacién cibica [150]:

4q(1 + 3wxvir)n® — 2(1 4+ (1 + 3wxsa)q)T + 1 =0, (6.50)

donde ¢ = px ta/Pmeta Caracteriza la fuerza de la energia oscura en el momento del retorno.
La figura muestra la evolucion de ¢ en funcion del z.,; para diferentes cosmologias.
El efecto de la energia oscura sobre la estructuras virializadas decrece a medida que
estas alcanzan el estado de virializacién para corrimientos al rojo mayores. En el modelo

quintante la contribucion de px i, < 2% para ze > 1.

Las variaciones de la razon del radio de la virializaciéon con respecto al radio del punto

de retorno es mostrado en la figura [6.13] La forma de la evolucién del modelo quintante
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Figura 6.13.: 7 = 7y /7a como funcién de z.q;.

estd sobre el valor estandar de un Universo tipo Einstein-de Sitter. El valor de n > 0,5 es
debido al hecho que la fuerza repulsiva efectiva de la energia oscura sobre las particulas de
la materia oscura les permite alcanzar el estado de quasi-equilibrio con un radio mayor.
Este comportamiento es menos marcado en el caso del modelo quintante de energia oscura
que en el resto, debido a que la constante cosmolégica negativa contribuye a la evolucion

con una presion positiva en contraste con la presién negativa de la quintaesencia.

Finalmente, el contraste de densidad en el momento de la virializacién se muestra en la
figura [6.14l Todos los modelos tienen sobredensidades que decrecen con el valor de z..y
sin embargo, el modelo quintante de energia oscura tiene un comportamiento diferente:
A, crece a medida que z.,; aumenta. Este resultado inusual, que aleja a este modelo de
la corriente principal de la interpretacion de las observaciones astrofisicas, es consistente

con los mostrados en las figuras 6.10 y [6.11]
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Figura 6.14.: Sobredensidad A,;. como funcién de z.,; para varios modelos cosmoldgicos.

6.2.4. Conteo del nimero de clusters

Con el objetivo de estimar el nimero de cimulos de materia oscura fria para diferentes
rangos de corrimiento al rojo y de masa de los cimulos se usara la aproximaciéon de Press-
Schechter [I52]. Para esta estimacién podrian ser usadas funciones de masa mas realistaﬂ
pero el animo de esta seccion es obtener una comparacion entre las predicciones generales
del conteo del niimero de cimulos del modelo quintante de energia oscura compuesta en

relacién con el modelo AMOF.

El formalismo de Press-Schechter asume que la fraccién de masa del Universo, contenida
en sistemas enlazados gravitacionalmente con masas mayores que M, esta dada por la

fraccion del espacio donde el contraste de densidad que ha evolucionado de forma lineal

“es posible usar una funcién de masa més realista que tiene su justificacién fisica en el modelo del colapso
elipsoidal [153], [154].
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excede un umbral J. y que el contraste de densidad estd distribuido de forma normal con
p =0y con varianza o(M). Como cada escala de masa M colapsa para un determinado
corrimiento al rojo (los cuerpos con masas mayores, correspondientes a escalas mayores,
colapsan maés tarde), el contraste de densidad critica es una funcién del corrimiento al
rojo, 6. = 0.(z). Estas suposiciones conducen a la conocida férmula para la densidad del
nimero clusters de masa comprendida en el rango de m y M + dM para un corrimiento

al rojo dado:

d_n(M, ) =— 2 pmo Oc(2,w) dIno (M, Z)e_za%f&),z)’
M ™M o(Mz) dM

(6.51)

donde py,0 es la densidad actual de materia del Universo, d.(z) es la sobredensidad lineal
de las fluctuaciones que colapsan para un corrimiento al rojo z: d.(z,w) = §in(2 = Zeou)-
Para determinar la d.(z,w) se usa el ajuste propuesto en [155] debido a que este parametro
muestra una dependencia muy débil con respecto al modelo cosmologico que se estudie y

su valor hoy en dia es muy cercano al de un Universo Einstein-de Sitter de 1,68:

3(127)2/3
de(2z,w) = %[1 + alogyy Qi (2)], (6.52)
donde:
a = 0,353w? + 1,044w* + 1,128w? 4 0,555w + 0,131. (6.53)
La cantidad:
o(M,z) = D(z)ou, (6.54)

es la desviacion tipica de las fluctuaciones de la densidad de la esfera de radio R que
contiene la masa M, donde D, (z) = §,,(2)/0.(z = 0) es la funcién de crecimiento lineal

normalizada con respecto al valor presente del contrate de densidad lineal obtenida a
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partir de la ecuacién (6.39) y se usa el ajuste propuesto en [I56] para obtener a:

o = 0 <%)_3 | (6.55)

donde Mg = 6 x 10'4€Q,,0h "1 M, es la masa dentro de una esfera de radio Ry = 8h~'Mpc,
y oy es la desviacion tipica de la sobredensidad sobre una escala de tamano Rg. El indice
~v(M) es una funcién de la escala de masas en la que se trabaje y del llamado pardmetro
de formacion:

M
V(M) = (0,37 +02) [2,92 + ~1og (6.56)
3 My
donde se ha fijado I' = 0,149 [156].

Para poder comparar a modelos diferentes se usa la ecuacién de normalizacién (aqui el

subindice mod es sinénimo de modelo):

Oq

c,M 0)
ﬁ (6.57)

08 mod =

(&%)
A/‘\

El valor de og 5 = 0,796 es restringido por las observaciones del WMAP[6]. El efecto de la
energia oscura sobre el nimero de cimulos de materia oscura fria es analizado mediante

el calculo del nimero de cimulos por unidad de corrimiento al rojo, para un rango de

dN Mo dqn d2V
Nyi, = dM, .
bin /M / dM dzdS (6.58)

donde el volumen comovil es:

masa dado:

BV da(2)2(1 + 2)?
d=dQ ¢ H(z) (6.59)

y da(z) es la distancia didmetro angular.

El nimero de conteo de cimulos de galaxias virializadas, Ny;, = dN/dz, obtenidas a partir
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de ([6.58)), son mostrados en las figuras [6.15] y [6.17 Todos los modelos exhiben un
comportamiento similar: las estructuras mas masivas son menos abundantes y se forman

mas tarde. Este es un resultado en concordancia con el modelo jerarquico de formacion

de estructurag.

8,0x10’ T T T " ST
—_—w ==1 l
A
—=—w =-0,8
6 oxto’ k| O T W =Wotwy(1-a) :'
At [ Modelo quintante g :
- ; ;
& 400 : :' |
3 " |
4
2,0x10° R
0,0

Figura 6.15.: Evolucién del conteo del nimero de cimulos de galaxias virializadas con
masas dentro del rango 10" < M/(h~1 M) < 101,

El modelo quintante de energia oscura es capaz de reproducir los resultados de los demas
modelos de un modo satisfactorio para la época maés reciente de la formacién de estruc-
turas. Esto es para valores del corrimiento al rojo no mucho mayores de z = 1 para los tres
rangos de valores. Sin embargo, para corrimientos al rojo mayores muestra picos abrup-
tos de la formacién de estructuras, constituyendo esto una seria desviacion del modelo
jerarquico de las estructuras de gran escala. Esto parece ser causado por el valor inusual
que muestra el parametro de la ecuacién de estado de la energia oscura quintante, la

cual se comporta como materia rigida (stiff). Esto podria traer consigo una acumulacién

8en [157] se discuten estos efectos para otras parametrizaciones de modelos de energfa oscura.
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mejorada de las estructuras que se forman por el efecto gravitacional y de las fuerzas

viscosas.

6.3. Conclusiones Parciales

En este Capitulo se han estudiados tres modelos del Universo, desde la perspectiva de la

formacion de las estructuras en el Universo.

Los dos primeros casos poseen en comun que la energia oscura es modelada usando un
campo escalar con potenciales doble exponencial pero son estudiados siguiendo modelos
basados en la Teoria de Einstein y de Brans-Dicke. En ambos casos los parametros libres
fueron refinados en mayor grado, usando el indice de crecimiento de las fluctuaciones
cosmoldgicas en su régimen lineal. Estos pardametros habian sido refinados con anterioridad
usando los resultados observacionales de la radiacion cosmica de fondo y la nucleosintesis

primordial.

Finalmente el modelo quintante fue sometido al analisis del la evolucién lineal y no lineal
de las fluctuaciones cosmoldgicas asi como a las predicciones del nimero de cimulos de
galaxias y se compararon sus resultados con los de otros modelos, entre ellos el modelo de
concordancia AMOF. Aun cuando fue capaz de pasar la primera prueba de forma razon-
ablemente bien, en las dos tltimas mostro serias discrepancias con la corriente principal
de la interpretacion de las observaciones astrofisicas, por ejemplo con el modelo jerarquico

de formacién de estructuras.



7. CONCLUSIONES

Esta Tesis ha estado dirigida a ahondar en el conocimiento del origen y naturaleza de
la fase actual de expansion acelerada del Universo, mediante el estudio de dos clases de
modelos: las teorias f(R) de gravedad modificada y los modelos de energia oscura. Ambas
aproximaciones estan motivadas, entre otras razones, por la capacidad que tienen de poder

explicar dicha fase.

En el caso de teorias f(R), el estudio se centrd en la posibilidad de encontrar un marco
donde la energia oscura es reemplazada por una funcion genérica de R cuyo efecto so-
bre la expansion global del Universo es equivalente y en el estudio de las consecuencias
fenomenolégicas de tomar en cuenta , de forma rigurosa, las condiciones de existencia y
estabilidad de las soluciones de Sitter para una clase extensa de teorias f(R). En este
sentido se logro la reconstruccién de una teoria f(R) a partir de una dindmica conocida
de un modelo de energia oscura imponiendo la condicién de que tuviesen la misma depen-
dencia del parametro de Hubble con el tiempo. Esto ultimo implica que el nuevo modelo
no sélo sera capaz de pasar las pruebas observacionales que dependen de la expansion del
Universo, sino que ademas, estara libre de términos de energia oscura y con ello de los

problemas tedricos que presenta la presencia de una constante cosmoldgica.

Ademds se demostré que una amplia gama de modelos f(R) o no admiten soluciones

estables de Sitter (dS), o admiten en su lugar una coincidencia asintéticamente estable
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de las soluciones locales con la métrica de fondo de un espacio anti-de Sitter (AdS).
Quedando descartados estos modelos como solucion a la expansién acelerada del Universo.
Con relacién a las teorias f(R) cuyos términos no lineales posean potencias combinadas de
R se demostrd que pueden constituir escenarios atractivos de unificacion de la dindmica de
inflacion temprana y de la expansién acelerada de Universo tardio. Esto se logra para una
region del espacio de pardmetros debido a la existencia de dos escalas de masa diferentes.
Finalmente, se generalizé la condicion de no existencias de grados de libertad fantasmas
para las modificaciones tipo DBI a la Relatividad General, hallandose que esta implica

una restriccién sobre uno de los parametros del modelo.

Con relacién a los modelos de energia oscura se estudiaron tres de ellos desde el punto de
vista de la formacion de estructuras, desarrollandose un formalismo efectivo, que permi-
ti6 usar la historia de la formacién de las grandes estructuras del Universo como prueba
de compania capaz de ayudar a refinar los parametros libres del modelo bajo estudio.
Esto ultimo se logré en dos modelos de energia oscura cuyos campos escalares tienen

potenciales doble exponenciales.

Se investigaron las evoluciones de las fluctuaciones cosmoldgicas en los regimenes lineal
y no lineal para un modelo de energia oscura compuesta. Se compararon sus analisis con
los del modelo de concordancia AMOF y con otros dos modelos cuyos parametros de la
ecuacion de estado obedecen a parametrizaciones conocidas. Las predicciones del modelo
de energia oscura compuesta fueron aceptables dentro del régimen lineal pero mostraron
serias discrepancias en el régimen no lineal. Estas discrepancias se hicieron més evidentes
cuando el modelo fue sometido al célculo del niimero de cimulos de galaxias mostrando
un comportamiento que no se corresponde con el modelo jerarquico de formacién de

estructuras.



8. RECOMENDACIONES

Luego de realizar un estudio de modelos del Universo en los marcos de las teorfas f(R) de
gravedad modificada y de modelos de energia oscura se realizan las siguientes recomen-

daciones:

e Extender el estudio de la formacién de estructuras al caso de las teorias f(R) capaces

admitir soluciones estables de Ricci.

e Extender el estudio de los modelos de energia oscura a los Mundos Branas y con ayu-
da de las herramientas de los sistemas dinamicos, estudiar las propiedades asintéticas
de los modelos cosmologicos con campo escalar auto-interactuante con potencial ar-
bitrario, atrapado en una brana de Randall-Sundrum (RS) y en una brana Dvali-

Gabadadze-Porrati (DGP).
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A. AJUSTE ESTADISTICO DEL
MODELO f(R)

Los valores de los pardmetros libres del mejor ajuste del modelo dado por la ecuacion

(E20) son los siguientes:
a = —0,388125 £+ 0,000468

b = —0,609366 + 0,000431
n = —0,15342 £ 0,000206
m = 0,712558 &+ 0,000424

La correspondencia entre la data real y la ajustada mediante la ecuacién (L.20) es mostrada
en la figura[A.Jl La desviacién porcentual entre ambas es presentada en la figura [A.2], se

puede apreciar que la desviacion es menor que el 6 % para el intervalo estudiado.

La tabla [A.1l muestra otros pardmetros de interés estadistico como son: el coeficiente de
miiltiple determinacién (R?), el Criterio de Infomacién de Akaike (AIC, por sus siglas en
inglés), el Criterio de Informacién Bayesiano (BIC, por sus siglas en inglés) y el error de

la varianza ( 02).
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e - — e —— . = = o

Figura A.1.: Comportamiento del parametro n vs R,. La linea discontinua muestra el com-
portamiento real. La linea de puntos muestra la evolucién de la aproximacion
analitica dada por la ecuacién ([E20).
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Figura A.2.: Desviacion porcentual entre la curva real y el modelo analitico dado por la

ecuacién (A20).
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Tabla A.1l.: Pardmetros de interés estadistico

Parametros Valor
R? 0.999999
AIC -13651.9
BIC -13627.8
o2 1.83496x10~8

0. 0002

0. 0000 |-¢ '
: K \/ \/

~0. 0002/ ¢
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punt os
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Figura A.3.: Dispersion de los residuos para el ajuste del modelo analitico.



B. AJUSTE ESTADISTICO DE LA
CURVA w vs a

Las parametrizaciones mas usadas en cosmologia para describir la evolucién del parametro
de la ecuacion de estado w como funcion del factor de escala a son:

(a) 2 pardametros: w(a) = wy + wi(1 —a)

(b) 3 pardametros: w(a) = wy + wi (1 — a?)

(c) 3 pardmetros: w(a) = wo +wi(1 — a) + wa(1 — a)?

(d) 3 pardmetros: w(a) = wy +wi(l —a) + wy <61711/a B 1)

4 . — Wm —Wo
(e) 4 pardmetros: w(a) = wy + Y
T
Para obtener la mejor parametrizacién que ajusta la curva w vs a se siguieron los siguientes

criterios estadisticos:

2
C. . ., N (s
e Minimizar la funcién x* = >, (w)

e Suma de Residuales al Cuadrado: SRC = Ef\il (y: — 7:)°. Este pardmetro da la
suma de los cuadrados de las diferencias entre los puntos de la data real y los
valores pronosticados. (Suma Total de Cuadrados: STC = 32N (y; — 7))

SRC

orc- Dste parametro mide la

e Coeficiente de multiple determinacién: R? = 1 —

proporcion de variacion en los puntos y; de la data que son explicados por el modelo

116



AJUSTE ESTADISTICO DE LA CURVA w vs a 117

de regresién. R? = 1 significa que la curva de del modelo tedrico pasa por todos los

puntos de la data.

e Criterio de informacién de Akaike (AIC, por sus siglas en inglés): AIC = N Ino? +
2P, donde N es el nimero de puntos de la curva real, P es el nimero de parametros
libres del modelo y 62 = %. Este criterio penaliza la adicién de parametros y
selecciona a aquel modelo que mejor ajusta (primer término de la expresién para el
AIC) y que tenga el menor nimero de pardmetros libres. En general el modelo mas
simple es preferible, a menos que el modelo méas complicado ajuste mucho mejor y
sea mucho mas probable. El modelo con menor AIC serd el modelo méas probable de

ser el correcto entre todos los modelos especificados para esa data, es decir sera el

modelo preferido.

La tablaB.Ilmuestra los resultados del estudio estadistico para seleccionar la parametrizacién
que mejor ajusta la curva w vs a apreciandose que el modelo de 4 pardmetros es el que

mejor ajusta la curva real. El ajuste visual se puede observar en la figura [B.1l

Tabla B.1.: Parametros de interés estadistico
Modelo R? SRC AIC AAIC  Pesadas AIC

(a)  0,8229 1058,23 -2248512 43592,68 9.32+10~9467
(b)  0,8436 934,62 -23728,36 4234944 5.49x10~%™
(c) 08558 843,59 -24754,41 41323,39 5.49x1087
(d) 08953 625,67 -27743,11 38334,60 5.34x1078325

(e) 0,9989 12,5358 -66077,80 0 1.00
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Figura B.1.: Ajustes a la curva real de las diferentes parametrizaciones.
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